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Introduction

Une géométrie, au sens de klein, est un espace homogéne G/H, ou G est un groupe
de Lie (de dimension finie) et H un sous-groupe fermé de G.
Le groupe G est alors le groupe des symétries (isométries) de la géométrie est joue le role
central suivant : deux parties de 'espace G/ H seront considérées équivalentes si I'une est
I'image de 'autre par une transformation appartenant au groupe G.
L’exemple type est celui de la géométrie euclidienne, associée au groupe des déplacements
G = O(n,R) x R™, ou le stabilisateur d’un point est le groupe d’isotropie H = O(n,R).
Comme le sous-groupe des translations de R" agit librement et transitivement sur G/H,
un modéle de la géométrie euclidienne sera alors R” muni de la forme quadratique standard
définie positive da? + dz2 + - - - + da? .
Autres exemples remarquables de géométries :

— La géométrie pseudo-riemannienne plate de signature (p,q), obtenue pour G =

O(p,q) x R" et H = O(p,q), avec p, q des entiers positifs de somme égale a n. Un

modele de cette géométrie est R™ muni de la forme quadratique dz? 4 - - - + dx) —

da?,, —---—dx}, , non dégénérée et de signature (p, q). La géométrie lorentzienne

p+q’
plate correspond au cas particulier ¢ = 1.
— La géométrie affine obtenue pour G = GL(n,R) x R" et H = GL(n,R).
L’action de GG sur R™ préserve les droites paracourues & vitesse constante.
— La géométrie projective, oit G est le groupe des transformations projectives de 'es-
pace projectif P"(R) et H est le stabilateur d’un point.
ddco Dans ce cas G préserve les droites projectives, sans respecter le paramétrage.
GauB et Riemann sont les premiers a avoir introduit et étudié ’objet infinitésimal as-
socié a la géométrie euclidienne : en language moderne, une métrique riemannienne sur

une variété est un champ lisse de formes quadratiques définis les objets infinitésimaux
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associés aux géométries de Klein G/H, qui sont, & ces géométries, ce que les métriques
riemanniennes sont a la géométrie euclidienne. Par exemple, une connexion affine est la
généralisation infinitésimale de la géométrie projective. Cartan associe a ces objets un
tenseur de courbure qui s’annule si et seulement si 'objet infinitésimal est plat, autre-
ment dit localement équivalent a G/H.

Cartan et Lie ont longuement étudié les symétries (isométries) de ces objets infinitési-
maux.

Ehresmann est celui qui a posé le cadre moderne (intrinséque) dans lequel ces structures
géométriques infinitésimales se définissent. La définition de structure géométrique, déga-

gée par Ehresmann et reprise fructueusement le lecteur pourra se contenter de penser au

cas des métriques pseudo-riemanniennes, au cas des connexions affines et, éventuellement,

a celui des structures conformes pseudo-riemanniennes.

Rappelons qu'une métrique pseudo-riemanniennes de signature (p, q) est un champ lisse

de formes quadratiques non dégénérées de signature (p, q).

Dans le cas particulier ¢ = 1, la métrique est dite lorentzienne.

Une structure conforme pseudo-riemannienne est la donnée d’une métrique pseudo-riemannienne

définie seulement & un multiple scalaire prés.

Ce mémoire rentre dans le cadre de I'étude de la géométrie des espaces hommogeénes.
Mon travail constitue une premiére étude de ces espaces.

Le travail est divisé en trois chapitres.

Le premiér chapitre est consacré a I’étude la notion d’'un groupe de Lie, algébre de Lie et
espaces homogénes ou on rappelle les différentes définitions illustrées par des exemples.
On cite aussi les différentes propriétés liées a la notion d'un groupe de Lie notamment
I’algébre de Lie, 'algébre de Lie d'un groupe de Lie, ’application exponentielle et quelques

résultats géométriques.

Dans le deuxiéme chapitre on introduit la notion d’une variété riemannienne, On s’in-
teresse les notions fondamentales de variété riemannienne, dérivée covariante et connexion

de Levi-Civita, tenseur de courbure, géodésique.

Le troisiéme chapitre est consacré a quelques applications et théorémes de rigidité sur

les espaces homogeénes, on traite notament quelques résultats sur Is espaces lorentziennes
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de dimension trois.

Mots-clés : Groupe de Lie, Algébre de Lie, espace homogéne, Variété riemannienne,
connexion de Levi-Civita, courbure riemannienne, espace symétrique, théorémes de rigi-

dité.



Chapitre 1

Groupes de Lie, algébres de Lie et
espaces homogeénes

La théorie des groupes et algébres de Lie commence a la fin du 19me siecle avec les
travaux du mathématicien norvégien Sophus Lie. Elle a connu de nombreuses ramifica-
tions (géométries non euclidiennes, espaces homogénes, analyse harmonique, théorie des
représentations, groupes algébriques, groupes quantiques...) et reste encore trés active. Par
ailleurs ces deux structures interviennent aussi dans des branches a priori plus éloignées
des mathématiques : en théorie des nombres, par le truchement des formes automorphes
et en physique théorique, notamment dans la physique des particules ou la relativité

générale.

1.1 Groupes de Lie
e Groupes topologiques.

Définition 1.1.1 Un groupe topologique est un ensemble G muni d’une loi de groupe
(x,y) — x.y et d’une topologie vérifiant les axions suivants :

— L’application produit (x,y) — x.y est continue.

— L’application inverse x — x~1 est continue de G dans G.
Un homomorphisme de groupes topologiques est un homomorphisme de groupes entre deux
groupes topologiques qui est continu.
— Un sous-groupe H de G peut étre muni de la topologie induite. Cect fait de H un groupe

topologique, on dit dans ce cas que H est un sous-groupe topologique de G.
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Exemples 1.1.1 (Groupes discrets)
— Tout groupe I', muni de la topologie discrete est un groupe topologique. Par exemple,

7, tout groupe fini, etc.

Exemples 1.1.2 (Groupes additifs et multiplicatifs).
— (R, +4) est un groupe topologique, puisque l’application (x,y) — x + y est continue.
De méme, (C,+) est un groupe topologique, isomorphe a (R?, +). Plus généralement,
(R™ +) est un groupe topologique.

L est continue.

— (R*, x) est un groupe topologique, puisque l'application (x,y) — xy~
Il n’est pas connexe : RY est un sous-groupe ouvert et fermé.
De méme,(C*, x) est un groupe topologique. Le cercle S* = {z € C : 2z = 1} est
un sous-groupe de (C*,x). On note ausi U(1). Comme espace topologique, il est

compact. On a un isomorphisme de groupes topologiques C* ~ S* x R7 .

Exemples 1.1.3 (Groupes linéaires)
— Soit K = R ou C. On munit M,(K) ~ K" de la topologie usuelle. L’application

A — det A est continue, puisque c’est un polyndome en les coefficients a;; de A.

Donc le groupe

GL,(K)={A e M,(K : det A+#0}

est un ouvert de M,(K). L’application (A, B) — AB est continue, puisque chaque

coefficient
(AB)i,j = Z (I@kbk,]'
k=1

est une fonction continue (un polynodme quadratique) en les coefficients de A et B.
Soit C(A) la matrice des cofacteurs de A, c’est-a-dire C(A); ; est le déterminant de
la matrice de taille n — 1 obtenue a partir de A en supprimant la i-éme ligne et la
j-éme colonne ; c¢’est un polynéme homogéne de degré n — 1 en les coefficients de A.
D’aprés la formule
41
det A
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ot désigne la transposé, on voit que A — A1 est une application continue. Donc
GL,(K) est est un groupe topologique.
Le groupe SL,(K) ={A € GL,(K) : det A =1} est un sous-groupe fermé.

Soit G un groupe topologique, d’élément neutre e. Définissons la translation & gauche

L, : G — G et la translation a droite R, : G — G respectivement par = — gz et

T — xg_l.

Ces applications sont des homéomorphismes, car continues et bijectives d’inverses L,-1 et
R,
dans G,

-1 respectivement. Il est & remarquer que ces applications commutent : pour tous g, h

Ryo L, = Ly o R,.

Si f: G — G est un morphisme de groupes, avec G’ un groupe topologique, alors, pour
tout ¢ dans G,
foLg=Lggof

. Donc un morphisme de groupes entre deux groupes topologiques est continu si et seule-

ment s’il est continu en 1’élément neutre.

e Composante connexe d’un groupe topologique.

Soit G un groupe topologique. On note G° la composante connexe de 1'élément neutre e,

c’est-a-dire la plus grande partie connexe de GG contenant e.

Proposition 1.1.1 57 Gy est la composante neutre d’un groupe topologique G, alors
o GGy est un sous-groupe distingué de G

e Les composantes connexes de G sont les classes a gauche (ainsi que les classes a droite)
de G modulo G,

e Si Gy est ouverte, alors le groupe topologique quotient (i.e. ’ensemble quotient muni
des structures de groupe quotient et d’espace topologique quotient qui est un groupe

topologique) G /Gy est discret.

1

Preuve. L’application de Gy x Gy dans G définie par (z,y) — xy~' est continue, donc

son image est contenue dans GGy par connexité, donc G est un sous-groupe. Pour tout g

1

dans G, 'application de GGy dans G définie par x +— gxrg~" est continue, donc son image

est contenue dans Gy par connexité, donc Gy est distingué. Le reste est immédiat.
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Définition 1.1.2 Un groupe de Lie est un groupe (G,.) muni d’une structure de variété

différentiable, telle que les deux applications

v:G —- G et V:GxG—G
g — g (9,h) — g.h

sotent des applications de classe C*

Exemples 1.1.4
— Le premier exemple est le groupe linéaire GL(n,K). Il s’agit du groupe des matrices

inversibles de M (n,K) :
GL(n,K)={A € M(n,K)/detA # 0}

Le groupe GL(n,K) est effectivement un groupe pour la multiplication des matrices.

Ce groupe est ouvert dans M(n,K) en tant que préimage de l'ouvert K* par l’ap-
plication continue det. Il est isomorphe a K. Autrement dit, GL(n,K) est une
variété différentielle. Pour que ce soit un groupe de Lie, il suffit de constater que la
loi de multiplication et l’opération de passage a l'inverse sont différentiables, ce qui
est clatrement le cas puisque
(ab);; = Zn: aiby; et ATl = ;tCom(A),
— det(A)

ot, Com(A) désigne la comatrice de A. Une autre maniére de montrer que GL(n,K)
est bien un groupe de Lie matriciel est d’utiliser notre définition précédente. Le

résultat est alors immédiat.
— Le groupe (R™,+) est un groupe de Lie réel de dimension n.

— Le groupe (C",+) est un groupe de Lie complexe de dimension n.
-~ SL(n,R) = {A € GL(n,R)/detA = 1} groupe spécial linéaire de dimension n* — 1.
- O(n) ={A € GL(n,R)/A'A = id} groupe orthogonal de dimension (n* —n)/2.

Définition 1.1.3
— Un morphisme de groupe de Lie est un morphisme de groupe entre deux groupes de

Lie qui est différentiel.
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— Les groupes de Lie Gy et Gy seront dits isomorphes si f : G1 — Go est a la fois un

isomorphisme de groupes et un difféomorphisme.

Exemples 1.1.5
— Les morphismes X : (R, +) — G sont appelés (abusivement) sous-groupes a 1 para-

metre.
— Un morphisme du type p : G — GL(V) est appelé représentation (linéaire) de G

sur V.

Définition 1.1.4 Un sous-groupe de Lie H d’un groupe de Lie G, est un sous-groupe de

G qui possede une structure de groupe de Lie, et qui est une sous variété de G.

Proposition 1.1.2 Soit G un groupe de Lie alors,

— Tout sous-groupe de Lie H dans G est fermé.

Preuve. Cela découle des deux points ci-dessous.
— Puisque H est une sous-variété, H est localement fermé (i.e. tout point h de H
admet un voisinage U dans G tel que H NU soit fermé dans U).
— Supposons plus généralement que G est un groupe topologique et H un sous-groupe

localement fermé. Alors H est fermé. En effet, soit ¢ dans ’adhérence H de H dans

G

— choisissons U voisinage ouvert de e dans G t.q. U N H soit fermé dans U. Quitte
a remplacer U par U N U' on peut supposer que U = U~! (on dit alors que U est

symétrique).

— U, est un voisinage ouvert de g donc U, N H # (). Choisissons h dans cette inter-
section; on a donc g € Uh_1 N H = U, N H. Puisque U, est ouvert, U, N H est
I’adhérence de U, N H dans Uj,.

Or,U,NH=(UNH)

Théoréme 1.1.1 Si H est un sous-groupe fermé d’un groupe de Lie G, il existe sur

Uespace quotient G/H une unique structure de variété C* telle que l'application
p:G— G/H

soit une submersion
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Définition 1.1.5 (Sous-groupe a un paramétre) : Un sous-groupe G un paramétre d’un
groupe de Lie G est un morphisme de (R,+) dans (G,.). Autrement dit : une application
lisse h : R — G telle que

Vt,s € R, h(t+s) = h(t).h(s)

1.2 Algebres de Lie

Définition 1.2.1 Une algébre de Lie sur un corp K est un espace vectoriel sur K muni
d’une application [,] : g X g — @, appelée crochet de Lie, qui posséde les propriétés
sutvantes :

1. Bilinéarité pour tout a,b € K, VX,Y, Z € g,

laX +bY, Z] = a[X, Z] + b]Y, Z],
2. Antisymétrie pour tout X,Y € g
(X, Y] = —[Y, X],
3. Identité de Jacobi pour tout X,Y,Z € g,
X[V, Z]) + Y, [Z, X)) + [Z,[X. Y]] = 0
Une algébre de Lie est abélienne (ou commutative) si

[X,Y]=[V,X]=0,VX,Yeg

Exemples 1.2.1

— Tout espace vectoriel V' sur K, muni du crochet de Lie nul, est une algébre de Lie

sur K, dite abélienne (ou commutative).

Définition 1.2.2 Un morphisme d’algebre de Lie est une application linéaire entre deux

algébres de Lie f : g — ¢ telle que
FIX Y]y = [f(X), f(V)]g VXY eg

Si f est inversible et f=1 est aussi un morphisme, on dit alors que f est un isomorphisme
d’algébre de Lie.
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Définition 1.2.3
— Une sous-algébre de Lie d’une algébre de Lie est un sous-espace vectoriel §) stable

par le crochet de Lie, i.e. [h,h] C b
— Un idéal d’une algébre de Lie g est un sous-espace vectoriel by de g tel que VX € §

etY €g, [X,Y]€bhie [hg Ch.
Définition 1.2.4 Supposons qu’une algébre de Lie g peut étre écrite comme une somme,
g=01+9

(dans le sens d’une addition d’espaces vectoriels) ot g1 et go sont des sous-algébres de

Lie. Soit [g1, 82|, représente l’ensemble
{IX,)Y]: X €g1,Y € go}.
Si [g1,92] =0, g est appelé une somme directe de g1 et go, alors elle est dénotée par
g=019Dgo.

e Constantes de structure des algébres de Lie.

Soit g une algebre de Lie sur K de dimension finie, et soit (ey, -+ -, €,) une base (vectorielle)
de g. Tout élément de g s’écrivant comme combinaison linéaire des éléments de cette

base, il existe donc des scalaires (C73)1<a,5,<n dans K tels que (toujours en utilisant la

convention de sommation d’Einstein)

Va,B € {1, - n}, e, ep] = Cgge,.

«

Les scalaires (C,5)1<a,5-<n s'appellent les constantes de structure de g (relatives au choix

de base). D’aprés les propriétés 2) et 3) elles satisfont aux relations
Y
OOlﬁ — _C a
I Val) Aal) o _
Cocﬁcm ™ CBpra - Cgacpﬂ =0

e Centre d’une algébre de Lie.
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On appelle centre d’algebre de Lie g 'idéal

3@)={X€g VY eg [XY]=0}
de g. On dit que g est une algébre de Lie abélienne si 3(g) = g, c’est-a-dire, si le crochet
de g est nul.

e Forme de Killing et représentation adjointe.

Soit g une algébre de Lie sur K. Pour tout X dans g, I'application ad X : g — g défiinie
par

ad X (Y) = [X,Y]

est une dérivation d’algébres de Lie (parfois appelée dérivation intérieure), car pour tous

les Y et Z dans g, nous avons
ad X(IY, Z]) = [ad X (Y), Z] + Y, ad X (Z)],

ce qui est une simple réécriture de 'identité de Jacobi. L’application ad : g — Der(g)

définie par X — ad X est un morphisme d’algebres de Lie, car pour tous les X et Y dans
g, NOUS avons

adlX,Y|(Z)=ad X oadY (Z) —adY ocad X (Z) = [ad X, ad Y|(Z),

ce qui est aussi une simple réécriture de I'identité de Jacobi (le crochet de Lie & droite est

celui de gl(g)). La représentation d’algébres de Lie

ad : g — gl(g)

s’appelle la représentation adjointe de g. Elle est a valeur dans Der(g)(I’ensemble des
dérivations de g est une sous-algebre de Lie de I’algébre de Lie gl(g) des endomorphismes

linéaires de g).

Si g une algébre de Lie sur K de dimension finie, la forme de Killing de g est 'appli-
cation B = By : g x g — K définie par

B(z,y) = tr(adz o ady).

Par les propriétés de la trace des endomorphismes d’espaces vectoriels de dimension finie,
et par linéarité de la représentation adjointe, la forme de Killing est bilinéaire et symé-

trique.
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Elle est invariante par tout automorphisme d’algébres de Lie : si f : g — ¢ est un

isomorphisme d’algébres de Lie, alors, pour tous les x et y dans g, nous avons

Bg/(f(ﬂ?), f(y)) = Bg(l‘,y),

Elle est de plus ad-alternée c’est-a-dire alternée pour les endomorphismes ad z : pour tous
les x,y,z € g,
B(adx(y), Z) = _B(ya CLdZL’(Z))

En effet, en appliquant deux fois 'identité de Jacobi,
B([z,y],2) = tr((adzoady—adyoadx)oadz)

= tr(adyoadzoadx) —tr(adyoadzoadz) = By, |z x]) = —B(y, [z, z]).
Par exemple, la forme de Killing de 'algeébre de Lie g, (K) est

VXY €gl,(K), B(X,Y)=2ntr(XY)—2trXtrYy.

1.3 Translation & gauche et a droite

Soit (G, .) un groupe de Lie, on définit les deux applications de classe C*.
L,:G — G
x — L,=g.u,
est la translation a gauche sur le groupe.
R,:G — G
r — Ry=uxy9

est la translation a droite sur le groupe.
Ainsi que leurs applications réciproques L,-1 et Ry-1, par suite R, et L, sont des difféo-

morphismes de GG dans G, et ils commutent entre eux :
LyoRy1 = Rj10L,.
. Les propriétés des applications tangentes aux difféomorphismes impliquent que, pour

chaque x € G :
TL, (resp. TR,) induit un isomorphisme linéaire de T,,G sur T, (resp. T, ,G).
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e Champs de vecteurs invariants.

Si X est un champ de vecteurs sur GG, nous dirons que
X est invariant a gauche si Vg € G, Vo € G, d,L,(X,) = X,, ol pour mémoire nous
rappelons que nous avons d, L, : d,G — d,,G. Nous pouvons encore écrit cette condition

sous la forme
(Ly).X = X

pour tout g € G.

G) ={X € X(G) /(L)X =X VgeG}

L’ensemble des champs de vecteurs invariant a gauche est un espace vectoriel.

1.4 Algébre de Lie d’un groupe de Lie

Il existe dans chaque groupe de Lie G un point privilégié g9 = e € G (point unité
ol point neutre du groupe), ainsi qu'un espace tangent 7,G au groupe dans ce point. La

transformation
g G — G
x — grg™
s’appelle automorphisme interne engendré par 1’éléments g de G. Cette transformation

conserve le point unité gy = e (hgoh™' = go) et engendre une application linéaire de

I’espace tangent
Ad(g) = T.iy - T.G — T.G,

I'application tangente en e de i,. avec Ad(g~") = [Ad(g)]™" et Ad(g192) = Ad(g1)Ad(g2).
Autrement dit, la correspondance g — Ad(g) est une représentation linéaire

Ad: G+~ GL(n,R)

n étant la dimension de G.
Notons
ad =T,Ad : T.G — End(T.G)
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I’application tangente en e de Ad. Pour tous X,Y dans T.G, posons
(X, Y] =adX(Y),
et notons que [, ] : T.G x T.G — T.G est bilinéaire sur R.

Proposition 1.4.1 L’espace vectoriel T,G, est une algébre de Lie par rapport au crochet.
Cette algebre de Lie s’appelle généralement [’algébre de Lie du groupe G.
De plus pour tout g dans G, lapplication Adg : T.G — T.G est un morphisme d’algébre
de Lie :

Adg([X,Y]) = [Adg(X), Adg(Y)].

Proposition 1.4.2 Soit G un groupe de Lie alors [’application :
Oe: £(G) — T.G
X - X,
est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve. 0, est une application linéaire.
Oc est injective. En effet :
Soient X,Y € £(G) /X, =Y., donc on a :
deLy=d.Ly(X.) = XoLy(e)=YoL,(e)
= X,=Y, Vg.

O est surjective. En effet :

Soit v € T,G, on pose :
X:G@ — Td
r — deL,(v)

ona X, =d.L.(v)

On montre que X est invariant a gauche

dy.Ly(X,) = dyL,o0d.L,(v)
= d.Ly0 L,(v)

= XolLy(x)
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d’ou, (L,). = X. (X € £(G))

Remarque 1.4.1 Sur T,G on définit le crochet de Lie par : Vv, w € T,G,

[Uv w] = [Q(_}l(v)v eél(w)]e
dans ce cas Og est un isomorphisme d’algébre de Lie.

Remarque 1.4.2 L’algébre de Lie du groupe de Lie G est l’espace tangent en e muni du

crochet de Lie précédent.

Exemples 1.4.1 Pour les groupes donnés en exemples, nous donnons leur algebre de
Lie :
GL(n,R) — gl(n,R) = M(n,R)

SL(n,R) — sl(n,R) ={M € M(n,R)\trM =0}

O(n) — o(n) = {M € M(n,R)IM" + M = 0}

1.5 Notion de représentation (linéaire). Exemple d’un
groupe de Lie non matriciel

Définition 1.5.1 On appelle représentation d’un groupe G son homomorphisme dans un
groupe de matrices p: G — GL(n,R) ot p: G — GL(n,C).
L’application x, : G — R (rep. x, : G — C), définie par la formule x,(g) = Trp(g), g €

G, s’appelle le caractére de la représentation p.

La représentation est dite irréductible si 'espace R™ (res. C") n’admet aucun sous-espace
non trivial invariant par 'ensemble des matrices du type p(g), ¢ € G. On a un théoréme

simple mais important que voici :

Théoréme 1.5.1 (lemme de schur). Soient deux représentations irréductibles p; : G —
GL(n;,R) d’un groupe G,i = 1,2. Si A : R™ — R™ est un opérateur linéaire qui fait
passer de py G py (c’est-a-dire tel que Api(g) = p2(9)A, alors A est soit l'opérateur nul,
soit un automorphisme.

c’est a dire que la seule application linéaire qui commute avec toutes les transformations

p(g) est une transformation multiple de ’identité.
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Preuve. Si A n’est pas 'opérateur nul, on doit avoir Ax # 0 pour tout x € R™ sinon
le "noyau" {Az = 0} de A serait un sous-espace invariant non trivial relativement a la
représentation p;. De méme, I'image A(R™) C R, qui est invariante relativement & po,

doit ou bien s’annuler, ou bien se confondre avec R"2. Le théoréme est démontré.

Remarque 1.5.1 Soit une représentation p : G — GL(N,R) d’un groupe G.
La différentielle p, de cette représentation dans le point unité de G applique [’algébre de

Lie g = T{yy dans l’espace des matrices :
p« 8 — M(N,R).

L’application p, définit une représentation de l'algébre de Lie g (homomorphisme d’al-

gébres de Lie), c’est-a-dire qu’on a ’égalité

P[] = [p+C, pam]

Pour des vecteurs quelconques ¢,n appartenant a g (vérifier!).

La représentation p : G — GL(N,R) (ou p : G — GL(N,C)) est dite exacte si elle
n'a pas de noyau, c’est-a-dire si p(g) # 1 pour g # 1. Tout groupe de Lie matriciel
admet naturellement une représentation exacte, puisqu’il est réalisé a priori comme un
groupe de transformations linéaires de R™ (ou C"). Or, tout groupe de Lie ne peut se

réaliser comme groupe des transformations linéaires de l’espace euclidien. Considérons

par exemple le groupe G = S/’E(Q,R) des transformations d’une droite du type

AT m+2wa+%ln%, (1.1)
ovx € Ria€eR, z€C,|z|<1 etln estla branche continue du logarithme népérien
définie par la condition que ce logarithme s’annule pour z = 0. (Le numérateur et le
dénominateur de la fraction sous le signe de logarithme sont conjugués complexes ['un
par rapport a lautre ; la fraction se raméne donc a une quantité de module égal a 1, son

logarithme est une grandeur imaginaire pure, si bien que le second membre tout entier est

réel.) Le groupe SNL(2,R) est un groupe de Lie connexe a trois dimensions. Il contient un
sous-groupe isomorphe a Z : a € Z, z = 0 ; les éléments de ce sous-groupe commutent avec

tous les autres éléments du groupe, ou, comme l'on dit aussi, le sous-groupe est au centre
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du groupe (nous verrons plus loin qu’il se confond avec le centre). Les transformations
(1.1) avec z = 0 et a réel quelconque ont la structure d’un sous-groupe a un paramétre de
SL(2,R).

Toute transformation du type (1.1) posséde la propriété suivante : si x — y, on a x+27k —
y + 27k pour k € Z, elle définit donc une transformation du cercle | w |= 1, exactement

w—z .
_627rza'
1—-%

w —

On obtient ainsi une projection (homomorphisme) du groupe S'VL(Q,]R) dans le groupe
SL(2,R)/+1=SU(1,1)/ £ 1 des transformations homographiques du cercle unité dans
C. Cette projection admet évidemment pour image la totalité du groupe SL(2,R)/ £1, et
pour noyau, le groupe Z indiqué plus haut. Puisque le groupe SL(2,R)/ + 1 n’a pas de

centre, on congoit que le centre de 5‘1(2,1&) se réduit justementa 7.
Théoréme 1.5.2 Le groupe E\E(ZR) n’admet aucune représentation linéaire exacte.

Preuve. Rappelons que S’i(?, R) admet un sous-groupe & un parameétre qui présente une

intersection infinie (isomorphe a Z) avec le centre de ﬁ}(Q, R) sans étre contenu dans ce
centre. Nous montrerons tout de suite que cette propriété est suffisante pour que le groupe
en question ne puisse jamais étre plongé dans un groupe matriciel.

Soit un groupe G C GL(n,C) isomorphe a SA'Z(2,R). Soit ensuite H le sous-groupe a
un paramétre de G tel qu'on vient de le décrire, on a H = {exptA/t € R}, ou A
est une matrice n X n. Par un automorphisme interne du groupe GL(n,C), on peut
toujours ramener A & sa forme jordanienne normale, ce qui veut dire que la matrice

devient diagonale par blocs; ses blocs se présentent comme suit :

— A\ a -
0
0 Qg
- A -
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ot a; = 0 ou 1 (nous admettons que les différents blocs correspondent aux A différents;
les ordres des blocs sont égaux aux nombres de multiplicité des valeurs propres de A). La
matrice exptA est diagonale par blocs; ses blocs, qui sont de méme ordre, s’écrivent sous

la forme e By (t), ou

_ ] )
1 at §a1a2t2 6G1a2a3t3 . Eal B aktk
0 1 ast ~ aoast? —1 o - - antF !
2 5 203 (k‘— 1)! 9 L
Bi(t) = 1
k—2
0 0 1 a3t e (k_ — 2)|CL3 Cth
|0 0 1 |

Puisqu’un nombre infini de telles matrices sont permutables avec les éléments du groupe
G, tous les éléments de G sont des matrices diagonales par blocs aux blocs de méme
ordre.

L’ensemble P des matrices (Y compris les matrices dégénérées) qui sont permutables
avec toutes les matrices de G est un sous-espace linéaire de Despace C™* de toutes les
matrices n X n; 'intersection P N G est le centre de G. Les matrices faisant partie de P
sont encore des matrices diagonales par blocs aux blocs de méme ordre qu’auparavant ; la
condition pour qu’'une telle matrice appartienne a P se résume par un systéme d’équation
linéaires homogeénes en éléments matriciels, chacune des équations se rapportant & un bloc
déterminé. Ainsi donc, la condition pour que la matrice exp tA appartienne au centre
s’écrit sous forme d’un systéme d’équations linéaires en éléments de matrices B)(t), c’est-
a-dire sous forme d’un systéme d’équations algébriques en t. De pareilles équations ou
bien sont identiquement vraies pour t quelconque, ou bien n’admettent quun nombre
fini de solutions. Cela serait pourtant impossible si le groupe H = {exptA } n’était pas

contenu dans le centre mais admettait une intersection infinie avec celui-ci. Le théoréme
est démontré.
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1.6 Application exponentielle

Nous allons maintenant construire une application entre g et G. Cette application
est un pont entre les deux structures, et permet de trouver certaines propriétés de G
connaissant g.

Pour cela, soit X € g considéré comme champ de vecteurs invariant & gauche. Il définit

donc une équation différentielle, dont le flot est noté ¢x(t,y). Cest a dire que :

d¢X (ta y)
a3 Xox(ty)
et
¢x(0,y) =y

Définition 1.6.1 L’application entre l’algébre de Lie g du groupe de Lie G et le groupe

de Lie lui méme est appelée application exponentielle définie par :

exp:g — G
X — ¢X(1,€)

Par construction, cette application vérifie, pour tout ¢t € R,

dexp(tX)

eXp(tX) = ¢X (tv 6) ¢X (ta y) =Y eXp(tX) dt

= Xeap(tx) exp0=e

Définition 1.6.2 Soit X un élément de M,,(K). L’exponentielle de X désigne la somme

de la série (normalement convergente dans l’espace de Banach M, (K))

+o00o Xxn
n!’
n=0

Donnons quelques propriétés de l’exponentielle.

Proposition 1.6.1 Quels que soient X etY dans M, (K) :
(i) Si X etY commutent exp X expY = exp (X +Y).

(ii) L’exponentielle est a valeurs dans GL(n,K) et

(exp X) ™ = exp (—X).
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(i) Quels que soient t, s dans K,
exp (sX)exp (tX) =exp((s+1)X)
(iv) L’application :

R — GL(n,K)
t — exp(tX)

est l'unique solution différentiable de ’équation différentielle du premier ordre
a(t) = X a(t)

avec la condition initiale a(0) = Id,.

(v) tout Pour g € GL(n,K), gexpX g~' = exp(gXg™).

Remarque 1.6.1 On peut reformuler (iii) en disant que t — exptX est un morphisme
de groupes (continu) de R dans GL(n,K). On appelle un tel morphisme un sous-groupe

a un parametre de GL(n, K).
Proposition 1.6.2 L’application exponentielle
exp : My(K) — GL(n,K)

est de classe C*, sa différentielle a Uorigine est lapplication identique de M., (K).

1.7 Action d’un groupe de Lie sur une variété

Définition 1.7.1 Soit M une variété différentiable et G un groupe de Lie. Une action a

gauche d’un groupe G sur M est une application

p:GxM — M

(9,7) — ¢(g,2) =gx

telle que ¢(e,z) = x pour tout x € E, et

¢(g, o(h, x)) = d(gh, )
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Une action de G sur M est dite :
e Libre si pour tous les g € G et x € M, avec g # e ona g.x # x;

e Propre si pour tout compact K de M, l'ensemble {g € G : K NgK # (0} est compact

dans G. C’est toujours le cas si G est compact.

Définition 1.7.2
e Si G agit sur M, pour tout x € M, On appelle stabilisateur de x le sous-ensemble

G, ={9€ G\ gx=uz} deG, qui est un sous-groupe fermé de G.

e S5i G agit sur M, pour tout x € M on appelle orbite de x le sous-ensemble O, =
{92\ g€G}

Définition 1.7.3 Une action de G sur M est transitive si elle posséde une seule orbite :

pour tout v,y € M, 3ge€ G/ y=g.u.

1.8 Espaces homogeénes

Définition 1.8.1 Un espace homogeéne d’un groupe de Lie G est une variété différentiable

M munie d’une action & gauche transitive (et différentiable) de G.

Proposition 1.8.1 Un espace homogene est le quotient d’un groupe de Lie par un sous-

groupe fermé.

Exemples 1.8.1

a) La sphere S™ dans un espace euclidien R"™ de dimension n + 1 a pour équation
@)+ (@) =1

le groupe O(n + 1) des transformations orthogonales de R™ opére naturellement
sur S™. Son action étant évidemment transitive sur la sphére S™, celle-ci est un
espace homogeéne du groupe O(n + 1). Cherchons le groupe d’isotropie d’un point
x = (1,0,---,0) € S™; ce groupe est formé par les matrices. Il vient donc S™ =
O(n+1)/0(n). Le groupe G = SO(n + 1) opére transitivement sur S™ lui aussi; le
groupe d’isotropie est donc SO(n). On a parsuite SO(n +1)/SO(n) = S™.
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b) L’espace projectif RP™ peut étre assimilé a ’ensemble des droites qui passent par l'ori-
gine des coordonnées dans R"1. Le groupe O(n + 1) opére transitivement sur la
variété RP". Considérons une droite de vecteur directeur (1,0,---,0). Elle revient

a elle-méme par des transformations orthogonales du type

(£, aconm

Le groupe d’isotropie est donc isomorphe au produit direct O(1) x O(n), si bien que

RP" = O(n + 1)/0(1) x O(n).

1.9 Classification des algébres de Lie

1.9.1 Algébres de Lie nilpotentes

Soit K un corps quelconque.

Définition 1.9.1 Soit g une algebre de Lie sur K. On pose pour tout entier j = 0,
9G+1) = 8, 9()), avec go = g. La suite décroissante d’idéaux go 2 g1 2 -+ 2 gy 2 -

est appelée la suite centrale descendante de g.

Définition 1.9.2 Une algébre de Lie g sur K est nilpotente si la suite centrale descen-

dante s’annule & partir d’un certain rang, i.e s’il existe un entier k > 1 tel que guy = {0}.

St gu—1) # {0} et gy = 0, on dit que g est nilpotente de cran k.

Exemples 1.9.1 — Toute algebre de Lie abélienne est nilpotente.
— L’algébre de Lie réelle des matrices triangulaires supéérieures (ou inférieures), dont

les €léments diagonauz sont nuls, est nilpotente.

1.9.2 Algébres de Lie résolubles.

Définition 1.9.3 Soit g une algebre de Lie sur un corps K. On pose pour tout j >
0, guth = [g\), g, avec g° = g. La suite décroissante d’idéauz g° O g' D --- D gl) D ...

est appelée la suite dérivée de g.
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Définition 1.9.4 Une algebre de Lie g sur K est résolube si la suite des commutateurs

s’annule & partir d'un certain rang, i.e s’il eviste un entier k > 1 tel que g*) = {0} et

glk=1 £ 0.

Exemples 1.9.2 — Toute algébre de Lie nilpotente est résoluble, puisque gt¥) C 9j)
pour tout j.
— L’algébre de Lie réelle des matrices triangulaires supérieurs (ou inférieurs) est ré-

solubles (et nilpotente si tous les termes diagonaux sont nuls).

1.9.3 Algébres de Lie semi-simples

La notion d’algébre de Lie semi simple est liée a la notion de radical :

Définition 1.9.5 Le radical d’une algébre de Lie g est le plus grand idéal résoluble de g.
On notera R(g) ce radical.

Définition 1.9.6 Une algebre de Lie g est dite semi simple si son radical est réduit a

{0}.

Une algébre de Lie g est dite simple si g n'est pas commutative et ses seuls idéauxr sont
{0} et g.

Définition 1.9.7 Une involution de Cartan d’une algebre semi-simple réelle g est un

automorphisme o tel que 0> =1 et tel que la forme bilinéaire symétrique B, donnée par
B,(X,Y)=B(cX,Y)
est définie négative. On a alors la décomposition de Cartan g =0 & p ot
h={Xeg:0X)=X} e p={Xeg:oX)=-X}

Les sous-espaces §y et p sont orthogonauzr pour la forme de Killing B, qui est définie

négative sur by et définie positive sur p.

Définition 1.9.8 Soit G un groupe de Lie connexe. On dit que G est semi-simple si son

algebre de Lie g est semi-simple. On dit que G est quasi-simple si g est simple.



Chapitre 2

Métriques riemanniennes et connexions

La géométrie riemannienne traite des propriétés intrinséques des espaces courbés et re-
présente une généralisation de la géométrie euclidienne : Une variété riemannienne est une
variété différentiable munie d’un tenseur fondamental qui fournit une structure euclidienne
sur chaque espace tangent. Pour commencer on introduira les notions fondamentales de
variété riemannienne, dérivée covariante et connexion de Levi-Civita, tenseur de courbure,

géodésique et application exponentielle.

2.1 Meétriques riemanniennes. Exemples

Soit M une variété différentiable lisse de dimension finie m.

Définition 2.1.1 Une Métrique riemannienne sur une variété différentiable M est un
champ de tenseur g de type (0,2) (c-a-dire 2-covariant) tels que, pour tout x € M, le
tenseur g, € TiM @ TXM soit une métrique sur T, M. Autrement dit, une métrique est
une application g : X(M) x X(M) —— C>*(M) telle que

i) g est C>°(M)-bilinéaire ;

ii) g(X,Y) = g(Y, X), pour tout X, Y € X(M);

ii) g(X, X)>0VX e X(M) .

e Une métrique pseudo-riemannienne g de signature (p,q) sur une variété M de dimension
m est la donnée, en tout point x de M, d’une forme quadratique non dégénérée sur l’espace

tangent en x, telle que g, varie de fagon lisse avec x. Lorsque g est de signature (m—1,1),

on parle de métrique lorentzienne.

28
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L’expression d’une métrique g dans une carte (U, ¢) de M avec coordonnées locales

(2, 2™) est donc

glv = Z g, da' @ da
ij=1

ol (gg) est une matrice symmétrique (i.e. gg = gﬂ) et de détérminant non-nul, a coéffi-

cients dans C*°(U) donnés par les fonctions

gg:U — R
0 0

v g5@) = gal ol )

Une variété différentiable M, munie d’une métrique riemannienne g est appelée variété

Riemannienne. On note (M, g).
Théoréme 2.1.1 Si M est paracompacte, alors elle admet une métrique riemannienne.

Preuve. : Si {U,} est un atlas localement fini, supportant des cartes locales de coordon-

1

nées (z' -+, x™) et une partition de I'unicité p,, on défini une métrique riemannienne g,

sur chaque ouvert U, en posant

0o 0

gm(%a%):dma 273217"'7m

et on colle les métriques locales avec la partition de I'unicité
g = Zpr gr-
T

La valeur de g en chaque point x de M est strictement positive car ) p,(xz) =1 et g, est

riemannienne. Donc g bien une métrique riemannienne sur M.

Exemples 2.1.1 L’exemple le plus simple d’une variété riemannienne (R, gean), 00 Gean

est le produit scalaire usuel sur R™ i.e.

Gean : X(R") x X(R") — C=(R"),
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[gcan(Xv Y)] (x) = <Xa Y>7
pour X,Y € X(R"),z € R"

les vecteurs tangents {aii} , 1 =1,2,---.n forment une base orthonormée de [’espace

tangent T,R™ = R"
gij(x) = 0
(1 sioi=j
T 0 si i
Exemples 2.1.2 Soit B" la boule unité dans R™ (ouverte). On muni B™(0,1) par la
métrique hyperbolique définie par h : X(B™) x X(B™) — C>*(B")

4X,,Y,)

[1 - Z(azi)zl

=1

[h(X, Y)] (z) =

ou XY € X(B"),x = (a',---,2") € B" et {.,.)

() %)) s

Exemples 2.1.3 L’exemple fondamental d’une métrique riemannienne sur un groupe de

r= (2 -,2") € B"

Lie compacte, semi simple
Soit G un groupe de Lie de dimension finie et g son algébre de Lie. La forme bilinéaire

B :gxg— R donnée par
B(X,Y) = —trace(adX o adY),
X,Y € g,otad:g— End(g) la représentation adjointe de g définie par

(adX)(2) = [X, Z],
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Z € g, s’appelle la forme de Killing sur g. Cette forme bilinéaire symétrique est invariante
sous la représentation adjointe Ad : G — Aut(g) de G donnée par
Ad(g) = (dI)e,
ot I, : G — G est défini par
1

Ig(x) = gl’g_ )

z € G, ec G Etant Uélément d’identité de G. Cela signifie que

B(X,Y) = K(Ad(g)(X), Ad(g)(Y)),
Pour tout g € G et X, Y € g. En effet, notez d’abord que
ad(a(X)) =aoadX oa™
Pour tout automorphisme de [’algébre de Lie o : g — @
ad(a(X))Y = [a(X),Y]
= [a(X).a0" (V)]
= a[X,a (V)]
= a(adX(a " (Y)))
= (aoadX oa ) (Y),
Pour tout Y € g. D’autre part, compte tenu de cette égalité, nous avons successivement
B(Ad(g)X,Ad(g)Y) = —trace(ad(Ad(g)X) oad(Ad(g)Y))
= —trace(Ad(g) o adX o adY o (Ad(g))™)
= —trace(adX oadY’)
= B(X,)Y),

Pour tout X, Y €getged.
Si B est non dégénéré, le groupe de Lie G est dit semi-simple. De plus, si G est compact,
B est définie positive. En effet, soit (.,.) intérieur sur g. Par intégration on obtient un

produit intérieur (.,.) sur g invariante par Ad :

(X,Y) = /G (Ad(g)X, Ad(g)Y dg.
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Pour chaque X,Y € g. Par conséquent Ad(g) est une transformation orthogonale de

(g, (.,.)) pour chaque g € G, i.e. Ad(G) C O(g) (Le groupe orthogonale de g). Depuis
Ad o expg = expog) © ad

Il s’ensuit que ad(X) est oblique symétrique pour tout X € g. Ainsi si [a;;] est la matrice

d’ad(X) par rapport a une base orthonormée de g. On déduit que

B(X,Y) = —trace(adX oadY)

= =) ayay
ij

_ 2

= E aij

i?j

= 0.

Puisque G est semi-simple, B est non dégénérée, et ainsi K est définie positive. Par
conséquent si G est compact et semi-simple, K donne lieu a une métrique riemannienne

sur G' par translations a gauche.

Définition 2.1.2 Si f : M — N est une immersion entre variétés, et si gy est une
métrique riemannienne sur N, alors f*gn est une métrique riemannienne sur M appelée

métrique induite par f.

Exemples 2.1.4 Une surface de classe C* de R? hérite ainsi d’une métrique de classe

CF=1. En coordonnées locales, c’est la premicre forme fondamentale.

Définition 2.1.3 Soient (M, g) et (N,h) deux varietés Riemanniennes. Un difféomor-

phisme ¢ : M — N est une isométrie st g = ¢*h i.e.

gz (u, U) = h¢(m)(d¢x (u)a d¢x(v>>

Pour tout x € M et u,v € T,M, ot dp, : T,M — Ty N
L’ensemble des isométries de la variété riemannienne (M, g) forment un groupe pour la

composition des applications, on le note Isom(M, g).
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Définition 2.1.4 (variétés riemanniennes homogénes) Soient (M, g) et (M’, ") deuz va-
riétés riemanniennes. Une submersion riemannienne f : M — M’ est une application de
M dans M’ telle que pour tout x € M, Uapplication T, f : Ker(T,f)*: — TpumyM' soit

une 1sométrie.
Comme une isométrie est en particulier surjective, une submersion riemannienne est une

submersion.

Proposition 2.1.1 Soit M une variété riemannienne, munie d’une action isométrique,
lisse, libre et propre d’un groupe de Lie réel G. Il existe une et une seule métrique rie-
mannienne sur la variété quotient M /G telle que la projection canonique 7 : M — M/G

soit une submersion riemannienne.

Preuve. L’'unicité est immeédiate.

Par les propriétés des submersions, pour tout x dans M, l'orbite G.z = 7~ !(z) est une
sous-variété lisse de M et I'application T, : T, M — Ty () (M/G), induit un isomorphisme
linéaire (T,(G.x))* — Tr)(M/G), dépendant de maniere lisse de z, dont nous noterons

Vinverse (T,m)~*. Pour tout x € M et tous les v, w € Ty, (M/G), notons

(v, W)r(z) = ((Tom) ' (v), (Tom) ™ (w))a.

Montrons que le terme droite de cette formule ne dépend que de l'orbite de x, et donc
définit une métrique riemannienne sur M/G.

Pour tout v dans G, notons f, : M — M 'application z — 7z, qui est une isométrie telle
que 7o f, =7, et en particulier envoie T, (G.x) = ker T, w sur T.,,(G.x) = ker T, .

Si y = yx, nous avons donc

(Tym)~ (), (Tym) " (w)y = ((Tyf)" o (Tem) ™ (v), (Tyfy) ™ o (Tom) " (w)),y
= ((Tym) " (), (Tym) " (w))s,

comme voulu.

2.2 Connexion linéaire

Nous allons introduire maintenant une nouvelle structure sur une variété M. Cette
structure nous permettra de définir une nouvelle dérivation, la dérivation covariante, par
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un mécanisme géométrique analogue a celui utilisé lors de la définition de la dérivée de
Lie. Cette dérivation agira tout d’abord sur les champs de vecteurs, mais par le méme

processus que celui utilisé pour la dérivée de Lie, nous I’étendrons aux tenseurs en général.

Définition 2.2.1 Une connexion linéaire sur une variété différentiable M est une appli-

cation
V:X(M)xX(M)— X(M)

telle que pour tous X,Y,Z € X(M) et f,g € C*(M)
1. Vixigv(Z2) = fVx(Z) + gVy(Z).
2. V(Y + Z) = Vx(Y) + Vx(2).
5. V(fY) = FUx(Y) + X()Y.

On dit que Vx(Y) est la dérivée covariante de Y en direction de X.
Définition 2.2.2 Soit (U, ) une carte sur une variété différentiable M de dimension

, 0
m et {x'} les coordonnées associées pour les quelles on note 0; = ——. Les symboles de

ot
Christoffel d’une connexion ¥V relativement aux coordonnées {x'} sont les m*® fonctions

LY, € C®(M) définies par
Vo0 = Thok
k=1

Lemme 2.2.1 Localement, les symboles de Christoffel déterminent entiérement la connexion

-0 , -0 .
V. Plus précisément, pour X = X'— = X'0; et Y = YJ—J. =Y’

7 =

Ox Ox
VxY = (XY* + X'YIT}) 0,

Preuve. On développe 'expression,

VxY = VX(YJGJ-) par décomposition dans la base canonique,
= Y'Vx0; + X(Y'9;) par Leibniz-linéarité en Y,
= YinV@aj + X (Y7)9; par linéarité en X,
= YIXT}O + X(Y*)0, par définition des T';.

= (XY* 4+ X'YITE)0k
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|
Exemples 2.2.1 (Le cas de R"). La connexion standard V de R est définie pour X,Y €
X(M) par
VxY = X(Y7)9,

Les composantes du champ résultant sont,

_ . . oY oY
VxY) = X(Y7) = X" = (X dY?) = Z—
(VxY) (Y7) X (X, gradY?’) %

Définition 2.2.3 On dit qu’un champ de vecteurs Y est dite paralléle respectivement a
V si VxY =0 pour tout X € X(M).

2.2.1 Torsion d’une connexion

Définition 2.2.4 La torsion d’une connexion est le tenseur de type (1,2) défini par l'ex-
pression
T(X,)Y)=VxY —-VyX —[X,Y]

T(X,Y) est un champ de vecteurs. De la définition, on remarque que T(X,Y) = =T(Y, X)

Expression locale de la torsion 7' d’une connexion V :

.0 -0
pourX:X%, Y:Y]%GX(M)

T(X,Y) = Vx¥Y —VyX —[X,Y]

0 9 o 0 .0 .. 0
— ? Y _— (V] = J__ 7
X WMam + XYY 0 55 =V @Waa
oxt
y P Y ) 9 9
_ J ? _ 7 JY__— J_— 1
YIXN 9 50 =X gaWam 7Y 5555
o0xJ
o o B
— Xiy) g _ .
Vo 55~V 0 )
ox? oxJ
B

_ g Tk k
= XYl -TH) 57
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Définition 2.2.5 Une connexion linéaire V sur une variété M est dite sans torsion si
T =0 c-a-d on peut exprimer le crochet de Lie en fonction de la connexion

XY € X(M), [X,Y]=VxY —VyX

Exemples 2.2.2 Si T'M est muni d’une connexion localement triviale, alors localement
T(X,)Y)=dY(X)—dX(Y)—[X,Y] =0, donc T = 0.

Définition 2.2.6 Soit T" un champ de tenseur de type (0,r) sur une variété Rieman-

nienne M. La dérivée covariante VT du tenseur est un tenseur de type (0,r+1) défini
par

(VT)(XOaXla"'vXT’) - VXT(}/haK”)
= X(T(V1,--+Y,) =Y T(Vi,-++, Vx¥;,Yisr,- -, ;)

=1

pour tout X € X(M)

Si le tenseur T est de type (1,r) la dérivée covariante de T' est définie par
VaT(Vi,-+,Y,) =VxT(V1,-+,Y;) = Y T(V3,---, VxY.,Y})
i=1

pour tout X, Yy, Y, € X(M).

Exemples 2.2.3 (Vxg)(Y1,Ys) = Xg(Y1,Ys) — g(VY1,Ys) — g(Y1, VY3)

Remarque 2.2.1 Pour une fonction f € C*®(M), la dérivée covariante 6]" correspond

a la dérivée usuelle d’une fonction réelle, notée
Vf=df € TH(M).
e Transport paralléle.

Définition 2.2.7 (Champ de vecteurs paralléle). On dit d’un champ de vecteurs le long
d’une courbe v qu’il est paralléle le long de v st V@V =0

Théoréme 2.2.1 (Transport paralléle). Soit v : 1 — M, o € I, X € T, (to)M. 1l existe
un unique champ de vecteurs V le long de v tel que V(tg) = X
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2.3 Connexion de Levi-Civita
Soit (M, g) une variété riemannienne.

Théoréme 2.3.1 [] existe une et une seule connexion linéaire compatible avec g et sans
torsion (symétrique) sur M La connexion V est appelée connezion de Levi-Civita de la

variété riemannienne (M, g).

Preuve. On montre ici 'unicité. Puisque V est une connexion sans torsion sur M pour

laquelle g est paralléle, alors pour tous les X,Y, Z € X(M),

X(g(Y,2)) = 9(VxY,Z)+g(Y,VxZ),
Z(9(X,Y)) = g(VzX,Y)+g(X,VzY).
En ajoutant les deux premieres equations et en enlevant la troisieme, nous avons, puisque
g est symetrique et V sans torsion,
X (Y. 2))+Y(9(Z,X)) - Z(9(X,Y))
= g(VxY,Z2)+g(Y,VxZ)+9g(VyZ, X))+ g(Z,VyX) — g(VzX,Y) — g(X,VzY)
= 9(VxY, Z)+g(Vy X, Z2) + g(VxZ,)Y) — g(VzX,Y) + g(VyZ, X) — g(V2Y, X)

Ainsi :

QQ(VXK Z) = X(Q(K Z))—FY(Q(Z,X))—Z(Q(X, Y))+g([X7 Y],Z)—g([X, Z]ay)_qu? Z]vX)

pour tous les XY, Z € X(M)
D’autre part pour X,Y € X(M) fixé, soit wyy : X(M) — C*(M) donné par

(X (9(Y,2)) +Y(9(Z, X)) = Z(9(X,Y)) + 9([X, Y], Z) — g([X, Z],Y) — g([Y, Z], X)]

DN | —

’wX7y(Z) =

pour Z € X(M).
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Proposition 2.3.1 Si V est la connexion de Levi-Civita on a d’aprés (2.1), puisque
[0;,0;] = 0 pour tous 1 < i,5 < m,
Vi7j> k? QQ(V&OJ, ak) = azgzk: + ngkz - akgu

On obtient :

1 m

Ffj =5 ngl(@‘gﬂ + 0j9i — 019ij),
=1

ot (g") est la matrice inverse de (g;;).

Exemples 2.3.1 Soit (R", gean) une variété riemannienne considéré dans 'ezemple 2.1.1.

Dans ce cas, tout champ de vecteur X sur R™ peut étre considéré comme une application
C* X :R"™ — R". Maintenant on definit

(VxY)(2) = (duY)(Xa),

OuwzeR" XY € X(R") et d,Y désigne la différentielle au sens de Fréchet de Y en x.
Ensuite, V satisfait aux conditions 1,3 de la définition 2.2.1 ainsi que 1,2 du théoréme

2.3.1 et donne la connexion Levi-Civita associée & (R™, gean)-

Soit (D1, -+, 0,) la base naturelle par rapport au systéme de coordonnées (x',- - - x™).

Pour
X = ixiai, Y = iw’aj,
i=1 j=1

XY e C®R"),i,7=1,---,n. Ona

(VxY)(z) = de(ZXj(x)(ﬁj)m)z > X (@)Y (@) (h).

n

= Y X0

k=1

On obtient :

D TEow=Vo0; =Y 510i(6%)0, =0,
k=1

l,k=1

C’est Ffj =0 pouri,j,k=1,---n.
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2.4 Courbure sur une variété riemannienne
Soient (M, g) une variete riemannienne, V sa connexion de Levi-Civita.

Définition 2.4.1 La courbure d’une connexion V sur M est est le tenseur, de type (1,3),
R:X(M)xX(M)xX(M)— X(M) défini par :

RIX,Y,Z) "2 R(X,Y)Z Y Vx(VyZ) - Vy(VxZ) — VixnZ, (2.2)

qui vérifie les propriétés suivantes :

— R est antisymétrique par rapport aux deux premiéres variables, i.e.
R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z.
— R(X,Y) est antisymétrique par rapport a g, i.e.

g(R(X,Y)Z,U)=—g(R(X,Y)U, Z).

g R(X,Y)Z,U)=g(R(Z,U)X,Y).

Proposition 2.4.1 Soit (M, g) une variété riemannienne. Son tenseur de courbure rie-

mannienne R a les propriétés suivantes :
Pour tous les X, Y, Z, U € X(M), on a
— R vérifie [identité de Bianchi algébrique

R(X,Y)Z+ R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0.
— R vérifie lidentité de Bianchi différentielle
(VxR)(Y,Z2)U + (VyR)(Z,X)U + (VzR)(X,Y)U = 0.

Preuve.
— Montrons 'identité de Bianchi algébrique (iii) (aussi appelée premiére identité de

Bianchi). En utilisant le fait que V est sans torsion, nous avons

RX,)Y)Z+ R(Y,Z) X+ R(Z,X)Y = VxVyZ—-VyVxZ— Vixy)Z
+ VyVzX —V;Vy X — V[yjz]X
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+ VLVxY — VaV,Y — ViV
= Vz[X,Y] - VixyZ + Vx[Y, Z]

— VX + Vy[Z,X] — VigxY

= [Z X Y]+ X[V Z]] + [V, [Z, X]] = 0.

— Pour la 2éme identité de Bianchi.
En appliquant la régle de Leibnitz et la définition de la dérivée covariante sur le

tenseur de la courbure R, on obtient
Vz(RIX,)Y)U) = (VzR)(X,Y)U + R(VzX,Y)U + R(X,VzY)U + R(X,Y)V,U.
Une sommation avec permutation circulaire de (X,Y, Z), on a

(VxR)(Y,2)U + (VyR)(Z,X)U + (VZ)R(X,Y)U
= Vx(R(Y,2)U) — R(VxY, Z)U — R(Y,VxZ)U — R(Y, Z)V xU
+ Vy(R(Z,X)U) = R(VyZ,X)U — R(Z,VyX)U — R(Z, X)VyU
+ V2R(X,Y)U) - R(VzX,Y)U — R(X,V,Y)U — R(X,Y)VU.

—~

Aprés développement, et en utilisant le fait que, dans le cas de la connexion de

Levi-Civita, T'(X,Y) est un vecteur nul ce qui implique que
R(T(X,Y),Z)U = R(VxY —VyX —[X,Y],Z2)U =0

et en utilisant les propriétés de la connexion et l'identité de Jacobi pour les champs
de vecteurs, on obtient le résultat demandé
eCalcul en coordonnées locales.
Comme toujours on pose (U, (z!, -+, 2™)) une carte locale de M, et les champs de vecteurs
(01, -+ -, Op) forment une base de T'U.
Soient 1 < 4,7, k,l < m. Par la proposition 2.4.1, nous avons

Rijk =R

jik:

Posons
Riji = g (R (8;,0;) 0. 0) = g (R5;105, 01) = g Ry = qis Ry,

ijk ijk
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qui appartiennent a C*°(U) et sont les coordonnées du tenseur de courbure (4,0) dans le

repére mobile, de sorte que
m
l sl
Ri]’k = E Rijisg™.
s=1

et les propriétés précédentes s’écrivent

N pl i _ _ _ _
i) Ry = —Ryy done Ry = —Rjim = —Rijie = Riij = Rukji-

jik
ii) Rijm = —Rijik-
iii) R + RY, + Rj,;; = 0 (Identité de Bianchi algébrique)

v Rijkl = Rklz’j

V) lel

ks = 0 (Identité de Bianchi différentielle)

+ VR, + ViR

VL]

2.4.1 Courbure sectionnelle, courbure de Ricci, courbure scalaire

Définition 2.4.2 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n > 2 et soit o un
2-plan de T, M de base {X,Y}. On appelle courbure sectionnelle en x de o
g(R(X, Y)Y, X) R(X,Y,Y, X)

Kalo) = SR Xgv V) — g, YP ~  IXAYE (23)

On a donc une application sur la grassmannienne (Go(T'M), 7, M) du fibré tangent

K: Go(TM) — R

g = (o) (U)

Remarquons que dans la définition précédente, on peut remplacer X par AX pour A # 0
et Y par Y — ¢g(X,Y)X. On peut donc supposer que {X, Y} est une base orthonormale.

Dans ce cas
K.(0) = g(R(X,Y)Y, X).

On vérifie que K, (o) ne dépend pas de la base orthonormée :

En effet, si {Z, T} est une autre base orthonormale, il existe a,b € R, tels que a® +b* = 1
avec

Z=aX+0Y, T=-b0X+aY ou T =0X —aY.
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Une simple vérification montre que g(R(X, Y)Y, X) = g(R(Z,T)T, Z).
Dans une carte locale au voisinage de z, soient X = X'0; et Y = Y79, deux vecteurs de

o formant une base orthonormale. Alors,
K,(0) = Ryju X YIYFX!,

Définition 2.4.3 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n. On dit que M
est une variété a courbure constante s’il existe une constante k € R telle que pour tout
x € M et tout 2-plan o de T, M,

K.(o) =k.

Exemples 2.4.1
1. La sphere S?

La sphére S? étant plongée dans R? elle hérite d’une métrique riemannienne dont

[’écriture en coordonnées sphériques est :
g =sin’ pdf @ df + dp @ dip.

La matrice de g s’écrit donc :

sin?p 0 1 ij —— 0
_ ) — It ? — sin”
g—(g”)—( 0 1 avec g~ = (g") = 0 1

Pour adapter les calculs aux formules dont on dispose on posera x1 = 6 et xo = .

Les champs — et — seront respectivement % et %. On a bien entendu [ X, Xs| =
T Lo

0. La formule (2.3) donne :

(5= ( 2, )

I, T2, \ [ —cospsing 0

Calculons maintenant la quantité R(X1, Xa, X0, X1) = g(R(X1, Xo, Xo, X1)) on a :

Vx,Vx, Xi = VXQ(Fth + F%XQ) = Vx,(—cospsin pXy) = — cos(2¢) X
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et

COS
Vi, VX1 = Vx, (T3 X1 +T5,X5) = Vy, (sian1> = —(cos p)* Xs.

Finalement :
R(Xla X2)X1 - VXQVX1X1 - VX1VX2X1 = SiIl2 QOXZ

et donc (X1, X2, Xo, X1) = sin® . La formule donnant la courbure sectionnelle par
rapport a la base (X1, Xo) est :
g(R(XlaXQ)X27X1) R(X17X27X27X1)

Kx g) = —
@) = R X)X Xa) — g X X~ XA K]

Comme g(X1, X)) = sinp, g(X2, X2) = 1 et X, et Xy orthogonauz on obtient
K.(o)=1.

La sphére S* munie de sa métrique standard (celle induite par la métrique eucli-
dienne de R?) est une variété riemannienne compacte orientable simplement connexe

de courbure sectionnelle constante égale a 1.

2. Le demi-espace H?

On rappelle que H? est le demi-espace {x € R3 : x5 > 0} muni de la métrique

riemannienne :
dl‘l X dxl + d.??Q X dﬂ?g
9= D)
x5
1
— 0
dont la matrice associée est g = (gi;) = T2 1 |- On calcule les symboles de
0 —
3

Christoffel de la méme maniere que précédemment

(T}) = 1 2 et (I7)=1 " 1
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Ceci nous donne :

D’ou

et par suite :

Vx,Vx, Xy

V(T X1 4+ T7X)

1
VX2(x—2X2)

1 1
Vi Xy — X,
1,4 9 1
(T X1 + 5 X5) — PXZ
2

X2

— 5 X,

)

Vx,Vx, X1 = Vx, (T3 X1 + 15 X5)

1
v (L)
T2

1

R<X17X2)X1 - VX2VX1X1 — VleXgXl = —:L‘_)(2

2
2

(X17X27X17X2) - <R(X17X2)X17X2>

La courbure sectionnelle est nalement :

K(X;, Xy)

RPN = (X, Xe)2

(X17X27X17X2) 1
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1 1
car || X1 ||| Xa|]? = (—2) (—2) et (X1, X2) = 0 (les vecteurs X, et Xy étant ortho-
3 3

gonauz).

da? + das

3

Le demi-plan (Hz,

) est une variété riemannienne orientable et simple-

ment connexe de courbure sectionnelle constante égale a —1.
Les variétés R? |S? et H? seront supposées munies respectivement des métriques que

[’on vient de considérer.

Théoréme 2.4.1 (Kobayashi) Soit (M,g) une variété riemannienne compléte simple-
ment connexe de courbure sectionnelle K constante. Alors si :

- K =0, M est isométrique a R™ (cas parabolique) ;

- K =1, M est isométrique a S™ (cas elliptique) ;

- K=-1, M est isométrique o H" (cas hyperbolique).

Définition 2.4.4 La courbure de Ricci ou tenseur de Ricci d’une variété riemannienne
(M, g) est le (2,0)-tenseur

Rie(X,Y) = tr(Z — R(Z, X)Y),

ou tr désigne la trace de Uapplication linéaire Z — R(Z,X)Y).

Notons que le tenseur de Ricci est symétrique, pour tous les X, Y € T'(TM), nous avons
Ric(X,Y) = Ric(Y, X).

Par définition, les composantes du tenseur de Ricci sont obtenues en contractant [’es-

pace tangent avec le premier exemplaire d’espace cotangent.

Ricjy, = tr(0; — R(0;,0;)0,) = Zg (:,0;) 0k, O; Zg RL01,0:) = guRlj, = Rijui.

Définition 2.4.5 Une variété riemannienne (M, g) est une variété d’Einstein s’il existe

une constante \ telle que pour tout x € M et tous X,Y € T, M on ait

Ric(X,Y) = g(X,Y).
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Définition 2.4.6 On appelle courbure scalaire d’une variété riemannienne (M, g) la fonc-

tion définie sur M par
s =try(r Z g(Ric(0

En coordonnés locales

2.5 Géodésiques

Soit v une courbe dans M paramétrée par un intervalle I de R.

Définition 2.5.1 Un champ de vecteurs le long de la courbe v est une application X de
classe C* de I dans TM, telle que X(t) € TyyM pour tout t dans I. On note Z(7)

I’espace des champs de vecteurs le long de .
Exemples 2.5.1 Si~y est une courbe de M de classe C**1 alors t — ~(t) est un champ
de classe C* le long de 7.

On peut définir une dérivation le long de n’importe quelle courbe a l’aide d’une

connexion linéaire V sur M par le lemme suivant :

Lemme 2.5.1 Pour toute courbe v, V détermine un unique opérateur :

D
—: % T
o) = %)
possédant les propriétés suivantes :
R-linéarité o droite % est R-linéaire.

dt

Leibnitz-linéarité o droite  Pour tout f € C*(I), 2(fX) = X+ f2x

Preuve. Soit ¢y € I et (U, ¢) une carte de M au voisinage de 7(fp). Si on note

(71(t), - - -, 7 (t)) les composantes de ¢! oy dans R et X (¢) = D1, Xi(t)ai(v(t)), on
T

i
pose

ZX - (3(8) + 3 AOX, 0T 0 (05 05(1)

i’j’k
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k

ott les I'?; sont les symboles de Christoffel de la métrique g. On montre alors que le membre

J

de droite ne dépend pas du choix de la carte (U, ) (et donc que %X (t) est bien défini)

et qu’alors vérifie les propriétés anoncées.

Définition 2.5.2 Soit (M, g) une variété riemannienne de classe C*.

Un chemin vy : I — M est une géodésique de (M, g) si, et seulement si v est C! et vérifie
D

I’équation E’y(t) =0 sur I. i.e. y est une géodésique de (M,g) si, et seulement si pour

tout t € I et pour toute carte (U,p) de M au voisinage de y(t) on a

Fi(s) + Y Ti(3(5))75(5)7(s) = 0

jk=1

au voisinage de t pour tout i € {1,--- n}, ot (y1, ) =@ Lon.

Exemples 2.5.2 Sur (R", ggn), on a Fék = 0 pour tout (i,7,k) et doncy:1 — R"™ est
une géodésique si, et seulement si §;(t) = 0 pour tout 1 < i < n et toutt € I. On en

déduit que les géodésique de R™ sont les chemins v(t) = a+tb, ot a et b sont des vecteurs
fixés de R™.

Proposition 2.5.1 Si v est une géodésique alors | ¥ |, est constant. En particulier, si
v i a,b] — M est une géodésique, alors l,(y) = (b — a)||¥(a)l,-

Preuve. On a £(%(t),5(t)) = 2(2~(t),4) = 0.

Définition 2.5.3 On dit qu’une variété Riemannienne est géodésiquement compléte si

toutes les géodésiques de (M, g) sont définies sur tout R.



Chapitre 3

Espaces symétriques et rigidité

3.1 Espaces (globalement) symétriques

Définition 3.1.1 Un espace (globalement) symétrique (riemannien) est une variété rie-
mannienne connexe M telle que pour tout x € M, il existe une isométrie s, de M fixant
x telle que T,s, = —idp, -

Notons Isom(M) le groupe des isométries de M, muni de la topologie compacte-ouverte.
Notons de plus G = Isomo(M) la composante neutre de Isom(M), et K = K, le stabi-

lisateur dans G d’un point fixé xq de M.

Exemples 3.1.1 Les spheres S™, les espaces hyperboliques réels Hy et les espaces eucli-

diens R™ sont des espaces symétriques, ainsi que leurs produits riemanniens.

Proposition 3.1.1 Si M est un espace symétrique, il existe une unique structure de
groupe de Lie sur Isom(M) compatible avec la topologie compacte ouverte (voir [[21],

Lemma 3.2, p. 205])

Proposition 3.1.2 Soit M un espace symétrique, et firons un point py de M. Posons
G = Isomy(M), K = {g € G,g.p0o = po} le fixateur du point py et 0 : G — G le
morphisme g — Sp,gsp,. Alors G' est un groupe de Lie connexe, o est une involution de
G et K est un sous-groupe compact de G tel que (G7)g C K C G°. De plus, lapplication

sutvante est un difféomorphisme :
G/K — M
9K = g.po.

48
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En particulier, laction de G sur M est transitive. (Voir [[21]78, Theorem 3.3, p. 208].)

Proposition 3.1.3 Soient G un groupe de Lie connexe, o une involution de G et K un
sous-groupe compact de G tel que (G%)y C K C G°. Alors pour toute structure rieman-
nienne G-invariante sur G/ K (et il en eziste), G/K est un espace symétrique (Voir [[21],
Proposition 3.4, p. 209].)

Exemples 3.1.2 Ces propositions sont illustrées par les eremples des sphéres S" =
SO(n + 1,R)/SO(n,R), des espaces hyperboliques réels HE = SOy(n,1)/SO(n,R) et
des espaces euclidiens R™ = Isom(R")/SO(n).

3.2 Décomposition de Cartan

Soient M un espace symétrique, G = Isomg(M), xg € M, K = Stabg(xo) et g 'algébre
de Lie de G.
Pour tout x € M, Si s, est la symétrie géodésique en z, 'application o, : G — G
définie par g — s, 0 g o s, est un automorphisme involutif du groupe de Lie G. Donc
0, =T.0, : g — g est un automorphisme involutif de I’algébre de Lie g, appelé I'involution
de Cartan de M (relativement a x).
Notons o = 0,,, et pour tout automorphisme de groupes a de G, notons G* = {g €
G : a(g) = g} le sous-groupe fixe de o et G la composante neutre de G*. Ce sont des

sous-groupes fermés, donc des sous-groupes de Lie plongés de G.

Définition 3.2.1 Soit g une algébre de Lie semi-simple, B la forme de Killing de g et

ad : g — gl(g) la représentation adjointe. On rappelle que pour tous vecteurs X,Y, Z de
g, nous avons

B(X,adY (Z)) = B(Y,ad Z(X)) = B(Z,ad X(Y)).
Et, pour tout automorphisme 0 de g, et pour tous vecteurs X, Y € g, nous avons
B(0(X),0(Y)) = B(X,Y).

On appelle décomposition de Cartan de g toute décomposition de g en somme directe

vectorielle g = h & p, ou b est une sous-algébre de Lie de g et p un sous-espace vectoriel
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de g tels que, si l’'on note 8 linvolution de Cartan :

0:9g=bdp — g
X+Y — X-Y

alors 0 est un automorphisme de g et la forme bilinéaire By(X,Y) = —B(X,0(Y)) est

définie positive sur g. De plus, pour tous vecteurs X,Y, 7 de g, nous avons
By(X,adY (Z)) = Be(Y,ad Z(X)) = Be(Z,ad X (Y'))
La proposition suivante est immédiate.

Proposition 3.2.1 Une décomposition en somme directe vectorielle g = b @& p est une
décomposition de Cartan si et seulement si :
~ on ales inclusions : [i,] C b, [0, p] C p et [p,p] C b,

— la forme de Killing de g est définie négative sur by, et définie positive sur p

Théoréme 3.2.1 Toute algebre de Lie semi-simple g admet une décomposition de Car-
tan. De plus, les décompositions de Cartan de g sont conjuguées entre elles : si g =b @ p
et g =0 @p' sont deur décompositions de Cartan de g, il existe un élément g € G tel que
Adg(h) =8 et Adg(p) =p’ (voir [[1], Theorem 7.1, p. 182]).

Remarque 3.2.1 Si g = h @ p est une décomposition de Cartan, alors by et p sont en

somme directe orhtogonale pour la forme de Killing de g.

Exemples 3.2.1 Soient g = sl(n,R) l'algébre de Lie des matrices réelles nn de trace
nulle, h = so(n,R) la sous-algébre de Lie de g des matrices antisymétriques et p le sous-
espace vectoriel de g des matrices symétriques (de trace nulle). Alors g = h @ p est une
décomposition de Cartan de g, et Uinvolution de Cartan associée est 0 : Y — —'Y. La
forme de Killing B(X,Y) = 2ntr(XY) est bien symétrique définie positive surp, et définie
négative surfy.

Si G est un groupe de Lie, nous noterons Lie(G) son algébre de Lie et exp : Lie(G) — G

son application exponentielle.
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3.3 Décomposition de De Rham

Soit M une variété riemannienne. Pour z € M, notons Holy () le groupe d’holonomie
en x, i.e, le groupe d’isométries de T, M obtenues par transport paralléle le long de lacets
basés en x. Nous notons Hol},(z) le groupe d’holonomie restreinte, i.e., en considérant

seulement des lacets homotopes a 0.

Définition 3.3.1 Une variété riemannienne est dite irréductible si elle est non vide et
non réduite a un point, et n’est pas isométrique a un produit riemannien de deur variétés

riemanniennnes non réduites a un point.

Proposition 3.3.1 [25]. Soit M une variété riemannienne compacte. Alors son revéte-

ment universel s’écrit comme un produit riemannien mazximal, unique a transposition de

facteurs prés, M =M x ---x My x R™.

La décomposition ainsi définie de T'M est caractérisée par le fait d’étre la décomposition
maximale en sous-fibrés paralléles.
Soit z € M et & = (&1, - -, T, §) un relévement dans M. Alors le groupe d’holonomie

restreinte Hol}, () s’identifie au produit direct : Holyy (#1) X - - - x Holy, (Z). De plus

chaque groupe Holy; (Z;) est compact et agit irréductiblement sur T@Ml

La décomposition de de Rham détermine des feuilletages paralléles de M.

Les groupes d’holonomies restreintes feuilletage défini par le facteur euclidien). Les groupes
d’holonomies restreintes feuilletés en z seront notés : Hol}(z),- - -, Hol2(z). On a donc
HolY;(z) = Hol{(z) x x x Hol)(z).

Théoréme 3.3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne compléte simplement connexe
non vide. Alors il existe k,1 € N et My,- - -, M; des variétés riemanniennes complétes,
simplement connexes, irréductibles, non isométriques a R telles que M soit isométrique
au produit riemannien R* x My x - - x M;.

De plus, le couple (k,1) est unique, et les My, - - -, M, sont uniques & isométries et permu-

tations prés. En particulier, il existe un groupe fini F' et une suite exacte de groupes

1 — Isom(R¥) x Isom(M,) x - - - x Isom(M;) — Isom(M) — F — 1.
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Les variétés riemanniennes R¥, My, - - -, M, sont appelées les facteurs de de Rham de M,

et sont bien définies a isométries et permutations prés. Le facteur R* est appelé le facteur

euclidien de M. De plus, nous avons par restriction un isomorphisme de groupes
Isomo(R®) x Isomg(M,) x - - - x Isomo(M;) ~ Isomo(M).

Preuve. Raisonnons par récurrence sur la dimension de M. Si M est irréductible, le
résultat est immeédiat, avec (k,1) = (1,0) si M est isométrique a R et (k,1) = (0, 1) sinon.
Si M n’est pas irreductible, c¢’est-a-dire si M est isometrique & un produit riemannien non
trivial M’ x M", alors une décomposition de de Rham de M est obtenue en prenant une
décomposition de de Rham de M’ et de M” et en regroupant leurs facteurs euclidiens.
L’unicite, qui est la partie délicate de ce résultat, vient du fait que le groupe d’holonomie
d’un produit riemannien est le produit des groupes d’holonomie des facteurs, et que ce
facteur est irréductible si et seulement si son groupe d’holonomie ne préserve pas de sous-

espace vectoriel de dimension et de codimension non nulle. (]

3.4 Espaces localement symétriques

Définition 3.4.1 Un espace localement symétrique est une variété riemannienne M telle
que pour tout x € M, il existe une symétrie locale en x qui est une isométrie. Nous
renvoyons par exemple a [[21], chap.IV ;§1, §5] pour une démonstration des deux résultats

sutvants, qui donnent des caractérisations locales des espaces symétriques.

Théoréme 3.4.1 Soit M une variété riemannienne. Les conditions sutvantes sont équi-

valentes :

(1) M est localement symétrique ;

(ii) le tenseur de courbure R de M est paralléle :
VR =0

Théoréme 3.4.2 Une variété riemannienne complete simplement conneze localement sy-

métrique est globalement symétrique.

En particulier, un revétement riemannien universel d’une variété riemannienne compléte

connexe localement symétrique est globalement symétrique.
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3.5 Espaces symétriques de type non compact

Soient M un espace symétrique, G = I'somg(M), xog € M, K = Staby(z), g I'algebre
de Lie de G, g = £ @ p la décomposition de Cartan de g relativement a zy, et B = By la
forme de Killing de g. Identifions toujours p avec T,,,M par T.p,, oll @, : g — gxg est
I’application orbitale en x.

Rappelons qu’un sous-groupe G du groupe linéaire GL(V') d'un espace vectoriel V est
irréductible (ou agit irréductiblement sur V' ) si les seuls sous-espaces vectoriels de V'

préservés par G sont {0} et V.

Définition 3.5.1 Un espace symétrique M est dit de type non compact si sa courbure
sectionnelle est partout négative ou nulle, et si le revétement universel M de M n’admet

pas de facteur de De Rham euclidien (i.e. M nest pas le produit riemannien d’une variété

riemannienne M’ et d’un espace euclidien R", avec n > 1).

Exemples 3.5.1 Les espaces hyperboliques réels Hy sont des espaces symétriques de type
non compact car de courbure constante strictement négative, le produit riemannien de

deux espaces symétriques de type non compact est encore de type non compact.

On dit qu’une algebre de Lie semi-simple g est sans facteur compact si g n’admet pas
d’idéal compact (i.e. un idéal b de g tel que la forme de Killing Byyy soit définie négative)
autre que {0}. On dit qu’un groupe de Lie semi-simple G est sans facteur compact si son

algébre de Lie est sans facteur compact.

Proposition 3.5.1 Si g, et go sont deux algébres de Lie sans facteur compact, alors la

somme directe g = g1 P g2 est sans facteur compact.

Preuve. Soit h un idéal compact de g = g1 & go, alors h N g; est un idéal compact de g,
donc hngy = {0}. Or [h, g1] C hNg; donc h commute avec g;. De méme, h commute avec
go. Ainsi, h est un idéal abélien de 'algebre de Lie g : puisque g est semi-simple, nous
avons h = {0}.
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3.6 Quelques théorémes de rigidité

3.6.1 Théoréme de ’orbite ouverte de Gromov

La présence d’une structure géométrique sur une variété différrentiable M induit une
partition de la variété en classes d’équivalence : deux points se trouvent dans la méme
classe d’équivalence s’ils sont reliés par un difféomorphisme local qui préserve la structure
géométrique.

A Dinstar du cadre riemannien, il convient d’appeler isométrie locale un difféomorphisme
local qui préserve la structure géométrique. Les orbites du pseudo-groupe des isométries
locales sont alors les classes de la partition donnée par la relation d’équivalence précé-

dente.
Dans [26] Gromov montre que cette partition est trés réguliére pour les structures géo-

métriques rigides, qui se caractérisent par le fait que le pseudo-groupe des isométries
locales est un pseudo-groupe de Lie de dimension finie. Par exemple, les métrique pseudo-
riemanniennes, les connexions affines ou encore les structures conformes pseudo-riemanniennes
en dimension supérieure ou égalle & trois sont des structures géométriques en rigides.
Dans ce cas, il existe un ouvert dense de M dans lequel les orbites du pseudo-groupe
des isométries locales sont des sous-variétés fermées. En particulier, si une telle orbite est
dense, alors celle-ci est ouverte et, par conséquent, la structure géométrique en question
est localement homogéne sur un ouvert dense de M (i.e. le pseudo-groupe des isométries
locales agit transitivement sur un ouvert dense).

Le résultat précédent est connu dans la littérature sous le nom du théoréme de 'orbite
ouverte et a été commmenté et appliqué par de nombreux auteurs [17], [10], [5], [42], [4].
Il a été utilisé de maniére essentielle pour la classification des structures qui mélangent
la géométrie et la dynamique, comme les flots d’Anosov de contact [4], dans I’étude des
actions de "gros groupes" (par exemple, les réseaux des groupes demi-simples) ou encore
dans I'étude des variétés lorentziennes compactes dont le groupe d’isométries est non com-
pact. Dans tous ces cas, on montre a un moment de la preuve qu’'une certaine structure
géométrique riigide, localement homogeéne sur un ouvert dense (d’aprés le théoréme de
I'orbite ouverte), I'est en fait sur toute la variété grace a la dynamique d’un groupe d’iso-

métries.
Une motivation importante a été pour nous la question naturelle posée dans [10] :

Question.3.7.1
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Soit M une variété compacte connexe munie d'une structure géométrique rigide ¢, loca-
lement homogéne sur un ouvert dense.

Sous quelles conditiond ¢ est-elle localement homogéne sur M 7

Remarquons que 'homogénéité locale de ¢ sur un ouvert dense implique que tout inva-
riant différentiel scalaire de ¢ est constant sur M.

Dans le cas ou ¢ est une métrique lorentzienne ou riemannienne sur une surface ceci est
suffisant pour conclure. En effet, en dimension deux la courbure sectionnelle est un inva-
riant scalaire qui est constant si et seulemmentt si la métrique est localement homogéne
[23]. Pour ce qui du cadre riemannien, ou (grace a la compacité du groupe orthogonal) les
invariants scalaires suffisent pour séparer les orbites du pseudo-groupe des isométries lo-
cales (Voir [16] pour une version effective de cette propriété). ceci est également suffisant.
La quetion 3.7.1 est donc réglée pour les variétés riemanniennes, mais ouverte et intéres-
sante pour les variétés pseudo-riemanniennes de dimension supérieure ou égale a trois.
En effet, pour une métrique pseudo-riemannienne les invariants scalaire ne suffisent pas
pour tester 'homogénéité locale [24]. Notamment, il existe des métriques lorentziennes de
dimension trois, non localement homogénes, dont tous les invariants scalaires sont nuls.
Dans [35] nous avons pu obtenir un résultat qui régle positivement la question 3.7.1 dans le
cas des variétés lorentziennes analytiques réelles de dimension trois. Ceci sera détaillé un
peu plus loin. La question 3.7.1 reste pourtant ouverte pour les métriques lorentziennes de
dimension trois lisses (indéfiniment dérivables), ainsi que pour d’autres structures géomé-
triques (par exemple, des structures conformes pseudo-riemanniennes et méme conformes
riemanniennes).

Une autre version de ce probléme est I’étude de la question 3.7.1 en présence d’un groupe
d’isométries et formule la conjecture vague suivante qui se dégage de [26],[34] et qui est
explicitement posée dans [10] :

CONJECTURE.3.7.2 (Gromov, Zimmer).

— Il est possible de classifier les variétés compactes M munies d’une structures géomeé-
trique rigide ¢ admettant un groupe d’isométries important (par exemple, agissant
non proprement).

Dans ce sens Zeghib démontre dans [3] que les variétés lorentziennes compactes de di-
mension trois admettant une action isométrique non propre de R sont nécessairement

localement homogénes et il classifie tous les exemples. Ce résultat est & rapprocher de
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celui de Ghys qui classifie les flots d’Anosov en dimension trois dont les feulletages stables
et instables sont lisses [13]. En effet, dans [13] Ghys construit une structure géométrique
rigide préservée par le flot d’Anosov et montre qu’elle est localement homogéne, avant de
classifier tous les exemples. Cette méthode a été développée dans [4].

Un résultat célebre qui supporte la conjecture 3.7.2 est le théoréme de Ferrand-Obata
[22],[30] qui affirme qu’'une variété riemannienne compacte, dont le groupe des isomé-
tries conformes est non compact, est conformément équivalente a la sphére standard. Il
convient de mentionner ici le résultat principal de [8], ou Frances donne une preuve unifiée

du théoréme de Ferrand-Obata et d'un résultat similaire de Schoen [33] sur les structures

CR.
Un cas plus précis de la conjecture 3.7.2 est la recherche d'un théoréme du type Ferrand-

Obata dans le cas conforme pseudo-riemannien :

CONJECTURE.3.7.3 (Lichnerowicz).

i) Soit M une variété compacte munie d’une structure pseudo-riemannienne coforme ¢
admettant un groupe d’isométries essentiel (i.e. qui ne préserve aucune métrique

pseudo-riemannienne dans la classe conforme). Alors ¢ est conformément Plate.

ii) Soit M une variété compacte munie d’une connexion projective ¢ admettant un groupe
d’isométries essentiel (i.e.qui ne préserve aucun connexion affine représentant la
connexion projective). Alors ¢ est projectivement plate.

Mentionnons que si le point ii) de la conjecture précédente a été ré glé récemment
par Matveev, dans le contexte des connéxions projectives associées a des métriques

riemanniennes [39], il reste ouvert en général.

3.6.2 Variétés localement modelées sur des espaces homogénes

L’idée générale pour mener a bien le programme de la conjecture 3.7.2 est la suivante.
On montre d’abord que ¢ est localement homogene, localement modelée sur une géométrie

de Klein G/H. Nous sommes alors dans la situation décrite par la définition suivante.

Définition 3.6.1 La variété M est localement modelée sur la géométrie G/H, au sens
d’Ehresmann-Thurston [7],[41], ou encore admet une (G,G/H )—géométrie, s’il existe un

atlas de M a valeurs dans des ouverts de G/H tel que les applications de changement de
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carte soient données par des éléments du groupe G.

Si M est compacte, nous dirons aussi que la géométrie G/H admet une réalisation
compacte sur M.
De plus, la structure géométrique ¢ sur M proviendra d’une structure géométrique du
méme type, G—invariante, sur G/ H. Par exemple, si ¢ est une métrique pseudo-riemannienne,
elle sera localement modelée sur une métrique pseudo-riemannienne G'—invariante sur
G/H. On peut tenter de classifier toutes ces géométries G/H, ainsi que leurs réalisations
compactes.
Rappelons que Thurston a donné cette classification pour le cas ou G/H est de dimension
trois et G préserve une métrique riemannienne sur G/H (voir [38], [41], [31]).
Dans la suite nous présenterons, en particulier,l’article [12] dans lequel, dans un travail
en collaboration avec Zeghib, il réalise ce programme dans le cas ou G/H est de dimen-
sion trois et 'action canoniquede G sur G/H préserve une métrique lorentzienne. Ceci
nous permet de classifier les variétés lorentziennes localement homogénes compactes de

dimension trois (sans faire d’hypothése sur le groupe des isométries).

3.6.3 Géométrie Lorentzienne de dimension trois

Nous résumons cette section les résultats que nous avons obtenus dans [12] et [35] pour
les métriques lorentziennes en dimention trois. Extension de 1’ouvert dense
Le théoréme suivant est le résultat principal de [35]. Il doit étre vu comme un approfon-
dissement du théoréeme de 'orbite ouverte de Gromov dans le cas particulier des variétés

lorentziennes analytiques réelles de dimension 3.

Théoréme 3.6.1 Soit (M,G) une variété lorentzienne analytique réelle de dimension 3
compacte et connexe. Si le pseudo-groupe des isométries locales de g admet une orbite

ouverte non vide dans M, alors celle-ci est égale a M.

Dans le cadre analytique le théoréme de l'orbite ouverte est précisé dans [10],[26] sous la
forme suivante : en dehors d'un ensemble analytique compact (éventuellement vide), les
orbites du pseudo-groupe des isométries locales sont les fibres d’une fibration analytique de
rang constant. Avec ce théoréme, notre hypothése d’existense d’une orbite ouverte pour

le pseudo-groupe des isométries locales est donc équivalente a l’existence d’une orbite
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ouverte et dense.
Nous pouvons alors énoncer le théoréme 3.7.1 sous la forme équivalente suivante :

Corollaire 3.6.1 Si le pseudo-groupe des isométries locales admet une orbite dont ’adhé-
rence est d’intérieur non vide, alors celle-ci est égale a M (la métrique g est localement

homogeéne).

Rappelons que nos hypothéses impliquent automatiquement que tout invariant scalaire de
la métrique lorentzienne (par exemple, les fonctions symétriques des courbures principales)
est constant. En effet, un te invariant doit étre une fonction analytique constante sur un
ouvert de M et donc partout. En particulier, les 3 courbures principales de g (définies
comme les valeurs propres de la courbure de Ricci par rapport a la métrique lorentzienne)

sont constantes sur M.
Il convient de remarquer qu’en dimension 3 la courbure ne se résume pas a un scalaire

(c’est un tenseur) et la courbure sectionnelle est une fonction méromorphe (en général
non constante) définie sur la 2-grassmannienne.

Cette fonction admet, en général, des pole situés en dehors de 'ouvert formé par les plans
non-dégénéreés.

Notre preuve utilise 'analyticité de maniére essentielle et notamment la propriété suivante
de prolongement d’isométries locales : tout point m de M posséde un voisinage ouvert
U,, tel que toute isométrie locale proche de l'identité définie sur un ouvert connexe U
contenu dans U, se prolonge & U,,. Ce phénoméne a été découvert pour la premiére fois
par Nomizu [25] dans le cadre des métriques riemanniennes analytiques et étendu par la
suite par Amores [1] et Gromov [26] aux structures rigides analytiques.

L’argument précédent combiné avec le principe de monodromie permet de voir que sur les
variétés analytiques compactes et simplement connexes les isométries locales proches de
I'identité se prolongent en des isométries globales. C’est précisément cette technique qui
est utilisée dans [17] pour montrer que le groupe des isométries d’une variété lorentzienne
analytique compacte et simplement connexe est nécessairement compact.

Avec cette remarque le théoréme 3.7.1 est naturellement complété par le

Corollaire 3.6.2 Si de plus M est simplement conneze, alors (M.g) est la phere S®
munie d’une métrique lorentzienne invariante par ’action par translations du groupe de

Lie S3 sur lui-méme.
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La justification du corollaire est la suivante : le pseudo-groupe des isométries locales
proches de l'identité agit transitivement sur M [42], ce qui implique qu’il existe un groupe
(de Lie) connexe G d’isométries (globalement définies) qui agit transitivement sur M. Il
vient que M s’identifie au quotient de ce groupe par le stabilisateur d’un point. D’aprés le
résultat de [17], G est compact et donc M est un quotient de deux groupes de Lie compacts.
Le stabilisateur d’un point s’identifie alors & un sous-groupe compact du groupe linéaire
0(2,1) : il s’agit nécessairement de I'identité ou d’un sous-groupe a un paramétre compact
(elliptique).

Dans le premier cas M s’identifie avec I'unique groupe compact connexe et simplement
connexe de dimension 3, qui est la sphére S3 et la métrique lorentzienne g est invariante
par l'action de S® sur li méme. La métrique lorentzienne s’obtient a partir d’une forme
quadratique de signature (2,1) sur 'algébre de Lie se S® et qui est transportée par les

translations de S? sur lui-méme.
Dans le deuxiéme cas M est le quotient d’un groupe de Lie G compact connexe de dimesion

4 par un sous-groupe isomorphe a S*. Il n’existe que deux possibilités pour G : ou bien
S3 x S, ou bien St x St x St x St Le tore St x St x St x S* ne posséde aucun quotient
simplement connexe non trivial. Il vient que G est isomorphe & 83 x S! et que M est un
quotient de S® x S! par un sous-groupe 4 un paramétre compact. Comme M est supposée
simplement connexe, il vient que la projection du stabilisateur d’un point de M dans
S3 x St est surjective sur le facteur S! et donc le premier facteur a S® agit simplement

transitivement sur M.
Nous sommes donc ramenés au cas précédent.

Question.3.7.4 :

i) Le théoréme 3.7.1 reste-t-il valide pour des métriques lorentziennes de dimension trois
indéfiniment dérivables localement homogénes sur un ouvert dense (on pourait méme
supposer l'existence d’une action isométrique de Z avec une orbite dense) ?

ii) Qu’en est-il du cas des métriques pseudo-riemanniennes analytique en dimension plus
grande ?

iii) Qu’en est-il pour les structures conformes pseudo-riemanniennes en dimension supé-
rieure u égale a trois?

Mentionnons que 'analogue de la question 3.7.4 dans le contexte des connexions affines

(indéfiniment dérivables ou analytiques) est irrésolu méme en dimension deux (quand il ne
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s’agit pas de la connexion de Levi-Civita d’une métrique riemannienne ou lorentzienne).

3.6.4 Variétés lorentziennes localement homogeénes

Soit G un grotpe de Lie réel et G/H, ot H est un sous-groupe ferméde G, un espace
homogéne supposé simplement connexe.
On dit que G/H est lorentzien et que (G, G/H) est une géométrie lorentzienne (au senss
de Klein) si I'action canonique de G sur GG/H préserve une métrique lorentzienne, ou de
maniére équivalente, si ’action adjointe de H préserve une forme quadratique non dégé-
nérée de signature (m-1,1) sur le quotient g/h des algébres de Lie correspondantes.
Rappelons que si M est localement modelée sur G/H, tout objet géométrique (par
exemple, un tenseur ou une connexion) sur GG/H, invariant par I'action de G, induit un
objet géométrique du méme type sur M. En particulier, dans le cas d’un espace homogéne
lorentzien G/H, la variété M hérite d’une métrique lorentzienne localement homogéne.
La géométrie lorentzienne (G, G/H) est dite maximale, si ’action de G ne s’étend pas en
une action fidéle d'un groupe de Lie de dimension strictement plus grand G’ qui préserve
une métrique lorentzienne. Deux métriques lorentziennes sur G/H dont les composantes
neutres des groupes des isométries sont conjuguées dans le groupe des difféomorphismes
de G/H définissent une méme géométrie.

Une (G, G/ H)-géométrie sur M donne classiquement naissance a une application dévelop-

pante qui est un difféomorphisme local entre un revétement universel Mde M et G /H et

a un morphisme d’holonomie p : m (M) — G [TW, WT, PS|. L’application développante

conjugue I'action du grouppe fondamental 7 (M) sur M & l’action du groupe d’holonomie
I'=p(m(M)) sur G/H.

Une (G, G/H)-géométrie est dite compléte si son application développante est un difféo-
morphisme. Dans ce cas le groupe d’hlonomie I' agit librement et proprement sur G/H.
Lorsque H est compact, ceci équivaut au fait que I" soit un réseau cocompact de G.
Lorsque G préserve une métrique lorentzienne ou riemannienne, ou plus généralement une
connexion, on a aussi la notion de complétude géodésique [23|. La complétude géodésique
est plus forte que la complétude au sens ci-dessus (voir lemme ).

On dit qu'une (G,G/H)-géométrie satisfait a une rigidité de Bieberbach si, pour toute

réalisation compacte compléte sur une variété M. il existe un sous-groupe de Lie connexe
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L de G contenant, a indice fini prés, le groupe d’holonomie I' de M et agissant librement
et transitivement sur G/H. Dans ce cas, L s’identifie & G/H et, a indice fini pés, Mest
I'. L’énoncé classique du théoréme de Bieberbach correspond au cas de la géométrie eu-
clidienne (O(n,R) x R™, R"™), avec L = R", le groupe des translations.

Rappelons que Thurston a classifié les huit géométries riemaniennes maximales de dimen-
sion 3 qui possédent des réalisations compactes (voir [38, 41, 31]). Cette classificcation
contient les trois géométries de courbure sectionelle constante, deux géométries produit
(entre R et I'espace hyperbolique de dimension deux, ou bien entre R et la sphére de di-
mention deux), ainsi que trois géométries données par des métriques invariantes a gauche
sur les groupes de Lie suivants : SL(2,R), Heisenberg et SOL. Le groupe Heisenberg est
I'unique groupe de Lie réel de dimension trois, unimodulaire, nilpotent et non abélien,
tandis que SOL est 'unique groupe de Lie réel de dimension trois, unimodulaire, réso-
luble et non nilpotent. La structure des deux algebres de Lie correspondates sera décrire
un peu plus loin.

Une spécificité bien connue des (G, G/H)—géométries riemanniennes est que toute réali-
sation compacte d’une telle géométrie est nécessairement compléte. Ce phénomeéne n’est
pas nullement assuré (et souvent faux) pour les (G, G/H)—géométries générales, mais est
démontré dans [12] pour les (G, G/H)—géométries lorentziennes de dimension 3.

Dans [12] nous nous intéressons aux géométries lorentziennes de dimension 3 qui sont
non-riemanniennes, i.e. 'action de G sur G/ H ne préserve pas de métrique riemannienne.
C’est équivalent au fait que I'action adjointe de H soit & image non bornée dans le groupe
des transformations linéaires de g/b.

Dans la suite on explicitera des exemples de géométries lorentziennes non-riemanniennes
maximales de dimension 3 qui admettent des réalisations compactes.

Avant de présenter les géométries (G, G/H) qui incarnent, en dimension 3, les géométries
lorentziennes de courbure sectionelle constante et qui sont la géométrie plate de Min-
kowski(courbure nulle), la géométrie de Sitter (courbure positive) et la géométrie anti de
Sitter (courbure négative), précisions que, d’aprés un résultat da a Carriére [43] dans le
cas plat et étendu par klingler [6] au cas de courbure sectionelle constante (voir également
[19, 28]), toute réalisation compacte de G/H est compléte. Ce résultat de complétude est
essentiel dans I'étude des géométries lorentziennes de courbure sectionelle constante.

Il implique, en particulier, que la géométrie de courbure sectionnelle constante positive
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n’admet pas de réalisation compacte. En effet, d’aprés [9], seuls les groupes finis agissent
proprement sur l'espace de Sitter, qui n’admet donc pas de quotient compact.
Géométtrie Minkowski. Un modéle de la géométrie Minkowski est R?, muni de la forme
quadratique dx? + dy? — dz%. Le groupe G de cette géométrie est O(2,1).

Il est démontré que la géométrie Minkowski satisfait a une rigidité de Beiberbach ;| avec
le groupe L isomorphe & R3, Heis ou SOL.

Par conséquent, la classification des variétés lorentziennes compactes plates coincide avec
la classification des réseaux cocompacts sans torsion dans les trois groupes précédents.

Géométtrie anti de Sitter. Un modeéle de cette géométrie est le revétement univer-

sel SL(2,R) de SL(2,R), muni de la métrique lorentzienne invariante par translations a
gauche qui coincide en identité avec forme de Killing ¢ sur I'algébre de Lie s[(2, R). Comme
la forme de Killing ¢ est invariante par la représentation adjointe, le groupe des isométries
de la géométrie anti de Sitter contient également les translations a droite. La composante

neutre du groupe des isométrie de la géométrie anti de Sitter est (modulo quotient par le
noyau de 'action qui est fini, de cardinal quatre) G = SL(2,R) x SL(2,R), avec isotropie

H isomorphe & SL(2,R) et plongée diagonalement dans G.

Comme le groupe SL(2,R) agit librement transitivement sur G/H, il suffit de considérer
le quotient & gauche de SL(2,R) par un réseau cocompact I' de SL(2,R), pour construire

—_—

ainsi des variétés compactes M = ['\SL(2,R) localement modelées sur la géométrie anti

de Sitter.
La rigidité de Bieberbach, valable dans le cas plat, n’est plus valide pour la géométrie anti

de Sitter [40, 15].

Géométtrie Lorentz-Heisenberg Il s’agit de la géométrie d’une certaine métrique
lorentzienne invariante par translations a gauche sur le groupe de Heisenberg Heis. Dési-
gnons par heis l'algébre de Lie de Heis et rappelons que heis est engendrée par un élément

central X et par deux autres éléments Z et T tels que [Z,T] = X.

Proposition 3.6.1 Modulo automorphisme et a constante multiplicative prés, il existe
sur Heis une seule métrique lorentzienne invariante a gauche et affectant une longueur po-
sitive au centre de heis. Cette métrique définit une géométrie lorentzienne non-riemannienne

mazimale, dont la composante neutre du groupe des isométries est de dimension quatre,
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isomorphe a un produit semi-directe R Heis et dont l’isotropie est semi-simple (i.e. agit
sur ’espace tangent au point base comme un groupe & un paramétre diagonalisable). Cette

géométrie sera appelée Lorentz-Heisenberg.

Il suffit de considérer un quotient (& gauche) de Heis par un réseau cocompact I', pour se

convaincre qque la géométrie Lorentz-Heisenberg se réalise bien sur des variétés compactes.

Géométtrie Lorentz-SOL C’est une géométrie obtenue a partir d'une métrique
lorentzienne invariante & gauche sur SOL. Rappelons que I’algébre de Lie correspondante
sol est engendrée par X,Z,T, avec seuls crochets non nuls [T, X] = X et [T, 2] = —Z.
L’algébre dérivéeest donc R?2 = RX @ RZ. Considérons sur SOL la métrique lorentzienne
invariante & gauche g définie en identité par : X et T sont isotropes, Z est orthogonal &
RX @ RT, et g(X,T)=g(Z,Z)=1.

Proposition 3.6.2 A automorphisme prés, g est Uunique métrique lorentzienne inva-
riante a gauche sur SOL, qui rend [’algébre dérivée dégénérée et telle que l'une des deux
directions propres de ad(T) est isotrope. La composante neutre du groupe des isométries de
g est de dimension quatre : il s’agit d’une extension non triviale de Heis (ici, Heis n’agit
pas transitivement) et l’isotropie est non compacte (unipotente). Cettemétrique définit une

géométrie lorentzienne mazimale et non-riemannienne qu’on désignera par Lorentz-SOL.

Le théoréme suivant est le résultat principal de [12]. Il montre, en particulier, que les quatre
exemples précédentes constituent les seules géométries lorentziennes non-riemanniennes

maximales qui se réalisent sur des variétés compactes de dimension 3 :

Théoréme 3.6.2 Soit M une variété lorentzienne compacte connexe de dimension 3 lo-
calement modelée sur une géométrie lorentzienne non-riemannienne (G,G/H).

— (i) La géométrie G/H est alors isoméltrique a une métrique lorentzienne invariante

a gauche sur l'un des quatre groupes suivants : R® SL(2,R), Heis ou SOL.
La classification de métriques lorentziennes invariantes a gauche est la suivante :

~ Dans le cas de R3, toutes les métriques invariantes par translations sont plates.

— Dans le cas de SL(2,R), il y a trois géométries lorentziennes non-riemanniennes
qui proviennent des métriques lorentziennes invariantes a gauche : la seule géo-

métrie mazximale est anti de Sitter, les deux autre sont données par des métriques
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lorentziennes de courbure sectionelle non constante, invariantes a gauche et éga-
lement par un sous-groupe & un paramétre unipotent (respectivement semi-simple)

de translations a droite.
— Dans le cas de Heis, il y a deux géométries lorentziennes non-riemanniennes

mvaritantes a gauche. L’une est plate et [’autre correspond a la géométrie Lorentz-
Heisenbery.
— Dans le cas de SOL, il y a deux géométries lorentziennes non-riemanniennes

ivariantes a gauche. L’une est plate et [’autre correspond a la géométrie Lorentz-

SOL.

— (i) Si la géométrie lorentzienne (G,G/H) est mazximale, alors c’et l'une des 4 géo-
métries suivantes : Minkowski, anti de Sitter, lorentz-Heisenberg ou Lorentz- SOL.
La géométrie globale de M est la suivantes :

— (W) La (G,G/H)—géométrie est compléte.

— (i) On a une rigidité de Bieberbach dans tous les cas ot la géométrie maximale cor-
respondante n’est pas anti de Sitter. Dans le cas des géométries Lorentz-Heisenberg
ou Lorentz-SOL, le groupe d ’holonomie est, a indice fini prés, un réseau cocompact
de Heis ou SOL, respectivement.

— (v) M est géodésiquement compléte, sauf si elle est localement modelée sur la géo-
métrie Lorentz-SOL.

Précisons a présent les implications qui existent entre les différents points du théoréme
précédent. Un résultat essentiel qui permet de passer de la complétude géodésique a la

complétude au sens des (G, G/H)—géométries est le lemme bien connu suivant :

Lemme 3.6.1 Soit M une variété qui admet une (G, G/H)—géométrie telle que l’action
de G sur G/H préserve une connezion affine V. Si la connexion induite sur M par V est

géodésiquement compléte , alors la (G, G/H)—géométrie de M est compléte.

Ce résultat, combiné avec le théoréme riemannien classique de complétude déodésique de
Hopf-Rinow [23|, implique que les (G, G/H)—géométries riemanniennes sur des variétés
compactes sont automatiquement complétes.

En particulier, toute (G,G)—géométrie (ou le groupe de Lie G agit sur lui méme par
ranslations) sur une variété compacte M est compléte et M s’identifie au quotient de G
par un réseau cocompact.

Gréace aux résultas de Carriére et Klingler 6, 43| qui affirment que les variétés lorentziennes
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compactes de courbure sectionnelle constante sont géodésiquement complétes, le lemme
3.7.1 fournit également la complétude des variétés compactes localement modelées sur les
(G,G/H)—géométries pour lesquelles I'action de G préserve une métrique lorentzienne
sur G/H de courbure sectionnelle constante. Le théoréme de classification des géométries
lorentziennes non-riemanniennes maximales (partie (ii) du théoréme 3.7.2) permet alors
de restreindre ’étude de la complétude aux variétés compactes localement modelées sur les
géométries Lorentz-Heisenberg et Lorentz-SOL. La complétude et la rigidité de Bieberbach
des réalisations compactes des géométries Lorentz-Heisenberg et Lorentz-SOL se démontre
via les propositions 8.1 et 7.1 dans [12]. Finalement, on obtient le résultat de complétude de

la partie (iii) du théoréme principal, qui peut s’énoncer également de la maniére suivante :

Corollaire 3.6.3 Toute variété lorentzienne localement homogene compacte connexe et
de dimension 3 est isométrique au quotient (4 gauche) d’un espace homogéne lorentzien

G/H par un sous-groupe discret I' de G agissant proprement.

Une conséquence du théoréme 3.7.2 est le résultat d’uniformisation suivvant :

Théoréme 3.6.3 Toute variété compacte connexe de dimension 3 qui posséde une mé-
trique lorentzienne localement homogene dont le groupe d’isotropie locale est non compact
admet un revétement fini qui posséde une métrique lorentzienne de courbure sectionnelle

constante (négative ou nulle).

En effet, si la géométrie maximale correspondante n’est pas de courbure sectionnelle
constante, celle-ci coincide alors avec la géométrie Lorentz-Heisenberg, ou bien avec la
géométrie Lorentz-SOL. Dans les deux cas, la partie (iv) du théoréme 3.7.2 assure que (a
revétement fini prés) la variété M est un quotient (& gauche) de Heis ou de SOL par un
réseau. Or, aussi bien Heis, que SOL, possédent des métrique lorentziennes plates inva-
riantes a gauche [36, 32| qui descendent bien sur M

Ainsi, les quotients compacts de la forme I'\ Heis portent deux géométries lorentziennes
maximales différentes : Minkowski ett Lorentz-Heisenberg.

Ce phénomeéne est spécifique a la géométrie non-riemannienne : dans le contexte rieman-
nien il y a unicité de la géométrie maximale portée par les variétés compactes de dimension
trois [31].

Par ailleurs, les parties (i) et (iii) du théoréme 3.7.2 permettent de ramener ’étude de
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la complétude géodésique aux métriques invariantes a gauche sur les groupes de Lie R3,

—_——

SL(2,R), Heis ou SOL et d’obtenir la partie (v) du théoréme 3.7.2, en utilisant des résul-

tats connus dans ce contexte.
Nous avons vu que la complétude géodésique est acquise dans le cas de courbure sec-

tionnelle constante. La complétude géodésique de la géométrie Lorentz-Heinberg est dé-
montrée dans la section 4 de [32], o le calcul explicite des géodésiques est présenté. plus
généralement, toutes les métriques lorentziennes invariantes a gauche sur Heisenberg sont
géodésiquement complétes.

Le manque de complétude géodésique de la métrique Lorentz-SOL est prouvé dans [26].

Finalement le cas des métriques invariantes sur SL(2,R) est analysé dans [18] : le résultat
des auteurs implique bien qu’on a complétude géodésique dés que l'isotropie n’est pas
compacte(voir [12]).

Par ailleurs, les exemples de [18] et I’exemple de [26] montrens que la complétudde géodé-

sique peut tomber en défaut pour certaines métriques lorentziennes invariantes a gauche

sur SL(2,R) ou sur SOL (dans ce dernier cas, méme en présence d’'un groupes d’isotropie
non compact). Néanmoins notre résultat de complétude pour les réalisations compactes
de (G,G/H)—géométries lorentziennes persiste méme quand le modéle G/H lui-méme
n’est pas géodésiquement complet.

Nous n’allons pas donner ici la preuve du thnéoreme 3.7.2 pour laquelle le lecteur devra
consulter [12]|, mais la proposition suivantes permet de réduire le probléme au cas ou la

dimension de G est égale a quatre.

Proposition 3.6.3 A revétement fini prés, toutr métrique lorentzienne localement homo-
géne g sur une variété compacte M de dimension 3 est localement modélée sur une unique

géométrie mazimale (G,G/H), avec G conneze.
i) La dimension de G est < 6, avec égalité si et seulement si g est de courbure sectionnelle
constante.

i) Si la dimension de G est égales a 3, alors Mest (a revétement fini prés) un quotient
'\G, de G, par un réseau cocompact I'. De plus, l'image réciproque de g sur G est

une métrique lorentzienne invariante par translation a gauche.

iii) La dimension de G est différente de 5 et donc H n’est jamais de dimension 2.
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Remarque 3.6.1 En dimension plus grande, en général, l’ezistance d’un modele G/H
tombe en défaut, aussi bien dans le contexte riemannien, que dans le contexte pseudo-

TLeMmannien.

Preuve. Désignons par g l'algébre de Lie (transitive) des champs de Killing locaux de G
et par b la sous-algébre formée par les champs de Killing qui s’annulent en un point donné.
Un modéle local G/ H existe si et seulement si le groupe H associé a la sous-algébre b de g
est fermé dans 'unique groupe connexe et simplement connexe G associé a g. Or, d’aprés
un résultat de Mostow [20], ceci est vrai dés que la codimension de h dans g est < 5. La
codimension de h dans g étant ici égale a 3 ( la dimension de M), le thnéoréme de Mostow
s’applique. La variété M est alors localement modelée sur une géométrie dont le groupe
est le groupe des isométries de G/H (et pas seulement sa composante neutre G).Comme
le groupe des isométries de G/H admet un nombre fini de composantes connexes, un

revétement fini de M est localement modelé sur (G,G/H).

i) La dimension de g est bornée supérieurement par la somme de la dimension de M et
de la dimension du groupe orthogonal correspondant. En dimension 3, la dimen-
sion maximale de g est donc égale a 6 et elle caractérise les métriques de courbure
sectionnelle constante. En effet, dans ce cas h est de dimension 3 et agit transiti-
vement sur les 2-plans non dégénérés contenus dans ’espace tangent au point base
xog € G/H. Ceci implique, dans un premier temps, que la ¢ ourbure sectionnelle en
xo ne déépend que de xg et ’homogénéité locale permet de conclure que la cour-
bure sectionnelle est constante sur G/H ( pour les notion classiques de géométrie

lorentzienne le lecteur pourra coonsulter [23]).

ii) Dans ce cas M admet une (G, G)—géométrie, avec G agi ssant par ranslation a gauche
sur lui-méme. Le revétement universel de M s’identifie donc & G et M est isométrique

au quotiont de G par un réseau cocompact.

iii) La preuve est basée essentiellement sur le fait que le sabilisateur d’une orbite d’une
action linéaire algébrique de PSL(2,R) sur un espace vectoriel de dimension finie
est un sous-groupe algébrique qui n’est jamais de dimension 2. Pour la preuve de ce
fait il suffit de le constater pour les représentations irréductibles de PSL(2,R) et de

remarque que, dans le cas général, le stabilisateur dine orbite est I'intersection des
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sabilisateurs qui correspondent aux projections de cette orbite sur chaque représen-

tation irréductible.

Considérens 'action de h sur 'espaces tangent T,, M (le groupe d’isotropie locale s’identi-
fie alors & un sous-groupe du groupe orthogonal O(2,1) ~PSL(2,R)). Cette action préserve
le tenseur courbure de Ricci en x, noté Riccig,.

Considérons I'action du groupe orthogonal PSL(2, R) sur espace vectoriel S*(Ti; M) /Ry,
Le groupe d’isotropie locale est contenu dans le stabilisateur de I’élément induit par Ricciy,
dans Pespace vectoriel S*(T M) /Ry, .

Si la dimension du groupe d’isotropie est structement supérieure a 1, il vient que le le sta-
bilisateur de la courbure de Ricci est de dimensuion 3 (on a vu que la dimension ne peut
étre a 2) et que ce s tabilisateur coincide avec tout le groupe orthogonal. Ceci implique
que Ricciy, = Mgz, avec € R (la fonction A est constante sur M par homogénéité locale)
et notre espaces est a courbure secionnelle constante. Le groupe d’isotropie est alors de
dimension 3. On vient de prouver que le groupe d’isotropie n’est jamais de dimension 2

et que donc la dimension de G est # 5. O



Conclusion

La classe la plus connue et la plus étudiée d’espaces homogénes réductifs
et dans le cas riemannien, naturellement réductifs est celle des espaces symétriques. Un
espace symétrique est la donnée d’un espace homogéne M = G/H et d’un automorphisme
involutif o de G tel que H soit compris entre le sous groupe G, des points fixes de G par
o et sa composante connexe passant par 'identité de GG. Ceci revient a se donner, en tout
point z € M, un difféomorphisme involutif, appelée symétrie et notée s,, tel que x soit un
point fixe isolé. Dans ce cas, 1'algébre de Lie g est symétrique, c’est-a-dire s’écrit, d’aprés
la décomposition réductive

g=bop

Un espace symétrique est dit riemannien s’il est muni d’une métrique G-invariante pour
laquelle les symétries s, sont des isométries pour tout x € M = G/H. En fait, dans ce
cas, G correspond au plus grand groupe connexe des isométries de M et H le sous-groupe
d’isotropie en un point fixé de M. Si la métrique est riemannienne, alors H est compact,
Dans tous les cas, on suppose que le sous-groupe ad(H) des transformations linéaires de
g est compact.

Si I'algébre symétrique orthogonale est simple, la forme de Killing- Cartan K de g est
définie (positive ou négative) sur p : Elle est dite de type compact si K est définie négative

sur p, et de type non-compact si elle est définie positive.
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