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Résume

Dans ce mémoire, on a étudier un probléme de Darboux. Dans le cas borné,
nous pouvent utilisé des versions du théoréme d’Ascoli-Arzeld mais dans notre
probléme des équations différentielles partielles hyperbolique fonctionnelles(le cas
non borné), nous utilisons un résultat plus générale de théoréme du point fixe
Schauder accompagné par le théoréme du Corduneanu qui assure 'existence d'un
point fixe d’ou I'existence des solutions. Pour les équations différentielles pertur-
bées, on a étudier 'existence des solutions par le théoréme du Burton-Kirk. Pour
les deux cas de notre équation on a étudier la stabilité qui y’est vérifié par des

hypothéses posées.

Mots clés : Espace de Banach, probléme de Darboux, Stabilité, Les théorémes

du point fixe(Schauder, Burton-Kirk et Corduneanu).

Abstrat

In this memory, we studied a Darboux problem in the bounded case. We can use
versions of the Ascoli-Arzela theorem but in our problem of fonctional hyperbolic
partial differential equation (the unbounded case), we use a more general result
of Schauder’s fixed point theorem accompanied by the theorem of Corduneanu
which ensures the existence of a fixed point hence the existence of solutions. For
the perturbed differential equations, we have studied the existence of the solutions
by the Burton-Kirk theorem. For both cases of our equation we have to study the

stability of the solutions which are verified by hypotheses posed.

Keywords : Banach space, Darboux problem, Stability, fixed-points theo-

rems(Schauder, Burton-Kirk and Corduneanu)
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Introduction

Les équations aux dérivées partielles (EDP) expriment sous forme d’égalités,
des relations que doivent satisfaire les dérivées partielles d’une certaine fonction
inconnue u de plusieurs variables afin de d’écrire un phénoméne physique, satis-
faire une propriété prescrite,...etc. Quand on s’intéresse a une application donnée,
on est trés vite amené a faire la distinction entre les EDP stationnaires (ot toutes
les variables jouent un réle équivalent) et les EDP d’évolution (ot une des va-
riables joue un role privilégié : le temps). On rencontre de telles équations dés
qu’on s’intéresse a des questions de modélisation : en physique, en électroma-
gnétisme, en mécanique du solide et des fluides bien siir, mais aussi en biologie,
en chimie, en économie, en finance... On y est naturellement confronté quand on
s'intéresse a des problémes de calcul des variations ou plus généralement d’opti-
misation. Savoir manipuler des équations aux dérivées partielles fait de nos jours
partie du quotidienne I'ingénieur.

Nous avons I'habitude de classer les équations aux dérivées partielles en trois
grandes classes fondamentales d’équations : les équations elliptiques (qui servent
typiquement & d’écrire des phénomeénes d’équilibre en physique) pour les pro-
blémes stationnaires, les équations paraboliques (qui permettent de d’écrire des

phénomeénes de diffusion) et les équations hyperboliques (qui permettent de d’écrire
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les phénomeénes de propagation) pour les problémes d’évolution. C’est cette der-
niére classe d’équations qui fera 'objet de ce mémoire.

Ce mémoire consiste a étudier I’existence et la stabilité des solutions de quelques
classes d’équations différentielles hyperboliques fonctionnelles et perturbées. Les
résultats obtenus sont basés sur quelques théorémes de point fixe (le théoréme de
Schauder et le théoréme de Burton-Kirk).

En analyse, un théoréme de point fixe est un résultat qui permet d’affirmer
qu'une fonction f admet sous certaines conditions un point fixe. Ces théorémes
se révélent étre des outils trés utiles en mathématiques, principalement dans le
domaine de la résolution des équations différentielles.

Ce mémoire est composé d'une introduction et de trois chapitres :

Dans le premier Chapitre, nous présentons des notations, des définitions et
certaines notions préliminaires. Dans la section 1.1, on va donner des notations
concernant la théorie des espaces de Banach. La section 1.2 est consacrée le pro-
bleme de Darboux. La section 1.3 on va donner des notions de la stabilité et puis
dans la section 1.4 on va citer quelque théorémes de point fixe.

Le deuxiéme Chapitre est consacré a 1’étude de l'existence et la stabilité
des solutions de quelques classes d’équations différentielles hyperboliques fonc-
tionnelles. Nous présentons deux résultats, le premier est basé sur le théoréme de
Schauder et I'autre résultat sur la stabilité des solutions.

Le dernier chapitre est intéressé a étudier un probléme perturbé. Nous
présentons un résultat basé sur un théoréme de point fixe de Burton-Kirk pour
la somme de deux opérateurs, un opérateur contractif et un autre complétement

continu et enfin nous présentons un exemple illustratif.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons des notations, des définitions et les faits

préliminaires qui seront utilisées dans ce mémoire.

1.1 Notations et Définitions

Définition 1.1.1. On appelle espace de Banach (E,||.||g) tout espace vectoriel

normé et complet pour la distance déduit de la norme.

Exemples.

1. Soit A :=[0,a] x [0,b]; a,b > 0. On note C'(A,R) 'espace de Banach des

fonctions continues de A dans R avec la norme

[ul|sc = sup |u(t, z)|.
(t,x)eA

2. B(X,R) I'espace de Banach des applications bornées d’un espace métrique
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(X,d) a valeurs dans R, muni de la norme

[ul| g = sup [u(t)].
zeX

3. C(K,R) I'espace de Banach des applications continues d'un espace métrique

compact (K, d) a valeurs dans R muni de la norme du sup.

Lemme 1.1.1. L’ensemble BC' := BC(R,R) des fonctions continues et bornées

de R, dans R est un espace de Banach avec la norme standard

llul| o, r) = sup |u(t)].
teR,

Preuve : D’une part, nous pouvons montrer que B(R,,R) est un espace de
Banach. En effet

Si (U )nen est une suite de Cauchy dans B(R,R), alors; pour tout € > 0

ltn = nsll5 = sup fun(t) = tnk(t)] = 0,
te

lorsque n — 400 uniformément en k& > 0. Autrement dit; il existe une suite

€, +— 0 pour n — 400 telle que

SUp [ty — Untkl| B = SUp [un(t) — Unsk(t)| < €n.
k>0 k>0

Xed

En particulier, pour tout t € R, w,(t) est une suite de Cauchy dans R qui est

complet. Cette suite converge donc vers une limite que nous notons u(t).
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Or; on sait que

|un(t) — unsk ()| < €n,¥n € Nk > 0,Vt € Ry

en passant a la limite de K — —+o00, on trouve que

lun(t) —u(t)| < €n;Vn > 0,Vt € Ry

autrement dit ; pour tout n € N

[t — ullp = sup [un(t) — u(t)] < €.
teR4

D’abord, ceci montre que pour n’importe quelle valeur de n

lu(t)| < |lun — ullp + |Junl B, Yu € Ry,

de sorte que v € B(R4,R).

Puis, ||u, — ul|p — 0 ce qui signifie que u,, — u pour n — +o0.

D’autre part, nous savons BC(R ., R) est un sous-espace vectoriel de B(R, R).
En plus BC(R,,R) est fermé dans 'espace de Banach B(R,,R) car une limite
uniforme de fonctions continues est continue. Donc, BC(R,R) est fermé dans
I'espace complet B(R,,R), Comme un fermé dans un complet est forcément com-
plet, alors BC(R,,R) est un espace complet. Donc BC(R,R) est un espace de

Banach.

Corollaire 1.1.1. L’ensemble BC := BC(J,R) des fonctions continues et bor-
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nées de J := R, x [0,b] dans R est un espace de Banach avec la norme

lullpc = sup |u(t,z)|.
(t,x)ed

La Compacité.

Définition 1.1.2. (Borel-Lebesgue) On dit qu’un espace topologique (X, T) est
compact s’il est séparé et si de tout recouvrement d’ouverts on peut extraire un

sous-recouvrement fini

(x=U@) = (37ers<c0x=Ja)
iel icJ
Proposition 1.1.1. Un espace topologique (X, T) est compact s’il est séparé et si

de toute famille des fermés d’intersection vide on peut extraire une sous-famille

finie d’intersection vide

(Ur=0)= (37e1,7<o0|JF=0)

el 1€

Remarque.
Dans le cas borné nous pouvent utiliser des versions du théoréme d’Arzela Ascoli.
Dans notre probléme (cas non borné) nous utilisons un résultat plus générale du
théoréme de Corduneanu pour démontrer la compacité.

La Convexité.

Définition 1.1.3. Soit E un espace vectoriel sur R ou C. Un sous ensemble

C C E est convexe si et seulement si

Va,y € C,V0 € [0,1],0x+ (1 —0)y € C
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Autrement dit, si x et y sont deuzx points de C' le segment reliant x & y doit étre

inclus dans C.
Fonction uniformément bornée.

Définition 1.1.4. On dit qu’une suite des fonctions (f,)new d’un espace métrique

E dans R ou R? est uniformément bornée s’il existe un nombre M telle que
Vn e N,Vx € E,|f.(z)] < M ou || fu(z)] < M.

Il est équivalent de dire que la suite des normes ||fn(x)||s est bornée par M ou
bien que les fonctions f, sont toutes dans une boule B(0, M) de l’espace normé

(B(E,RY), ||.|les) des fonctions bornées sur E.
L’équicontinuité.

Définition 1.1.5. Soient (X,d) et (X',d) deux espaces métriques, on dit qu’une

partie A de C(X,X") est équicontinue si
Vo, y € X, Ve > 0,3a > 0,Yf € A. telle que d(z,y) < a=d (f(z), fy)) < e

Autrement dit, toutes fonctions de A C C(X,X") sont continues sur X et elles

sont continues "de la méme fagon”.
L’équiconvergence.

Définition 1.1.6. Soit (u,)new une famille de suites dans un espace topologique

Xetle X. On dit que (u,)en est équiconvergente vers £ si

VO € 9(¢), Ing € N,Vn > ng

(Un)nen € 0,¥n € IN.
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Définition 1.1.7. Une fonction continue f: R, x [0,b] x BC' — BC' définie sur
un ouvert U de BC' est dite Lipschitizienne par rapport a son troizieme argument,

si pour tout uy,us € U et (t,x) € Ry x [0,b], il existe ¢ > 0 telle que

If(t, 2, u1) — f(t, 2, u2)| Bo < cllur — uz|Be-

De plus, si 0 < c <1, f est dite Contractante.

1.2 Le Probléme de Darboux

Les modéles de la physique étant le plus souvent constitués de systémes d’EDP,
nous allons nous intéresser a celles qui sont hyperboliques. Nous rappellerons dans
un premier temps la définition usuelle pour une EDP du second ordre et nous
montrerons comment celle-ci peut se ramener a un systéme de deux équations
du premier ordre. Nous étendrons en suite la classification adoptée aux systémes
d’EDP du premier ordre en nous limitant toujours aux systéemes d’EDP linéaires
a deux variables qui peuvent étre selon le cas deux coordonnées d’espace ou une
coordonnée d’espace et le temps.

Classification des EDP du second ordre.
Considérons tout d’abord I’équation du 2éme ordre linéaire, qui décrit le compor-
tement de la grandeur inconnue u par rapport aux variables x et y

0%u 0%u Pu  0*u  0*u

2b d =
a8x2+ 8x8y+c(‘3y2+ 8x+€8y+fu g

Sia,b,c,d, e, fetgsont constants, 'EDP est linéaire a coéfficients constants. S’ils

dépendent de x et y, elle est linéaire. S’ils dépendent en plus de I'inconnu
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u, elle est quasi-linéaire. Dans cette partie, nous nous limiterons au cas d’EDP
linéaire. Le caractére de ses solutions dépend pour une large part du signe de

b* — ac. Selon que les racines sont réelles, complexes ou doubles, 'EDP est :
1- hyperbolique , si b*> — ac > 0

2- parabolique , si b*> —ac =0

3- elliptique , si b —ac < 0

On peut considérer b? — ac comme le discriminant de 1’équation algébrique formée

avec les coéfficients des dérivées du second ordre
aX? —2b\ + ¢ = 0.

Si 'EDP est hyperbolique, cette équation posséde deux racines réelles

b+ Vb2 —ac

Mg =
a

Dans ce mémoire nous intérisons au EDP hyperbolique de la forme

(Dfmm(ta ZE) = f(tv x,u(t,x)).

1.3 Les notions de la stabilité

Définition 1.3.1. (Equilibre)
Soit le systeme d’équations différentielles y = f(y), f € CY(R,R). On dit que yo
est un équilibre si la fonction constante t — yo est solution du systéeme § = f(y)

pour tout t € R, ce qui équivaut a dire que f(yo) = 0.
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Définition 1.3.2. (Stabilité)
Soit le systéeme d’équations différentielles y = f(y), f € C*(R,R) et soit yo € R

un équilibre. On dit que

1. yo est un équilibre stable si pour tout voisinage U de yq, il existe un voisinage

V' de yo tel que Yyy € V,
(1) y(t,v0) est bien définie sur R,
(ii) y(t,90) € U pour tout t € R,

2. yo est un équilibre asymptotiquement stable si c’est un équilibre stable et s’il

existe t un voisinage W de yo tel que Yyo € W,
(1) y(t,v0) est bien définie sur R,

(i) lim y(¢, %0) = vo.
t—yo

Soit 2 # () € BC et soit G : Q — Q, on considére la solution d’équation

(Gu)(t,x) = u(t, x). (1.1)

Maintenant nous définissons 'attractivité locale et globale des solutions de I’équa-

tion (|L.1)).

Définition 1.3.3. Les solutions de l’équation sont localements attractives,
s’il existe une boule B(ug,n) dans lespace BC telle que pour des solutions arbi-
traires v = v(t,x) et w = w(t,x) de l’équation appartenant a B(ug,n) (),
on a pour tout x € [0, ]

lim (U(t, ) — wlt, x)) ~0. (1.2)

t—+00
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quand la limite est uniforme par rapport a B(ug,n), alors les solutions de
[’équation sont uniforméments localements attractives (ou de maniére équi-

valente, les solutions de sont localements asymptotiquements stables).

Définition 1.3.4. les solutions v = v(t,x) de ’équation sont globalements
attractives si est vérifiée pour toute solution w = w(t,x) de (1.1).

Si est satisfaite uniformément par rapport a l’ensemble §2, alors les solutions
de l’équations sont globalements asymptotiquements stables (ou uniforme-

ments globalements attractives).

1.4 La théorie des points fixes

Dans ce chapitre nous présentons le principe célébre de contraction de Banach
qui depuis concept dans la thése en 1922 de Banach a trouver beaucoup d’appli-
cation dans différents parties d’analyse mathématique. Le théoréme du point fixe
de Banach (connu aussi sous le nom de théoréme d’application contractante) est
un théoréme simple a prouver et qui s’applique au espaces complets et posséde de
nombreuse applications. Ces applications incluent les théorémes d’existence des
solutions pour les équations différentielles ou les équations intégables et 1’étude
de la convergence de certaines méthodes numériques comme celle de Newton dans
la résolution d’équations non linéaires, ce théoréme donne 'existence et 'unicité

d’un point fixe pour une contraction sur un espace métrique complet.

Théoréme 1.4.1. (Théoréme de Banach-Picard) [5]
soit I un intervalle fermé non vide et soit f : I — I une application contractante

sur I alors
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— f admet un unique point fize L dans I,

— Yug € I, la suite u : IN — R définie par

Uy € [,
converge vers L (1.3)

Vin € INaun—I—l = f(un)

Théoréme 1.4.2. (Théoréme de Banach) [5]
Soient (F,d) un espace métrique complet et f : F' — F une application strictement
contractante i.e, il existe 0 < ¢ < 1 telle que, pour tout u,v € F,d(f(u), f(v)) <

cd(u,v). Alors il existe un unique point fize ug telle que f(ug) = uy.

Pour les problemes d’équations différentielles partielles fonctionnelles, nous

avons besoin du théoréme de point fixe suivant

Théoréme 1.4.3. (Théoréme de Schauder) [5]
Soit E un espace de Banach, M un convexe fermé et borné de F et N : M — M

un opérateur continu et compact. Alors N admet au moins un point fize dans M.

Et pour les problémes perturbés, nous utilisons le théoréme de point fixe sui-

vant

Théoréme 1.4.4. (Théoréme de Burton-Kirk) [2]
Soient X un espace de Banach et A, B : X — X deux fonctions vérifiant
(i) A est une contraction,

(i) B est complétement continue.

Alors une seule des propositions suivantes est satisfaite

(S1) léquation u = A(u) + B(u) admet une solution, ou
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u

(S2) lensemble E = {u eX:u= yA( ) +vB(u); v e (0, 1)} n'est pas

v
borné.

1.5 Lemmes Préliminaires

Pour toute fonction w € C, on pose (D2 w)(t,x) := %w(t,x); (t,x) € J.

Lemme 1.5.1. Soit f € C. Une fonction w € C telle que sa dérivée (D?w)(t, )

existe et est intégrable sur J est une solution du probléme
(D w)(t,z) = f(t,x); (t,x) € J. (1.4)

avec les conditions initiales

(

u(t,0) = p(t); t € [0, 400,

u(0,z) = p(z); z €[0,0), (1.5)

si et seulement si w(t,x) vérifie

w(t, z) :/\(t,x)Jr/Ot /Oxf(f, &)dgdr. (1.6)

ol

AL, @) = p(t) + ¢(x) = ¢(0).

Preuve : Soit w(t, x) une solution du probléme ([1.4)-(1.5)). Alors

(Dfxth’x) = f(t,:)?),
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d’ott nous obtenons

/ot /ozwfsw)(f, )dedr = / t / " f(r ) dedr.

Depuis la relation

/ / gw T,8)dédT = w(t,z) — w(t,0) — w(0,z) + w(0,0),

il s’ensuit

w(t, =) = \(t, ) //ffgdng

Donc w(t, z) vérifie (1.6)).
Maintenant, si w(t, z) veérifie ([1.6)), il est claire que w(t, x) vérifie ((1.4])-(1.5]).

Le lemme suivant généralise le théoréme d’Arzela Ascoli dans le cas non-borné

Lemme 1.5.2. [8] (Théoréme de Corduneanu)
Soit D C BC. Alors, D est relativement compacte si et seulement si les conditions

sont vérifiées :
(a) D est uniformement bornée dans BC,

(b) Toute fonction dans D est équicontinue sur R, x [0, 0]

(équicontinue sur chaque compact de Ry x [0, b)),

(c) Toute fonction de D est équiconvergente, c’est-a-dire ;
Vz € [0,b],Ye > 0,3T (e, x) > 0 telle que |u(t,z) — thin u(t, )| <,
——+00

pour tout t > T(e,z) et u € D.



Chapitre 2

Résultats d’existence et de stabilité
pour les équations différentielles

partielles fonctionnelles

2.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude de I'existence et la stabilité des solutions de

I’équation différentielle partielle fonctionnelle suivante

(D} w)(t,x) = f(t,z,u(t,x)); (t,z) € J :=[0,40oc] x [0, ). (2.1)
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avec les conditions initiales

uw(0,z) = (x); z €10,0], (2.2)

ou f:J xR — R est une fonction continue donnée, ¢ € C([0,a]) et ¢ € C(]0,b]).

2.2 Existence des Solutions

Définition 2.2.1. Une fonction u € BC ou sa dérivées D?, existe et intégrable

est dite solution du probleme - si elle est vérifie I’équation et les
conditions sur J.

Maintenant, nous présentons les conditions suffisantes pour l'existence des

solutions du probléme (2.1))-(2.2)).

Théoréme 2.2.1. Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifiées :

(Hy) la fonction A € BC wvérifie

lim A(t,z) =0; z € 0,0],

t——+o00

(Hy) 1l existe des constantes L, M > 0 et une fonction positive P € BC' telle
que

F () — f(to,0) < 2=

—— P(t,x); (t J; R
_L+M|U—U| (7x)7(7x)€ ﬂU’?/UE 9
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avec,

t—400

lim /Ot /033 P(r,&)dédr = 0; x € 0,0],

(Hs) La fonction h: (t,x) — h(t,z) = f(t,x,0) vérifie h € BC et

lim /Ot /Off h(r,&)dédr = 0; x € [0,0].

t——+o00

Alors, le probleme — admet une solution définie sur J.

Démonstration :

Posons

t T
A" = sup |A(t,z)|, P*= sup P(t,z), P, = sup / / P(r,§)dédr,
0o Jo

(t,x)eJ (t,x)eJ (t,x)ed

t T
h* = sup |h(t,z)| et hy = sup / / |h(T, &)|dEdT.
0 Jo

(t,x)ed (t,x)ed

Considérons l'opérateur de point fixe N : BC' — BC, défini par

(Nu)(t,z) = A(t,z) + /0 /0 " F(r 6, ulr, €)dédr
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Soient (t,z) € J et u € B,. Alors

(Nu)(t2) = A(to)+ / /Ozf(ﬂi,U(T,ﬁ))dﬁdﬂ
< Ao+ / / (6 ulr ) dedr

< A*+//x (1£(7.& u(r.€) = F(r. €. 0)| + 11 (7.,0)] ) dedr

< N // Ih(r,&)| + P(r f)‘%‘)dde

Awff&// |hT§|+// (r,€) dng

< AN+ ho+ P

N

n.

Donc, pour tout (¢,x) € J, nous avons

[(Nu)(t, )] <.

Considérons la boule

B, = {u € BC: || u |lse< n}.

Il est clair que B, est un fermée et bornée.

On montre que N : B, — B, satisfait les conditions du théoréme [I.4.3] La

preuve sera donnée dans quatre étapes.

Etape 1 : N est continu.
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Soit (uy,)nen une suite telle que u,, — u dans B,;, pour tout (¢, z) € J, nous avons

(Nun)(t2) — (Nu)(t,2)] = A )+ / /Ova,g,un(ns))dsdf

- Ao - [ t | g utrpagar

< / / (7.6, un(r,€)) — F(r, €, u(r, €))|dédr
M) ) e,

S // T M un(r.8) — alr & %

< f(tsggJ]un(t yx) —u(t, x| tsil]gj// (1,&)dédr

< 2~ ullse — 0.

Donc l'opérateur N : B, — B,, est continu.

Etape 2 : N(B,) est uniformément bornée.
Nous avons N(B,) C B,. Comme B, est bornée, alors N(B,) est uniformément

bornée.

Etape 3 : N(B,) est équicontinue sur chaque compact [0,a] x [0,b] de J.
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Soient (t1,21), (t2,x2) € J, t1 < ta, T3 < x3 et soit u € B,, alors

(N (ty, 2) — (Nu)(tn, )| = [A(tz2) + / 2 /  f €l €)dedr
~ At ) //fT£UT€))d€dTI

g ‘)\ tQ,I‘Q )\(tlwrl

+ / /xl 7' &, u T, f))|d§d7’
" / | st idear
+ / / (1,&, u(r, f))]dde.

Il s’ensuit alors

|(Nu)(ta, xa) — (Nu)(t1,x1)] < |A(t2, xa) — A(t1, x1)|

" / / h(r,€) + P(r, €)|dedr
+ / /xl|h(T>§)+P(T7g)|d5dT

+// h(r,€) + P(r, ©)|dedr
IA(ta, x2) — A(t1, 21)]

N

+ (h* + P*)[tl(l'g — 1‘1) + l‘l(tg — tl) + (tz — tl)(ZBQ — ZL’1)]

— 0 quand t, — t».

Donc l'opérateur N(B,) est équicontinue.

Etape 4 : N(B,) est équiconvergente.
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Soient (t,z) € J et u € B,. Alors

ol = Moo+ [ [t g)dcn
< \A(t,x)|+/Ot/0x]h(r,£)|d§dr+/Ot/OIP(r,f)dde.

Donc,

|(Nu)(t,z)] - 0 quand ¢+ +o0.

Il s’ensuit alors

(Nu)(t,2) — (Nu)(+00,2)| = |A(tz)+ / /Oxf(ﬂf,u(ﬂﬁ))dﬁdﬂ

t T
< AL ) +/ / |h(7,&)|dédT — 0 quand ¢ — +o0.
0 Jo
On trouve donc
|[(Nu)(t) — (Nu)(4+00)] = 0 quand ¢+ +o0.

Donc N(B,) est équiconvergente.

Le Lemme implique que 'opérateur IV : B, — B, est continu et compact.

Finalement, d’aprés le théoréme|1.4.3|; le probléme ([2.1))-(2.2)) posséde une solution

définie sur J.

2.3 La stabilité des Solutions

Dans cette section, nous démontrons la stabilité des solutions du probléme

ED-E2).
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Théoréme 2.3.1. Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors

les solutions du probleme - sont localements asymptotiquements stables.

Preuve :
Soit w une solution du probléme (2.1))-(2.2). Considérons la boule B(w, P,), Soit

u € B(w, P,), alors pour tout (¢,z) € R, x [0,b] nous avons

[(Nu)(t, 2) —w(t,z)] = [(Nu)(t,z) = (Nw)(t, z)]

— A\t 1) //fTSUTf)dde
—A@@jééfhéwﬂmﬁw

/ / s uln, €) — [ € ow(r ©))|dedr

N

Mu(r,€) — wi(r,€)]
< / / T Mlu(r, &) = wir, &
< EEEJ// (m
<

Do,

IN(u) — wl[pe < P

Donc N(B(w, P,)) C B(w, P,). En plus, si u est solution du probléme (2.1))-(2.2)),
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alors

ut, x) —w(t,x)] = |(Nu)(t,z) = (Nw)(t, z)]

— A1) // Flr, €, u(r, €))dédr
— Ata) - /0 /0 F(r. &, w(r, €))dédr]

< / / (. Eulr, €)) — f(r. € w(r, €))|dédr

Mlu(r,€) — w(r,€)]
< // T Mlu(r, &) —w(r, &

< sup// (1,6)dédT — 0 quand ¢ +— +o0.

(t,x)ed

Finalement, les solutions du probléme ([2.1))-(2.2) sont localements asymptotique-

ments stables.

Maintenant, sous les conditions du théoréeme [2.2.1] nous pouvons démontrer

la stabilité globale des solutions du probleme ([2.1f)-(2.2]).

Théoréme 2.3.2. Supposons que les hypothéses (Hy) et (Hs) sont vérifiées. Alors

les solutions du probléme — sont globalements asymptotiquements stables.

Démonstration :

Soient u et v deux solutions du probléme (2.1)-(2.2]). Alors, pour tout (¢,z) € J,
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nous avons

u(t, z) —v(t,x)| = [(Nu)(t, ) — (Nv)(t, z)|

— At ) //ffg, (7, €))dédr
— ) - /0 /0 F(r. €, 0(r, €))dedr

< / / (& ou(r, €)) — F(r. € 0(r, €))|dédr

Mu(r,€) — v(r.©)
< / / T Mlu(r, &) — o(r, 9] 0"

< sup// (1,6)dédr — 0 quand ¢+ +00.

(t,x)eJ

Alors, pour tout x € [0, b], on trouve,

lu(t,z) —v(t,z)] - 0 quand ¢+ +oc.

Par conséquent, les solutions du probléme (2.1))-([2.2]) sont globalements asymp-

totiquements stables.

2.4 Exemple

Considérons 1’équation différentielle hyperbolique suivante

e (t, ) = f(t,x,u(t,z)); pour tout (¢,z) € R, x [0,1], (2.3)
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avec les conditions initiales

u(t,0) = —==; t € Ry,
1+t + (2.4)
u(0,z) =1; = €0, 1],
ou,
" "u(t, x)
t t = .
Sttt ) = T B T Jutt D))
Nous avons
1
AL, z) = [y
d’ott 'hypothése (H;) est satisfaite donc
lim A(t = li Ly 0; 0,1
Sm A e) = lim () =05 2 € [0, 1,
et \* =
L’hypothése (Hs) est satisfaite pour M = L =1 car
e "u(t, )| e 'u(t, z)| ‘
t t — f(t t = —
fmulto) = et = J e e a) 1+ e+ O+ o)
_ e””! ( |u(t, )| v(t, )] >‘
(I+z+2)\(1+[ult,2)]) 1+ ot z)])
< e H u(t, x) — v(t, )] ‘
A+ )N A+ u, 2)[) (L + o, 2)])

ea:ft |U(t,ZL’) B U(tv I)|
- 1+ Ju(t,z) —v(t, z)|
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avec P(t,z) = e* "

Ainsi, on a

t T t x
. IRT E—r .
t£+moo/0 /0 P(T,ﬁ)dﬁdT—t'Einoo/O /O e£Tdedr = 0; z € [0, 1].

Aussi (Hj) est satisfaite pour f(¢,x,0) = 0.

Donc toutes les conditions du théoréme sont satisfaites, le probléme —
admet au moins une solution définie sur R, x [0, 1].

En plus d’aprés le théoréme , les solutions du probleme — sont glo-

balements asymptotiquements stables.



Chapitre 3

Equations différentielles partielles

perturbées

3.1 Introduction
Dans ce chapitre, nous étudions I’équation différentielle perturbée suivante
(Du)(t,x) = f(t,z,ult, ) + g(t,z, ult, x)); (t,x) € J =Ry x[0,8], (3.1)

avec les conditions initiales (2.2), ou f,g : J x R — R des fonctions continues

données, ¢, € C(J,R).

3.2 Existence des Solutions

Définition 3.2.1. Une fonction u € BC ou sa dérivées D2, existe et intégrable

est dite solution du probleme — si elle est vérifie les conditions et
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I’équation sur J.

Maintenant, nous présentons des conditions pour l'existence des solutions du

probleme (31)-([22)

Introduisons les hypothéses suivantes :

(H;) la fonction A\ € BC vérifie

lim A(¢t,x) =0; z € [0,b)],

t——+o00

(Hy) 1l existe une fonction positive P € BC telle que

\ﬂt%w—f@wwﬂéT%i%aP@@;@@EJéMUER

avec,

lim /0 /0 P(r,€)dédr = 0; x € [0, 0],

t——+o00

(H3) La fonction h : (t,z) — h(t,x) = f(t,z,0) vérifie h € BC et

lim /Ot /OI h(r,&)dédr = 0; x € [0,Db],

t—+400
(H,) La fonction (¢,z) — g(t,z,0) est bornée.
En plus, il existe une fonction positive ) € BC' telle que

(1 + |u—o)lg(t, 2,u) = g(t,z,0)] < QE,x)|lu —v|; (t,2) € J; u,v €R,

avec,

lim /0 /0 Q(7,&)dédT = 0; x € [0,b],

t——+o00
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(Hs) La fonction (t,z) — g(t,x,0) vérifie et

lim /t /mg(T,g,O)dﬁdT =0; = €0,b].
0

t—+-00 0

Posons

A= sup |A(t,z)|, P*= sup P(t,z), P. = sup / / (1,8)dédr < 1,
(t,x)ed (t,x)eJ (t,x)ed

Q"= sup Q(t,x), Q.= sup//QTédde

(t,x)ed (t,x)eJ

h* = sup |h(t,z)|, he = sup / / | (T, €)|dEdT,

(t,a:)GJ t IB EJ

g = sup lg(t,a,0)] et g, = sup / / g, €,0)|dédr.

(t,I)GJ tiU)EJ
Théoréme 3.2.1. Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hy) sont vérifiées. Si
Q. < 1, alors, le probléme - admet une solution définie sur J.

Démonstration :

Considérons les opérateurs F, G : BC' — BC

(Fu)(t, 2) = A(t,2) + / / Cf(r € ulr, €))dédr,

et

@)= [ [ otr.utr gpacar

Alors le probléme a trouver les solutions du probléme (3.1)-(2.2]) est réduit a
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trouver les solutions de ’équation
(Fu)(t,2) + Glu) (t,) = u(t, 2); (t,7) € J.
Nous montrerons dans trois étapes que les opérateurs F' et GG satisfont les condi-

tions du théoréeme [[.4.4]

Etape 1 : F': BC — BC est continu et compact.
D’aprés le théoréme avec M = L = 1 dans ’hypothése (H,), il est claire que

I'opérateur F' est continu et compact.

Etape 2 : G : BC — BC est un contraction.

Soient (t,z) € J et u,v € BC. Alors

@) - @eal = | [ [Tatmeutreasir— [ [ g.cotmopacn
< [ [ streutre) - ot ot eir
< [ [ emontn.e ~ ot oldsin
< s [ [ o guing - i oliear

(t,x)ed
< Qullu —v||Be.

Donc, on trouve,
1G(u) = G(v)|se < Qullu— vl
Comme @, < 1, alors GG est une contraction.

Etape 3 : L’estimation apriori.
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Nous allons maintenant montrer que I’ensemble
E={ueBC:u= VA(E) +vB(u); v e (0,1)}
v

n’est pas borné.

Soient (t,z) € J et u € E. D’ou

u(t z) = vAED) LBt a): v e (0,1).

14

Il s’ensuit alors

u(t,z)| = A >+u/t/zf(7,g w9, d5d7+v// (7.6, u(r, €))dédr|

X“//|f£, m.4)

+ /0/ |9(T757U(ﬂ€))—9(7,570)|+|g(775,0)|)d§d7

N

)= F(r.&0) + £(7.&,0)] ) dedr

N

A+ Sup// |hT§]+P(T£)>d§dT

(t,x)ed

v osup // lg(7, €,0)|dedr + Q(r, §))d§d¢

(t,x)ed

VAN

N+ hy + g+ P+ Q.

= p.

Donc, on trouve

[ullBe < p,

ce qui montre que I’ensemble E est bornée. C’est une contradiction et 1’assertion
(52) dans le théoréme est fausse. Par conséquent, 'opérateur F' + G posséde

un point fixe qui représente une solution de notre probléme ((3.1)-(2.2)).
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3.3 La stabilité des Solutions

Dans cette section, nous démontrons la stabilité des solutions du probléme
(3-1)-(2-2).

Théoréme 3.3.1. Supposons que les hypothéses (Hy) — (Hs) sont vérifiées. Alors

les solutions du probleme (2.1 (W (-) sont localements asymptotiquements stables.

Preuve :

Soit w une solution du probléme ({3.1)-(2.2)). Considérons la boule B(w, P, + Q.),

Soit u € B(w, P, + Q.), alors pour tout (¢,x) € R, x [0, b] nous avons

(Nu)(t, z) —w(t,z)| = [(Nu)t,z) = (Nw)(t, z)]
< At o) //fou7’f)dde

— Ata) - /0 /0 F(r &, w(r, €))dgdr
1 t / g€, ulr,€)dedr / t / g, &, w(r, €)dédr

< /0 /0 (€ u(r.€) — f(r. €, w(r,€))|dédr
n / / 9(r. € u(r,€)) — g(r, &, w(r, €))|dedr

fu(r,€) — w(r,€)]
< / / T Tl & — w0 0"

fulr.€) — w(r,€)]
* // QT utr, &) —wir, e ©

< /0 /0 P(r.€)dédr + /0 /0 Q(r, &)dedr

< P+ Q.
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D’ou,
IN(u) —wllse < P+ Qu.

Donc N(B(w, P, + Q.)) C B(w, P, + Q). En plus, si u est solution du probléme

—, alors

lut,z) —w(t, )] = [(Nu)(t,z) — (Nw)(t, )|
< At o) //fo, (1,€))dEdT

- A<t¢r>—-j§ jg F(r. & w(r, €)dedr
“1f t [ st atrenacar— [ t | ot utr eicar]

< /0 /0 (. Eou(r, €)) — f(r. €. w(r, €))|dédr
+ / / |g(7_a 57 U(T, 5)) - 9(7-7 57 w(T7 £>)|d§d7-

u(r,€) — w(r.€)
s / / T a0 —wlr g =

Ju(r,€) — w(r,©)
*.//79 T+ Ju(r &) — w(r &) 7

/0/0 P(T,E)d5d7+/0/0 Q(1,€)dédr — 0 quand ¢~ +o0.

N

Maintenant, nous démontrons la stabilité globale des solutions du probléme
(3-1)-(2-2).

Théoréme 3.3.2. Supposons que les hypotheses (Hy) — (Hs) sont vérifiées. Alors

les solutions du probleme (|3. 1 (ﬂ) (-) sont globalements asymptotiquements stables.

Démonstration :

Soient u et v deux solutions du probléme (3.1)-(2.2]). Alors, pour tout (¢,z) € J,
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nous avons

u(t, ) —v(t, )| = [(Nu)(t,z v)(t, @)l

< At z) + 7, & u(T, £))dédr
//f€ £))de

— At,x) —/0/0 f(r, & v(r, &))dédr|
1 t / g7, €, ulr, €)dédr — / t / g€, v(r,€)dédr|

/o /o (7, & u(T,€)) = [(7, & (7, §))|ddr

N

+ /Ot /O l9(7,&,u(r,€)) — g(7,&,v(7,€))|dedr

[ [+ amgas
/Ot /09’ P(T,{)dde—i—/Ot /Ox Q(t,&)dedr

— 0 quand t+— +o0.

N

N

Alors, pour tout = € [0, ], on trouve,

lu(t,x) —v(t,z)| = 0 quand ¢+ +o0.

Par conséquent, les solutions du probléme (3.1))-(2.2)) sont globalements asymp-

totiquements stables.
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3.4 Exemple

Considérons le probléme perturbé suivant
Uit 2) = f(t,,ult,2)) + glt, 2, u(t, 2)); pour tout (t,7) € Ry x [0,1], (3.2)
avec les conditions initiales

U(t,O) = 1%_,5; te R+,

uw(0,z) =1; = €0, 1],

’ B ex—t’u(t,x)‘
f(t,z,u(t,x)) = (1+x+t2)(1+ |u(t,z)])
. ) — e_l_t‘u(tax)’
9(t. 7. u(t:7) = T DA T )
Nous avons
1
At,z) = T

d’ott 'hypothése (H;) est satisfaite donc

. . 1
t&iﬂ@)\(t,ﬂf) = tig—noo(l——kt) = 07 WS [0, 1],
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et \* =1,

L’hypothése (Hs) est satisfaite pour M = L =1 car

e u(t, z)| e "u(t, )|

ftz,ult,x) — f(t 2,0t 2)] = Qt+az+ )1 +ult,z)]) (I+z+e)(1+ |v(t,x)l>‘

r—t

_ € ( ju(t, )| [o(t, 7)] )\
I+z+2)\(1+ ut,z)]) 1+t )
e |u(t, x) — v(t, z)| ‘
(1t 2+ ) T+ Ju(t, ©)[)(1 + v(t, 2)])
e |ult, ) —o(t, 2)|

<
= % Tijult,r) —o(t,2)|

t
t

avec P(t,x) = e* "

Ainsi, on obtient

t T t x
. 7 E—1 —0-
tllinoo/() /0 P(r,€)dédr tl}r&/o /0 £ Tdedr = 0; z € [0, 1].

Aussi (Hj) est satisfaite pour f(¢,x,0) = 0.

L’hypothése (H,) est satisfaite

e ult, x)] e u(t, x)]
gtz ult,2)) =gtz 02| = | A ) - @ DO+ yw,x)\)’
e () HORIN
@2+ ) \(1+ [u(t,2)]) 1+ [o(t,z)])
B R TP T
S el 0T uE oD + oo

et )~ olt. )
- 1+ |u(t,z) — v(t, x)|
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avec Q(t,z) = e 17t

Ainsi

t x t x
: . —1-7 —_N-
t£+moo/0 /0 Q(r,&)d&dr = ti}+moo/0 /0 e Tdédr = 0; x €[0,1].

Et I'hypothése (Hs) est satisfaite pour g(t,z,0) = 0.

Donc toutes les conditions du théoréme sont satisfaites, le probléme —
admet au moins une solution définie sur R, x [0, 1].

En plus d’aprés le théoréme , les solutions du probléeme — sont glo-

balements asymptotiquements stables.



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons considéré 'existence et la stabilité (Attractivité) des
solutions de certaines problémes hyperboliques d’équations différentielles fonc-
tionnelles aux dérivées partielles et perturbées. Des conditions suffisantes pour

I'existence et la stabilité des solutions de nos problémes ont été données.
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