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EDP Equation aux dérivées partielles.
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Notations

R Ensemble des nombres réels.
RY RxRx..xRN fois.

Vu  Gradient de v défini par Vu e (@ 8—“) .

9z1° """ Dy
Au  Laplacien de u.

A,u  p-Laplacien de u défini par Ayu = div (|Au\p_2 Au) .



Introduction Générale

0.1 Introduction

Le travail que nous présentons dans ce mémoire est ’existence et multiplicité
de

solutions non radiales pour un probléme elliptique.

Nous commencons tout d’abord par citer certains résultats d’existence pour le
probléme de Dirichlet suivant

{ —Ayu= f(z,u)+g(x) x2€Q 1)
u=20 r € o)’

ou  est un domaine borné dans RY, (N > 2) avec 99 est un bord lisse, 0 €
2; A, U'opérateur p-Laplacien déféni par

Apu =V (|VulP > Vu) .
ou |V - [P~2 est défini par

p—2

ou\” ou\’| ’
(&m) e (asc)
Dans le cas ou p = 2, (A,u = Au : Le laplacien de u), ce probléme a été am-
plement étudié par exemple, par Coffman [17], Hempel [21], Ambrosetti- Rabi-
nowitz [5]; dans le cas ot g = 0 et f (z,u) == u|u/*", tel que 1 < k < DE2 e
N >3oubienl < k < +o00 et N = 2. Dans ces travaux, les auteurs ont util-
isé le théoreme de Lusternik-Schnirelmann ou plutot la notion du genre pour
un ensemble symétrique. Par conséquent, le fait que la non-linéarité f dans le
probléme (1) soit impaire par rapport a sa deuxiéme variable est essentiel pour
l’application de ces techniques. (Notre travail étudie le cas de perte de cette
symeétrie ).
Beaucoup d’auteurs se sont penchés sur 1’existence et la multiplicité de solu-
tions radiales pour le probléme (1), dans le cas oit g = 0, voir par exemple
(23], [10]. Cependant, ils ne jettent aucune lumiére sur la fagon d’étendre ces
travaux a l’existence de solutions non radiales. En fait, malgré le développe-

ment intense de la recherche sur les solutions radiales & des problémes comme

VP~ =

6
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(1), ou autres dans le cas ou g = 0, les résultats sur I'existence de solutions
non radiales est loin d’étre aussi abondants. Nous citons les travaux précurseurs
de G. J. Butler [12], et B. L. Shekhter [?]. Et ceux de [8], [30], [2], [14], [10],

ces derniers temps.

Dans ce qui suit nous donnons un petit apercu sur la recherche de solutions
non radiales pour differents problémes aux limites associés au Laplacien, dans
le cas oul g = 0. anterieure a notre travail [3, 30, 14, 13, 1, 20, 10]

Tout d’abord pour les problémes de Dirichlet sur des domaines bornés objet de
notre travail, nous citerons les travaux suivants:

A. Castro et B. Finan [14] (2000), ont étudié le probléme suivant:

Au+f(u)=0 =€ Q.
u >0 ref) | (2)
u=20 x € 0,

ou
Qo ={zeR:1—e<|z] <1},

et la non-linéarité f est de classe C! (R) et satisfait aux conditions suivantes;

(ho) f(0)=0cet f’(0) <Ay avec \; est la premiére valeur propre de —A.

~

(h1) lim iu):—l—oo.

|| =00

Si pour tout entier £ > 0 il existe un €; (k) > 0 telle que 0 < ¢ < ¢ (k), les
auteurs ont montré par approche variationnelle que le probléme (2) possede k
solutions non radiales positives distinctes.

H. Aduen et A. Castro dans [1] (2000), ont considéré le probléme suivant:

—Au+ f(u)=0 €
{u:O r € o)’ 3)

ou ) est la boule unité de RY (N > 2) et f : R — R une fonction de classe C*
superlinéaire au voisinage de oo, et f n’est pas impaire, et sous les hypotheses
suivantes, (reliant f, f et sa primitive F (t) = f(f f(¢)d¢).

(h0) I existe des constantes p; > 0, gy >0, p >0, w>1etpe]l,(n+2/n—2)|
tel que [t] > p,

wlf OFF <@, @ < @0 <m (31 0-F0)),
avec O, (t) :=2nF (t) — s(n —2)tf (t),pout tout ¢t € R.

(h1) 1l existe pg > 0 telle que t2f ' (t) — tf (t) > pg pour [t| > p.
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Les auteurs ont montré en utilisant 'indice de morse que le probléme (3) pos-
sede une suite de solutions non radiales non bornée.

Maintenant concernant les problémes de Newman sur un domaine borné, nous
passons en revue quelques travaux :

Dans [30] (1994) , le probléme considéré est,

{—Au—i—)\u\u\p, u>0 x e

%:O x € 0f) (4)

ouA>0etp< %), et v est 'unité de la normale extérieure a 0.
L’auteur s’est intéressé en particulier & 1’existence de solutions non radiales
et par approche variationnelle; il a établi ’existence d’une suite de solutions
non radiales pour N > 3 quand {2 est un domaine radiale et symétrique. Re-
marquons que lorsque la condition au bord de Neumann est remplacée par

la condition de Dirichlet le résultat Gidas-Nirenberg bien connu affirme que
les solutions positives doivent étre radialement symétrique. Cependant, Z.Q).
Wang montra que contrairement au probléme de Dirichlet, (4) posséde de
nombreuses solutions non radiales lorsque 2 est une boule.

D. Cao, P. Han [13] (2003), ont étudié le probléme suivant,

{ —Au=|ul* Pu+p ]u\q_z x € ()
Qu —0 r e’
ot ) est la boule unité dans R centrée a 'origine, N > 3, 2* = % et 1 <
q <2, u>Q0.

En coupant la boule unité en des secteurs angulaires et en utilisant la méth-
ode variationnelle pour faire face & un probléme aux limites mixtes sur ces do-
maines, ils ont démontré ’existence d’une infinité de solutions non radiales
avec une énergie positive pour les petits p (0 < p < p*).

Des résultats d’existence de solutions non radiales ont été obtenu dans le cas
ol le domaine est non borné, par exemple :

Dans [8] (1993), les auteurs ont considéré le probléme suivant:

Au+b(|z)u=f(|z],u), zeRY
uEHl(RN) ’

ou b est une fonction minorée par une constante positve et f vérifiant

(hl) f € C'(]0,00) x R,R), il existe deux constantes positives a;, R telle que
pour tout r > 0, |u| > R

N +2
: 5
3 ()

[f (ru)] < ayful®s avec 1 < ¢ <

(h2) f impaire en u.
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Ils ont montré 'existence d’une suite de solutions non radiales si N = 4 ou

N > 6. en se basant sur le théoréme de Fountain (cf. [9] th. 2.5).

Et, G. Francesca, G. Massimo, N. Sérgio [20] (2013), ont considéré le probléme
suivant

N4+24+2a

—Au=(N+a)(N-2)|z|"u ¥2 xRN
u >0 r € RY ) (6)
u € D' (RY)

avec N > 3, ils ont étudié l'existence de solutions non radiales qui bifurquent a
partir d’une radiale quand « est un entier pair.
Le probléme considéré dans [3] (2016), est

~Au=z|"F(u) zeRN
u >0 reRN (7)
u(r) — 0 qd || — 40

Ou « > 0 qui est dans un intervalle ouvert J C [0,400) et N > 3 et F €
C1 10, +00), telle que F(0) =0, F'(0) = —m < 0.
Les auteurs montrent en utilisant I'indice Morse que le probléme (7) posséde
des solutions non radiales qui bifurquent de solution radiale (a, u,,) avec
aj — 21 € N.
Dans [10] (2015), I’étude du systéme d’équations elliptiques suivant est consid-
érée,

—Au+u=F,(|z],u,v),

—Av+v=F,(z|,u,v), |,

u, v € H? (]RN ) :

Il a montré que, si F' est pair en (u,v) et satisfait une certaine condition de
croissance, le systéme admet une infinité de solutions a la fois radiales et non
radiales. La preuve repose sur le principe introduit et le théoréme de Fountain.
Nous devons faire la remarque que trés peu de travaux abordent la question
d’existence de solutions non radiales pour des EDP faisant intervenir le p Laplacien
nous citerons quelques résultats récents [25], [19], [15].

V. Felli, M. Schneider [19] (2003), ils ont considéré le probléme elliptique suiv-

ant dans RY de dimension N > 3:

A uP~1

_ le (|$|_2a VU) — W—1+Cl)u = ]{' (.CC) ’xlbp T & RN\ {0} , (8)
ou
N -2 N —2a — 2\~
—00 < a< : —oo<)\<( ¢ ) : 9)
2 2
2N
p = plab)= eta<b<a+l.

N—-2(14a-b)
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Supposons a, b, p satisfait (9) le probléme (8) posséde une solution non radi-
ale. Ils ont utilisé la méthode variationnelle perturbative.

F. Catrina, [15] (2006), il a considéré le probléme suivant
. —2a A up—l .
—div (Jz| ™ Vu) = WU + W, u>0 dans B, u€ D,(B); (10)

avec D, (B) désigne I'espace de Hilbert obtenu comme ’achévement des fonc-
tions lisses avec support compact dans B sous la norme induite par le produit
interne

(u, v) :/|33]_2aVu.Vvdaz.
Q
Et

N -2
N

1V

2, a< ,a<b<a-+1,
2N 0 <
— C.
b= N 2(r1-0)

L’auteur a montré et utilisé la méthode de I'itération de Moser et I'inégalité de
Harnack que le probleme 10 posséde une solution non radiale.
M. Musso, J. Wei, [25] (2012), ils ont considéré le probléme suivant

V (|27 V) + || 52 [u| 7% u = 0, dans R\ {0}, (11)

avec N > 5, a <0 ou biena > N — 2.

Donnant suite au travail de Catrina-Wang [16], ils montrent I’existence de
solutions (radiale ou non radiale) au probléme (11) quand a < 0. Et, pour

a > N — 2, ils établissent 1’existence de solutions pouvant changer de signe
pour le probléme (11).

Le probléme (1) est considéré dans ce chapitre dans le cas ou la non linéarité f
a une croissance sublinéaire en 0, i.e

e

u—0 ‘u’p—l

= +00, pour presque tous 7 € [0, R] ;

ce genre de nonlinéarité n’a pas été largement étudié dans le passé, nous ne
disposons dans la littérature que de peu de travaux sur ce sujet. Dans le cas
des équations différentielles ordinaires, le livre de M. A. Krasnoselskii, A. 1.
Pera, A. I.Povolotskiy et P. P. Zabreiko [23] [6, Section 22]. E. W. C. Van
Groesen [28], a considéré une hypothése sur le comportement de f au voisinage
de oo en plus de la croissance sublinéaire en 0. En utilisant une approche vari-
ationnelle de Min-Max, il a établi ’existence de trajectoires périodiques multi-
ples. Et dans [29] le probléme (1) est considéré avec N = 2 et g = 0, il a mon-
tré I'existence d’une suite de solutions radiales et non radiales, la preuve de



0. Introduction Générale 11

ce résultat se base sur une approche variationnelle avec application du lemme
du col (mountain pass theorem). Et dans des travaux plus récents, F.Alessio,
W.Dambrosio [2] ont généralisé ce résultat au cas ou N > 2.

Une question naturelle est de savoir si le nombre infini de solutions persiste
pour le probléme (1) sous 'effet de perturbations de I’équation originale. c’est
a dire lorsque g # 0 donc, dans le cas de perte de symétrie.

Le premier résultat dans cette direction pour N > 2 est un théoréme de per-
turbation de A. Ambrosetti [1] indiquant, dans le cas ou f (z,u) = |u|* ' u,

k > 1, que pour tout nombre v € N, il existe ¢, > 0, de telle sorte que si
lgll;2 < €, alors le probléme (1) posséde au moins v solutions distinctes. Un
résultat plus général de multiplicité-perturbation a été obtenue par A. Bahari,
H. Berestycki [7]. Nous citons également [20] et [27].

Remarquons que 'existence d’au moins une solution de (1) pour g assez petit
est une application directe du théoréme de fonctions implicites.

Le résultat que nous obtenons pour (1) dans ce travail peut étre considéré
comme une réponse a la question mentionnée ci-dessus dans le cas de solutions
non radiales (cf. 2.1.1).

Ce mémoire se présente comme suit :

Dans le premier chapitre, nous introduisons les outils nécessaires a la suite de
notre travail. Dans le second, nous montrerons 'existence de solutions non ra-
diales pour le probleme de Dirichlet dans le cas de perte de symétrie .

Dans le chapitre 3 nous présentons les démonstrations détaillées d’un résul-
tat de [18] pour un probléme de Dirichlet associé au p- Laplacien, Nous appli-
querons une methode variationnelle pour établir I’existence et la multiplicité
des solutions non radiales.

Finalement, parmi les nombreuses références bibliographiques, nous avons
choisi a la fin de ce travail un nombre assez consistant permettant au lecteur
interéssé d’avoir accés a quelques sources que nous avons utilisées pour réaliser
cette these.



Chapitre 1

Préliminaires

Sommaire
1.1 Espaces fonctionnels . . . . ... ... .......... 12
1.1.1 Espaces de Lebesgue . . . . . ... ... ... ..... 12
1.1.2 Espace de Sobolev . . . . . . ... ... ... . ... 13
1.2 Quelques définitions et théorémes . .. .. ... ... 16
1.2.1 Fonction LP-Carathéodory . . . . . . . . . .. .. ... 16
1.2.2 Théoréme d’Ascoli-Arzela . . . . . . ... ... .... 16
1.3 Approche variationnelle . ... ... .......... 17
1.3.1 Formulation variationnelle . . . . . . . . ... ... .. 18

Dans ce chapitre, nous dressons une liste non exhaustive des principales nota-
tions et outils utilisés tout au long de ce mémoire. D’autres, plus spécifiques,
seront introduites dans le texte. Nous rappelons également divers résultats
généraux qui pour la plupart sont accompagnés de références a la bibliographie
et seront utilisés dans le texte de maniére transparente.

1.1 Espaces fonctionnels

1.1.1 Espaces de Lebesgue

Nous commencons par introduire les espaces de Lebesgue.

Pour © un domaine ouvert de RY, D (Q) désigne ’ensemble des fonctions de
classe C*° et & support compact dans (2.

L’espace de Lebesgue L (€)) pour p € [1, 40| est défini par :

LP (Q) = {u :  — R mesurable; / u ()P dx < oo} :
Q

12
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1
L? est muni de la norme |[|ul|, = | [ lu(2)|P dz]? . Cette norme le rend com-
plet, c’est donc un espace de Banach.
Pour p = oo,

L (Q) = {u: Q2 — R mesurable; esssup |u| < +oo},

L> (§2) est muni de la norme suivante: |ju||_ = esssup |u|; avec
Q

esssup |u| =inf {C' > 0; |u(x)| < C p.p dans Q}.

LP () est reflexif et séparable pour 1 < p < 400 et son dual est isomorphe a
L1 (Q2) avec ¢ le conjugué de p c’est a dire % + % = 1.

Inégalité de Hoélder

Soient f € LP(Q2) et g € LI(N) avec 1 < p < oo et ¢ le conjugué de p alors :
Fge L@ et [ |£glde <71, ol
Q

lemme de Fatou

Lemme 1.1.1

1V

Soit (f,) une suite de fonctions dans L'(Q) telle que , pour chaque n, f, ()
0 p.p sur {2,
Si f (z) := lim inf f, (z) ,pour tout x € Q ; alors f € L' (Q) et

n—oo

/Q F(@)de < Tim inf /Q £ (2) dz.

1.e.

/ lim inf f, (z)dz < lim inf/ fn (2) dz.
Q Q

n—oo n—oo

1.1.2 Espace de Sobolev

Les espaces de Sobolev sont omniprésents dans ’étude des équations aux dérivées
partielles elliptiques. Il s’avére donc judicieux d’en faire une bréve présenta-

tion avant d’aborder ces équations. Nous reprenons dans cette section certains
énoncés de Kavian [22] et de Brezis [11], pour une présentation plus compléte

des espaces de Sobolev se référer a [24].

Pour € un domaine ouvert de R, I'espace de Sobolev WP (Q)est défini par

wipe (Q) = {u e LP () /g—z] € LP(QQ), pour J € {1, ...,N}})
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ol les dérivées sont au sens des distributions.
W1 (Q) muni de la norme

ou
— 1.1
axj J ( )

p

N
lllse = llells + 22
J=1

est un espace de Banach.
L’espace W12 (Q) est un espace de Hilbert, il est noté H' (Q).

Wy () denote la complétion de D () dans W (Q) i.e Wy (Q) = D (Q)
pour 1 < p < +oo. Ou D (Q) = CF° (2), ensemble des fontions de classe C™ a
support compact dans ).

Comme, lespace D (Q) est par définition dense dans Wy () (pour 1 < p <
+00), le dual de W3 ? (Q) peut étre identifié & un sous-espace de I'espace des
distributions D’ () par:

W (@)

Wwh(Q) = (W(}’p (Q))/; q conjugué de p.

L’espace W, () est muni de la norme induite par celle de W ().
Lemme 1.1.2 L’espace W'P(Q) est :

un espace de Banach pour 1 < p < 0.
un espace réflexif pour 1 < p < oc.
un espace separable pour 1 < p < 0.

Remarque 1 Soit 1 < p < oo, l’espace de Sobolev W%’p (R) est l’espace des
fonctions T-périodiques ayant une dérivée faible v’ € L (R,R). W,” (R) est
muni de la norme

1

T T m
oy = | [ opars [ aora]”

Les injections de Sobolev

Les injections de Sobolev sont tres utilisées lorsqu’on étudie les équations aux
dérivées partielles. Elles fournissent des inégalités entre les normes des espaces
de Sobolev et les normes des espaces de Lebesgue. Pour I'espace W*? (1), on a
le résultat suivant.

Théoréme 1.1 Soit Q est un ouvert régulier de RY. Soientk > 1l etp €
[1,+00). Alors

)
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1. Sii— % >0,0ona Wk (Q) — L7(Q) avec - =1 — £,

p ¢ P
2. Si le — £ = 0,0onaWhr(Q) — L1(2) pour tout ¢ € [p; +oo[, (mais pas
pour g = 400).

3. 8i L — & <0,0onaWh(Q) — L*(Q).

Toutes ces injections sont continues.

Sans hypothése de régularité sur €2, les injections sont vraies localement :
WhP(Q) — Li () elles restent globalement vraies si on remplace W ()

k o, . o e . , s
par W, (2) . Concernant la compacité des injections précédentes, on a le
théoréme suivant.

Théoréme 1.2 (Rellich-Kondrachov ([11]))

Q2 un domaine ouvert borné de classe C'! dans RY. On a,

sip < N alors WP (Q) << L7(Q) pour tout ¢ € [1,p*[, ou p* = ]J\y—ﬁ),
sip > N alors WP (Q) << L7(Q) pour tout ¢ € [1,+o0].

Pour tout ¢ € |1, +o0[, W' (Q) —— C (Q) .

Remarque 2 a) La condition sur le domaine §) est nécessaire, si §) n’est pas
borné alors les injections ne sont pas compactes en général comme le démontre
le contre exemple suivant : Soit ¢ € C§° (]RN ) tel que, ¢ > 0, on pose ¢, (r) =
¢(r +ne), e = (1,1,1,...,1), il est facile de voir que ¢,, — 0 p.p. Et ||p,|l;q =
o1l > 0.

b) On note a(N,q) > 0, la constante de Sobolev de l'injection compacte de

Wy (Q) © LI(Q), avec ¢ € [1,p*) ot p* = (A][V_pp). Ainsi, pour chaque u €

Wy, nous avons
lull e < (N, q) [Jull- (1.2)

Inégalité de Poincaré

I'inégalité de Poincaré est un résultat de la théorie des espaces de Sobolev.
Cette inégalité permet de borner une fonction & partir d’une estimation sur
ses dérivées et de la géométrie du domaine sur lequel elle est considérée.
Soit p, tel que 1 < p < oo et {2 un ouvert borné. Alors il existe une con-
stante C', dépendant uniquement de €2 et p, telle que, pour toute fonction u
de I’espace de Sobolev W, (2),nous avons

lull, < C[Vull,. (1.3)

Remarque 3 L% inégalité de Poincaré permet d’établir I’équivalence sur VVO1 P (Q)
entre la norme 1.1 et celle définie par

m
Jull =) [[V*ull, -
k=0



1. Préliminaires 16

Il est évident que I’ inégalité (1.3)ne peut étre généralisée ¢ W™P (). Pour
s’en convaincre, il suffit de considérer les fonctions constantes sur £ borné (ou
de mesure finie).

1.2 Quelques définitions et théorémes

1.2.1 Fonction LP-Carathéodory

Définition 1.2.1 Nous rappelons que f : 8 x R — R est une fonction LP-
Carathéodory si

(@) f(z,u) est dans LP () pour chaque u € R;

(b) f(x,u) est continue presque par tous x € §);

(¢) Pour chaque p > 0 il existe une fonction [, € LP(Q)) telle que p.p x € L.

sup [z, u)] < 1p(x).

1.2.2 Théoréme d’Ascoli-Arzela

Définition 1.2.2 Soit (f,,), une suite de fonctions définies sur un intervalle I
a valeurs dans R. On dit que la suite (f,), est équicontinue ssi :

Veel Ve>0, 30 >0, Vne N, Vyel, |[x—y|l<d=|fu(z)— fu(ly)| <e

Autrement dit, toutes les fonctions (f,,) sont continues sur I, et elles sont con-
tinues "de la méme facon".

La notion d’équicontinuité intervient notamment dans le théoréme d’Ascoli-
Arzela :

Théoréme 1.3 (Théoréme d’Ascoli-Arzela)

Soit (f,,) une suite de fonctions définies sur un intervalle fermé borné I, a valeurs
réelles. On suppose que cette suite de fonctions est équicontinue, et qu’il existe
un réel M > 0 tel que |f,(x)| < M pour tout n € N et pour tout x € I.

Alors on peut extraire une sous-suite (f,, ) qui converge uniformément sur [

vers une fonction continue f.

Théoréme 1.4 Soit (f,), une suite de LPet f € LP, tels que
| fro — fllz» — O lorsque u — .

Alors il existe une sous suite extraite (fy, ),y telle que

(@) fn, () = f(z) p.p surQ,
(0) | fu, ()| < h(z) pour tout k et p.p sur Q avec h € LP ().
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Convergence forte et Convergence faible

Soient X un espace de Banach muni de la norme ||.|| et (u,), une suite dans
X.

Définition 1.2.1 On dit que la suite (u,), converge fortement vers u dans X
si ||un, —ullg — 0 lorsque n — oo.

Définition 1.2.3 (u,), est dite convergente faiblement vers u si (u,,v) —
(u,v) Yv € X’ dual de X et elle est notée par u, — u.

Définition 1.2.4 On dit que C C X est faiblement fermé si pour toute suite
(u,) C C telle que : u, — u alors u € C.

Théoréme 1.5 Un convere C de X est faiblement fermé si et seulement si il
est fortement fermé.

. . ]_ z *
Dans le cas particulier de X = W.”, nous avons le résultat suivant

Proposition 1.2.1 Si une suite (uy), converge faiblement vers u dans W%’p ,
alors (uy), converge uniformement vers u sur [0,T]. Et il existe ¢ > 0 telle que
pour u € WP,

[ullo < Cllullyirq) o flull, = max|u(2)].
te[0,T]

Théoréme 1.6 (Eberlein—Smulian)

Un espace de Banach X est réflexif si et seulement si de toute suite bornée
(x,,) de X, on peut extraire une sous suite qui converge faiblement dans X.

1.3 Approche variationnelle

Dans ce mémoire, nous nous sommes basées sur I’approche varitionnelle de
problémes de Dirrichlet associés a des EDP elliptiques.
Considérons un probléme de Dirichlet associé a une EDP elliptique de type :

{ Lu=f dans {2 (1.4)

u=20 sur 0

ol L est un opérateur uniformément elliptique, {2 est un domaine régulier dans
RY avec N > 1.Les solutions de (1.4) sont cherchées comme points critiques de
fonctionnelles réelles définies sur un espace de Banach X.

Dans le cas ou f est minorée ou majorée, il est raisonnable d’essayer de mon-
trer que le minimum ou le maximum est atteint. Pour plus de détails, nous
référons le lecteur & [27] et [26].
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1.3.1 Formulation variationnelle

Au probléme (1.4) on associe une fonctionnelle dite fonctionnelle d’énergie,
définie par J : X — R,

ou

F (z, u) —/uf(a:,s)ds.

Points critiques

Définition 1.3.1 Soit J une fonctionnelle de classe Ct définie sur X a valeur
dans R. On dit que u € X est un point critique de J si J' (u) = 0.

La valeur c est dite valeur critique de J s’il existe un point critique u de dans
X tel que : J(u) = c.

Solution faible

Définition 1.3.2 u est dite solution faible du probléme (1.4) si

/QLu.gp (x)dr = /Qf () .¢(x)dx Vo € CF° ().

Définition 1.3.3 Une fonction J : X — R, est dite semi-continue inférieure-
ment et on la note (s.c.i), en x € X si, pour toute suite {x;} € X convergente
vers .,

liminfJ (x;) > J (2) .

T —T
Définition 1.3.4 Une fonctionnelle J est dite coercive si : | |}im J(u) =
u||—+00
uel

—+00.

Théoréme 1.7 (minimisation directe [27])) Si X est réflexif, M C X un
sous ensemble faiblement fermé de X. et J : X — R U {400}, coercive et
faiblement semi continue inférieurement sur M, alors J est borné inférieure-
ment dans M et atteint son minimum dans M.

Définition 1.3.5 (Suite minimisante) Une suite minimisante pour une
fonctionnelle J : X — R est une suite (wy), telle que J (wy,) — infJ quand
k — oo.
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2.1 Introduction

Dans ce chapitre nous nous proposons d’établir ’existence d’une suite de solu-
tions faibles non radiales pour le probléme suivant,

{ —Au = f(|lz|,u)+g(x), €

u=20 x € 0f) "’ (2.1)

ou,  est la boule unité de RY (N > 2), g € L? et f vérifie les hypothéses
suivantes :

(Hy) () f e C%([0,1],[—¢€o,€0)) pour a € (0,1) et € > 0, et impaire en u
c.a.d

f(lz|,u(x)) = —f(|x|,—u(x)) pour x € Q, u € R.

f(z] )

(77) lim = 400, pour presque tous x € ().

u—0

19
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2.1.1 Notion de solution non radiale

Nous commengons par introduire la paramétrisation standard de 2 = B (0, R)
en coordonnées polaires (7,01, ...,0n_1),

Q = {(7’,(91,...,(9]\[_1); T e [O,R], 91 - [0,7’(’], 1= 1,...,N—2, ‘9N—1 - [—7’(’,71']}.
(2.2)

Définition 2.1.1 On appelle solution non radiale de (1)
toute solution qui ne dépend pas seulement de r, mais de 0; aussi.

Définition 2.1.1 [25] Une valeur propre est dite radiale respectivement non
radiale si sa fonction propre associée est radiale respectivement non radiale.

2.2 Formulation variationnelle

Nous définissons la fonction F' par:

u

F(|x|,u) := /f(\a:\ ,s)ds.

Et nous considérons la fonctionnelle associée a (2.1) par,

J(u):/ E|Vu\2—F(\x\,u)—g(:B) .u(x)] . (2.3)

Q

La fonctionnelle .J est bien définie dans W,* (Q) . J est une fonctionnelle dif-
férentiable pour tout u € W, (Q), de dérivée J' (u) € (Wol’z)* (Q) qui, pour
tout v € Wol’2 (), est définie par,

J'(u)(v):/\Vu]Vvdx—/Qf(]x\,u(a:))vdx—/g (z) vd. (2.4)

Q

Les solutions faibles de (2.1) sont cherchées comme points critiques de la fonc-
tionnelle (2.3) .

J(u):/ Bwu\?—F(\x\,u)—g(x) .u(x)] . (2.5)

la fonctionnelle d’énergie associée au
probléme (2.1) (le terme perturbateur g fait perdre la parité a .J).
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La fonctionnelle

U (u) = 5 (J () + J (~u)), (2.6)

est paire, admet une suite des points critiques (Résultat obtenu par Rabi-
nowitz thl [?], Van Groesen [29] et F.A Lessio et W. Dambresio [2]).
On a :

U (u) <max(J(u),J(—u)) Yu e R.

2.3 Reésultat principal

Nous avons un résultat d’existence et de multiplicité de solutions nonradiales
pour le probléme considéré.

Théoréme 2.1 : Sous les hypothése (H,) (i) — (i1) et g € L? le probleme (2.1)
admet une suite (uy,),~, de solutions faibles non radiales dans Wy ().

Preuve: Pour ce, nous commencons par modifier le probléme initial (2.1) en

(2.7)

{ ~Au=f(lz],u) +g(x) €N | (2.7)
u="0 x € Jf)

ol f est un prolongement par continuité impaire de f vérifiant:
(H}) lim 2% — 0, uniformément en r € [0,1] .
ul—+o0 ®
Considérons le probléme modifié (2.7), nous montrerons par la méthode di-
recte du calcul variationnel, qu’il existe une suite (uy), de solutions non radi-

ales telles que
klim |uk|| o, = 0. (2.8)

De (2.8) nous déduirons que pour k assez grand les fonctions (uy), sont des
solutions du probléme initial (2.1).
On peut donner un exemple d’un tel prolongement.

Exemple:
Soit le prolongement par continuité et imparité suivant : pour 0 < a < 1
v f(ﬂC) _EOSCSEO
T? — (e}
100= 1wy ho <l > o

a (r) et b(r) choisis de tel sorte que la continuité en +¢y est obtenue ainsi que

I'imparité et lim frw)
ul—+oo
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Soit
](u):/ Byvuﬁ—%(\x\,u)—g(x) ()] dr, (2.9)

F (jel, u / 7 (jal, 0

Pour obtenir la multiplicité des solutions non radiales on cherchera des solu-
tions périodiques en fy_; sur les ensembles F., k = 1, 2, ...définis par

ou

2
E, = {u e Wy P (Q); u(r,by,..,0n_s,.) impaire, et % perlodlque} (2.10)

Lemme 2.3.1 Supposons que (Hy) (i) et (H7) est vérifiée alors :
1- L’ensemble Ej, est faiblement fermé dans Wy (Q) pour tout k > 1.

2- La fonctionnelle J est semi continue inferieurement et coercive dans Ej,.

Preuve: 1- L’affirmation 1 du lemme (3.3.1), est une conséquence de la na-

ture de l’ensemble E). , qui est convexe et fortement fermé alors E,, est faible-
ment fermé (cf. (1.5) chapl).
E}. est convexe en effet, soit u,v € Ej,

tu(r,01,....,0n—2,—0n_1) + (1 =t)v(r,01,....,0n_2, —On_1)
= — [tu (T, 81, ...,QN_Q,HN_l) + (1 — t) v (T, (91, ...,(9]\[_2,9]\[_1)]

Donc tu + (1 —t) v est impaire.
2 2
tu (T7 917 ) 9N—27 QN—l + %) + (1 - t) (Ta 017 ) 9N—27 eN—l + %)
= tu (T7 917 e 9N—27 GN—l) + (1 - t) (Ta 917 e 9N—27 QN—l)

Donc tu + (1 —t) v est périodique. Alors tu + (1 —t)v € E, Vt € [0,1]. Par
conséquent E,. est convexe.

Montrons que E,, est fortement fermé:

Soit (un) C E} tel que Uy — U, mont'rons que u € Fy.

Nous avons u € W, (Q) car Wy (Q) est complet

Hun_uHLp(Q) — 07
n—

d’aprés théoréme (cf. (1.4) chapl) nous obtenons
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Up, —u — 0 p.p sur .

n—oo

Nous avons v € Q, x = (r,01,...,0N_2,0n_1)

u(r,01,....,0n_2,—0n_1) = limu, (r,01,....,08 2, —On_1) p.p sur )
= lim—un(r,Ql,...,QN_Q,QN_l)

= — llmun (Ta 917 ceey QN_Q’ QN_l)

n—oo

= —U (7", 6’1, ceny QN_Q, (9N—1)

2 2
u (7“7 01,....,0N_2,0n_1 + %) = lim u, (7“, 01,....,0N_2,0n_1 + %)

= u(r, 91, ...,(9N_2,9N—1) )

donc u € E,.
E}. est convexe et fortement fermé alors Ej. est faiblement fermé.

2- Vérifions la semi continuité inferieurement de J. Soit (u,) C Ey, telleque

Uy, — u montrons que 3(u) < lim inf 7 (un)

n—oo

) = [ 5190l = F (il ) = 0. o)

Wy (Q) étant un espace de Banach, alors la norme |.|| est faiblement semi
continue [71] nous avons

HUHWOLQ(Q) < 7}1_{20 inf ||unHW01’2(Q) a

en utilisant I’hypothése (Hy) (i) et le lemme de Fatou (cf. (1.1.1) chapl) en-
traine :

n—oo

L%(!x\,u(az))daz < lim inf/g%(x\,un (x)) dz.

De la, nous obtenons

J(w) < Tim inf Jugllyreq — lim inf/QF(]a:],un (2)) dz

n—oo n—oo

— lim inf/ g (x) .uy, (z) dr,
Q

n—oo

~

J(u) < lim inf }(un)

n—oo
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Ce qui entraine que la fonctionnelle J est semi continue inferieurement.
Montrons maitnant que J est coercive dans Ey, c’est-a-dire  lim J (u) =

[[ul| =00
ISFR
+00.
D’aprés (Hy) on a:
im L0 g
|u|——+o00 u
Ve 0, 30(0) > 0: Ju > 0() = LW <

u
donc pour tout € > 0, f(r,u) < eu si|u| > §(€);

ce qui entraine que F (r,u) < § HuHig(Q) pour |u| > ¢ (€) .
d’aprés (Hy) (i) on a f est continue en u, alors pour tout u € R.

~Y

F(r,u) <

Y

F(fr‘,u)‘.

= Juf? +
— U max
2 u| <5

Par conséquent,

< _
/F (ryu)dx / (2 lu|” + TB@?
Q

Q

[l

F (r, u)D dr = g |ul|72 + C,

avec, C' = C(9) := [ max
ul <6

Q
D’autre part utilisant (Hs) et l'inégalité de Holder

(¢f. (1.1.1) chapl), nous obtenons,

;7(7“, u)‘ dr < +o00.

o) uta)de < gl ul, .11

Q

Donc pour |u| assez grand on a:

Y

1 €
J(u) = 2 HUH?/V&J(Q) 5 HUH?ﬂ(Q) —C(9) - H9HL2(Q) HUHL2(Q) ;
Or Wy* (Q) — L*(9)

Maintenant, par application du théoréme (cf. (1.2) chapl) nous obtenons
|ull;2 < HUHWOLQ tel que c; > 0,

ce qui entraine,
~ 1

2 €.Cq1 2
T =l — Sl — e el - CO
1—ec.c
2 1
> Nullyze) (——) — 2 llullwpe@) — €0),
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alors, pour (1_%‘31) > 0, | %im j(u) = +o00. Cela implique que J est coercive.
u||—-+0oo

Du (2.3.1) on a B, est faiblement fermé dans Wy (Q) et J est semi continue

inferieurement et coercive dans Ey. Nous déduisons que J est bornée inferieure-

ment.

Posons m,, = infJ. m
Ey

Le lemme suivant, nous donne un ordre sur, {my, k € N}.
Lemme 2.3.2 Pour tout k € N,

—o0 < myp < my <O0.

Preuve: 1- On’a my = intJ et la fonctionnelle J est coercive c’est -a-dire
E,

~

lim J(u) = +oo0.

[[ull=+o0
D’ot N
—00 < My, = i]glfJ(u), Vk € R.
k

2- Et u € Ey, donc u est impaire et 2% périodique en On_1, en particulier, elle
est est impaire et k% = 27 périodique en O n_4

ce qui entraine que u € Fy = Ey C Ejy.

De plus nous avons:

infJ (v) < inf J (u),

El Ek

alors:
mq < my pour tout k € N.

Pour tout k € N nous considérons l’ensemble suivant :

Q) = {(7“, 01, 0n1) € D\Oy_1 € [0, %)}

Soit \¥ la premiére valeur propre de —A dans I/VO1 2 (%) et v¥ la fonction pro-
pre associée a N (cf. [6]).

On considére vy, le prolongement impaire et périodique de vf dans Q. Alors :
v € B, N L™ et on a :

/|Vvk|2d:v:2k:/ \vv’ffdx:zm’f/ |v’f\2dx:xf/|vk|2dx,
Q Qg Qk Q

On applique (Hy) (it) on a : f = f alors au voisinage de zéro. Alors
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hmf(zu) — oo & pour \¥ > 0; Je, € (0,6), Ju] < e = L0W > o)k =

u—>0 u

Jy frs)ds> [ 2\ dv.
Alors:

;’(7‘, u) > / 2\ vdy = M
0

Soit e € (0,¢) de (Hy) (i) : F (r,u) > M [ul? pour r € [0,1] et [u| < e.
On a:

T () = 1(’“<>+J< )
U(u) = /|Vu\ daz—/ (ryu(x)) de.

Soit s € (— n “h ) , alors sv, € Ey. (par définition de Ey)

lvkll oo ? llvell oo
et

1
U(y) = §° (/Q§]Vvk\2dx—>\’ffﬂ\vk\2dx) <0,

VSE(— C : ek );
[0k]] oo ™ [[0k]] o0

et par suite J (sv,) < 0 ou J (—svy) <0, ce qui entraine i{jlf J (u) < 0.
k

Dela nous concluons que my < 0. m

Lemme 2.3.3 Pour tout k € N, il existe up € E\ {0}, solutions non radiales
faibles de (2.1) telles que J (ug) = my. De plus, il existe M > 0 telle que

HukHW()l,z(Q) <M Vk € N. (2.12)

Preuve: L’ensemble E). faiblement fermé convezxe, et la fonctionnelle J est
semi continue inferieurement et coercive dans Ey, par application du théoréme
(¢f. (1.7) chapl) nous concluons que J est bornée inférieurement est atteint

son minimum sur Ey c’est-a-dire il existe u, € FEy tel que my = infJ (u) =
Ej

~

Piusque J (0) =0 et my < 0 alors ux, # 0 donc J atteint son minimum en
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U € Ek
du (2.3.2) on a:

= uy est impaire et 2% périodique en Ox_1 donc uy et application

~

m1 < my = J (ug) <0 pour tout k € N,

en utilisant le fait que J est coercive; on conclut qu’l ,existe M > 0 telle que
HukHW&,z(Q) <M Vk € N. (2.13)

La suite (uy), des solutions non radiales du probléme (2.1) est bornée dans

Wy (). m
Lemme 2.3.4 Pour tout kK € N, on a

lim |[ug ||, =0,
k—o0

oU ||uk ||, = sup [ug ()]
xEe2

Preuve: Nous allons montrer que la suite de solutions non radiales (uy),
obtenue par le théoréme (2.1), converge vers 0.

Ainsi, nous établissons que de toute sous-suite de (uy), il est possible d’extraire
une sous-suite convergente vers zéro, ce sera suffisant pour prouver que toute

la suite (uy) converge vers zéro.

Soit (uy, ) une suite extraite de (uy). Utilisant (2.13), et la réflexivité de ’espace

de Sobolev I/VO1 2 (Q) nous en déduisons qu’il existe une sous-suite <ukn3) de

(uk,) de telle sorte que uy, — u dans Wy (Q) . Du fait que les ensembles
E;, sont faiblement fermé dans Wy? (Q), u € Ej,. Le théoréme Ascoli- Arzela

(¢f. (1.3) chapl), entraine la convergence forte de (Uknj) vers .
Nous allons prouver que u = 0, pour simplifier I’écriture, notons u; := U, -
Pour chaque y € [0, R]x|0, 7T]N_2 rappelons que la fonction u; (y,.) est ilpériodique.

Maintenant, supposons au contraire que u # 0 alors il existe yo € [0, R] X
0, 7)Y 72 et 0 € [—m, 7] tel que u(yo,00) # 0. Posons,

¢ == |u (Yo, 0o)|
05 (6) = u; (30,0
v (0) = u(yo,0)

Par la continuité de v, il eriste un intervalle Jo C |—m, 7, tel que |v (0)| > 5
pour tout 0 € Jy. Par conséquent, et par la convergence uniforme de v; vers v,
nous déduisons qu’il existe jo € N de sorte que, pour chaque j > jo, |v; (0)| >
pour tous les 0 € J,.

D’autre part, pour j > jo. Mais si |Jo| > 23—7, alors Jy doit contenir au moins
un zéro de v;.

Ce-ci est une contradiction avec |v; (0)| > § pour tous les € J,. ®

£
2
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Pour € > 0 et kg € N, telles que |lug||, < € pour tout k > kg

Y

flal, ue () = f(l], ur (2)) Vo € Q.

D’apres la définition du prolongement :

f = f pour u € (—eq, €).
D’apres le lemme (2.3.3), pour ¢y > 0, 3k € N tq |Jug||, < €, Yk > ko. Or sur

(—e€o0,€0), f etf coincident donc uy est solution faible non radiale du probléme
initial et la preuve du théoréme se trouve achevée. m

Remarque 4 On a h(x,u) = f(r,u) + g(z) /h € C**(Q), espace de Holder.
On montre que toute solution faible u € Wy () est en fait solution classique.
En utilisant la technique “Bootstarping procedure”
Pour h vérifiant :

h(z,u) <aj+aglul’, 0<p<l.

u e Wy (Q), Vinjection de Sobolev donne u € L* (Q) avec 2 = %—i;

L’opérateur de Nemitski u — h(x,u) étant continue de L* (Q) vers LP(Q) avec

8= % = 7']\2[—52 on a h(z,u(x)) € LF(Q).
Puisque

—Au = f(z,u(r)) + g(x),

on obtient u € W2 (Q).
Si 28 < N on répéte les étapes précédentes : u € Wzﬁ ().

L’injection de Sobolev donne u € L (Q) ou f* = > 72N

N 25 N+2°
La continuité de l'opérateur Nemitski donne h(z,u(x)) € L7(Q) avec v = % >
T05.
On déduit v € W3 (Q) .
1l suffit de répéter les étapes précédentes autant de fois que cela sera nécessaire
pour obtenir 2y > N.
L’injection continue de Sobolev: W7 (Q) — 0 (Q),0<a<1.
Si h € C%° (ﬁ) en posant

h(z) = f(z,u(x)) + g(z),
on a h(.) € C% (Q) Uestimation de Schauder donne h(.) € C** (Q).

Maintenant nous utilisons linjection compacte de C%¢ (ﬁ) dans C? (Q) pour
conclure que u est une solution classique du probléme (2.1).
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3.1 Formulation du probléme

Dans ce chapitre, nous considérons le probléme suivant:

—Apu:f(]ac\,u)Jrg(as), z € ()
{u:O, x € Q ’ (3.1)

ou ) = B(0,R) est la boule de R, de centre 0 et de rayon R; N > 2,1 <
N

Z 2% | est la norme euclidienne de 2 dans RY, g et f deux
J=1

fonctions vérifiant les hypothéses suivantes

p <N, |z| =

(Hy) (i) f:Q xR — R, est une fonction de Carathéodory, impaire en u c.a.d

fllzl u(@)) = =f(lz|, —u(z)) pour z € Q, u € R.

(41) | |lim |f (‘Z,’fz = 0, pour presque tous r € [0, R].
u|——+oo I
(i17) lim L% = 400, pour presque tous r € [0, R] .

1
u—0 ul?
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(Hs) g:Q — R, est une fonction bornée de L7 (€2), tel que ]lg + % = 1.

La fonction g constitue une perturbation de la symetrie de 'EDP —A,u =

fllal,u).

3.2 Formulation variationnelle

Nous définissons la fonction F' par:

Flalu)i= [ (el ) ds.
0
Et nous considérons la fonctionnelle associée & (3.1) par,

J(u):/E[Vu\p—F(a:\,u)—g(x) .u(x)] iz, (3.2)

La fonctionnelle .J est bien définie dans W,” (Q). J est une fonctionnelle dif-
férentiable pour tout u € Wy (), de dérivée J' (u) € (Wy*) () qui, pour
tout v € Wy? (), est définie par,

J'(u)(v) = / VulP™ Vodz — /Q F(lz], u (2)vde — / g (z) vdz. (3.3)

Les solutions faibles de (3.1) sont cherchées comme points critiques de la fonc-
tionnelle (3.2).

3.3 Reésultat principal

Nous avons un résultat d’existence et de multiplicité de solutions nonradiales
pour le probléme considéré.

Théoréme 3.1 : Sous les hypothése (Hy), (Hz) le probléme (3.1) admet une
suite (ug),~, de solutions non radiales dans Wy ().

Preuve: Pour prouver ce résultat, nous adaptons une approche variation-
nelle. Evidemment, si v € W, () est un point critique de la fonctionnelle J
(3.2), alors u est une solution faible de probléme (3.1).

Pour obtenir la multiplicité de solutions non radiales nous cherchons des solu-
tions périodiques en fy_; sur les ensembles Fy, k = 1,2, ...définis par

2
E, = {u e WP () u(r,b1,...,0n_s,.) impaire, et % périodique} . (3.4)
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Les ensembles F;, £k > 1, sont des contraintes naturelles pour le probléme
(3.1), dans le sens que chaque point critique de la fonctionnelle d’énergie J
associée a (3.1), sur Fj, est un point critique de J, sur tout 1’espace I/VO1 P ()
(cf. [29]). Pour prouver l'existence d’un point critique pour la fonctionnelle J,
sur F,, nous considérons et montrons quelques résultats auxiliaires.

Lemme 3.3.1 Supposons que (Hy) (i) — (ii) est vérifiée alors :
1- L’ensemble Ej, est faiblement fermé dans Wy* (Q) pour tout k > 1.
2- La fonctionnelle J est semi continue inferieurement et coercive dans Ej.

Preuve: 1- L’affirmation 1 du lemme (3.3.1), est une conséquence de la na-
ture de [’ensemble Ey. , qui est convexe et fortement fermé alors E} est faible-
ment fermé (cf. (1.5) chapl).

2- Vérifions la semi continuité inferieurement de J. Soit (u,) C Ey, telleque
Uy, — u montrons que J (u) < 7}1_)1{)10 inf J (u,)

s = | [%|wn|p—F<|x|,un>—g<x> (@) d,

Wy? (Q) étant un espace de Banach, alors la norme |.|| est faiblement semi
continue |71], utilisant 'hypothése (Hy) (i) et le lemme de Fatou (cf. (1.1.1) chapl),
nous obtenons que la fonctionnelle J est semi continue inferieurement.

Montrons maitnant que J est coercive dans Ey, c’est-a-dire  lim J (u) =
[ufl —+o00
uEEk

+00.
(Hy) (i) implique que, pour chaque € > 0, il existe § = 6 (e) > 0, de telle sorte
que, pour presque toutes x € €,

Ve >0, 30(e) > 0; Jul > 0 (e) = LWL

W =

ce qui entraine,
f (Jz],u)| <elul”™" pour tout u| > 6 (e),
d’aprés (Hy) (i) on a f est continue en u, alors pour tout u € R.

F (||, u) < pWV+mMUWW\H

lu|<d

Par conséquent,

€
[Pt wars | ( -+ masx F (], u\) =Sl + G,
lu| <8 p

Q Q
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avec, C' = C(9) = |n|1a<:><§s |F (|z|,u)| dz < +o0.
J Jul <

D’autre part utilisant (Hy) et l'inégalité de Holder (cf. (1.1.1) chapl), nous
obtenons,

/ g (x)u(z) dr < gl lull (3.5)

Donc |
€
J (u) > ; [Jul]” — o [ull7e —C(0) = [lgll 1o llull 1o -

Maintenant, par application du théoréme (cf. (1.2) chapl) nous obtenons
Jullo < (N, ) fullyss el que e (N,p) > 0,

ce qui entraine,

J(u) =2 % lull” (1 = e.c(N,p)) = llgll o llull ,» — C(6)

> }9 lull” (1 = e (N, p)) — llgll o (N, ) [[ull — C(6).

1 : B o ,
e (V) ||u|1|£IJlr OOJ (u) = 4o00. Cela implique que J est coercive.

D’apres le lemme (3.3.1) Ej, est faiblement fermé dans Wy (Q) et J est semi
continue inférieurement et coercive dans Ey. Nous déduisons que J est bornée
inférieurement. M

alors, pour € <

Posons
Ey

Le lemme suivant, nous donne un ordre sur, {my, k € N} .

Lemme 3.3.2 Pour tout k € N,

—o0o < myp < my < 0.

Preuve: 1- m; = i]glf J et la fonctionnelle J est coercive. D’ou
k

—00 < My, :i]glfJ(u), Vk € R.
k

2- Et u € E}, donc u est impaire et 27” périodique en 6y_1, en particulier, elle
est est impaire et k% = 27 périodique en Oy_1

ce qui entraine que u € E; = FE; C Ej. De plus nous avons: izralfj (u) <inf
1 Ek

J (u) alors: m; < my, pour tout k£ € N.
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Pour tout & € N nous considérons ’ensemble suivant :

Q= {(r, 01, Oy_1) € DN\Oy_1 € [0, %)}

Soit A, la premiére valeur propre de —A, dans I/VO1 P(Qy) telle que A, > 1, et
v* la fonction propre associée a \,, pour plus de détails sur les valeurs propres
de —A, (cf. [06]). vF € L™

soit v, le prolongement impaire de v* dans Q. Alors v, € Ej, N L™, et nous
avons

/\an|pda::2k/ }vvg\pdx:%An/ |v§|pdx:An/ v |” dz,  (3.6)
Q Q Qk 2

en appliquant (Hy) — (i7i), il existe 5 := B(\,) > 0, telle que

An :
F(Jx],u) > —[ul”, si [u] < 5.
p

Considérant
(J (u) + J (—u)), (3.7)

nous voyons que

@(U)Z/EWUW—F(Q;,U)] dz.

Soit s €] [, alors |svf| < 3 et

O 1 P (] P

U (svf) = /%‘VSUfb}pdﬂﬁ—/F(lU,SUZ)dCU
0

Q
. 1(/‘stfb‘pdx—/)\nbvﬂpdx)
D Q
Q
p
< %[ —An]/‘VU5|pd$<O.

Q

Par conséquent, d’aprés (3.7), J (svf{) < OouJ (—svﬁ) < 0, ce qui entraine
inf.J,, < 0.

Ej

Dela nous concluons que m; < 0. m

Lemme 3.3.3 Pour tout k € N il existe up € Ex\ {0}, solutions non radiales
de (3.1) telles que J (uy) = my. De plus, il existe M > 0 telle que

lu| <M VkeN. (3.8)
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Preuve: L’ensemble E) faiblement fermé convexe, et la fonctionnelle J est
semi continue inferieurement et coercive dans Ey, par application du théoréme
(¢f. (1.7) chapl) nous concluons que J est bornée inférieurement est atteint
son minimum sur E,. c’est-a-dire il existe u, € Ej. tel que my = iélf'] (u) =

k
Ainsi qu’il a été déja remarqué que, uy est une solution faible du probléme
(3.1). Puisque u, # 0 et uy est impaire et 27” périodique en On_1, alors uy
est une solution non radiale de (3.1).
Par définition de my, et application du lemme (3.3.2), nous avons,

m1 < my = J (ug) <0 pour tout k € N,
ce qui entraine,

|J (ug)| < |mq]. (3.9)

Par conséquent, il existe M > 0 telle que, pour tout k € N

|| < M. (3.10)

En effet, si (|luk|]), n'est pas bornée, il existe ko > 1; de telle sorte que ||uy,| —
+00, alors la coercivité de la fonctionnelle J implique ||J (uy,)|| — +oo, ceci
est une contradiction (3.9). m

A partir des lemmes ci-dessus (3.3.1), (3.3.2), le probléme (3.1) admet une
suite de solutions non radiales satisfaisant (3.10) et la démonstration du théoréme
(3.1) est achevée. m

Exemple 3.3.1 Nous considerons (3.1) avec N =4, p =3

f(lz], u(@)) = ut cos(uln (2| + 1))
et
g (r;01,05,03) = rsinf In (2 + cos f3) + 05

f et g satisfont les hypotheses (Hy) et (Hy). L’application du théoréeme (3.1)
donne 'existence d’une suite de solutions non radiales du probléme (3.1).



Conclusion

1 Conclution

Une étude variationnelle de certains problémes faisant intervenir ’opérateur
Laplacien et p-Laplacien a été présenté dans cette thése. Nous avons été
essentiellement concernés par ’étude de I’ existence et la multiplicité de
solutions non radiales de probléme de Dirichlet dans le cas de perte de
symétrie [18].
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