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Introduction

Les problémes d’optimisation stochastique ont un grand nombre d’applications dans
les domaines de ’économie et a la finance et reposent sur la méthode de la programma-
tion dynamique. L’idée principale de cette méthode consiste a considérer une famille de

controles & différents états initiaux et d’établir des relations entre les fonctions valeurs
associées. L’équation de la programmation dynamique conduit & une équation aux déri-

vées partielles (EDP) appelée équation d’Hamilton -Jacobi-Bellman (HJB). Lorsque cette
EDP peut étre résolue par I'obtention explicite ou théorique d’une solution, le théoréeme
de vérification valide 'optimalité de ce candidat, solution d’HJB, et permet aussi de ca-

ractériser un controle optimal.

Bien que la théorie du controle optimal remonte aux années 60, Bellman fat le premier

a s’intéresser a l’aspect stochastique en 1958.

Notre objectif dans ce travail consiste a étudier les problémes d’optimisation sto-
chastique et ses applications en finance et spécialement pour les problémes financiers de

consommation et d’investissement.

Pour mieux comprendre et résoudre les problemes d’optimisation stochastique tels

celui de finance, nous présentons notre travail en 3 chapitres.

Le premier est un bref rappel sur le calcul stochastique, nous discutons quelque proces-
sus stochastiques tel que le mouvement Brownien, processus et formule d’It6 les équations
différentielles et leur solution , ...., etc.

Le deuxiéme consiste essentiellement en la formulation mathématique du probléme de

d’optimisation stochastique. Nous commencons par formuler de facon générale la structure
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de notre probléeme. C’est le véritable point de départ de notre travail. Il s’agit d’expo-
ser un ensemble de conditions et d’équations mathématiques que doit vérifier le controle,
soit la solution optimale. En clair, il est simplement question d’optimiser (maximiser ou
minimiser) une fonction de cott. En appliquant le principe de la programmation dyna-
mique de Bellman qui conduit a des équations aux dérivées partielles appelées équations
de Hamilton- Jacobi-Bellman (HJB) dont la résolution s’appuie sur un résultat dit le

théoréme de vérification.
Le chapitre est consacré a ’application du principe de la programmation dynamique

de HJB en mathématiques financiéres, au probléme d’investissement et de consommation

dans un marché financier.



Chapitre 1

Généralités sur le calcul stochastique

1.1 Processus stochastique

Dans cette section, nous discutons des processus stochastique. Il s’agit de familles de
variables aléatoires qui jouent un role important dans I’étude des phénomeénes aléatoires.

Nous passerons en revue quelques processus aux propriétés particuliérement intéréssantes.

Définition 1.1.1 On appelle processus stochastique une famille de variables aléatoires

telle que X = (Xi)ier. I un ensemble d’indices non vides.

Remarque 1.1.1 - Si1 I C NN, on dit que le processus est a temps discrét.
- Si I CR, On dit que le processus est a temps continu. C’est a ce type de processus
que nous intéressons dans le cadre de notre travail.

— Dans la suite, nous noterons variable aléatoire par v.a.

1.1.1 Filtration

Définition 1.1.2 Soit un espace mesurable (2, F). On appelle filtration une collection
(Fi, t € 1) croissante de sous-tribus de F. Donc, Fy C F et Fs C Fy si s < t. Le quadruplet
(Q, F, (Ft)t>0.P) sera appelé un espace de probabilité filtré. La filtration naturelle d’un
processus (X;, t € I) est (FX, t € I) telle que F* = o(X;, 0 < i < t), un processus
(Xy) est dit a trajectoires continues (ou simplement processus continu) si P(w € Q, t —

Xi(w) est continue) = 1.
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Définition 1.1.3 : ( Processus adapté)
Un processus (Xi, t € I) est dit adapté a une filtration (F;, t € I), si X; est Fy-

mesurable.

Définition 1.1.4 : ( Processus continue)

Si Uintervalle de variation du temps T est soit fini T = [0,T], est 0 < T < o0, soit
infini, T = [0, +00[, on écrira souvent processus pour processus stochastique.

— pour chaque w € Q, Uapplication X (w) :t € T — Xy(w) est appelé une trajectoire

du processus dans le scénario w.

Définition 1.1.5 : ( Processus cad-lag)
Le processus stochastique X est dit cad-lag (resp.continu) si pour chaque w € €, la

trajectoire X (w) est continue & droite et admet une limite a gauche.

1.1.2 Temps d’arrét

Définition 1.1.6 Un temps d’arrét par rapport a une filtration (Fi)i>o est une variables
aléatoires 0 : Q@ — [0, +o0] telle que (0 <t) = (w € Q/T(w) <t) € F, Vit > 0. Pour tout
temps d’arrét T, on définit :

Fr={AeF/AnN{T <t} e F, Vt>0}.

Proposition 1.1.1 [20] Soit o et T des temps d’arrét et & une variable aléatoire on a :
— Pour tout B € F,, on a : 5N (0 < 7)€ F. En particulier, si o < 1 alors F, C F;.

— Les événements suivants
(0 <71), (0 <7),(0 =1),

appartiennent a Fopr = Fo N Fr.
— & est Fy-mesurable si et seulement st pour tout t € T, £1, <t est Fy-mesurable.
Etant donné un processus (Xi)ier et un temps d’arrét 0, on définit la variable aléatoire

X sur {T € T} par :
Xr(w) = Xre) (W)-
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On vérifie que si X est mesurable alors X, est une variable aléatoire sur (t € T). On

introduit alors le processus arrété (en 6) X définit par :

X! = Xgp, t €T

1.1.3 Mouvement Brownien

Un exemple particuliérement important de processus stochastique est le mouvement
Brownien. Il servira de base pour la construction de la plupart des modéles d’actifs finan-

ciers et de taux d’intérét.

Définition 1.1.7 On appelle mouvement Brownien un processus stochastique & valeurs
réelles, (Xi¢)i>0, qui est un processus & accroissements indépendants et stationnaires dont
les trajectoires sont continues. Ce qui signifie que :
— La continuité : La fonction s — Xg(w) P p.s. est une fonction continue.
— L’indépendance des accroissements : Si s < t, X; — X, est indépendant de la tribu
Fs=0(Xy,u <5s).
— La stationnarité des accroissements : st s < t, la loi de X; — X, est identique a celle
de Xi_s — Xp.

Un mouvement Brownien est dit standard si :
Xo=0Pps, E(X;) =0, E(Xf) =t

— Un mouvement Brownien d-dimensionnel est un processus continue tel que :
(W)iso = (W, -+ W) i>0, ot les processus (wi);, i = 1, -+, d sont des mouvement

Brownien indépendants.

Proposition 1.1.2 Soit (W,)ier est un mouvement Brownien par rapport a (Fi)ier-
— La symétrie : (—W,)er est aussi un mouvement Brownien.

~ L’échelle : pour tout X\ > 0, le processus((1/\)W32(t))er est aussi un mouvement

Brownien.
— L’invariance par translation : pour tout s > 0, le processus (Wiys — Ws)er est un

mouvement Brownien standard indépendant de F.
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1.1.4 Martingales

Les martingales représentent une classe particuliére de processus stochastique. Elles

jouent un role important en ingénierie financiére.

Définition 1.1.8 Un processus stochastique (Xy)i>o adapté a la filtration (Fi)e>o est une
martingale si Vs <t, E(X;/Fs)=Xs.

Exemple :
— Un mouvement Brownien (IW}?) — ¢ > 0 est une martingale.

— Le processus (W2 —t);) —t > 0 est également une martingale.

Théoréme 1.1.1 (Théoréme de représentation des martingale)[20]
Soit (W) un mouvement Brownien sur un espace de probabilité filtré (2, F, (F;)i>0, P),
et M, une martingale (F;)-adapté.

Alors : il existe un processus adapté Z, tel que :

M(t) = M(0) +/tZ(s) dw,.

Variation quadratique
Soient M et My deux martingale (par rapport a la méme filtration), et :
T 0<ty <--- <t, =t,

une partition de [0, ¢] telle que : maxj<;<, t; — ;-1 — 0.

Alors on pose :

< My, My >= JZ_)TZLO Z(Ml(tz) — My (ti—1))(Ma(t;) — Ma(ti—1))
i=1
< My, My >, s’appelle la covariation quadratique de M; et M,. On définit ainsi la variation

qauadratique d’une martingale (M) par :

<M >= lim > (M(t;) = M(tio1)).
=1
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Dans le cas d’'un mouvement Brownien standard (W;), < W >;=1¢, p.s.

1.2 L’intégrale Stochastique

Il s’agit d’une intégrale de la forme :

/ X aw

Ou (Wy)>0 est mouvement Brownien, et (X;);>¢ un processus stochastique répondant
a certains critéres d’intégrabilité. En ingénierie finaciére, (W;):>o pourrait par exemple re-
présenter I’évolution du prix d'un actif dans le temps et (X;):>o la stratégie de transaction

sur cet actif d’un investisseur.
L’équation est alors le gain réalisé a I’horizon T. La manipulation de cette forme

d’intégrale est facilitée par I'utilisation de la formule d’Ito, faisant référence a son auteur,

le mathématicien Kiyoshi Ito.

Propriétés de L’intégrale Stochastique

L’intégrale stochastique posséde les propriétés suivantes voir, [20] :

L7 (0 (5) 4 D) a0 () = a [ H ) W s) 4 J) Hals) V),
2 B( o W (s)) 0.

5. B[ () aw(s))?| = B( J3 (67 s ) (sometrie o),
5 0s) @ (s)) () o) awe)) =B ) mom(s)is).

[ H(s) dW(s)|.7—"u) = Jo H(s) dW(s) (propriété martingale).
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1.2.1 Processus d’Ito :

En finance, on utilise souvent des processus d’It6 comme semimartingales continues

pour modéliser la dynamique des prix d’actifs risqués.

Définition 1.2.1 Soit (X;)o<i<r un processus stochastique définie sur un espace proba-
bilité filtré (U, F, (Fi)i>0,P) @ valeurs dans R. On dit que (X;);>0 est un processus d’Ito

St :
t t
Vi<T Xt:XO—l—/sts—l—/HdeS, Pop.s.
0 0

Avec :

1. Xy est Fy-mesurable,

2. (Ki)o<t<r €t (Hi)o<t<r des processus adaptés a Fi,
3. f(f |Ks| ds < +o00 P p.s,

4. f(f |Hs|* ds < +o00 P p.s.

1.2.2 Formule d’It6 :

Théoréme 1.2.1 [15] Soit (X;)o<i<r un processus d’Ité de la forme :
t t
Xt:XO—i—/ K, ds—i—/ H, dWj
0 0
et f une fonction deux fois continiment différentiable sur R, on a

F(X) = F(Xo) + /f ) dX, + = /f )d < X, >,

ol

t
< X, X >= / H? ds,
0

/ ) dX, = /f Kd+/f O H, dW..

et
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De méme si (t,x) — f(t,x) est une fonction deux fois différentiable en x et une fois

différentiable en t, on a

f(t, Xy) :f(O,X0)+/O fi(s, X,) ds+/0 fi(s, X,) dXs+%/0 fo(s,X)d< X, X >, .

Exemple Prenons :

dXt = Xt th, et f($) =Inx.

On a donc :

FX) =0, fXt)= 2, et fa(X)= g

t
La formule d’Ito s’applique :

df(t,Xy) = [0+0+3X7(—xp)] dt + Xox; AW (1)
=—dt + dW (¢).

En intégrant, on obtient
1
Xt = X(] exp(—ét + W(t))
On reconnait la un mouvement Brownien géométrique.

Remarque 1.2.1 La formule d’Ité s’encore également dans le cas multidimensionnel :

Soit (X}, -+, X)) n processus d’Ité de la forme :

t d t
X;’:X3+/ K;ds+2/ HYdW?
0 =170
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Alors, pour tout fonction (t,x) — f(t,z) deux fois différentiable en x et une fois différen-

tiable en t, on a :
1 n 1 n taf 1 n
f(taXtv"'aXt) = f(OvXOv"'7XO)+ g(stsv"WXs)
0
JXD oo XMdXE
# 3 [ St xix:

- X XMd< X8 X7 >,
+§jwwss o

Oou :

dX! = Kids+ Y0 | HYWdWY,

d< X' X)>=31_ HmHI™ds.

1.3 Equations différentielles stochastiques(EDS)

Définition 1.3.1 Une équation différentielle stochastique(EDS) est une équation de la

forme :

{ dX(t) = K(t, X(t)) dt + H(t, X (t)) dW (t) (1.1)
X(0) = Xy |

ou

~ X, €R",

— (W) est un mouvement Brownien,

- K(t,X(t)) et H(t, X (t)) sont des fonctions boréliennes sur [0,T] x R™.

Définition 1.3.2 Une solution forte de ’équation différentielle stochastique (1.1) est un
processus X = (X( ), t € [0,T]) continu qui est (F;)-adapté et tel que :

= Jo 1K (s, X ()] + |H(s, X(5))[) ds < o0,

- X vemﬁe VEDS (1.1).
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1.3.1 Condition d’existence et d’unicité d’une solution forte

On rappelle que L%-(Q, R™) désigne 'ensemble des variables aléatoires F—mesurables

X a valeurs dans R” telles que E (] X? < 0o (p € [1,00)).

Théoréme 1.3.1 [21]
Si les fonctions K(t,X(.)) et H(t,X(.)) sont lipchitzienne, c’est-a-dire qu’il existe
L > 0 tel que :

{ [ Kt () = K(&y()| < Lle() = ()]
[H(t, () = H(ty()] < Llz(.) —y()]

et si de plus :
|K(t, X ()| + |H(t,X(.)| € L*(0,T,R).

Alors, pour tout Xo € L% (Q,R") (p > 1), il existe une et une seule solution forte X de
(1.1) qui vérifie :

E(sup<s<r [X(s)[7) < Kp(1+E (| Xo["))

E(X(t) — X(s)]?) < Kp(1+E (X))t — s[5, V te[0,T],Kr > 0.

Par ailleurs, si Xo € L%, (2, R"™) est une autre variable aléatoire correspondant a X,

solution de l’équation, alors pour tout T > 0, il existe Ap > 0 tel que :

E( sup [X(s) = X(s)|") < Ar(1 + E(|Xo — Xof").

0<s<T

Exemple : L’équation de Black-Scholes

dX(t) = KX (t)dt + HX () dW (t)
{ X(0) = 1.

Iei K(t,X(t)) = KX(t) et H(t,X(t)) = HX(t) sont manifestement lipchitziennes et

vérifient, donc 'équation de Blach-Scholes avec la condition initiale X (0) = 1 ci-dessus,
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(H—LIK*)t+KW;

admet une et une solution X; = exp K € R est appelé le coefficient de

dériveé (il traduit la tendance générale du processus) et H > 0 est le coefficient de diffusion

(il traduit la variabilité ou volatilité du processus).

Remarque 1.3.1 A coté des solutions fortes, on définit les solutions faibles. La différance
entre les deux étant que dans le cas des solutions faible, ’espace de probabilité filtré qui

n’est pas fixé a priori, fait partie de la solution.

1.3.2 Propriété de Markov et propriété de flot des EDS
Sur la propriété de Markov :

Un processus (X;);>0 est Markovien si son comportement futur ne dépend du passé

que par 'intermédiaire de son état présent.

Définition 1.3.3 Les processus (Xi)i>o est Markovien par rapport a la filtration (F)i>o

pour laquelle il est adapté, si : pour toute fonction f mesurable et bornée, pour tout, s <t :

E(f(X0)/fs) = B(f(X0)/H(X)) = E(f(X0)/ Xs)-

Examinons le cas du mouvement Brownien :

Comme toutes les fonctions mesurables bornées peuvent étre approchées par une suite
de fonctions réguliéres dans Cp°.
Supposons un moment que la fonction générique f dans la définition ci-dessus est de classe

Cye. Alors par la formule d’'Ito :

fOW) = J(Ws) + tf'(Wu)dWﬁ% / W
BIFW)/F) = £V + 5 [ B () Fdu

S

1 " 1 t "
= )+ (= 0+ 7 [ B V) Fd
= -.-d’ou on peut justifier 'existence d’une fonction¥(f)(.) mesurabel

= U(f)(Wy).
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Flot d’une EDS :
Soit PEDS de forme différentielle

dXt - K(t, Xt) + H(t, Xt)tha (12)

sur (2, F, (F)e0,P) et (W;) un Fr-mouvement Brownien standard.

On note (X;™)i<g<r la solution de (1.2) qui part du point x a U'instant ¢ :
0 0
Xyt = +/ K(s, XI") ds +/ H(s, X"y dW,, 6 € [t,T). (1.3)
t t

On suppose que : H' :
— 1l existe deux constantes L >0 A > 0 tel que :Vt € [0,7T] et Va,y € RY,

(K (o) + [[H(t 2)]]* < AL+ |z]),

[K(t,x) = Kt y)| + [[H(t,2) — H(E,y)l| < L]z —y.

— Les coefficients K (t,z), H(t,z) : [0,T] x R — R% L(R? R") sont des fonctions conti-
nues. En plus de I’hypothése (H') du Théoréme de Cauchy-Lipschitz qui assure
I'existence et 1'unicité d’une solution a 'EDS (1.2) (H') impose la continuté en
temps des coefficient. Sous ces hypothéses, pour tout couple (¢, z) dans [0, T] x R,

Péquation (1.3) admet une unique solution (Xg")gefir1-



Chapitre 2

Optimisation et controle stochastique
appliqué en finance

Les problemes de controle optimal stochastique ont un grand nombre d’applications
dans les domaines de I’économie et a la finance et reposent sur la méthode de la program-
mation dynamique. L’idée principale de cette méthode consiste a considérer une famille

de controéles a différents états initiaux et d’établir des relations entre les fonctions valeurs
associées. L’équation de la programmation dynamique conduit & une équation aux déri-

vées partielles (EDP) non linéaire appelée équation d’Hamilton -Jacobi-Bellman (HJB).
Lorsque cette EDP peut étre résolue par 'obtention explicite ou théorique d’une solution
réguliére, le théoréme de vérification valide 'optimalité de ce candidat, solution d’HJB,

et permet aussi de caractériser un controle optimal.

2.1 Forme standard d’un probléme de controéle sto-
chastique

Le concept d’équation différentielle stochastique généralise celui d’équation différen-
tielle ordinaire aux processus stochastiques. La formalisation théorique de ce probléme
a elle seule a posé probléme aux mathématiciens, et il a fallu attendre les années 40 et
les travaux du mathématicien Japonais It6 Kiyoshi pour la définition de I'intégrale sto-

chastique. Il s’agit d’étendre la notion d’intégrale de Lebesgue aux processus stochastiques

. . . N . t
selon un mouvement Brownien, ainsi on peut donner un sens a 1’expression fs fu, W)dB,,

18
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ou f(u,.) est un processus stochastique muni de propriétés de régularités suffisantes.

On rappelle dans cette section quelques résultats sur les équations différentielles sto-
chastiques (EDS) & coefficient aléatoires par rapport & un mouvement Brownien.
Soit (2, F,F = (F;)i>0,P) un espace de probabilité filtré satisfaisant les conditions ha-
bituelles, et soit (W;); un Fi-mouvement Brownien & valeurs dans R?. On se donne un
sous ensemble U de R¥, on note par Ay ’ensemble de tous les processus progressivement
mesurables v = (14);>0 a valeurs dans U. Les ¢léments de Ay sont appelés les processus

de controles. Soit
A:(t,z,u) e R xR" x U — A(t,z,u) € R",

et
B:(t,z,u) € RY x R" x U — B(t,z,u) € R™*,

deux fonctions satisfaisant la condition uniforme de Lipchitz
A(t, 2,u) — A(t g, w)| + [B(t,2,u) — B(t,y,u)] < K|z -y, (2.1)

Pour une certaine constante finie K indépendante de (t,z,y,u). Pour tout processus de

controle v € A, on considére alors 'EDS :
dXt = A(t,Xt,Vt)dt+B(t,Xt,Vt)dBt. (22)

Si ’équation (2.2) admet une solution unique X, pour des données initiales, alors on dit
que X est un processus controlé par le processus de controle v.
Soit T" > 0 un horizon du temps donné. On note par A le sous ensemble de tous les

processus de controles v € Ay satisfaisant la condition
T
E/ A(t, X, )| + | B(t, X0, ) [2dt < o0, (2.3)
0

Les éléments de A sont appelés les processus de controles. Cette condition assure ’exis-
tence d’'un processus controlé pour des données initiales, sous la condition uniforme de
Lipchitz sur A et B. C’est une conséquence d’un théoréme d’existence plus général des

EDS A coefficients aléatoires.
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Théoréme 2.1.1 /3] Supposons que v € A. Alors sous la conditions (2.1) et pour toute
variable aléatoire ¢ € L*(Q), Fo- mesurable, il existe un unique processus X F- adapté
vérifiant (2.2) avec la condition initiale Xy = s.

De plus, on a :

E( sup | X,|?) < oo. (2.4)

0<s<t

Soient f: [0,7] x R" x A — R et g:R" — R deux fonctions mesurables. On suppose
que f et g sont a croissance quadratique en z,i.e. il existe une constante positive C

indépendante de (¢, u) telle que :
[f(tz,u) +g(2)| < CA+[af*), VYo eR™

On peut alors définir la fonction de cotut J sur [0,7] x R™ x A par :

T
J(t,x,v) = IE/ f(s, X5 vy)ds + g(Xfp’x).
¢

Ou X est la solution de EDS (2.2) avec le controle v et la condition initiale X; = x.

Observons que les conditions de croissances quadratiques de f et g assurent que J (¢, z,v)
est bien définie pour tout controle v € A, comme une conséquence du Théoréme (2.1.1).
L’objectif étant de maximiser oti minimiser cette fonction de cofit, on introduit la fonction

valeur :
V(t,z) = infyead (t,z,v), pour (t,z)€ [0,T[xR", Cas minimisation,
et

V(t,z) =sup J(t,z,v), pour (t,z)€ [0,T[xR", Cas maximisation.
veA

Soit (t,z) € [0,T[xR™, on dit que v* € A est un controle optimal si

V(t,z) = J(t, z,v").
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2.2 Critére de minimisation
Dans ce cas, on considére la fonctions valeur définit par :
V(t,x) =infreawnJ(t, z,v)

et la fonction de cotit donnée par :

T
J(t,2,v) = E| / Fls, X07, 1)ds + g(X5)].

ou f et g sont des fonctions mesurables, continues, convexes. On suppose que :
— ¢ est borné inférieurement,

— g est a croissance quadratique, pour une constante C' indépendante de x on a :

lg(z)] < C(1 + |z|?),Vz € R™

— pour tout (¢,x) € [0,T] x R™, A(t, ) est le sous ensemble des controles v de A tel
que :

T
E[/ | f(s, X0%, vy)|ds] < +oo.
t

Exemple : En dimension 1, soit I’équation différentielle stochastique linéaire suivante :

dXt = Utth,
Xo=0.

L’ensemble des controles est donnée par :
A=[-1,1].

La fonctionnelle & minimiser est donnée par :

J(v) :]E[X12+/D (X7 — %U?)dt].



22 Optimisation et controéle stochastique appliqué en finance

Par la formule d’Ito, on a :

t t
X} :/ vfds—i—Q/ XJv,dWs.
0 0

Pour t =1, on aura :
1 1
X? :/ U§d$+2/ X v dWs.
0 0

En remplagant X7 par sa valeur dans la fonction cofit, on obtient :

1
1
J() = E / (X2 4 Su)ds.
0

Par analogie avec la définition du cotit, on aura :

f(taXtvvt) = Xt2 + %UtQa
9(Xy)= 0.

Ce qui donne :

J(v) = E[f, vids + Lvidt]

= E['(C—twdt

On remarque que J est une fonction convexe de v, donc elle attient son minimum en
uy = 0.

Par conséquent, le controle optimal qui minimise J sur A est u = 0 avec une trajectoire
optimal X}* = 0.

2.2.1 Principe de la programmation dynamique

Le principe de la programmation dynamique PPD est un principe fondamental pour
la théorie du controéle stochastique.
Dans le contexte de controle de processus de diffusion décrit au paragraphe précédent, et
méme plus généralement pour des controles de processus de diffusion, il s’énonce ainsi le

théoreéme suivant :
On note 6 € T;r 'ensemble des temps d’arréts a valeurs dans [t, T').
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Théoréme 2.2.1 [11] Soit (t,z) € [0,T] x R™. Pour tout temps d’arrét 6 € Tyr.
Alors on a :

1. Pour toutve AetfcTr :
V(t,z) <E{/ f(s, X" vy)ds + V (0, X" 9)1
2. Pour tout § > 0, il existe v € A tel que pour tout 6 € T, p :

0
V(t,z)+0 > E [/ (s, X0 v)ds + V(0, X" «9)} .
¢

C’est une version plus forte que la version traditionnelle du principe de la program-

mation dynamique :

0
V(t,x) = inf,esE {/ f(s, X5 vy)ds + V(@,Xt’“”,ﬁ)] . (2.5)
t
Pour tout temps d’arrét 6 € T; r.

L’idée intuitive de ce principe est qu'un controle optimal & sur [t,T] peut étre recollé
en deux controles optimaux, I'un sur [¢,0] et Pautre sur [0, 7], et ceci quel que soit le
temps d’arrét 6. La preuve rigoureuse de ce résultat dans ce contexte stochastique est trés

technique. Nous donnons ici une preuve formelle de ce principe.

Preuve formelle du PPD :

1. Etant donné un controle o € A(t, x), on a par unicité du flot de I’ EDS gouvernant

. 0,x5" N FEN
X, la structure markovien : X% = X% s > 6, ou 6 est un temps d’arrét a

valeurs dans [t, T]. Par la loi des espérances conditionnelles itérées, on a alors :

J(t,z,a) / f(s, X" ag)ds + J(0, X*, a)],
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d’ou puisque J(t,z, ) > V et comme 6 est quel conque dans Ty 7 :

J(t,z,a) > sup E /st” ) ds+V(0,X,7)]

9€Tt,T

> sup inf E]| /st” ) ds+V(0,X,7)].

0T v acA(tx)

En passant a 'infimant sur o dans le terme de gauche, on obtient I'inégalité :

V(t,z) > inf sup E / f(s, XH" ay) ds + V(@,Xé’x)]. (2.6)

a€A(tx) T, p

. On considére pour tout € > 0 et § € T,z un controle € -optimale a¢ de V (6, X}*)

J(6,X57) < V(0, X0") +e.

Etant donné a € A(t, x), on définit le processus :

. J oas, se€]0,0]
“T o se0,T].

R

Le point délicat est de vérifier que & est progressivement mesurable et alors bien

dans A(t, x). Dans ce cas, on a :

Vit,z) < J(t {/ f(s, X0 ds+J(0,Xg’m,a€)}

IN

U f(s, X5 ay)ds + V (8, Xé’””)} +e.
Ceci étant valable pour tout o € A(t,x), 6 € Ty et € > 0, on a I'inégalité :

V(t,z) < sup inf E U f(s, X5 o) ds + V (6, X“)] (2.7)

0€T, 1 acA(t,x)

En combinant les deux inégalités (2.7) et (2.6), on obtient le résultat voulu.
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2.2.2 Equation d’Hamilton-Jacobi-Bellman

L’équation d’Hamilton-Jacobi-Bellman HJB est la version infinitésimale du principe
de la programmation dynamique : elle décrit le comportement local de la fonction valeur
V(t,z) lorsqu’on fait tendre le temps d’arrét 6 dans (2.5) vers t. Dans cette section,
nous dérivons formellement 1’équation d’HJB en supposant que la fonction valeur V' est
suffisamment réguliére. Considérons le temps § = t + h et un contréle constant oy = a,

avec a arbitraire dans A, on a, d’apreés la relation de la programmation dynamique,
t+h
V(t,r) <E U f(s, X5 a)ds + V(t + h, Xffh)} :
t
En supposant que V est suffisamment réguliére, on a par la formule d’It6 entre t et t + h :

t+h
Vit h X = Vies) + [ (w ; E“V(t,x)) (5, X1 ds
t

t+h
+ / (8V(t,m) + E“V(t,x)) (5, X7 dW.
t

ox

ou L* est 'opérateur associ¢ a la diffusion (2.2) pour le controle constant a et est

défini par :
1
LV (t,x) = A(x,a)D,V + 5 tr(B(z,a)B'(x,a) D2V (t, x)).

En substituant dans (2.1), on obtient alors :

t+h
0<E {/ (% + E“V(t,x)) (5, XE") + (s, X2" a) ds| .
¢

En divisant par h et en faisant tendre h vers 0, on a :

oV (t,x)

0<
- ot

(t,x)+ LV (t,x) + f(t,x,a).

Ceci étant valable pour tout a € A, on obtient alors I'inégalité :
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V2 sup LoV (1, ) (1, 2) — £t 2,0) < 0.
ot acA

D’autre part, supposons que o* est un controle optimal. Alors on a :

t+h
Vita) =& | [ s X5a0ds 4 Vi1 X))
t

ot X* est 'état du systéme solution de (2.2) partant de x en ¢ avec le controle a*. Par

un argument similaire et avec des conditions de régularités sur V', on obtient :

)~ £V (1)~ (1 7,07) = 0,

ce qui, combiné avec (1.15), suggere que V doit satisfaire :

_3Vg;, ) (t,r) + sup [— LV (t,z) — f(t,x, a)} =0, V(t,z) € [0,T] x R",
acA

si le supremum ci-dessus en a est fini. On réécrit souvent cette EDP sous la forme :

OVt x)

5+ H(t,z, D,V (t,x), DIV (t,x)) =0, V(t,z)€[0,T] x R", (2.8)

ou pour (t,z,p, M) € [0;T] x R* x R" x S, ( S, est 'ensemble des matrices n X n

symétrique) :

1

H(t,z,p,M)=sup | — A(z,a).p — §tr(BB’(:v,a)M) — flt,z,a)l.
acA

Cette fonction H est appelée le Hamiltonien du probléme de controle considéré et 1'équa-

tion (2.8) est appelée équation de la programmation dynamique ou équation de Hamilton-

Jacobi-Bellman (HJB). A cette équation aux dérivées partielles, il faut ajouter la condition

terminale

V(T,z) =g(x), VreR™
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2.2.3 Théoréme de vérification

L’étape la plus importante dans la programmation dynamique consiste a montrer,
étant donnée une solution réguliére a ’équation d’HJB, sous des conditions suffisantes,
coincide avec la fonction valeur. Ce résultat est appelé théoréme de vérification et permet

aussi d’obtenir un controle optimal. Il repose essentiellement sur la formule d'Ito ([21]).

Théoréme 2.2.2 [11] Soitw € CH2([0, T]xR™)NCY([0, T]xR™) & croissance quadratique,

i.e, il existe une constante C telle que :
it 2)] < C(L+[af?), ¥ (t,2) € [0,T] x R™.
1. Supposons que :

_%_Itu(t,x) + sup[—L%w(t,z) — f(t,x,a)] <0, (t,z) € [0,T] x R", (2.9)

w(T,z) < g(x). (2.10)
Alors w <V sur [0,T] x R™.
2. De plus supposons que w(T,.) = g, et pour tout (t,z) € [0,T] x R", il existe &(t, x)

mesurable a valeurs dans A tel que :

—a—w(t,x) + sup[—Lw(t,z) — f(t,z,a)] = —a—w(t,x) — LAy (¢, x) — f(t, @, Gt x))
ot aEA ot

I'EDS :

dXs = A(X,, a(s, Xy)) ds + B(Xs, a(s, X)) dW;

t,x
S J

(a(s, Xt®), t < s <T) e Alt,z).
Alors :

admette une solution, notée X étant donnée une condition initiale X; = x, et

w=V sur [0,T] x R",

et & est un controle optimal.
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Démonstration :

1. Puisque w € CY%([0,T] x R™), on a pour tout (¢,z) € [0, T[xR",a € A(t,x),s €

[t,T], et pour tout temps d’arrét 7 & valeurs dans [¢,400] , par la formule d’It6 :

a—w(u,XZ’g”) + L%w(u, X5 du

SAT
w(is A1, X5 ) =w(t,z) + /
( T s/\‘r) ( ) : at

SAT
+ / Dyw(u, XE*)B(XE", ) dW,,.
t

On choisit :

T=T,=inf{s>1¢: / |Dyw(u, Xt*) B(XL", Oéu)‘2 du > n}
t

en notant que 7, /* +0o quand n tend vers I'infini.

Le processus arrété

SN\Tn,
{/ D, (u, X4 B(X5® o) dW,, t < 5 < T}
t

est donc une martingale et on a en prenant 1’espérance :

SN\Tn,
E {w(s A Tp, Xﬁfm)} =w(t,z) + E[/ %—I;(u, XEy 4 L% (u, XE7) du] :
t

Puisque w satisfait (2.9), on a :
9w (u, X57) 4+ Lo%w(u, X7) + f(XL", ) >0, Vo € A(t, ),

d ou:

SN\Tn,

SNA\Tn
E[w(s A Ty, X0F )} > w(t,x) — E[/ FXE" o) dul, ¥V a € Alt, z).
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On a:

FXE* )| du, (2.11)

SA\Tp,
/ fXE" o) du
t

T
</

et le terme de droite est intégrable d’aprés la condition d’intégrabilité sur A(¢, z).

Comme w est & croissance quadratique, on a :

w(s A, X52 )| < C(1+ sup [ X572,

SATn
s€t,T)

et le terme de droite est intégrable d’aprés (2.4). On peut donc appliquer le théoréme

de convergence dominée et faire tendre n vers l'infini dans (2.11) :

E[w(s,Xﬁ’”")} > wit, ) U FXE a ],VaEA(t,x).

Comme w est continue sur [0,7] x R", en faisant tendre s vers T, on a par le

théoréme de convergence dominée et en utilisant aussi (2.10) :

]E[g(X;”:)] > w(t,x) {/ F(XE* },VaeA(t,x),
et donc :
w(t,z) < V(t,x), ¥V (t,x) € [0,T] x R".

2. On applique la formule d’Tté & w(u, X2) entre ¢t € [0,T] et s € [t,T] (aprés avoir

localisé avec 7,,) :

A~ $ @ A~ ~ ot,x ~
E{w(s,Xﬁ’ﬁ)] = w(t,x) +E[/ a—lf(u,Xsz) + LX) g (0, X5 du| .
t

Or par définition de &(t, z), on a :
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d’ou :

E[w(s,f(ﬁ’x)} = U F(XE a(u, X5%)) du}
En faisant tendre s vers T', on obtient ainsi :

wit,z) = [ / FORLP X))+ (55

7 7

Donc :

et finalement

Avec & comme controle optimal.

2.3 Critére de maximisation

ou :

Dans ce cas, on considére la fonction valeur définie par :

V(t,x) = sup J(t,z,v)
veA(t,z)

J(t,z,v) [/ f(s, X5 v)ds 4+ g(X55) |,

et f et g sont des fonctions mesurables. On peut se ramener a un probléme de minimisation

en considérant la fonction valeur —V.
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Avec une équation d’Hamilton Jacobi Bellman donnée par :
%+ H(t,2, DV (t,2), D2V (t,2)) =0,
V(T,z) =g(x), YzeR"

Ceci revient alors & considérer ’'Hamiltonien :

H(t,z,p, M) = irelJf4 — A(z,a).p — %tr(B(a:,a)B,(m,a)M) — flt,z,a)l.

Théoréme de vérification [16]

Dans cette section on va montrer le théoréme de vérification proposé dans qui s’appli-
quera au probléme

max J(z,v).

On considére le probléme du contrdle stochastique pour le processus d’Ito scalaire sur
'intervalle [0, 7]

dXY = A(t, XV, v)dt + B(t, XV, v) dW,,
(2.12)
X§=xz>0.

On suppose que le processus du controle v = (v4)o<;<7 prend ses valeurs dans un ensemble

K C R, que les coefficients
A 0,T] xRy x K =R e B:[0,T] xR}, x K =R

sont des fonctions non aléatoires et que pour tout t € [0, T les fonctions A(¢, .,.) et B(t,.,.)
sont continus sur R x IC, telles que pour tout K € K I'équation (2.12) avec v = K a une
solution unique forte positive presque sirement sur 'intervalle[0, 7.

Rappelons que R} =R, \ {0}. De plus, soient
f:0,T] xRy x K - R

et
g: Ry =R
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On suppose que les fonctions f et g sont continus. Dans cette section nous allons modifier

la définition le contrdle pour I’équation de la fagon suivante.

Définition 2.3.1 On dira qu’un processus du controle v = (v4)o<o<r $’il est progressive-
ment mesurable par rapport & la filtration (F}*)o<i<r et U'équation (2.12) a une solution

unique forte (X} )o<i<r) positive presque strement sur l'intervalle [0, T) telle que

T
/ (|A(t, X! )|+ |B(t, XY 1) [?)dt < 0o p.s (2.13)
0
et
T
B| [ et (10| < o0
t

ot (a)- = —min(0,a). On désigne par A l’ensemble de tous les processus du controle.

Définissons maintenant les fonctions objectifs, en posant

T
Jt.00) =Eeo| [ 16, Xt +gxp)] 0 <2 < T
t

o E; , est I'espérance conditionnelle sachant que X} = x.
f et g deux fonctions continues. Notre but est résoudre les problémes d’optimisation

sulvants

V(t,x)=J"(t,x) =sup J(t,z,v), 0<t<T. (2.14)
veA

Pour cela, introductions I’'Hamiltonien défini par

H(t,z, D,V,D?V) = sup Hy(t, z, DV, D*V,¥) (2.15)
veA

avec

1
Ho(t, @, D,V, DIV, 9) = A(t,2,9)D,V + | B(t,x, 0)P DIV + f(t,.9).

pour trouver une solution du probléme (2.14), il faut étudier 1’équation de Hamilton-
Jacobi-Bellman

{ Vi(t,x) + H(t,z, D,V (t,x), D>V (t,z)) =0, t € [0, 1],

V(T,z) =g(z), >0 (2.16)
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Ici V; désigne la dérivée partielle de V' par rapport a t. On va utiliser les mémes notations

pour toutes les dérivées partielles.
On suppose que :

H; : 1l existe une fonction V :[0,T] x (0,00) — R qui vérifie les conditions suivantes :

— 11 existe une fonction Vi(.,.) telle que pour tout 0 < ¢;,ts < T et pour tout z > 0

t2
Vity,2) — Vit 2) / Vi(u, z) du.
to
De plus, Vi(u,.) est continu sur RY .

— pour tout N >1

lim ' sup |Vi(u,z) — Vi(u,y)| dt = 0.
0 Jo  zyeKy,jz—y|<e
Ou Ky =[N~ NJ.

— La fonction V' est deux fois dérivable par rapport a x et les dérivées partielles
D,V (.,.) et D2V(.,.) sont continus sur [0,7] x (0, 00).

— Il existe un ensemble I' C [0, 7] avec A(I') = T'(A(.)) est la mesure de lebesgue et
pour tout ¢ € ' et pour tout = > 0 la fonction V (¢, z) est une solution du probléme
(2.14).

H, : 1l existe une fonction mesurable * : [0 : T x (0,00) — K telle que

H(t,x, D,V (t,x), D2V (t,x)) = Ho(t,z, D,V (t,x), D2V (t,x),9*(t, 7))

pour tout t € I' et pour tout x > 0.
Hj : 1l existe quels que § > 1 pour tout 0 <t < T est x> 0:
E,. sup (V(s, X7))° < o0.
t<s<T

H, : 1l existe une solution unique forte presque siirement positive de I’équation d’Itod

suivante
AX7 = (6, X7)dt + B (1, X;) dwi, Xg =1,
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A*(t,z) = A(t,z, 0" (t,))
et
B*(t,x) = B(t,z,9"(t,x)).

De plus, le processus du controle optimal v* = (v )o<i<r avec vy = 9*(t, X]) appartient
a I’ensemble A et pour tout 0 <t <T et x>0

E; . sup ‘V(S,X:)

t<s<T

< 00. (2.17)

Maintenant, on montre que le processus v* résout les problémes (2.14).

Théoréme 2.3.1 [16/ On suppose que A # () et que les hypotheéses Hy, Hy sont satisfaites.
De plus, on suppose que
Vi = inf inf V(t,x) > —o0. (2.18)

0<t<T >0

Alors pour tout t € T' et pour tout x > 0
V(t,x) = J*(t,x) = J*(t,z, V"),

ou la stratégie v* est définie dans les hypotheses Hs, Hy.

Démonstration

Soient v € A et X" le processus richesse avec la condition X} = x pour un moment

fixé t € I'. Ensuite, définissons les temps d’arrét suivants
T, = inf{s >t : / |B(u, XY, v,)|*D2(u, X”) du > n} AT.
t

Notons que la condition (3.8) implique que 7,, — T quand n — oo p.s par continuité de

V(t, .T) et (Xf)OStST on obtient

lim V (7, X2) =V(T,X}) = g(X}) p.s.

™
n—0o0
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Ensuite, d’aprés la formule d’It6 on a
V(t,z) = / f(s, XY, v5) ds + V(7,, XZ,)T

_ / (Vi(s, X*) + Hi(s, X7, 1)) ds — M,.

t

ol

Mn:/ B(u, X}, vy) Vi (u, X2)dW,,
¢

et
H(s,z,9) = Hy(t,z, D,V (t,x), D2V (t,x),9).

La définition du temps d’arrét 7, entraine que E,,M, = 0. Par conséquent, on déduit

I'inégalité suivante

V(t,z) > Et,m/ fsds +E¢ . Vn, (2.19)
t

ot fy = f(s, XY, v5) et V,, = V(7,, X7 ). Considérons d’abord, le premier terme dans cette

/tT” fsds = /tm(fs)ers — /tTn(fs)_ds

o (a)y = max(0,0). La condition et le théoréme de convergence monotone impliquent
que

inégalité. On a

Tn T
lim Em/ feds = ]Et,x/ fs ds.
t

n—oo

De plus, par la condition (2.18) la suite ((V},)-)n>1 est bornée, donc uniformément inté-

grable. Donc, par le Lemme de Fatou on obtient

liminf B,V > By, lim V(7,, X2 ) = Ey 2 9(X7).

n—oo n—o0

par conséquent, en passant a la limite quand n — oo dans (2.19) on trouve

V(t,z) > J*(t,x). De la méme fagon, en remplagant v dans (2.19) par v* nous obtenons
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I’égalité suivante
V(t,x) = Em/ f(s, X7, v]) ds +Ey V(7 X7 ).
t

Ensuite, par I'hypothése (2.17) et le théoréme de convergence dominée, on trouve que :

lim By .V (7, X7 ) = Emlzm V(70, X7) = E09(X7).

n—o0

Cela veut dire que :

n—oo

Vita) = Jim Beo [ 15,000 ds ot lim BV (0 X;,)
t

- E(/ F(s, X2, 0 ds+g<XT>)
= J(t,z,v").

Donc, avec l'inégalitée V (¢, z) > J*(t,x) nous obtenons V (¢, z) = J*(t, ) qui implique
le Théoréme (2.3.1). Dans la chapitre suivante nous allons voir comment appliquer le
théoréme de vérification au probléme d’investissement et le consommation optimales, dans
la résolution d’un probléme d’optimisation concernant I'investissement et la consommation

optimales en temps continu.



Chapitre 3

Application a I'investissement et
consommation optimales

3.1 Modéle du marché financier

Dans ce chapitre nous allons considérer un marché financier en temps continus de type
Blache-Scholes avec un actif sans risqué de processus de prix (B(t)):;>o et actif risqué de

processus de prix (S(t))q>o vérifient les équations suivantes :

dB(t) = r B(t)dt, B(0) =1,

dS(t) = S(t)(wdt + o, dW;), S(0) > 0. (3.1)

Ou (Wy)i>o est un processus de mouvement Brownien et pu, 74, 0y sont les coefficients de
marché financier tels que : r, € R le taux d’intérét, u; est le taux de rendement, et o; la

volatilité.
On suppose que les coefficients r, 1, 04 sont des fonctions non aléatoire, continues a droite

et admet une limite & gauche (ca-dlag).
De plus, nous supposons que :
inf o; > 0.
0<t<T
Dans tout ce qui suit, On note par (F)icjo,n avec Fy = o(W,,0 < u < t) la filtration en-

gendrée par le mouvement Brownien (1});>o (augmentée par les ensembles négligeables).
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Soit un investisseur ou un agent qui investit a tout date ¢ dans ces actifs, avec une quantité
Yy € R investie dans l'actifs sans risque et ¢; la quantité investie dans 'actifs risqué a

I'instant ¢.

3.2 Stratégies financiéres

Définition 3.2.1 Une stratégie financiére est un processus stochastique (Ht = (¢, SOt)te[o,T})

progressivement mesurable, & valeurs dans R? et tel que les intégrales

T T
/ ¢t dBt et / (,Otdst
0 0

atent un sens. On associe a toute stratégie financiére un portefeuille financier contenant
at €0, T] ¥y unités d’actif sans risque et @, unités d’actif risqué. La valeur a t € [0,T]

du portefeuille associé a une stratégie H est donnée par
Xt = By + ¢4 St

Le processus (Xi)icpp,r) est appelé processus de richesse.

3.3 Autofinancement

Définition 3.3.1 La stratégie (Ht)icpo,m) ot Hy = (14, 1) est dite autofinancée si la valeur

du portefeuille associé vérifie ’EDS suivante :

dXt = wtdBt + thdst' (32)

Remarque . Sur un intervalle de temps [¢,t + dt], TEDS (3.2) implique que

t+dt

t+dt
Xt+dt - Xt - wudBu + / qudsu :
t

t
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les changements de valeur du portefeuille proviennent uniquement des changement de
valeur des actifs. Il n’y a ni retrait ni injection de cash entre 0 et T'. Une stratégie auto-
financée est donc une stratégie ot la seule marge de manoeuvre est de pouvoir réagencer
les actifs en permanence.

Maintenant, on désigne par (C})o<i<r la vitesse de la consommation de I'agent sur

'intervalle du temps [0, T, ¢’est-a-dire que c’est un processus non négatif progressivement

mesurable par rapport a (F}")o<i<7 et presque siirement intégrable sur I'intervalle [0, 7]

T
/ Cydt < 00 D.S.
0

L’intégrale fot Csds de ce processus représente le montant consommé sur 'intervalle [0, T7.

Autofinancement avec consommation

Définition 3.3.2 Une stratégie financiére (Ht = (wt,SOt)te[o,T]) avec une consommation

(Cy)o<t<r est dite autofinancée (avec consommation) si le processus richesse correspondant

vérifie I’équation stochastique suivante :

t t t
X, =x+ / ydBs + / 0sdSs — / C,ds (3.3)
0 0 0

ot Xog = x > 0 est la richesse initiale.

Nous allons travailler avec la quantités relatives par rapport au processus de richesse. On
définit m; et v; par
_ peS(t) Ci

et Vp = —,
X, PTX,

U

ol ()0 et (vy)i>o sont FV-progressivement mesurables et pour tout T > 0 fixé

T
ll2 = / mldt < oo ps
0

En tenant compte de ces définitions, nous réécrivons 1’équation pour X; comme
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dXt = Xt(T’t —+ ytﬁt - Ut)dt + Xtytth; t> O, X(] =z >0. (34)

Ou

Y = O¢Ty et et = U{l(ut — 7}).

On fait '’hypothése que

T T
lyl3 = / Yl < 0o et ||0]3 = / 0Pdt < oo
0 0

Proposition 3.3.1 Sous les hypothéses et les définitions précédentes, I’équation différen-

tielle stochastique (3.4) admet une unique solution forte définie par

Xy = xexp (R + (y,0) — Vi)&(y), (3.5)

t t t
Rt:/ rsds, (v, Q)t:/ ys0sds et V}:/ v.ds.
0 0 0

Preuve : Appliquons la formule d’'Ito & la fonction f : R*f — R de classe C? définie
par :

o

f(z)=Inzx.

Donc, si on pose :

Ks = Xs(rs +ys +98 - ‘/s>

et
Hs = Xsys

on a :

<X, X >= [y Hs

= [ X2y2ds,
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et

/Otf’(Xs)dXs = /f de+/f ) H dW,

1 b1
= _Xs s 895 — Us d _Xs des
/0 X, (rs +y Vs) 5+/0 X, Y

t t
= / rs + ysbs — veds +/ ysdW
0

0

t
= R+ (y7 e)t - Vi+ / ydes-
0

et

t
"(X)d< X, X >, = -
/Of()<’ > X2

0
t

= —/ y2ds.
0

Et par la formule d’'Itd, on a
FX) = F(Xo) 4+ /f JdX, + /f Jd < X, X >,

1 t
= In XO + Rt + (y, 9) V;t / ydes 2 / Z/?dsa
0 0

et comme

f(Xt) = In(Xy)

et on en utilisant I’exponentielle, on obtient :
1 t
Xy = Xoexp[R;+ (y,0); — Vi]exp ( — 5/ yfds)
0

= zexp (Rt (9,0)0 - v;) < €(y).



42 Application a I'investissement et consommation optimales

3.4 Processus de controle

Décrivons maintenant I'ensemble des processus du controle v = (v4);>¢ avec

vy = (yt,vt).

Définition 3.4.1 Un processus du controle v = (v1)i>0 = (Y, v4))i>0 est dit admissible

s’il est progressivement mesurable par rapport a la filtration (F;*)o<i<r, G valeurs dans

R x Ry tel que

T
Iy llr< oo et / wdt < 50 s,
0

De plus on suppose que l’équation (3.6) a une solution unique forte presque sdrement
positive sur intervalle [0,T]. Nous désignons par A l’ensemble de tous les processus du

controle.

Pour souligne qu'un processus richesse correspond & un processus du controle v nous allons

écrire X".

3.5 Fonction de coiit

On suppose que 'investisseur veut optimiser I'utilité attendue de la consommation sur
I'intervalle de temps [0, 7] et de la richesse X} a la fin de I'investissement horizon. Donc,
pour une richesse initial > 0 et pour un processus du contréle (14);>o dans .4, nous

introduisons la fonction objectif

J(z,v) = E, < /O ey dt + h(X;)) |

ou [E, est l'espérance conditionnelle sachant que X} = =z, et U, h sont des fonctions
d’utilités (U est appelée la fonction d’utilité et h la fonction d’héritage). Pour les deus

fonctions d’utilités nous choisissons
U:z—U(z)=2" et h:z+—— h(z)=2"

avec
0<m<l et <vm<l et zeRT,
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et pour cela, on obtient

J(z,v) = Ex/o (¢]") dt + (XF)*. (3.6)

Remarque :
Les fonctions U et h sont des fonctions continues, concaves et croissantes.
— La concavité : pour formaliser ’aversion pour le risque de 'individu.

— et la croissance : ce qui exprime 'amour de la richesse de I'individu.

3.6 Probléme d’investissement et consommation opti-
male

Le but de 'investissement et de la consommation est de maximiser la fonction objectif,

c’est-a dire que on va résoudre a probléme d’optimisation stochastique suivant :

max J(z,v). (3.7)

veA

Pour résoudre ce probléme, on va traité deux régimes avec des fonctions de coiit (3.6)

suivant les valeurs de 7, et 7, la premiére est dans le cas ol y; # v, et autre v; = 5.

Probléme 1 :

Cas o1 0 < 7,72 < 1 avec : v; # 7s.

Pour la solution de ce probléme, on définit d’abord les fonctions suivantes :

T s
Ai(t) =" / exple 1100 4 g
t

et
A (t) = 7§ exple P20
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ou
g = 1)
et
di
Bilt) = (@ = (re + S16:[°). (3.8)
Ensuite, pour tout 0 <t < T et z > 0, nous définissons la fonction g(¢,x) > 0 par
Ar(t)g~" (t, @) + Az (t)g™®(t, ) = .
De plus, posons
p(tv I) = qlAl <t>g_q1 (t7 ZL’) + Q2A2(t>g_q2 (t7 Jf)
Et la solution et donnée par le théoréme suivant :

Théoréme 3.6.1 [16]/ Considérons le probleme (3.7) pour U(x) = 27 et h(z) = 272 et
on suppose que 1 €]0, 1] et v, €]0, 1] avec v, # 2. Alors,

— La valeur optimale de la fonction de codt J(z,v) est donnée par :

Al(o) 1— A2(0) 1—
max J(z,v) = J(z,v") = ——=g (0,2) + —=¢g 2(0,x).
e J(a.v) = I(av") = g1 (0,0) + 220 g0,

— Le controle optimale v* = (y*,v*) est a la forme suivante

t x> .
yi = Z% 0; et vf = (11)"
t

g (L, X})
X;

— Le processus richesse optimale (X} )o<t<r vérifie l’équation stochastique
dX; = A*(t, X7) dt + (B*(t, X})) dw,
avec X =,

A*(t,x) = p(t, x)b;

et
B*(t,.’lﬁ) =Tx +p(t>$)|‘9t’2 - fyglgiql <t7$)
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Démonstration :

Pour montrer ce théoréme on va utiliser le théoréme (2.3.1) pour I’équation différen-
tielle stochastique (3.4). Fixons d’abord ¥ = (y,v) avec y € R et v € [0,00). Alors les

coefficients dans le modéle sont définis comme
At,x,9) = 2(r, +y 0, —v) et B(t,z,9) = zy.
De plus, la fonction objectif est donnée par les fonctions suivantes
U(t,x,9) =v"z™ et h(x) =272,
Pour vérifier les hypothéses H; , Hy calculons ’Hamiltonien (2.15) dans notre cas. On a

H(t,z, D,V (t,x), DV (t,x)) = sup Ho(t,z, D,V (t,x), D>V(t,x),9),

YeRX[0,00)

ou
: 1
Hy(t,z, D,V (t,x), D>V (t,x),9) = (ri+y 0,)xD,V (¢, x)+§x2|y|2D§V(t, z)+u 2" —xvD,V(t, x).

On rappelle que :
g =1—) "
Donc pour

D2V (t,z) <0

on obtient
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H(t,z,D,V(t,x), D>V (t,x)) =  Hy(t,xz, D,V (t,x), D2V (t,x), V)
_ Dm)QV t,x) 9t|2 _
= nDV(t2) + St + (o)
ou
vy = 190((t,x,DxV(t,x),DiV(t,m)))
= (yo(t,x,DxV(t,:B),DiV(t,az)),vo(t,x,DxV(t,x),DgV(t,x)))
= (yo,Uo)
avec
D,V (t,x)
Yo = g Tl
x| DIV (t, )]
et
vg = ( n Yt

D,V (t,x)

Maintenant il faut résoudre le probléme (2.16) qui la forme suivante pour notre cas

DgV t,2)|0¢|? _
Vi) DLV 02) + AAE 3 it =0

V(T,x) =x7.

On désigne par I' C [0, 7] 'ensemble des points de continuité des fonctions 3;(.) et fa(.)
définies dans (3.8). En tenant compte du fait que touts les coefficients dans le modéle
(3.1) sont cadlag on obtient que la mesure de Lebesgue de I' A (I') = 7. La solution de ce

probléme pour t € I' et x > 0 est donnée par la fonction

Aq(t A
2 gioay,q) 4 220

Vit,x) =
( ) i 72
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qui remplit la condition (2.18) avec V, = 0. Par conséquent, on a
H(t,r, D,V (t,x), D2V (t,x)) = Hy(t,z, D,V (t,x), D2V (t,x),9*(t,x)),
ou V*(t,x) = (y*(t, z), v*(t, x)) avec :

p(t, z)

y*(t,l’) - 0:,

et

* — (L -t
v (t’x)—(g(t,x)) :

On a vérifié les hypothéses H; , Hy pour ce cas. Donc le Théoréme (2.3.1) implique le
Théoréme (3.6.1).

Probléme 2 :

Cas ou1 0 < 71,7 < 1 avec : 7, = 79 = . Pour la solution de ce probléme, on définit

d’abord les fonctions suivantes :

T a
t

et
Ag(t) =y expl A du

_ q
g=(1=7)" et B)=(¢= 1)+ 6.
En suite, pour tout 0 < ¢ < T et x > 0, nous définissons la fonction g(¢,z) > 0 par :
Ay(t)g™(t =) + Ao (t)g (L, ) = .

De plus, posons
p(t,x) = qAi(t)g *(t, @) + qAx(t)g (¢, ).

Et la solution et donnée par le corrollaire suivant :
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Corollaire 3.6.1 [16] On considére le probleme (3.7) et on suppose U(x) = h(x) = a7
avec 0 < v < 1. Alors,

— La valeur optimale de la fonction de coit J(x,v) dans (3.7)est donnée par

~ ~ 1
J*(x) = max J(z,v) = J(z,v") = 2" (|| gy llgr +35(T))7,

veA

— Le processus du contréle optimale v* = (y*,v*) pour 0 <t < T est défini par

* Qt
Ye = 1—~
et
. gi(t)
v = = T g )
g(T) + ft g3(s) ds
Avec

- qg—1
91 (1) = exp(y R + =) [|0][}-

— Le processus richesse optimale (X[ )o<i<r vérifie l’équation stochastique

* * * |9t‘2 X !
dX; =X; <rt—vt—|—1 dt+1 t'y 6, dw,
avec Xj = x.

Démonstration :

Maintenant on considére le probléme (3.7) pour U(z) = h(z) = 27 avec 0 < vy < 1.
On va utiliser le théoréme (2.3.1) pour I’équation différentielle stochastique (3.4)
Fixons d’abord ¥ = (y,v) avec y € R? est v € [0,00). Alors les coefficients dans modéle

(2.12) sont définies comme :

A(t,x,ﬁ) ZI(T‘t—l—yIQt—U) et B<t’x=19> = ZY.
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De plus, la fonction objectif est donnée par les fonctions suivantes
Ut,z,0) =270 et h(z)=2".
Pour vérifier les hypothéses Hy, Hy calculons I'Hamiltonien (2.15) dans notre cas on a :

H(t,z, D,V (t,x), D’V (t,x)) = sup Hy(t,x, D,V (t,x), DV (t,x),9),

YERTX[0,00)

ou

/ 1
Hy(t,z, D,V (t,x), D2V (t,z),V) = (r+y 0,)xD,V(t, x)+§x2]y|2D§V(t,a:)—l—v”x”—:ch;BV(t, )

Donc pour :
D2V (t,z) <0
on obtient
H(t,z,D,V(t,x), D>V (t,x)) =  Hy(t,z,D,V(t, z), D2V (t,z),7)
= raD,V(tx) + BElOE o 1yt
ou :

dy = 190<(t,x,DxV(t,x),DiV(t,x)))

= (yo (t, x, D,V (t,x), D2V (t,x)),vo(t, x, D,V (t, a:)))

= <y07U0)'
avec
DIV(t,Jﬁ) Y —1
S ALY NN N G —
W= = et
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Maintenant il faut résoudre le probléme (2.16) qui a la forme suivante pour notre cas

q—1
T 2 B 2
DV (t,2) + 1D,V (¢, x) + Lo 4+ 1 (—va”(t,m)> =0,
V(T,z) =x7.

On désigne par I' C [0, 7] 'ensemble des points de continuité des fonctions /(.) définies
dans (3.8) En tenant compte de fait que touts les coefficients dans le modéle (3.1) sont
cadlag on obtient que la mesure de Lebesgue de I'A(I") = T'. La solution de ce probléme

pour t € I" et x > 0 est donnée par la fonction

A1<t) gl_q(t,x) + Al(t)

V(t,x) =
(t,2) Y Y

gt @),

qui remplit la condition (2.18) avec V, = 0. Par conséquent, on a

H(t,z, D,V (t,x), D2V (t,x)) = Hy(t,z, D,V (t,x), D2V (t,x),9*(t, x)),

ou
P (t,x) = (v (t,2), v (t, 7))
avec :
. b
Yy = 1—~
et
\ ga(t)

v, =

~ T - :
gi(T) + [, §i(s)ds

On a vérifié les hypothéses Hy, Hy pour ce cas. Donc le théoréme (2.3.1) implique le
corollaire (3.6.1)



Conclusion

Nous venons d’aborder dans le cadre de notre travail la notion d’optimisation stochas-
tique en temps continu. Aprés avoir donné quelques notions de base sur le calcul sto-
chastique, notamment le mouvement Brownien, processus et formule d’It6 les équations
différentielles, nous avons donné une approche de résolution qui, en fait la programmation
dynamique, cette méthode fait recours a la notion d’équations d’Hamilton Jacobi Bellman
(HJB). Ces résultat trouve des applications diverses en économie, finance, assurance et
beaucoup d’autres. On a illustré ces résultats pour les appliquer au modéle financier tels
que la résolution d’ un probléme d’investissement et de consommation optimale a temps
continue dans un marché financier de type de Black-scholes a coefficients non aléatoire
(déterministe).

Comme travail au future on cherche a avoir les application de la programmation dy-
namique d’Hamilton Jacobi Bellman, pour la résolution des problémes d’investissement
et consommation optimale a temps continue dans un marché financier de Black-Scholes
a coefficients aléatoire. Il convient de souligner qu’il existe dans la littérature d’autres
approches de résolution telle que le principe du maximum de Pontriaguine, et celle par

les équations de Riccati.

o1
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