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Introduction

Le calcul stochastique est une branche à la croisée de probabilités et de l’ana-
lyse mathématiques qui s’occupe des phénomènes aléatoires dépendant du temps.
Le cœur des outils probabilistes réside dans le calcul stochastique, qui n’est rien
autre qu’un calcul différentiel, mais adapté aux trajectoires des processus stochas-
tiques qui ne sont pas différentiables. Le calcul différentiel présente une théorie de
l’intégration d’un processus stochastique (intégrant) par rapport à un autre (inté-
grateur), afin de résoudre des équations différentielles stochastiques qui servent de
modèle mathématique à des systèmes faisant intervenir deux types de forces, l’une
déterministe et l’autre aléatoire. Le processus le plus connu et largement utilisé qui
effectue ce calcul est le mouvement Brownien, il est utilisé en mathématiques fi-
nancières, en économie( par exemple en évolution des prix des actions et des taux
d’intérêt obligataires), en mécanique quantique, en traitement du signal, en chimie,
en météorologie, et même en musique.
La théorie de l’intégration et des équations différentielles stochastiques a été déve-
loppée par : N. Wiener([45]), en 1923, K.Iô 1942, 1944, 1951 ([16, 17, 18]), P.Lévy
([34]), en 1948, A.N. Kolmogorov [27], en 1931, Willy Feller([44]), en 1936, . . . . La
liste des articles et livres connexes est très longue et nous ne le mentionnons pas ici
en entier. La théorie la plus connue du calcul stochastique est celle deK.Itô, le père
de la théorie stochastique de l’intégration.
Pendant plusieurs décennies, le meilleur modèle utiliser pour mettre en œuvre de
nombreuses idées est la semimartingales, le calcul stochastique pour les semimar-
tingales et la théorie générale des processus stochastiques sont étroitement liés à
la théorie de l’intégration stochastique et les équations différentielles stochastiques.
Cependant dans les années récentes, il y a eu un intérêt considérable à étudier le
mouvement Brownien fractionnaire en raison de ses propriétés simples et de cer-
taines applications dans divers domaines scientifiques comme la télécommunication,
la turbulence, la finance, . . . , et afin de faire de meilleures applications du mouve-
ment Brownien fractionnaire en finance, de nombreux auteurs ont proposé d’utiliser
le mouvement Brownien fractionnaire mixte comme modèle stochastique. De plus,
le mouvement Brownien fractionnaire mixte a été suggéré de remplacer le mouve-
ment Brownien en tant que processus de conduite dans la modélisation de nombreux
phénomènes réels. Le mouvement Brownien fractionnaire mixte a été introduit par
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Patrick Cheridito ([35]) en 2001, défini comme une combinaison linéaire entre le mou-
vement Brownien et le mouvement Brownien fractionnaire de paramètre H ∈ (0, 1).
Ce processus n’est pas une semimartingale si H ∈ (0, 1)\{1

2
}∪]3

4
, 1), et il n’est pas

aussi un processus de Markov. Comme ce processus n’est pas une semimartingale,
on ne peut pas appliquer la théorie de calcul stochastique classique développée par
K.Itô. Pour définir une intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien
fractionnaire, on est amené à la décomposer en deux parties : une semimartingale (le
mouvement Brownien), et la partie non-semimartingale (mouvement Brownien frac-
tionnaire). L’intégrale par rapport au mouvement Brownien est traité par le calcul
stochastique classique et pour définir une intégrale par rapport au mouvement Brow-
nien fractionnaire, différentes approches ont été proposées ; le calcul stochastique au
sens de trajectoires qui est basé sur l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes et l’intégrale
de L.C. Young ([41]) et une autre approche donnée par T. Lyons ([41]) en 1998 ;
Le calcul de Malliavin, il est encore connu par le calcul des variations stochastiques
([8, 29, 37]), et le calcul de Wick ([43]).

L’étude des équations différentielles stochastiques dirigées par le mouvement Brow-
nien fractionnaire mixte a été considéré généralement dans le cas où le paramètre
H ∈ (1

2
, 1). La Solvabilité de ces équations différentielles stochastiques a été prouvée

en 2002 par K.Kubilius ([26]) pour des coefficients indépendants du temps et un drift
nul, en 2008, par Yuliya.M ([46]) pour H ∈ (3

4
, 1) et des coefficients bornés et aussi

en 2008, par D.Nualart et J.Gurra pour tout H > 1
2
. En 2011, Yuliya S. Mishurae

et M.SHEVCHENKO ([47]) ont généralisé ces résultats, en prouvant la solvabilité de
ces équations différentielles stochastiques pour tout H > 1

2
avec la possibilité de la

dépendance entre le mouvement Brownien et le mouvement Brownien fractionnaire.

Le travail réalisé dans ce mémoire a pour objectif d’étudier des équations diffé-
rentielles stochastiques dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire mixte.

J’ai partagé mon manuscrit en quatre chapitres. Dans le premier chapitre, des
notions de base sont mentionnées, un petit rappel sur le mouvement Brownien frac-
tionnaire et ses propriétés est présenté, en se basant sur ([23, 21]). Dans le deuxième
chapitre, nous nous intéressons à deux processus qui sont des extensions du mou-
vement Brownien fractionnaire ; le mouvement Brownien fractionnaire mixte et le
mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé, on étudie leurs propriétés en
faisant appel aux papiers de Patrick Cheridito ([35]), Christoph Thäle ([5]) et Herry
Pribawanto ([14]), et on termine le chapitre par l’étude de la représentation de ces
deux processus dans l’espace de bruit blanc. Le troisième chapitre est dédié à l’étude
des équations différentielles stochastiques dirigées par un mouvement Brownien frac-
tionnaire mixte, en commençant par un petit rappel sur le calcul stochastique ,
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puis on étudie des équations différentielles stochastiques dirigées par un mouvement
Brownien fractionnaire mixte sous différentes conditions sur les coefficients et on ter-
mine le chapitre par une synthèse sur les résultats de Yuliya S. Mishurae et Georgiy
M.SHEVCHENKO ([47]). Enfin, quelques exemples d’applications du mouvement
Brownien fractionnaire mixte en finance feront l’objet du quatrième chapitre.



Chapitre 1

Mouvement Brownien Fractionnaire

1.1 Des notions de base

1.1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1. Un processus stochastique X = (Xt)t≥0 est une famille de va-
riables aléatoires indexées par un ensemble de temps T, toutes définies sur un même
espace de probabilité (Ω,F ,P) à valeurs dans un espace mesurable (E, ξ) appelé es-
pace d’états du processus X : (t, ω) 7−→ Xt(ω).
En général T = [0, T ] = [0,∞] = R+ ou R.
Pour chaque ω la fonction t 7−→ Xt(ω) s’appelle la trajectoire du processus.

Définition 1.1.2. Etant donné un processus stochastique X = (Xt)t≥0, les lois finie-
dimensionnelles de X sont les lois de tous les vecteurs (Xt1 , . . . , Xtn), t1, . . . , tn ∈ T, n ∈ N.
L’ensemble des lois fini-dimensionnelles caractérise la loi PX du processus X

Définition 1.1.3. Soit X et Y deux processus stochastiques
– On dira que Y est une version(modification) de X si pour tout t ∈ T,
P(Xt = Yt) = 1.

– Deux processus sont dit indistinguables si P(Xt = Yt,∀t ∈ T) = 1

Dans la suite, quand nous écrirons X L
= Y égalité en loi de deux processus nous

signifierons l’égalité de toutes les loi fini-dimensionnelles de X et de Y .

(Xt1 , . . . , Xtn)
L
= (Yt1 , . . . , Ytn)

pour tous t1, . . . , tn ∈ T

Remarque 1.1.1. Si X et Y sont indistinguables, alors X est une modification de
Y mais la réciproque est fausse.

10



1.1.1 Processus stochastique 11

Définition 1.1.4. Un processus est dit :
– à accroissements indépendants si pour tous 0 < t1 < . . . < tn, les variables
aléatoires Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1 sont indépendantes.

– à accroissements stationnaires si la loi des accroissements Xt+h−Xt ne dépend
pas de h > 0.

Définition 1.1.5. On dit qu’un processus (Xt)t≥0 est à variation finie sur [0, T ] si :

sup
(ti)

∑
i

∣∣Xti+1
−Xti

∣∣ <∞.
Et à variation quadratique finie sur [0, T ] si :

sup
(ti)

∑
i

∣∣Xti+1
−Xti

∣∣2 <∞.
La borne supérieure est prise sur la famille de subdivisions t0 = 0 < t1 < . . . < tn = T

de [0, T ].

Définition 1.1.6. Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité. Une filtration F = (Ft)t≥0

sur cet espace est une famille croissante (Ft)t∈T de sous tribus de F .

Définition 1.1.7. Une filtration est dite :
– Complète si les ensembles P−négligeables de F∞ sont dans F0 et si l’espace
de probabilité est complet ;

– Continue à droite si Ft+ = Ft, ∀t > 0 où ∀t > 0,Ft+ =
⋂
s>t

Fs;

– Satisfait les conditions habituelles, si elle est continue à droite et complète.

On note F̄ = (F̄t)t≥0 la plus petite filtration qui contient F est satisfait les
conditions habituelles.

Remarque 1.1.2. On considère que toutes filtration utilisée dans la suite, est une
filtration qui satisfait les conditions habituelles.

Définition 1.1.8. Un processus est dit mesurable si l’application

(t, ω) −→ Xt(ω)

définie sur R+ × Ω muni de la tribu B(R+)⊗F est mesurable.
Un processus est dit adapté si pour tout t ≥ 0, Xt est Ft-mesurable. Le processus X
est dit progressif si, pour tout t ≥ 0 l’application

(t, ω) −→ Xt(ω)

est mesurable sur [0, T ]×Ω muni de la tribu B([0, T ])⊗Ft, où B([0, T ]) est la tribu
de Borel.
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Définition 1.1.9. Xt et Yt deux processus définis sur le même espace de proba-
bilité (Ω,F ,P) sont dit indépendants si les sous tribus FX = σ{Xt, t ∈ T} et
FY = σ{Yt, t ∈ T} engendrées par les Xt, respectivement les Yt, sont indépendantes
relativement à P.

Définition 1.1.10. Un processus X est une F-martingale si :

1. Xt est un processus F-mesurable.

2. E(|Xt|) < +∞, pour tout t ≥ 0.

3. Pour tout s ≤ t, E(Xt/Fs) = Xs P− p.s.

Définition 1.1.11. On note H2 l’espace des martingales continues bornées et de
carré intégrable ; On définit un produit scalaire sur H2 par (M,N) = E(< M,N >∞).
L’espace L2 est l’espace de Hilbert pour le produit scalaire

(H,K) = E(

∫ ∞
0

HsKsd < M,M > s), Ht, Kt deux processus progressifs ,M ∈ H2.

1.1.2 Régularité des trajectoires

Définition 1.1.12. Un processus stochastique X est continu (respectivement continu
à droite, continu à gauche) si ∀ω ∈ Ω, la trajectoire

t 7−→ Xt

est continue (respectivement continue à droite, continue à gauche).

Définition 1.1.13. On rappelle qu’une fonction f : Rp 7−→ Rd est dite γ−Höldérienne
s’il existe C < +∞ tel que :

‖ f(x)− f(y) ‖≤ C ‖ x− y ‖γ

où ‖ . ‖ désigne la norme ambiante de Rp ou de Rd.

Ce théorème donne une condition suffisante pour qu’un processus stochas-
tique ait une modification continue avec des trajectoires Höldériennes.

Théorème 1.1. [23](Kolmogorov) Soient α, β, γ > 0, si un processus stochastique
X sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P)satisfait

E(|Xt −Xs|α) ≤ γ |t− s|β

alors il existe une version continue X̃ de X.
En fait, les trajectoires de X̃ sont Höldériennes pour tout γ < β

α
.
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1.1.3 Autosimilarité

Définition 1.1.14. Un processus X est autosimilaire si pour tout α > 0,∃β > 0

Xαt
L
= βXt, ∀t ∈ R

au sens de l’égalité des lois fini-dimensionnelles.

Remarque 1.1.3. Pour β = αH, on dit que X est autosimilaire d’indice 0 < H < 1,
et on écrit : ∀α > 0

Xαt
L
= αHXt, ∀t ∈ R.

H est le coefficient d’autosimilarité où bien le paramètre de Hurst.

Remarque 1.1.4. Un processus autosimilaire ne peut pas être en plus stationnaire
car on aurait

Xt
L
= Xαt

L
= αHXt

On a en particulier E(Xt) = αHE(Xt), ce qui donne une contradiction quand on
fait tendre αH −→ +∞, (H > 0).

Proposition 1.1.1. Soit (Xt)t≥0 un processus autosimilaire à accroissements sta-
tionnaires tel que P(X1 6= 0) > 0. On suppose que E(|X1|γ) <∞ alors{

0 < H < 1
γ
, si 0 < γ < 1

0 < H ≤ 1, si γ ≥ 1

Cette propriété montre qu’un changement d’échelle dans le temps est équivalent
(en loi ) à un changement d’échelle en espace i.e. il s’agit d’une égalité en loi et pas
en trajectoire.

1.1.4 Espace de distributions

Définition 1.1.15. Une fonction test ϕ est une fonction indéfiniment dérivable,
nulle hors d’un intervalle borné (on dit aussi que ϕ est de classe C∞ et à support
borné). L’ensemble des fonctions test est noté D(R).

Définition 1.1.16. Soit (E, τ) un espace topologique et soit A un sous ensemble de
E. On dit que x est un point adhérent à A s’il existe une suite de points de A qui
converge vers x dans l’espace (E, τ) .
On appelle Adhérence de A noté Ā, l’ensemble des points de E qui sont adhérents à
A.
Une partie K de E est dite dense dans E si Ā = E.

Définition 1.1.17. On appelle espace de Schwartz noté S(R), l’ensemble des fonc-
tions régulières f telles que cette fonction et toutes ses dérivées convergent vers 0

plus vite que tout polynôme.
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Proposition 1.1.2. [33] Les compacts de S(R) sont les fermés bornés.

Proposition 1.1.3. [33] L’espace de Schwartz est invariant par dérivation et par
multiplication par un polynôme.

Cette proposition veut dire que si f est dans S(R), alors fα, ∂βf sont aussi dans
S(R).

Lemme 1.1.1. [33] S(R) ⊂ L1(R)

Définition 1.1.18. Le dual topologique de S(R) est noté S ′(R), c’est l’espace des
distributions tempérées.

Proposition 1.1.4. [33] Une distribution à support compact est tempérée.

1.1.5 Processus gaussien

Soit X une variable aléatoire gaussienne, d’espérance m et de variance σ2.

Définition 1.1.19. Un espace gaussien est un sous-espace vectoriel fermé de L2(Ω,F ,P)

formé de variables gaussiennes.

Par exemple si X = (X1, . . . , Xd) est un vecteur gaussien dans Rd, alors l’espace
vectoriel engendré par {X1, . . . , Xd} est un espace gaussien.
La proposition suivante indique que l’espace gaussien est un espace fermé.

Proposition 1.1.5. [23] Soit (Xt)t∈T un processus gaussien 1.1.20, si Xt converge
en probabilité vers X, alors X est aussi une variable aléatoire gaussienne.

Définition 1.1.20. On dit qu’un processus stochastique X est gaussien si et seule-
ment si toute combinaison linéaire de ses marginales a1Xt1 + . . . + anXtn suit une
loi gaussienne 1 (Pour tout n ∈ N; t1, . . . , tn ∈ T et a1, . . . , an ∈ R.)
Toutes les lois fini-dimensionnelles d’un processus gaussien sont connues dés qu’on
se donne la fonction moyennem = E(Xt) et l’opérateur de covariance r = Cov(Xt, Xs).

Théorème 1.2. [21] Soit r une fonction symétrique de type positif sur T × T, il
existe alors un processus gaussien dont la fonction de covariance est Σ.

Proposition 1.1.6. [21] Un processus gaussien est stationnaire ssi E(Xt) est une
constante.

Exemples de processus gaussiens :

– Processus d’Ornstien-Uhlenbek : est le processus gaussien centré définit
par : Ut = e−

1
2B(et), où B un mouvement Brownien

1. Noté N (m,Σ) et de densité f(x) = 1
σ
√
2π

∫ x

−∞
e−

1
2 (
x−m
σ )2
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– Bruit Blanc gaussien : Soient (A, µ) un espace mesuré et U = {A ∈ A :

µ(A) < +∞} ; Le bruit blanc est un processus gaussien (XA)A∈A indexé par
l’ensemble des mesurables A.

Remarque 1.1.5. Les processus gaussiens les plus célèbres sont le mouvement
Brownien et le mouvement Brownien fractionnaire.

1.1.6 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est une description mathématique du mouvement
aléatoire d’une grosse particule immergée dans un fluide et qui n’est soumise à
aucune autre interaction que des chocs avec les petites molécules du fluide d’envi-
ronnement. Il en résulte un mouvement très irrégulier de la grosse particule, qui a
été décrite pour la première fois en 1827. la première étude mathématique rigou-
reuse est fait par Nobert Wienner en 1923 qui exhibe également une démonstration
de l’existence du Brownien.

Définition 1.1.6.1. Un mouvement Brownien standard réel (MB) est un processus
gaussien centré, noté B = (Bt)t≥0 à trajectoires continues de fonction de covariance :

Cov(Bt, Bs) = min(t, s) = t ∧ s.

On l’appelle aussi processus de Wienner.

Propriétés 1.1.1. Le mouvement Brownien standard B a les propriétés suivantes :
– B0 = 0.
– Pour tout t ≥ 0, Bt suit la loi normale centrée de variance t.
– Pour tout 0 ≤ t1 ≤ t2 ≤ . . . ≤ tn, les variables aléatoires
Bt1 , Bt2 −Bt1 , . . . , Btn −Btn−1 sont indépendantes.

– Propriétés de symétrie : Le processus (−Bt)t≥0 est aussi un mouvement Brow-
nien.

– Stationnarité : Les accroissements du mouvement Brownien sont stationnaires
i.e. ∀s ≤ t, Bt −Bs est une variable gaussienne centrée de variance t− s.

– Autosimilarité : Pour tout a > 0, {a 1
2Bat} est un mouvement Brownien.

1.1.6.1 Variation quadratique du mouvement Brownien

Proposition 1.1.7. A1 Soit (Bt)t≥0 un mouvement Brownien, pour t ≥ 0, pour
toute suite de subdivision 4n de [0, 1], tel que lim

n→∞
|4n[0, 1]| = 0, on a :

lim
n→∞

2n∑
i=1

(
B it

2n
−B (i−1)t

2n

)2

= t p.s.



1.1.6.2 Propriétés des trajectoires du Mouvement Brownien 16

1.1.6.2 Propriétés des trajectoires du Mouvement Brownien

Il est naturel d’étudier les propriétés des trajectoires Browniennes en tant
que fonction du temps.

Théorème 1.3. [22] Il existe une version de B telle que, pour tout γ < 1
2
, les

trajectoires sont Höldériennes d’exposant γ sur tout intervalle compact.

Corollaire 1.1. Presque sûrement les trajectoires du MB sont Höldériennes dans
[0, 1

2
[.

Proposition 1.1.8. [22] Presque sûrement, les trajectoires du mouvement Brownien
ne sont pas différentiables .

1.1.6.3 Propriété de Markov

La propriété de Markov du MB est utilisée sous la forme suivante : pour tout
s, le processus (Wt)t≥0 définie par : Wt = Bt+s − Bt est un mouvement Brownien
indépendant de Fs.

Lemme 1.1.2. Si X est un processus Markovien gaussien centré, alors pour tout
s < t < u

E(XtXs)E(XtXu) = E(XtXt)E(XuXs) (1.1)

Preuve :
Si X est un processus Markovien, alors : ∀s < t < u

E(Xu/Xt, Xs) = E(Xu/Xt) = E(Xu) +
Cov(Xt, Xu)

V ar(Xt)
(Xt − E(Xt))

Ainsi, 
E(Xu/Xt) =

Cov(Xt, Xu)

Cov(Xt, Xt)
,

E(Xu/Xt, Xs) = E(Xu) + θuvθ
−1
v (v − E(v)).

On pose rtu = Cov(Xt, Xu), où

v =

(
Xt

Xs

)
et θuv = E(Xuv

t), θv = E(vtv).

On a

θuv = (rutrus) et θv =

(
rtt rts

rst rss

)

θ−1v =
1

rttrss − r2
ts

(
rssXt − rtsXs

rttXs − rstXt

)
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En remarquant que

E(Xu/Xt, Xs) = θuvθ
−1v

= 1
rttrss−r2ts

(rutrssXt − rutrtsXs − rusrstXt + rusrttXs)

.

Puisque, E(Xu/Xt, Xs) = E(Xu/Xt), on a

rut
rtt
Xt =

1

rttrss − r2
ts

(rutrssXt − rutrtsXs − rusrstXt + rusrttXs)

De plus,

Xt(rttrutrss − rttrutrss − rutr2
st + rttrusrst) +Xs(rttrutrst − r2

ttrus) = 0

rssXt(r
2
ttrus − rutrst)− rttXs(rttrus − rutrst) = 0.

Ce qui donne
(rttrus − rutrst)(rssXt − rttXs),

alors,
(rttrus − rutrst) = 0.

1.1.6.4 Le mouvement Brownien comme Martingale

La filtration naturelle du mouvement Brownien est FBt = σ(Bs, s ≤ t).

Proposition 1.1.9. [23] Soit (Bt)t≥0 un mouvement Brownien. Alors les processus
suivants sont des (FBt )−Martingales

– (Bt)t≥0

– (B2
t − t)t≥0

– Pour λ ∈ R, (eλBt−
λ2

2
t)t≥0.

1.2 Mouvement Brownien Fractionnaire

Définition 1.2.0.2. Le mouvement Brownien fractionnaire standard d’indice de
Hurst H ∈ (0, 1) est un processus gaussien continu centré noté BH

t et est le seul
prcossus vérifiant les propriétés suivantes :

1. Autosimilarité :
Pour tout a > 0, BH

at
L
= aHBH

t

2. Accroissements stationnaires :
∀h > 0, (BH

t+h −BH
t )t≥0 a la même loi que (BH

t )t≥0
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Autrement dit
Pour 0 < H ≤ 1, Le mouvement Brownien fractionnaire d’indice H, (BH

t )t≥0 est le
processus gaussien centré de fonction de covariance :

Cov(BH
t , B

H
s ) =

1

2
(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H)

Remarque 1.2.0.1. Le mouvement Brownien fractionnaire "non-standard" a la
fonction de covariance suivante :

Cov(BH
t , B

H
s ) =

V (H)

2
(|t|2H + |s|2H − |t− s|2H)

avec
V (H) =

Γ(2− 2H) cos(πH)

πH(1− 2H)

où Γ(.) est La fonction gamma définie par : Γ(z) =
∫ +∞

0
tz−1e−tdt.

Nous n’aurons jamais considéré un tel cas.

Remarque 1.2.1. Soit (BH
t )t≥0 un mouvement Brownien fractionnaire, pour H = 1

2

on obtient le mouvement Brownien (Bt)t≥0.

Propriétés 1.2.1.
– Le mouvement Brownien fractionnaire (BH

t )t≥0 est un processus gaussien de
variance t2H ;

– Le mouvement Brownien fractionnaire (BH
t ) de paramètre de Hurst H∈(0,1)\{ 1

2
}

n’est pas un processus de Markov.

1.3 Propriétés du Mouvement Brownien fraction-
naire

1.3.1 La propriété de Hölder et la différentiabilité

Proposition 1.3.1. pour H ∈ (0, 1), le mouvement Brownien fractionnaire (BH)

est γ-Höldérien pour tout γ < H.

Preuve :

E
(∣∣BH

t −BH
s

∣∣2) = E
(∣∣B2H

t − 2BH
t B

H
s +B2H

s

∣∣)
Par l’application de la linéarité de l’espérance, on a :

E
(∣∣B2H

t − 2BH
t B

H
s +B2H

s

∣∣) = E
(∣∣B2H

t

∣∣)− 2E
(∣∣BH

t B
H
s

∣∣)+ E
(∣∣B2H

s

∣∣)
=
∣∣t2H∣∣+

∣∣s2H
∣∣− ∣∣t2H + s2H − (t− s)2H

∣∣
= |t− s|2H .
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Donc on a :
E
(∣∣BH

t −BH
s

∣∣2) = |t− s|2H

On prend α = 2, d = 1, d’où ε = 2H

d’après le théorème du Kolmogorov(1.1), BH
t a une modification(version) B̃H

t , dont
les trajectoires sont Hölder-continue, de paramètre α < H.

Proposition 1.3.2. Pour tous H ∈ (0, 1), le mouvement Brownien fractionnaire
BH n’est pas différentiable. De plus pour tout t0 ∈ [0,∞[

P

(
lim
t→t0

sup

∣∣∣∣BH
t −BH

t0

t− t0

∣∣∣∣ =∞
)

= 1.

Preuve :
Désignons que Bt,t0 =

BHt −BHt0
t−t0 .

Utilisons la propriété d’autosimilarité, on a :

Bt,t0
L
= (t− t0)H−1BH

1

On définit U(t, ω) =

{
sup

0≤s≤t

∣∣∣∣BH
s

s

∣∣∣∣ > d

}
. Puis, pour toute suite (tn)n∈N qui décroit

vers 0,
on a : U(tn+1, ω) ⊆ U(tn, ω).
Ainsi

P( lim
n→∞

U(tn)) = lim
n→∞

P(U(tn))

et
P(U(tn) ≥ P

(∣∣∣∣Btn
s

tn

∣∣∣∣ > d

)
= P(|BH

1 | > t1−Hn d) −→
n→∞

1.

Propriétés 1.3.1. Le mouvement Brwonien fractionnaire a aussi ces immédiates
propriétés :

1. BH
0 = 0 P-p.s ;

2. Pour tous t ≥ 0,E((BH
t )2) = t2H ;

3. La variation quadratique du mouvement Brownien fractionnaire est équivalente
p.s à n1−2H .

1.3.2 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une
semimartingale

Un processus X = (Xt)t≥0 est une semimartingale continue s’il s’écrit sous la
forme :

Xt = X0 +Mt + At (1.2)

où M est une martingale (nulle en t = 0) et A est un processus à variation finie.
Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semimartingale pour H 6= 1

2
,
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en effet :
Soit (Xt)t∈[0,T ] un processus stochastique.
Considérons la subdivision π = 0 = t0 < . . . < tn = T . Posons

Sp(X, π) =
n∑
i=1

∣∣Xtk −Xtk−1

∣∣p
la p-variation de X dans l’intervalle [0, T ] est définie comme suit :

Vp(X, [0, T ]) = sup
π
Sp(X, π)

où π est une subdivision finie de [0, T ].
L’indice de la p-variation d’un processus est défini par :

I(X, [0, T ]) = inf{p > 0, Vp(X, [0, T ]) <∞}

On affirme que

I(BH , [0, T ]) =
1

H

En effet, considérons pour p > 0

Yn,p = npH−1

n∑
i=1

∣∣∣BH
i
n
−BH

i−1
n

∣∣∣P
Comme BH a la propriété d’autosimilarité, la suite (Yn,p)n∈N a la même distribution
que

Ỹn,p = n−1

n∑
i=1

∣∣BH
i −BH

i−1

∣∣P
Par le théorème d’ergodicité Ỹn,p converges p.s vers E(|BH

1 |P ) dans L1 quand n tend
vers l’infinie ; Donc il converge aussi en probabilité vers E(|BH

1 |P ). il s’ensuit que :

Vn,p =
n∑
i=1

∣∣∣BH
i
n
−BH

i−1
n

∣∣∣P n→∞−→
P

{
0, if pH > 1

∞, if pH < 1.
(1.3)

Donc on peut conclure que I(BH , [0, T ]) = 1
H
. Pour toute semimartingale X

I(X, [0, T]) doit être dans [0, 1] ∪ {2} ; Le mouvement Brownien fractionnaire ne
peut pas être une semimartingale sauf si H = 1

2
.

1.3.3 La dépendance à long et à court terme

Définition 1.3.1. Un processus stationnaire (Xt)t∈N est dit à long terme si
r(n) = Cov(Xk, Xk+n) satisfait :

lim
n→∞

r(n)

cn−α
= 1

pour α ∈ (0, 1) et c une constante.



1.3.3 La dépendance à long et à court terme 21

Le mouvement Brownien fractionnaire est l’un des processus les plus simples
qui présente la dépendance à long terme.

Remarque 1.3.1. Si un processus stationnaire (Xt)t∈N est à dépendance à long
terme, la dépendance entre Xk et Xk+1 diminue doucement quand n → ∞ et
∞∑
n=1

r(n) =∞.

Proposition 1.3.3. Le mouvement Brownien présente une dépendance à long terme
si H > 1

2
, et une dépendance à court terme si H < 1

2
.

Preuve :
On considère :

Xk = BH
k −BH

k−1, Xk+n = BH
k+n −BH

k+n−1.

Puisque le mouvement Brownien fractionnaire est centré, alors

r(n) = E(XkXk+n) = E((BH
k −BH

k−1)(BH
k+n −BH

k+n−1))

= E(BH
1 (BH

n+1 −BH
n )) = E(BH

1 B
H
n+1)− E(BH

1 B
H
n )

=
1

2

[
(n+ 2)2H − 2n2H + (n− 1)2H

]
=

1

2
n2H

[
(1 +

1

n
)2H − 2 + (1− 1

n
)2H

]

=
n2H

2

[
(1 +

2H

n
) +

H(2H − 1)

n2
− 2 + 1− 2H

n
+
H(2H − 1)

n2
+ o(

1

n2
)

]

= H(2H − 1)n2H−2 + o(n2H−2)

Il s’ensuit que si H > 1
2
, on a

r(n) > 0 et
∑
n

r(n) =∞

et pour H < 1
2
, on a

r(n) < 0 et
∑
n

r(n) <∞.

Pour cela, on dit que le mouvement Brownien fractionnaire a une dépendance à long
terme si et seulement si H > 1

2
et à court terme ssi H < 1

2
.
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1.3.4 La représentation du mouvement Brownien fraction-
naire

Soit BH = (BH
t )t≥0, H ∈ (0, 1) un mouvement Brownien fractionnaire. Il existe

de nombreuses représentations d’un mouvement Brownien fractionnaire. Plus ou
moins compliquées selon que l’ on souhaite obtenir une représentation sur un com-
pact de R ou sur R tout entier.

1.3.4.1 Représentation par Moyenne Mobile

Le mouvement Brownien fractionnaire BH a eu une représentation dans les tra-
vaux de Mandelbort et Van Ness(1968) [23] dans R, présentée comme suit :

BH
t =

1

C1(H)

∫
R

(
(t− u)

H− 1
2

+ − (−u)H−
1
2

)
dBu, t ∈ R (1.4)

où

C1(H) =

(∫
R

(
(1 + s)H−

1
2 − sH−

1
2

)2

ds+
1

2H

) 1
2

et on note x+ = max(x, 0).

1.3.4.2 Représentation harmonizable

Soit 0 < H < 1. Le mouvement Brownien fractionnaire a la représentation
suivante :

BH
t =

1

C(H)

∫
R

eitx − 1

ix
|x|−(H− 1

2
)dB̃x, t ∈ R

où B̃x est un mouvement Brownien à valeur complexe, et C(H) =
(

π
HΓ(2H) sin(Hπ)

) 1
2

1.3.4.3 Représentation de Levy-Hida

Il y a aussi une autre représentation du mouvement Brownien fractionnaire
comme une intégrale de Wiener sur un intervalle finie [0, T ] de la forme ci-dessous :
On a un processus de Wiener Bs et le noyau :

KH(t, s) = dH(t− s)H−
1
2 + sH−

1
2F1

(
t

s

)
avec dH est une constante et

F1 = dH

(
1

2
−H

)∫ z−1

0

θH−
3
2 (1− (θ + 1)H−

1
2 )dθ

si H ∈ (0, 1
2
)
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le noyau KH est donné par :

KH(t, s) = bH

((
t

s

)H− 1
2

(t− s)H−
1
2 −

(
H − 1

2
s

1
2
−H
)∫ t

s

(u− s)H−
1
2uH−

3
2du

)

où

bH =

(
2H

1− 2HB(1− 2H,H + 1
2
)

) 1
2

avec B est la fonction Bêta (B(a, b) =
∫ 1

0
ta−1(1− t)b−1dt)

si H ∈ (1
2
, 1) :

Le noyau a la simple expression suivante :

KH(t, s) = cHs
1
2
−H
∫ t

s

|u− s|H−
3
2 uH−

1
2du, t > s,

où

cH =

(
H(2H − 1)

β(2− 2H,H − 1
2
)

) 1
2

,

la représentation de Levy-Hida du mouvement Brownien fractionnaire est la sui-
vante :

BH
t =

∫ t

0

KH(t, s)dBs, 0 < s < t <∞.

1.4 Mouvement Brownien Multifractionnaire

1.4.1 Définition et Propriétés

Le mouvement Brownien multifractionnaire ( en abrégé MBM) est un pro-
cessus gaussien qu’est une extension du mouvement Brownien fractionnaire, et qui
a été introduit depuis plus de quinze ans par Benassi, Jaffar, Lèvy véhel, peltier et
Roux. [39]. Grossièrement parlant, il est obtenu en remplaçant le paramètre constant
de Hurst du mouvement Brownien fractionnaire par une fonction H(t) qui varie avec
le temps. Ce qui lui permet d’être un bon candidat dans la modélisation de nombreux
phénomènes irrégulier comme le trafic d’internet, traitement d’image, etc.

Définition 1.4.1. Soit H(t) : [0,∞] −→ (0, 1) une fonction continue γ-Höldérienne.
Le MBM est un processus gaussien centré défini par :

BHt
t =

1

Γ(H(t) + 1
2
)

∫
R

(
(t− s)H(t)− 1

2
+ − (−s)H(t)− 1

2

)
dBs

Remarque 1.4.1. Le MBM est une extension naturelle du mouvement Brownien
fractionnaire mais perd certaines de ses propriétés :

– le MBM n’est pas autosimilaire ;
– les accroissements du MBM ne sont pas stationnaires.
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Comme les accroissements du MBM ne sont pas stationnaires, on ne s’inté-
resse pas aux propriétés globaux des trajectoires mais aux propriétés locales.

Proposition 1.4.1. [39] Presque sûrement, l’exposant de Hölder en t0 du MBM est
Ht0 .

1.4.2 Représentation du mouvement Brownien multi-fractionnaire

1. Représentation à Moyenne Mobile[9](Palteier, Lèvy-Vehel(1995))

BHt
t =

1

Γ(Ht + 1
2
)

∫ 0

−∞

(
(t− s)Ht−

1
2 − (−s)Ht−

1
2

)
dBs+

∫ t

0

(t−s)Ht−
1
2dBs, s ∈ R

avec (Bs)s∈R est un mouvement Brownien bilatéral(Le mouvement Brownien
défini sur (−∞,+∞)).

2. Représentation harmonizable : Benassi, Jaffar et Roux1998 ont défini la
représentation harmonisable du mouvement Brownien multifractionnaire, en
utilisant celle du mouvement Brownien fractionnaire, comme suit :

BHt
t =

∫
R

eitξ − 1

|ξ|Ht− 1
2

dBξ

où Bξ est un mouvement Brownien fractionnaire à valeur complexe.



Chapitre 2

Mouvement Brownien Fractionnaire
Mixte et Généralisé

Ce chapitre présente une très importante extension du mouvement Brownien
fractionnaire : Le mouvement Brownien fractionnaire mixte ainsi qu’une autre gé-
néralisation plus vaste du mouvement Brownien fractionnaire, après avoir défini ces
deux processus et étudier leurs propriétés, une représentation du mouvement Brow-
nien fractionnaire mixte dans l’espace du bruit blanc aurait être construite et aussi
celle du mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé. Nous montrons que
ces deux processus sont différentiables au sens de distribution. De plus, on aurait
fournit les S-transformés de ces deux processus. Cela nous conduit à notre objectif
qu’est l’étude des équations différentielles stochastiques dirigées par le mouvement
Brownien fractionnaire mixte (respectivement le mouvement Brownien fractionnaire
mixte généralisé).

2.1 Mouvement Brownien Fractionnaire Mixte

Le mouvement Brownien fractionnaire mixte de paramètre H est un proces-
sus stochastique qui a été introduit par Cheridito [35], pour modéliser un phénomène
financier par le processus stochastique (XH

t (a, b))t∈[0,1] donné par :

XH
t (a, b) = XH

0 (a, b)eνt+σM
H
t (a,b).

Les auteurs ont prit ν, σ, deux constantes, et a > 0, b = 1.

Définition 2.1.1. Un mouvement Brownien fractionnaire mixte de paramètres a, b
et H est un processusMH = {MH

t (a, b),∀t ≥ 0} = {MH
t ,∀t ≥ 0} définie sur l’espace

de probabilité (Ω,F,P) par :

∀t ∈ R+, MH
t = aBt + bBH

t ,

où (Bt)t≥0 est un mouvement Brownien et (BH
t )t≥0 est un mouvement Brownien

fractionnaire de paramètre H indépendant de B.

25
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Propriétés 2.1.1. [32] Le mouvement Brownien fractionnaire mixte satisfait les
propriétés suivantes :

1. MH est un processus gaussien centré ;

2. ∀t ∈ R+, E((MH
t (a, b))2) = a2t+ b2t2H ;

3. sa fonction de covariance est donnée par

Cov(MH
t (a, b),MH

s (a, b)) = a2 min(t, s)+
b2

2

(
t2H + s2H − |t− s|2H

)
, ∀t, s ≥ 0.

4. Les accroissements du mouvement Brownien fractionnaire mixte sont station-
naires.

5. Pour tout α > 0,
(
MH

αt(a, b)
)
t≥0

=
(
MH

t (aα
1
2 , bα)

)
t≥0

, cette propriété est ap-

pelée autosimilarité mixte.

6. Pour tous H ∈ (0, 1)\{1
2
}, a ∈ R, b ∈ R, (MH

t (a, b))t≥0 n’est pas un processus
de Markov.

2.1.1 Corrélation entre les accroissements du mouvement Brow-
nien fractionnaire mixte

Notation 2.1.1. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le même espace
de probabilité (Ω,F ,P). On note ρ(X, Y ) le coefficient de corrélation défini par :

ρ(X, Y ) =
Cov(X, Y )√
V (X)

√
V (Y )

Lemme 2.1.1. [32] ∀s ∈ R+, ∀t ∈ R+,∀h ∈ R+, 0 ≤ h ≤ t− s

ρ(MH
t+h−MH

t ,M
H
s+h−MH

s ) =
b2

2(a2h+b2h2H )

[
(t− s+ h)2H − 2(t− s)2H + (t− s− h)2H

]
.

Corollaire 2.1.1. Pour tout a ∈ R et b ∈ R\{0}, les accroissements de (MH
t (a, b))t∈R+

sont corrélés positivement si 1
2
< H < 1, corrélés négativement si 0 < H < 1

2
, et

non corrélés si H = 1
2
.

Preuve :
Si H > 1

2
, à partir de la convexité de la fonction x 7−→ x2H , on dérive

∀x ∈ R+,∀h ∈ R+\{0}, (x+ h)2H − 2x2H + (x− h)2H > 0

Si H < 1
2
, à partir de la concavité de la fonction x 7−→ x2H , on dérive

∀x ∈ R+,∀h ∈ R+\{0}, (x+ h)2H − 2x2H + (x− h)2H < 0

Par conséquent, en utilisant le lemme (2.1.1),

Si H > 1
2
, ρ(MH

t+h −MH
t ,M

H
s+h −MH

s ) > 0

Si H < 1
2
, ρ(MH

t+h −MH
t ,M

H
s+h −MH

s ) < 0

Si H = 1
2
, ρ(MH

t+h −MH
t ,M

H
s+h −MH

s ) = 0.
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Remarque 2.1.1. Du lemme (2.1.1) et du corollaire (2.1.1)

i) Si H > 1
2

(respectivement H < 1
2
), si a 6= 0, b1, et b2 sont deux constantes réelles

tels que |b1| ≤ |b2|(resp, |b1| ≥ |b2|), puisque

∀s ∈ R+, ∀t ∈ R+, ∀h ∈ R+, 0 ≤ h ≤ t− s

(MH
t+h(a, b1)−MH

t (a, b1),MH
s+h(a, b1)−MH

s (a, b1))

≤ (MH
t+h(a, b2)−MH

t (a, b2),MH
s+h(a, b2)−MH

s (a, b2)).

Alors Si H > 1
2

( H < 1
2
)

1. Plus le |b|est petit( grand), les accroissements sont moins corrélés.

2. Plus le |b|est grand (petit ), les accroissements sont plus corrélés.

ii) Si H > 1
2

(H < 1
2
), si b 6= 0, a1, et a2 sont deux constantes réelles tels que

|a1| ≤ |a2|(resp, |a1| ≥ |a2|), puisque

∀s ∈ R+, ∀t ∈ R+, ∀h ∈ R+, 0 ≤ h ≤ t− s

(MH
t+h(a2, b)−MH

t (a2, b),M
H
s+h(a2, b)−MH

s (a2, b))

≤ (MH
t+h(a1, b)−MH

t (a1, b),M
H
s+h(a1, b)−MH

s (a1, b)).

Alors Si H > 1
2

(resp, H < 1
2
)

1. Plus le |a|est petit(grand), les accroissements du MH
t sont plus corrélés.

2. Plus le |a|est grand (petit ), les accroissements du MH
t sont moins corré-

lés.

En pratique. Pour modéliser certains phénomène, on peut choisir H, a, b pour que
le MH

t (a, b) serait un bon modèle.

2.1.2 La dépendance à long et à court terme

Lemme 2.1.2. Pour tous a ∈ R et b ∈ R\{0}, les accroissements du mouvement
Brownien fractionnaire mixte sont à dépendance à long terme ssi H > 1

2

Preuve :
Pour tout n ∈ N∗,

r(n) = E
(
(MH

n+1 −MH
n )MH

1

)
=
b2

2

[
(n+ 1)2H + (n− 1)2H − 2n2H

]
= b2H(H − 1)n2H−2ε(n).

où lim
n→+∞

ε(n) = 0.

On remarque que
∑
n∈N∗

r(n) = +∞ si et seulement si 2H − 2 > −1, c-à-d ssi H > 1
2
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2.1.3 Continuité Höldérienne et différentiabilité

Lemme 2.1.3. Pour tous T > 0 et γ < 1
2
∧H, le mouvement Brownien fractionnaire

mixte a une modification avec des trajectoires qui sont γ−Hölder continu dans [0, T ].

Preuve :
Selon le théorème de Kolmogorov (1.1), il suffit de montrer que

∀α > 0, ∃Cα, ∀(s, t) ∈ [0, T ]2, E
(∣∣MH

t −MH
s

∣∣α) ≤ Cα|t− s|α( 1
2
∧H).

En utilisant la stationnarité (2.1.1) et l’autosimilarité mixte (2.1.1) des accrois-
sements du MH

t , on a

E
(∣∣MH

t −MH
s

∣∣α) ≤ E (∣∣MH
t−s
∣∣α)

≤ E
(∣∣∣MH

1 (a(t− s)
1
2
−H), b(t− s)H

∣∣∣α) .
Si H ≤ 1

2
, il y en a deux constantes positives C1 et C2, dépend de α tel que :

E
(∣∣MH

t −MH
s

∣∣α) ≤ (t− s)αHE
(∣∣∣MH

1 (a(t− s)
1
2 , b)

∣∣∣α)
≤ (t− s)αH

[
C1|a|α(t− s)α(( 1

2
)−H)E(|B1|α) + C2|b|αE(|BH

1 |α)
]

≤ Cα(t− s)αH ,

où
Cα = C1|a|αTα(( 1

2
)−H)E(|B1|α) + C2|b|αE(|BH

1 |α)

Si H > 1
2
, il y en a deux constantes positives C ′1 et C ′2, dépendant de α telles que :

E
(∣∣MH

t −MH
s

∣∣α) ≤ (t− s)
α
2E
(∣∣∣MH

1 (a, b(t− s)H−
1
2 )
∣∣∣α)

≤ (t− s)
α
2

[
C ′1|a|αE(|B1|α) + C ′2|b|α(t− s)α(H−( 1

2
))E(|BH

1 |α)
]

≤ Cα(t− s)α2 ;

où
Cα = C ′1|a|αE(|B1|α) + C ′2|b|αTα(H−( 1

2
))E(|BH

1 |α).

D’après les résultats de Mounir Zili [32] les notions suivantes ont été introduites par
Kolwankar et Gangal, et ensuite étudiées par Ben Adda [25] et Cresson [10].

Définition 2.1.2. Soit f une fonction continue sur [a, b], et soit α ∈]0, 1[. On
appelle α−dérivée fractionnaire locale de f en t0 ∈ [a, b] dασf(t0) donnée par :

dασf(t0) = Γ(1 + α) lim
t→tσ0

σ(f(t)− f(t0))

|t− t0|α

pour σ = +(resp, σ = −), où Γ est la fonction d’Euler.
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Définition 2.1.3. Soit f une fonction continue sur [a, b], et soit α ∈]0, 1[. La fonc-
tion f est α−différentiable en t0 ∈ [a, b] ssi dα+f(t0) et dα−f(t0) existent et sont égales.
Dans ce cas, on note la α−dérivée de f en t0 par dαf(t0).

Théorème 2.1. Pour tout α ∈]0, 1
2
∧H[, les trajectoires du mouvement Brownien

fractionnaire mixte sont presque sûrement α−différentiable à chaque t0 ≥ 0, et

∀t0 ≥ 0, P(dαMH
t0

= 0) = 1

Preuve :
On fait la preuve pour σ = +.(La preuve pour σ = − est identique.)
En utilisant la stationnarité et l’autosimilarité mixte des accroissements du mouve-
ment Brownien fractionnaire mixte.

MH
t −MH

t0

(t− t0)α
L
= (t− t0)−αMH

1

(
a(t− t0)

1
2 , b(t− t0)H

)
L
= a(t− t0)

1
2
−αB1 + b(t− t0)H−αBH

1 .

En conséquent, si 0 < α < 1
2
∧H,

P
(
dα+M

H
t0

= 0
)

= P

(
lim
t→t0

MH
t −MH

t0

(t− t0)α
= 0

)
= P

(
lim
t→t0

a(t− t0)
1
2
−αB1 + b(t− t0)H−αBH

1 = 0

)
= 1.

Théorème 2.2. Pour tout α ∈]1
2
∧ H, 1[, les trajectoires du mouvement Brownien

fractionnaire mixte ne sont pas α−différentiables presque sûrement.

Preuve :
Pour d > 0, on définit l’événement

A(t) =

{
sup

0≤s≤t

∣∣∣∣MH
s (a, b)

sα

∣∣∣∣ > d

}
Pour toute suite tn ↘ 0, on a

A(tn+1) ⊂ A(tn)

Ainsi,
P( lim

t→+∞
A(tn)) = lim

t→+∞
P(A(tn))

et en utilisant l’autosimilarité mixte de MH ,

P(A(tn)) ≥ P
(∣∣∣MH

tn
(a,b)

tαn

∣∣∣ > d
)

= P
(
|at

1
2
−α

n B1 + btH−αn BH
1 | > d

)
.
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i) Si H < 1
2
, dans ce cas α > 1

2

P(A(tn)) ≥ P
(
|at

1
2
−H

n B1 + bBH
1 | > tα−Hn d

)
,

lim
n→+∞

P
(
|at

1
2
−H

n B1 + bBH
1 | > tα−Hn d

)
= P

(
|BH

1 | ≥ 0
)

= 1.

ii) Si H = 1
2
, dans ce cas α > H et α > 1

2

P(A(tn)) ≥ P
(
|aB1 + bBH

1 | > tα−Hn d
)

donc

lim
n→+∞

P
(
|aB1 + bBH

1 | > tα−Hn d
)

= P
(
|aBH

1 |+ bBH
1 ≥ 0

)
= 1.

iii) Si H > 1
2
, dans ce cas α > 1

2

P(A(tn)) ≥ P
(
|aB1 + bt

H− 1
2

n BH
1 > tα−

1
2 | > d

)
donc

lim
n→+∞

P
(
|aB1 + bt

H− 1
2

n BH
1 > tα−

1
2 | > d

)
= P (|aB1| ≥ 0) = 1.

On conclut que pour tout α ∈]1
2
∧H, 1[, pour tout t0 ≥ 0,

P

(
lim sup
t→t0

∣∣∣∣MH
t −Mt0

(t− t0)α

∣∣∣∣ = +∞
)

= 1.

2.1.4 Le mouvement Brownien fractionnaire mixte est-il une
semimartingale ?

La notion classique de semimartingale se trouve au bout d’une chaîne de géné-
ralisation du mouvement Brownien, dont chacune a étendu la classe des processus
stochastiques qui peut jouer le rôle d’intégrateur dans l’intégration stochastique au
sens d’Itô[38]. Il a été établit qu’un processus stochastique Xt F-adapté est appelé
F-semimartingale s’il a la décomposition (1.2). plus tard, on a constaté que si la
filtration F satisfait les conditions habituelles, un processus X F-adapté, continu à
droite p.s a la forme (1.2) ssi X satisfait la condition suivante :

IX(β(F)) est bornée dans L0 (2.1)

où

β(F) =

{
n−1∑
j=0

fj1(tj ,tj−1) n ∈ N, 0 ≤ t0, . . . , tn ≤ 1,∀j, fj est F−mesurable et |fj| ≤ 1 p.s.

}
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et

IX(ϑ) =
n−1∑
j=0

fj(Xtj+1
−Xtj) pour ϑ =

n−1∑
j=0

fj1(tj ,tj+1] ∈ β(F)

Cheridito [35] a proposé de travailler avec une caractérisation légère que la dé-
finition de la semimartingale. En réalité, il a définit une formule plus faible de la
semimartingale.

Définition 2.1.4. Un processus Xt est une F-semimartingale faible s’il est F-adapté
et satisfait (2.1).
On dit que X est une semimartingale faible s’il est F-semimartingale faible. Et on
dit que X est une semimartingale s’il est F̄-semimartingale faible.

Exemple
Il est facile de vérifier que le processus déterministe

Xt =

{
0, pour t ∈ [0, 1

2
]

1, pour t ∈ (1
2
, 1].

est une semimartingale faible. Mais il n’est pas une semimartingale car il n’est
pas continu à droite p.s.

Lemme 2.1.4. [35] Soit F = (Ft)t≥0 une filtration. Alors tout processus stochastique
F−semimartingale faible (Xt)t≥0 continu à droite est aussi une F̄-semimartingale
faible. En particulier, si X est continu à droite p.s alors, il est une F̄-semimartingale.

Cependant, il s’ensuit du lemme (2.1.4) précédant que pour chaque filtration F,
une F-semimartingale faible continue à droite est aussi une F̄−semimartingale.
Il est facile de déterminer si le mouvement Brownien fractionnaire mixte, est F−semimartingale
quand H = 1

2
. Il est clair que

1√
1 + α2

M
1
2
,α

est un mouvement Brownien. En particulier, une F̄M
1
2 ,α−semimartingale. Par consé-

quent, M
1
2
,α est une semimartingale.

Pour les autres cas, on a les résultats principaux dans le théorème suivant

Théorème 2.3. [35] MH n’est pas une semimartingale faible si H ∈ (0, 1
2
)∪ (1

2
, 3

4
],

il est équivalent à
√

1 + α2Bt si H = 1
2
et équivalent au mouvement Brownien si

H ∈ (3
4
, 1].

A fin de prouver ce théorème, Cheridito[35] a utilisé des différentes méthodes.
Pour H ∈ (0, 1

2
) la preuve est basée sur le fait que la variation quadratique du

mouvement Brownien fractionnaire n’est pas finie. Donc le mouvement Brownien
fractionnaire mixte aura une variation quadratique infinie pour H < 1

2
.

Pour H > 1
2
, on a le contraire. En effet, la variation quadratique du processus
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est égale à celle du mouvement Brownien. Cependant, dans ce cas particulier, le
mouvement Brownien fractionnaire mixte n’est pas une semimartingale faible pour
H ∈ (1

2
, 3

4
], mais il est équivalent au mouvement Brownien pour H ∈ (3

4
, 1).

Croquis de la preuve
En abrégeant la preuve seulement pour le cas H ∈ (1

2
, 3

4
), en utilisant le théorème

de Stricker [3].
On présente tout d’abord le théorème de Stricker. On travaille sur un espace de
probabilité complet, où les processus sont indexés sur [0, 1] et soit (Xt)t∈[0,1] un pro-
cessus stochastique tel qu’il existe un espace gaussien qui contient toutes les versions
des variables aléatoires E(Xt/Fs), s, t ∈ [0, 1]. Rappelons qu’on a caractériseé une
semimartingale par le fait que l’ensemble IX(β) est bornée dans L0.

Théorème 2.4. [3]Stricker 1983. (Xt)t∈[0,1] un processus gaussien avec sa filtra-
tion naturelle. Si IX(β) est borné dans L0, alors il est borné dans L2.

Définition 2.1.5. Un processus stochastique (Xt)t∈[0,1] est une quasi-martingale si

Xt ∈ L1, ∀t ∈ [0, 1]

et

sup
τ

n−1∑
j=0

∥∥∥E(Xtj+1
−Xtj/FXtj )

∥∥∥
1
<∞

où τ est l’ensemble de toutes les partitions finies de [0, 1].

Remarque 2.1.2. Dès lorsque, IX(β) est borné dans L2, alors (Xt)t∈[0,1] est une
quasi-martingale.

Théorème 2.5. Si (MH
t )t∈[0,1] n’est pas une quasi-martingale, il n’est pas une se-

mimartingale faible.

Preuve :
Supposons que MH est une semimartingale faible. Le théorème de Stricker (2.4)
implique que IMH (β(FMH

)) est borné dans L2. Par suite, il est aussi borné dans L1.
Pour toutes les partitions 0 = t0 < t1 . . . < tn = 1

n−1∑
j=0

sign
(
E
[
MH

tj−1
−MH

tj
/Ftj

])
1(tj ,tj−+1] ∈ β(FMH

),

et
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(
n−1∑
j=0

sgn
(
E
[
MH

tj−1
−MH

tj
/Ftj

])
1(tj ,tj−+1]

)∥∥∥∥∥
1

≥ E

[
IMH

(
n−1∑
j=0

sign
(
E
[
MH

tj−1
−MH

tj
/Ftj

])
1(tj ,tj−+1]

)]

=
n−1∑
j=0

∥∥∥E [MH
tj−1
−MH

tj
/Ftj

]∥∥∥
1
.

Il s’en suit que MH est une quasi-martingale. Par conséquent, si MH n’est pas
une quasi-martingale, il ne peut pas être une semimartingale faible.
Il reste maintenant, de prouver queMH n’est pas une quasi-martingale. On le prouve
pour H ∈ (1

2
, 3

4
], en calculant

n−1∑
j=0

∥∥∥∥∥E
(

∆n
j+1M

H/F
MH

j
n

tj

)∥∥∥∥∥
1

et montrons que cette quantité tend vers l’infinie quand n → ∞. Cela prouve que
(M

3
4
t )t∈[0,1] n’est pas une quasi-martingale.

Cheridito [35] a obtenu une résultat remarquable, il a montrer que le mouvement
Brownien fractionnaire mixte est une semimartingale pour H ∈]3

4
, 1), i.e. la somme

de deux processus gaussien indépendants centrés, le premier est le mouvement Brow-
nien, et le deuxième est le mouvement Brownien fractionnaire de paramètre H est
une semimartingale si H ∈]3

4
, 1). Ce qu’il nous fais penser à des exemples où la

somme de deux processus gaussien centrées indépendants (Xt)t≥0 et (Yt)t≥0 est une
semimartingale sachant que au moins l’un des deux processus n’est pas une semi-
martingale.

Exemple :
Soit le pont Brownien (ηu(t), t ≤ u) sur [0, u], le processus du mouvement Brownien
(Bt, t ≤ u) conditionné par Bu = 0. Rappelons que ηu(t) peut s’écrire sous la forme
ηu(t) = Bt− t

u
Bu, tel que ηu(t) est indépendant de Bu et sa décomposition canonique

est donnée par

ηu(t) = βt −
∫ t

0

ds
ηu(s)

u− s
, t ≤ u

où βt est le mouvement Brownien dans la filtration {Put , t ≤ u} de ηu(t). De plus,
on a la proposition suivante

Proposition 2.1.1. [31] Soit f ∈ L2([0, u]), alors

1. Le processus ∫ t

0

f(s)ηu(s) =

∫ t

0

f(s)dβs −
∫ t

0

dsf(s)
ηu(s)

u− s
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est bien définit pour t ≤ u avec∫ u

0

f(s)dηu(t) = lim
t→u

∫ t

0

f(s)dηu(s) p.s dans L2

2. (
∫ t

0
f(s)ηu(s)) est une semimartingale par rapport {Put , t ≤ u} si et seulement

si ∫ t

0

ds|f(s)| 1√
u− s

<∞

Maintenant, soient u ∈]0, 1] et α ∈]1
2
, 1] et soit la fonction

ψ(s) =
1√
u− s

| log(u− s)|−α1u
2
<s<u

satisfait ∫ u

0

dsψ2(s) <∞ mais
∫ u

0

dsψ(s)
1√
u− s

=∞

Pour que nous atteint notre objectif, on décompose le mouvement Brownien (Bt)t≥0

comme suit
Bt = ηu(t) +

t

u
Bu, t ≤ u

On considère g ∈ L2([0, u]) tel que∫ t

0

ds|g(s)| 1√
u− s

=∞, et g(s) 6= 0, pour tout s

Alors, on prend

Xt =

∫ t

0

g(s)dηu(s), et Yt =
Bu

u

∫ t

0

g(s)ds

Donc, comme X et Y sont indépendants et Xt + Yt =
∫ t

0
g(s)dBs, alors Xt + Yt est

une martingale.

Plus généralement, soit u ∈]0, 1[, en utilisant la même idée ; Premièrement on
décompose (Bt)t≥0 en ηu(t) + t

u
Bu.

Puis B̂t = Bt+u −Bu, t ≤ 1− u en η̂1−u(t) + t
1−uB̂1−u.

Après, pour f ∈ L2([0, 1]), on écrit∫ t
0
f(s)dBs =

∫ t
0
f(s)1(s≤u)dBs + 1(u<t)

∫ t
u
f(s)dBs

=
∫ t

0
f(s)1(s≤u)dηu(s) + Bu

u

∫ t
0
f(s)1(s≤u)ds

+1(u<t)

∫ t
u
f(s)dη̂1−u(s− u) + 1(u<t)

B1−Bs
1−u

∫ t
u
f(s)ds.

Maintenant, on choisit g telle que∫ t

0

|g(s)| ds√
u− s

=∞,
∫ 1

u

|g(s)| ds√
1− s

=∞, et pour tout s < 1.
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Alors

Xt =

∫ t

0

g(s)1(s≤u)dηu(s) + 1(u<t)
B1 −Bs

1− u

∫ t

u

g(s)ds

et

Yt = 1(u<t)

∫ t

u

g(s)dη̂1−u(s− u) +
Bu

u

∫ t

0

g(s)1(s≤u)ds

sont deux processus gaussiens indépendants tel que Xt + Yt =
∫ t

0
g(s)dBs est une

martingale.
on peut vérifier que ni Y ni X est une semimartingale en utilisant la proposition
(2.1.1).

2.2 Mouvement Brownien Fractionnaire Mixte Gé-
néralisé

Récemment, le mouvement Brownien fractionnaire mixte a été encore généralisé
par Thäle[5] au mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé.
Soit α1, . . . , αn, n ∈ N des nombres réels non nuls.

Définition 2.2.1. Un mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé de pa-
ramètres H = (H1, . . . , Hn), et α = (α1, . . . , αn) est un processus stochastique
ZH = (ZH

t )t≥0 = (ZH,α
t )t≥0 défini sur l’espace probabilisé (Ω,F ,P) par

ZH
t = ZH,α

t =
n∑
k=1

αkB
Hk
t

où (BHk
t )t≥0 sont des mouvements Browniens fractionnaires de paramètre

Hk, k = 1, . . . , n indépendants.

On collecte quelques propriétés du mouvement Brownien fractionnaire mixte
généralisé

2.2.1 Propriétés élémentaires

Il est clair que le mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé Zt est un
processus gaussien, puisque toutes combinaisons linéaire des processus gaussien est
encore un processus gaussien. De plus Zt est un processus centré c-à-d

E(Zt) = E

(
n∑
k=1

αkB
Hk
t

)
=

n∑
k=1

αkE(BHk
t ) = 0.

Il s’ensuit que

E(Z2
t ) = E

( n∑
k=1

αkB
Hk
t

)2
 =

n∑
k=1

α2
kE
(

(BHk
t )2

)
=

n∑
k=1

α2
kt

2Hk .
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La covariance du processus ZH
t a la forme suivante : Pour tous s, t ∈ [0,∞)

Cov(ZH
t , Z

H
s ) = E(ZH

t Z
H
s ) = E

(
n∑

j,k=1

αjαkB
Hj
t BHk

s

)

= 1
2

n∑
k=1

α2
k(t

2Hk + s2Hk − |t− s|2Hk).

Le processus ZH
t a des accroissements stationnaires. Pour vérifier ce résultat, il

suffit de montrer qu’il sont non-corrélés, puisque les accroissements sont gaussiens
on obtient pour tous t1, t2, t3, t4 ;

E [(Zt2 − Zt1)(Zt4 − Zt3)] = E(Zt2Zt4)− E(Zt2Zt3)− E(Zt1Zt4) + E(Zt1Zt3)

=
1

2

n∑
k=1

αk(t
2Hk
2 + t2Hk4 − |t2 − t4|2Hk)

−1

2

n∑
k=1

αk(t
2Hk
2 + t2Hk3 − |t2 − t3|2Hk)

−1

2

n∑
k=1

αk(t
2Hk
1 + t2Hk4 − |t1 − t4|2Hk)

+
1

2

n∑
k=1

αk(t
2Hk
1 + t2Hk3 − |t1 − t3|2Hk)

= 0.

On introduit la famille des opérateurs d’échelle S(c1,c2,...,cN ,H1,...,HN ), pour tous
c1, . . . , cN ≥ 0, qui agissent comme suit :

N∑
k=1

fk(t) 7−→ S(c1,c2,...,cN ,H1,...,HN )

(
N∑
k=1

fk

)
(t) =

N∑
k=1

c−Hkk fk(ckt).

Particulièrement, pour le processus Zt, on obtient

(
S(c1,c2,...,cN ,H1,...,HN )Z

)
t

=
N∑
k=1

akc
−Hk
k BHk

ckt
=

N∑
k=1

akB
Hk
t ,

en utilisant l’autosimilarité du mouvement Brownien fractionnaire BHk
t . Cela

montre que Zt est invariant par la famille des transformations (c1, c2, . . . , cN , H1, . . . , HN),
qui est une sorte d’une généralisation d’autosimilarité du processus Zt.
Concernant la propriété de Markov pour Zt, Évidemment si H1 = . . . = HN = 1

2
, Zt

est un processus de Markov, par ailleurs si 0 < H1, . . . , Hk < 1, Hk 6= 1
2
pour tout
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k = 1, . . . N , nous montrons que la fonction de covariance ne satisfait pas l’équation
(1.1). On prend s = 1

2
, t = 1, u = 3

2
, on obtient d’abord

Cov(Z 1
2
, Z 3

2
) =

1

2

N∑
k=1

a2
k

((
1

2

)2Hk

+

(
3

2

)2Hk

− 1

)

Cov(Z1, Z1) =
N∑
k=1

a2
k,

Cov(Z 1
2
, Z1) =

1

2

N∑
k=1

a2
k,

Cov(Z1, Z 3
2
) =

1

2

N∑
k=1

a2
k

(
1 +

(
3

2

)2Hk

−
(

1

2

)2Hk
)

l’équation (1.1) pour le processus Zt est équivalente à

N∑
k=1

a2
k

((
1

2

)2Hk

+

(
3

2

)2Hk

− 1

)
=

1

2

N∑
k=1

a2
k

(
1 +

(
3

2

)2Hk

−
(

1

2

)2Hk
)

Et donc
3 + 32Hk − 3.22Hk = 0,

simultanément pour k = 1, . . . , N . Mais la dernière équation a une seule solution
Hk = 1

2
, pour tout k = 1, . . . , N . C’est ce qui a été traitée ci-dessus.

Le théorème suivant résume les propriétés précédentes.

Théorème 2.6. [5] Le mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé (Zt)t≥0

a les propriétés suivantes

1. Zt est un processus gaussien centré de covariance

1

2

∑
k=1

Na2
k(t

2Hk + s2Hk − |t− s|2Hk), pour tout t, s ∈ [0,+∞)

2. Z a des accroissements stationnaires.

3. Z est Sc1,...,cn;H1,...,Hn-invariant.

4. Z n’est pas un processus de Markov, sauf si H1 = · · · = HN = 1
2

2.2.2 La dépendance à court et à long terme

Proposition 2.2.1. [5] Z a une dépendance à long terme si et seulement s’il existe
k ∈ {1, . . . , N} tel que Hk >

1
2
.
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2.2.3 La continuité Höldérienne et différentiabilité

Proposition 2.2.2. [5] Le processus Zt est γ-Hölder continu, avec γ < min
1≤K≤N

Hk

P.s. Donc il a une modification continue.

Proposition 2.2.3. [5] Le mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé n’est
pas différentiable presque sûrement.

2.3 Le mouvement Brownien fractionnaire mixte dans
l’espace de bruit blanc

Soit (Ω,B, µ) l’espace de bruit blanc i.e. Ω est l’espace de distributions tem-
pérées S ′(R), où B est la σ−algèbre de Borel sur S ′(R) i.e. la σ−algèbre générée
par des ensembles cylindriques dans S ′(R), et µ est l’unique mesure de probabilité
déterminée par le Théorème de Bochner-Minlos [24] telle que∫

S′(R)

exp(i < ω, f >)dµ(ω) = exp

(
−1

2
|f |20
)

(2.2)

Pour toute fonction lisse et rapidement décroissante f ∈ S(R). Ici < ω, f > Désigne
la forme bilinéaire du paire dual entre ω ∈ S ′(R) et f ∈ S(R), et |.|0 est la norme
usuelle dans L2(R). Le produit scalaire correspondant dans L2(R) est noté (., .)0.
De (2.2) on déduit que < ., f > est une variable gaussienne centrée de variance |f |0
à cause de l’isométrie

Eµ
(
< ., f >2

)
= |f |20, f ∈ S(R)

Nous pouvons étendre < ., g > à g ∈ L2(R). Donc on a pour f, g ∈ L2(R)

Eµ (< ., f >< ., g >) = (f, g)0 . (2.3)

Il s’ensuit par le théorème de Kolmogorov (1.1) que la version continue de
< .,1[0,t) > existe et est un mouvement Brownien Bt dans l’espace de bruit blanc car
chaque f ∈ L2(R) peut être approximée par une combinaison de fonctions étagées,
on a

< ., f >=

∫
R

f(t)dBt, (2.4)

où
∫
R
f(t)dBt est l’intégrale classique de Wiener d’une fonction f ∈ L2(R).

Comme le mouvement Brownien fractionnaire mixte est une combinaison linéaire
du mouvement Brownien avec le mouvement Brownien fractionnaire indépendant
du mouvement Brownien, sa réalisation dans l’espace de bruit blanc peuvent être
facilement dériver. Mandelbort et Van Ness(1968) [23] ont prouvé que pour tout
H ∈ (0, 1)\{1

2
} un mouvement Brownien fractionnaire est donné par sa version

continue telle qu’il est mentionné dans (1.4).
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Pour obtenir la représentation du mouvement Brownien fractionnaire en terme d’une
fonction indicatrice, on utilise les intégrales fractionnaires et les dérivées fraction-
naires.
Premièrement, pour H ∈ (1

2
, 1), on utilise les intégrales fractionnaires définies pour

tout α ∈ (0, 1) par :

(Iα−f)(x) =
1

Γ(α)

∫ ∞
x

f(t)(t− x)α−1dt =
1

Γ(α)

∫ ∞
0

f(x+ t)tα−1dt

et
(Iα+f)(x) =

1

Γ(α)

∫ x

−∞
f(t)(x− t)α−1dt =

1

Γ(α)

∫ ∞
0

f(x− t)tα−1dt,

si l’intégrale existe pour tout x ∈ R.
Maintenant, pour H ∈ (0, 1

2
) on utilise les dérivées fractionnaires, qui sont pour tout

α ∈ (0, 1) et ε > 0 donnée par

(
Dα
±f
)

(x) =
α

Γ(1− α)
lim
ε→0+

∫ ∞
ε

f(x)− f(x∓ t)
tα+1

dt,

si la limite existe.
Donc par (2.4) et par (1.1) on a le théorème suivant

Théorème 2.7. [14] Pour H ∈ (0, 1), l’opérateur NH
± est défini comme suit

NH
± =


KHD

−(H− 1
2

)
± , si H ∈ (0, 1

2
)

f, si H = 1
2

KHI
H− 1

2
± f, si H ∈ (1

2
, 1)

Ensuite le mouvement Brownien fractionnaire de paramètre H dans l’espace de bruit
blanc est défini comme étant la version continue de

〈
., NH

− 1[0,t)

〉
.

La proposition suivante donne quelques propriétés de l’opérateur NH
±

Proposition 2.3.1. [4] Soient H ∈ (0, 1) et f ∈ S(R). Alors

1.
(
f,NH

− 1[0,1)

)
0

=

∫ t

0

(
NH

+ f
)

(s)ds

2. NH
+ f est continu

3.
(
f,NH

− 1[0,T )

)
0
est différentiable et d

dt

(
f,NH

− 1[0,T )

)
0

= NH
+ f(t).

Par conséquent, la représentation du mouvement Brownien fractionnaire mixte
est bien définie.

Définition 2.3.1. Pour tous H ∈ (0, 1), a, b ∈ R, (a, b) 6= (0, 0), le mouvement
Brownien fractionnaire mixte de paramètres H, a et b dans l’espace de bruit blanc
est donné par la version continue de 〈 ., a1[0,t) + bNH

− 1[0,T )〉.
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2.3.1 Le Bruit Blanc Fractionnaire Mixte

Comme on a vus dans la section (2.1.3), les trajectoires du mouvement Brownien
fractionnaire mixte ne sont pas presque sûrement différentiables. Cependant, nous
allons montrer que le mouvement Brownien fractionnaire mixteMH est différentiable
comme une application de R dans l’espace des fonctions stochastiques généralisé,
appelé distribution de Hida[19]. la dérivée au sens de distribution du mouvement
Brownien fractionnaire mixte est appelé le bruit blanc fractionnaire mixte.
Selon le théorème de décomposition de Wiener-Itô [4], toute fonction ϕ ∈ (L2) =

(S ′(R),B, µ) peut être décomposé d’une façon unique comme suit

ϕ =
∞∑
n=0

〈∴⊗n, fn〉, fn ∈ L̂2
c(R

n), (2.5)

où L̂2
c(R

n) désigne l’espace des L2−fonctions symétriques à valeurs complexes sur
Rn, et ⊗n est n fois le produit tensorielle. la décomposition précédente est appelé
l’expansion de Wiener-Itô de ϕ. De plus, la L2−norme ‖ ϕ ‖0 de ϕ est donnée par

‖ ϕ ‖2
0= Eµ(ϕ2) =

∞∑
n=0

n!|fn|n0 . (2.6)

On considère le Hamiltonien de l’oscillateur harmonique A = − d2

dx2
+ x2 + 1 et

on définit son second opérateur de quantification T (A) en terme de l’expansion de
Wiener-Itô. Notons D(T (A)) le domaine de T (A) qui est l’espace des fonction ϕ de

la forme (2.5) tel que fn ∈ D(A⊗n) et
∞∑
n=0

n!|A⊗nfn| <∞. Alors, on définit

T (A)ϕ =
∞∑
n=0

<∴⊗n, A⊗nfn >, ϕ ∈ D(T (A)).

Les deux opérateurs A et T (A) ont leurs images denses dans L2(R) et (L2) respec-
tivement. De plus, ils sont inversibles et leurs opérateurs inverses sont bornés.
Pour p ∈ N0 et ϕ ∈ D(T (A)p), on définit une norme plus généralisée comme suit

‖ ϕ ‖p=‖ T (A)pϕ ‖0

et on définit

(S)p =
{
ϕ ∈ (L2) : T (A)pexiste et T (A)pϕ ∈ (L2)

}
on muni (S)p d’une norme ‖ . ‖p. Si on définit

(S)p = limite projective de{(S)p : p ∈ N0}

Alors (S) est l’espace nucléaire, il est appelé l’espace des fonction test Hida. Le
dual topologique (S)∗ de (S) est appelé l’espace de distributions de Hida. On peut
montrer que

(S)∗ =
⋃
p≥0

(S)∗p
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et la norme sur le dual topologique (S)∗p de (S)p est donnée par

‖ ϕ ‖−p=‖ T (A)−pϕ ‖0, p ∈ N0

Donc on arrive au triplet de Gelfand (S) ⊂ (L2) ⊂ (S)∗.
Le pair dual de ϕ ∈ (S)∗ et η ∈ (S) est donné par 〈〈ϕ, η〉〉. Si ϕ ∈ (L2) alors

〈〈ϕ, η〉〉 = Eµ(ϕ, η). (2.7)

Définition 2.3.2.

1. Soit I ⊂ R un intervalle. Une application X : I → (S)∗ est appelé la distribu-
tion de processus stochastique.

2. Un processus stochastique X est dit différentiable au sens de disribution si la
limite

lim
h→0

Xt+h −Xt

h

existe dans (S)∗.

Notons que la convergence dans (S)∗ veut dire la convergence dans la topologie
de la limite inductive.
Maintenant, on est dans la position de montrer le que mouvement Brownien fraction-
naire mixte MH est un processus stochastique différentiable au sens de distribution.
Premièrement, rappelons que l’espace des distributions tempérées S ′(R) peut être
reconstruite comme la limie inductive comme suit. Définissons la famille des normes
sur L2(R) par

‖ f ‖2
−p=‖ A−pf ‖2

0=
∞∑
k=0

(2k + 2)−2p(f, ξk)
2
0, p ∈ N

En effet ξk est une fonction propre de A avec les valeurs propres 2k+ 2. Donc S ′(R)

est la limite inductive de S−p(R), p ∈ N, qui est définie comme la fermeture de
L2(R) par rapport ‖ . ‖−p. Notons que la convergence dans la topologie de la limite
inductive coïncide avec les deux convergences dans la topologie forte et faible−∗ de
S ′(R).

Lemme 2.3.1. [14] Pour tout H ∈ (0, 1), NH
− 1[0,t) : R → S ′(R) est différentiable

et
d

dt
NH
− 1[0,t) =

∞∑
k=0

(
NH

+ ξk
)

(t)ξk.

Le théorème suivant nous permet de calculer la dérivée de BH
t ;

Théorème 2.8. [4] Soit I ⊂ R un intervalle et soit F : I → S ′(R) une fonction
différentiable. Alors 〈., F (t)〉 est un processus stochastique différentiable au sens de
distribution et on a

d

dt
〈., F (t)〉 =

〈
.,
d

dt
F (t)

〉
.
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D’après le théorème précédant et le lemme (2.3.1), on voit que BH est différen-
tiablle pour H ∈ (0, 1) et

d

dt
BH
t =

〈
.,
∞∑
k=0

(NH
+ ξk)(t)ξk

〉
.

Maintenant, pour t ∈ R on définit la distribution

〈δt ◦NH
+ , f〉 =

(
NH

+ f
)

(t),

où δt est la fonction de Dirac en t. Alors,

‖
∞∑
k=0

(
NH

+ ξk
)

(t)ξk − δt ◦NH
+ ‖2

−1 =
∞∑
k=0

(2n+ 2)−2

(
∞∑
k=0

(
NH

+ ξk
)

(t)(ξk, ξn)0 − 〈δt ◦NH
+ , ξn〉

)2

= 0.

Par conséquent,
d

dt
BH
t = 〈 ., δt ◦NH

+ 〉

Définition 2.3.3. Soit H ∈ (0, 1). La dérivée de MH
t dans (S)∗

WH
t = 〈., aδt + bδt ◦NH

+ 〉

est appelé le Bruit Blanc Fractionnaire Mixte.

L’un des outils fondamentaux dans l’analyse de bruit blanc est la S-transformé.

Définition 2.3.4. Pour φ ∈ (S)∗ la S-transformée est identifiée par

(Sφ) (η) = 〈〈φ, exp (〈., η〉)〉〉 , ηS(R).

La S-transformée est bien définie grâce à l’exponentielle de Wick pour < ., η >

exp (〈., η〉) = exp

(
〈 ., η〉 − 1

2
|η|20
)

de l’intégrale de Wiener des fonctions lisses et qui se décroit rapidement sont les
fonction test de Hida. Aussi, la S-transformée donne une méthode pratique pour
caractériser les éléments dans (S)∗.

Définition 2.3.5. L’application F : S(R) → C est dite U-fonctionnelle si elle
satisfait les deux conditions suivantes :

i) Pour tout η, ς ∈ S(R) l’application λ 7→ F (η + λς) est analytique sur C.

ii) ∃K1, K2 > 0 tel que |F (zη)| ≤ K1 exp(K2|z|2 ‖ η ‖2) pour tout z ∈ C, η ∈ S(R)

et une certaine norme continue ‖ . ‖ sur S(R).

Théorème 2.9. [14] La S-transformée définit une bijection entre l’espace des dis-
tributions de Hida (S)∗ et l’espace du U-fonctionnelle.
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Le corollaire suivant est un résultat important du théorème précédent concer-
nant l’intégration de Bochner des distributions de même type et qui dépend d’un
paramètre supplémentaire.

Corollaire 2.3.1.1. [14] Soient (Ω, F,m) un espace mesuré et λ→ φλ une applica-
tion de Ω dans (S)∗. Si la S-transformée de φλ réalise les deux conditions suivantes :

1. L’application λ→ (Sφλ)(η) est mesurable pour tout η ∈ S(R),

2. ∃C1(λ) ∈ L1(Ω,m), C2 ∈ L∞(λ), et une norme ‖ . ‖ continue dans S(R)

|(Sφλ)(zη)| ≤ C1(λ) exp
(
C2(λ)|z|2 ‖ η ‖2

)
, ∀z ∈ C et η ∈ S(R),

alors φλ est l’intégrale de Bochner par rapport à une certaine norme Hilber-
tienne définissant la topologie de (S)∗. Par conséquent∫

Ω

φλdm(λ) ∈ (S)∗

de plus

S

(∫
Ω

φλdm(λ)

)
(η) =

∫
Ω

(Sφλ) (η)dm(λ)

2.3.2 Le Bruit Blanc Fractionnaire Mixte Généralisé

La représentation suivante du mouvement Brownien fractionnaire mixte généra-
lisé est bien définie

Définition 2.3.6. Pour H = (H1, . . . , Hn) et α = (α1, . . . , αn), Hk ∈ (0, 1), αk ∈
R, n ∈ N un mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé de paramètre H et

α dans l’espace de bruit blanc est donné par la version continue de

〈
.,

n∑
k=1

αkN
Hk
− 1[0,1)

〉
.

Comme on a déjà vu que le mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé
ZH n’est pas différentiable presque sûrement, donc maintenant on va montrer que le
mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé est un processus stochastique
différentiable au sens de distribution.

Définition 2.3.7. Soient H = (H1, . . . , Hn), α = (α1, . . . , αn), et Hk ∈ (0, 1), αk ∈
R, n ∈ N. La dérivée de mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé ZH,α

t

dans (S)∗ donnée par

WH,α
t =

〈
.,

n∑
k=1

αkδt ◦NHk
+

〉
est appelé le bruit blanc fractionnaire mixte généralisé.

Par définition siX : I → (S)∗ est un processus stochastique différentiable au sens
de distribution, donc S

(
d
dt
Xt

)
(η) = d

dt
(SXt(η)), maintenant on peut obtenir l’ex-

pression explicite de la S-transformée du mouvement Brownien fractionnaire mixte
généralisé et le bruit blanc fractionnaire mixte généralisé.
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Proposition 2.3.2. [14] Soit H ∈ (0, 1), alors pour tout η ∈ S(R)

1.
(
SZH,α

t

)
(η) =

n∑
k=1

αk

(
η,NHk

− 1[0,t)

)
0

2.
(
SWH,α

t

)
(η) =

n∑
k=1

αk

(
NHk
− η

)
(t)

Preuve :

1. Par (2.6) et par la polarisation de (2.7), on trouve

(
SZH,α

t

)
(η) =

〈〈
ZH,α
t , exp (〈., η〉)

〉〉
= Eµ

(〈
.,

n∑
k=1

αkN
Hk
− 1[0,t)

〉
exp (〈., η〉)

)

=
n∑
k=1

αk

(
η,NHk

− 1[0,t)

)
0
.

2. Comme le bruit blanc fractionnaire mixte généralisé WH,α
t est la dérivée du

mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé et d’après la proposition

(2.3.1), il résulte
(
SWH,α

t

)
(η) =

n∑
k=1

αk

(
NHk
− η

)
(t).



Chapitre 3

Analyse Stochastique du Mouvement
Brownien Fractionnaire mixte

Dans ce chapitre, on s’intéresse à l’étude des équations différentielles stochas-
tiques mixte i.e.des équations différentielles stochastiques dirigées par le mouvement
Brownien fractionnaire mixte de la forme

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

b(s,Xs)dBs +

∫ t

0

c(s,Xs)dB
H
s , t ∈ [0, T ], (3.1)

où B est le mouvement Brownien et BH est le mouvement Brownien fractionnaire
de paramètre H ∈ (1

2
, 1). L’intégrale par rapport à B est l’intégrale d’Itô [38] et

l’intégrale par rapport à BH est l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes généralisé ou l’in-
tégrale de Young.
Soit (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace de probabilité filtré et complet. Notant que (Bt)t≥0

est un Ft-mouvement Brownien et (BH
t )t≥0 un mouvement Brownien fractionnaire

adapté à (Ft)t≥0.

3.1 Calcul Stochastique par rapport au Mouvement
Brownien fractionnaire

Une des idées fondamentales du calcul stochastique est la suivante : Si X est une
semimartingale et si f est une fonction de classe C2, alors f(X) est une semimartin-
gale et on peut écrire la formule d’Itô.
Il est bien connu que le mouvement Brownien fractionnaire (BH

t )t≥0 d’indice de
Hurst 0 < H < 1, est une semimartingale si et seulement si H = 1

2
. Situation dans

laquelle il s’agit du mouvement Brownien standard.
Les questions naturelles sont alors : lorsque H 6= 1

2
, est-il possible de construire des

intégrales stochastiques par rapport au mouvement Brownien fractionnaire ? Peut-
on écrire une formule d’Itô ?

45
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Des différentes méthodes ont été utilisées pour construire le calcul stochastique par
rapport à un mouvement Brownien fractionnaire. Citons les contributions suivantes :

– Le calcul de Malliavin, il est encore connu par le calcul des variations sto-
chastiques. Ce calcul est un outil puissant qui peut être utilisé pour définir
l’intégrale stochastique. (Voir [8], [29], [37]).

– Le calcul de Wick[43]
– L’intégrale stochastique trajectorielle par rapport à un mouvement Brownien

fractionnaire définie par Zählr ([30]).
– L’analyse des trajectoires rugueuse ([41]).

3.1.1 Intégrale de Wiener

On note E l’espace des fonctions étagées. On peut définir l’intégrale de Wie-
ner étagée par rapport au mouvement Brownien fractionnaire comme suit :

Définition 3.1.1. Pour un mouvement Brownien fractionnaire (BH
t )t≥0, on définit

l’intégrale de Wiener par rapport au mouvement Brownien fractionnaire pour f ∈ E
par

IH =

∫
T
f(u)dBH

u =
n∑
k=1

fk(B
H
uk+1
−BH

uk
), T = [0, T ]

où

f(u) =
n∑
k=1

fk1(uk,uk+1], u ∈ [0, T ].

On élargit l’application IH dans un espace des intégrants qui est un espace muni
d’un produit scalaire, cet espace est noté H̃, où H̃ = Ē .

Définition 3.1.2. L’intégrale de Wiener par rapport au mouvement Brownien frac-
tionnaire est l’application isométrique IH définie comme

IH : H̃→ SpT(BH)

f → IH(f) = X

Donc, on peut définir SpT(BH) = {X, IH(fn)
L2

→ X, fn(x) ⊂ E}. On associe X avec

une suite de fonctions étagées (fn(x))n∈N équivalente, telle que IH(fn)
L2

→ X. De
plus, on peut écrire

∫
T fX(t)dBH

t , où fX est un élément de la classe équivalente.

Rappelons que notre question principale est : quelle est la classe des intégrants
dans la définition de l’intégrale de Wiener, qui est isométrique à l’espace SpT(BH) ?.
Le théorème suivant est à la base

Théorème 3.1. [23] Soit H̃ une classe des intégrants et E ⊂ H̃ la classe des fonc-
tions étagées et IH(f) l’intégrale de f ∈ E par rapport au mouvement Brownien
fractionnaire (BH

t )t≥0, H ∈ (0, 1). Sous les hypothèses suivantes :
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• H̃ est un espace muni du produit scalaire 〈f, g〉H̃, f, g ∈ H̃,

• pour f, g ∈ E , 〈f, g〉H̃ = E(IH(f)IH(g)),

• l’ensemble E est dense dans H̃.

On a les assertions suivantes :

1. il y a une isométrie entre l’espace H̃ et le sous-espace linéaire de SpT(BH) qui
est une extension de l’application

f → IH(f).

2. H̃ est isométrique à SpT(BH) si et seulement si H̃ est complet.

3.1.2 Intégrale de Young

Puisque, pour H ∈ (0, 1), les trajectoires du mouvement Brownien fraction-
naire (Bt)t≥0 ne sont pas absolument continues, on ne peut pas utiliser la théorie
d’intégration de Riemann-Stieltjes pour donner un sens à l’intégrale

∫ t
0
f(s)dBH

s ,
pour toute fonction f continue. Cependant, d’après L.C. Young [41], si f est assez
régulière au sens de Hölder, alors

∫ t
0
f(s)dBH

s peut être construite comme la limite
de la somme de Riemann. Dans la suite, on notera par Cα(I) l’espace des fonc-
tions α−Hölder continues définies sur l’intervalle I. Le résultat fondamental de L.C.
Young [41], est le suivant :

Théorème 3.2. [41] Soient f ∈ Cβ([0, T ]) et g ∈ Cγ([0, T ]). Si γ + β > 1, alors
pour toute subdivision (tni ) de [0, T ], dont la maille a tends vers 0, La somme de
Riemann

n−1∑
i=0

f(tni )(g(tni+1)− g(tni ))

converge quand n → ∞, vers une limite indépendante de la subdivision (tni ). Cette
limite est notée

∫ T
0
fdg et est appelée l’intégrale de Young de f par rapport à g.

La proposition suivante nous permet d’utiliser le calcul fractionnaire pour étudier
l’intégrale de Young.

Proposition 3.1.1. [30] Soient f ∈ Cλ([a, b]) et g ∈ Cβ([a, b]), avec λ + β > 1 :
soit 1− β < α < λ. Alors, l’intégrale de Young existe et il peut s’exprimer comme∫ b

a

fdg = (−1)α
∫ b

a

dα+f(a)d1−α
− g−(b)dt

où g−(b) = g(t)− g(b).
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3.1.3 L’intégrale de Skorohod

L’intégrale stochastique de Skorohod a été introduite pour la première fois
par A.Skorohod en 1975. Cette intégrale peut être considérée comme une extension
de l’intégrale d’Itô à des intégrants qui ne sont pas forcément F−adaptés. L’intégrale
de Skorohod est aussi liée avec la dérivée de Malliavin.
Soient u = u(t, ω), t ∈ [0, T ], ω ∈ Ω, un processus stochastique mesurable tel que
pour tout t ∈ [0, T ], ut est Ft−mesurable et on a :

E[u2(t)] <∞.

Alors, pour tout t ∈ [0, T ], on peut appliquer l’expansion du chaos de Wiener-Itô à
la variable aléatoire u(t) = u(t, ω), ω ∈ Ω, et ainsi, il existe des fonctions symétriques
fn,t = fn,t(t1, . . . , tn), (t1, . . . , tn) ∈ [0, T ]n, dans L̃2([0, T ]n), n = 1, 2, . . . , telles que

u(t) =
∞∑
n=0

In(fn,t),

où
In(f) =

∫
[0,T ]n

f(t1, . . . , tn)dBt1 . . . dBtn ,

où (Bt)t≥0 est un mouvement Brownien et f ∈ L̃2([0, T ]n), et la convergence a lieu
dans L2(P). De plus, on a l’isométrie

‖u‖2
L =

∞∑
n=0

n!‖fn‖2
L2([0,T ]n)

. (3.2)

Notons que les fonction fn,t, n = 1, 2, . . ., dépendent du paramètre t ∈ [0, T ] donc
on peut écrire

fn(t1, . . . , tn, tn+1) = fn(t1, . . . , tn, t) = fn,t(fn(t1, . . . , tn))

et on peut considérer la fonction fn comme une fonction de n+ 1 variables. Puisque
cette fonction est symétrique par rapport à ses n premières variables, sa symétrie
f̃n est donnée par

f̃n(t1, . . . , tn+1) =
1

n+ 1
[fn(t1, . . . , tn+1)+fn(t2, . . . , tn+1, t1)+. . .+fn(t1, . . . , tn−1, tn+1, tn)]

(3.3)

Définition 3.1.3. Soit u(t), t ∈ [0, T ] un processus stochastique mesurable, tel que
pour tous t ∈ [0, T ], la variable aléatoire u(t) est Ft−mesurable et E(u2(t)) < ∞.
Soit son expansion du chaos de Wiener-Itô

u(t) =
∞∑
n=0

In(fn,t) =
∞∑
n=0

In(fn(., t)).
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Alors, on définit l’intégrale de Skorohod de u par

δ(u) =

∫ t

0

u(t)δBt =
∞∑
n=0

In+1(f̃n)

lorsque la somme converge dans L2(P). Ici, f̃n, n = 1, 2, . . ., est la fonction symé-
trique (3.3), dérivé de fn, n = 1, 2, . . .. On dit que u est l’intégrale de Skorohod.

L’intégrale de Skorohod pour le mouvement Brownien fractionnaire

L’intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien fractionnaire
a été définie principalement pour des intégrants déterministes ou linéaires, mais pour
d’autres cas, il a été plus compliqué d’établir une telle intégrale, puisque, la régula-
rité des trajectoires du mouvement Brownien fractionnaire varie avec le paramètre
de Hurst. Dans le cas général et particulièrement lorsque H > 1

2
, les trajectoires du

mouvement Brownien fractionnaire sont essentiellement α−Hölder continues pour
α < H, par conséquent, une approche d’intégrale stochastique trajectorielle est
également efficace de la même manière que celle présentée par Young. Dans le cas
général, quand H < 1

2
, les trajectoires du mouvement Brownien deviennent plus

rugueuses et donc l’approche trajectorielle pour l’intégrale stochastique n’est pas
cohérente et par conséquent inutile. Pour cette raison d’autre définitions d’intégrale
stochastique ont été introduites. Le plus remarquable est l’intégration de type diver-
gence(ou l’intégrale de Skorohod), qui est basé sur l’idée du calcul de Malliavin, pour
ce cas, on présente brièvement la dérivée de Malliavin par rapport à un processus
Gaussien, en particulier, par rapport au mouvement Brownien fractionnaire.
Soit BH un mouvement Brownien fractionnaire et (Gt)t≥0 un processus Gaussien
centré de la forme :

Gt =

∫ t

0

K(t, s)dBH
s (3.4)

où le noyau K satisfait sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

K2(t, s)ds <∞.

Définition 3.1.4. Soit f une fonction telle que toutes ses dérivées sont bornées
(f ∈ C∞b (Rn)), La dérivée de Malliavin D = D(G) de F est un élément de L2(Ω,H),
définie par

DF =

n∂i∑
i=1

f(G(ϕ1), . . . , G(ϕn))ϕi, ϕ1, . . . , ϕn ∈ H

où F = f(G(ϕ1), . . . , G(ϕn))

La formule d’Itô pour un mouvement Brownien fractionnaire

On montre la formule d’Itô pour une intégrale de Skorohod indéfinie.
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Théorème 3.3. [8] Soit F une fonction de classe C2(R). Pour tout t ∈ [0, T ], la
formule suivante est retenue

f(BH
t ) = f(0) +

∫ t

0

f ′(BH
s )dBs +H

∫ t

0

f ′′(BH
s )s2H−1ds.

3.2 Équations différentielles stochastiques avec un
drift nul

L’unicité de la solvabilité de (3.1), a été prouvée dans les papiers de K.Kubilius
[26], pour des coefficients indépendants du temps et avec un drift nul. Dans ce cas,
l’équation différentielle stochastique devient de la forme suivante :

Xt = ξ +

∫ t

0

f(Xs)dBs +

∫ t

0

g(Xs)dB
H
s , t ∈ [0, t], (3.5)

où B est le mouvement Brownien et BH est le mouvement Brownien fractionnaire
de paramètre H ∈ (1

2
, 1) avec B et BH sont éventuellement dépendants. L’intégrale

par rapport à B est l’intégrale d’Itô [38] et l’intégrale par rapport à BH est l’intégrale
de Lebesgue-Stieltjes généralisée ou l’intégrale de Young. Comme BH

t , 0 < H < 1,
n’est pas une semimartingale, donc on ne peut pas utiliser la théorie des semimar-
tingales pour définir l’intégrale par rapport au mouvement Brownien fractionnaire.
Il y a plusieurs façons pour définir une intégrale stochastique par rapport au mou-
vement Brownien fractionnaire. On utilisera l’intégrale de Riemann-Stieletjes gé-
néralisée. Dans notre approche, la notion de p-variation joue un rôle central. La
p-variation d’une fonction f à valeurs réelles sur [a, b] est donnée par

Vp(f, [a, b]) = sup
x

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|p.

La borne supérieure est prise sur la famille de subdivisions a = x0 < x1 < . . . <

xn = b de [a, b]. Si Vp(f, [a, b]) < ∞, on dit que f est à p-variation bornée sur [a, b].
Désignant par CWp([a, b]) la classe des fonctions continues et à p-variation finie sur
[a, b].
Il est connu que le mouvement Brownien fractionnaire BH , 0 < H < 1, est à p-
variation finie pour p > 1

H
(1.3).

Pour 0 < α ≤ 1, soit C1+α(R) l’ensemble de fonction g : R→ R de classe C1, telle
que

sup
x
|g′(x)|+ sup

x 6=y

|g′(x)− g′(y)|
|x− y|α

<∞.

3.2.1 Existence et Unicité

Le résultat principal de cette section est le théorème suivant



3.2.1 Existence et Unicité 51

Théorème 3.4. Soient T > 0, 0 < α < 1, q > 2 et 1
H
< p < 2 tel que α

q
+ 1

p
> 1.

Soient f une fonction Lipschtzienne, g ∈ C1+α(R), et E(ξ) <∞. Alors, il existe une
unique solution adaptée de l’équation (3.5), avec presque par tout les trajectoires
sont dans l’espace CWq([0, T ]).

Pour prouver l’existence de la solution, on utilise une approximation spéciale.
Dans l’analyse stochastique est appelé l’approximation du type Milstien.
Soit xn = {tnk : 0 ≤ k ≤ m(n)}, n ≥ 1, une subdivision de l’intervalle [0, T ],
i.e.0 = tn0 < tn1 < . . . < tnm(n) = T , et soit max

k
(tnk − tnk−1) → 0, quand n → ∞. Pour

tout n ≥ 1, l’approximation est définie comme suit

Y n(t) = ξ +
∫ t

0
f(Y n(τns ))dBs +

∫ t
0
g(Y n(τns ))dBH

s

+
∫ t

0

∫ s
τns
g′(Y n(τns ))f(Y n(τns ))dBsdB

H
s

+
∫ t

0

∫ s
τns
g′(Y n(τns ))g(Y n(τns ))dBH

u dB
H
s ,

(3.6)

où τns = τnk−1 et Y n(τns ) = Y n(tnk−1) si s ∈ (tnk−1, t
n
k ], 1 ≤ k ≤ m(n). Pour n ∈ N

fixé, le processus Y n est continu par définition et ses trajectoires appartiennent à
CWq([0, T ]), q > 2.

De plus, pour simplifier les notations, on écrit hk(Zs) au lieu d’écrire h(Zs)k(Zs),
où Z est un processus.
Premièrement, on fait la preuve pour la version faible du théorème (3.4), en suppo-
sant que f et g sont bornées.

Théorème 3.5. Soient 0 < α < 1, q > 2, et 1
H
< p < 2, tell que α

q
+ 1

p
> 1. Soient

f et g deux fonctions bornées, f est une fonction Lipschitzienne, g ∈ C1+α(R).
Alors, il existe une solution adaptée de (3.5), avec des trajectoires presque partout
appartiennent à CWq([0, T ]).

La preuve du théorème (3.5), est basée sur les lemmes suivants

Lemme 3.2.1. [26] Si les conditions du théorème (3.5), sont satisfaites, alors, pour
tout T > 0 fini et tout n ≥ 1, r ≥ 1, on a

E(V 2r
q (Y n, [0, T ])) ≤ 22r−1

[
E(R2r) +

C(r, q)

(1− α)2r
T r|f |2r∞

]
exp

{
22r−1C(r, q)L2r T r

(1− α)2r

}
,

où (1 − α)2r est une constante dépendant de r et q, L est la constante de Lipschtz
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de f , et

R = {2Cp, q
α
[(|f |∞|g′|α + |f |α|g′|∞)Vp(B, [0, T ])

+(|g|∞|g′|α + |g|α|g′|∞)Vp(B
H , [0, T ]) + |g|α]Vp(B

H , [0, T ])}
1

1−α

+2Cp, q
α
(1− α)−1[|g|∞ + 2|g′|∞|f |∞Vp(B, [0, T ])

+2|g′|∞|g|∞Vp(BH , [0, T ])]Vp(B
H , [0, T ]).

(3.7)

Lemme 3.2.2. [26] Soient 0 < α ≤ 1, p ≥ 1, g ∈ C1+α(R), et x, y ∈ Wq((a, b]),

a < b. Alors

V p
x
(g(x)− g(y), [a, b]) ≤ |g′|∞V p

α
(x− y, [a, b]) + |g′|α|x− y|∞,[a,b]V α

p (y, [a, b])

Notons

Γ(X, σ, t) = Cp, q
α

max{|g′|∞, |g′|α}[1 + V α
q (X, [σ, t])V α

p (BH , [σ, t])]. (3.8)

En définissant pour tout k ≥ 1 un temps d’arrêt

σnk = inf

{
t > σnk−1 : Γ(Y n, σnk , t) >

1

10
+

1

n+ 7

}
∧ T,

où σn0 = 0.

Lemme 3.2.3. [26] Soit T > 0 et soit xn = {tni = i2−n ∧ T : i = 0, . . . ,m(n)},
n ≥ 1,m(n) = min{i ≥ 1 : i2−n ≥ T}, une suite de subdivisions de [0, T ], supposons
que les fonctions f et g satisfont les conditions du théorème (3.5), Alors pour tout
j ≥ 1, il existe une constante C(j) indépendante de n tel que

R(V 2
q (Y n − Y n+1), [0, σnj ]) ≤ C(j)2−2βn

pour tout n ≥ 1, où β = min{α
q
, (1−α)

q
,

(1−αp
q

)

p
}.

Lemme 3.2.4. [26] Soient Y n un processus et (σnk ) un temps d’arrêt défini dans
le lemme (3.2.3). Alors, il existe un temps d’arrêt σk tel que P(σ1 > 0) = 1,
lim
k→∞

P(σk < T ) = 0, et un processus Y continu avec des trajectoires dans CWq([0, T ])

tell que pour tout k
Vq,∞(Y n − Y, [0, σk])→ 0, n→∞.

3.2.2 Preuve des théorèmes

Preuve du théorème (3.5) :
Du lemme (3.2.4), il s’ensuit qu’il existe un processus stochastique Y avec des trajec-
toires presque partout dans CWq([0, T ]), tel que Vq,∞(Y n−Y, [0, σk])→ 0 pour tout
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k quand n → ∞, où le temps d’arrêt σk est défini dans le lemme (3.2.4). Puisque
Y n,σk est F−adapté, alors Y σk est F−adapté. On va montrer que pour tout k,

Yt = ξ +

∫ t

0

f(Ys)dBs +

∫ t

0

g(Ys)dB
H
s , t ∈ [0, σk]. (3.9)

Soit k ≥ 1. du lemme (3.2.1), et la convergence de Y n vers Y sur [0, σk], et du lemme
de Fatou, il résulte que la variable aléatoire Vp(Y, [0, σk]) est intégrable. Ainsi, la
variable aléatoire

Vq,∞(Y − ξ −
∫

0

f(Ys)dBs +

∫
0

g(Ys)dB
H
s , [0, σk])

est intégrable et

E(Vq,∞(Y − ξ −
∫

0
f(Ys)dBs +

∫
0
g(Ys)dB

H
s , [0, σk]))

≤ E(Vq,∞(Y − Y n, [0, σk])) + E(Vq,∞
∫

0
[f(Ys)− f(Y n

s )]dBs, [0, σk])

+E(Vq,∞(
∫

0
[f(Y n

s )− f(Y n(τns ))]dBs, [0, σk]))

+E(Vq,∞(
∫

0
[g(Ys)− g(Y n

s )]dBH
s , [0, σk]))

+E(Vq,∞(
∫

0
[g(Y n

s )− g(Y n(τns ))−
∫ s
τns
g′f(Y n(τns ))dBu

−
∫ s
τns
g′g(Y n(τns ))dBH

u ]dBH
u , [0, σk]) =

5∑
j=1

Jj.

où

Jj = |g(Y n+1

tn+1
2j−1

)− g(Y n+1
tnj−1

)− g′f(Y n+1
tnj−1

)∆B − g′g(Y n+1
tnj−1

)∆BH |

≤ |g(Y n+1

tn+1
2j−1

)− g(Y n+1
tnj−1

+ f(Y n+1
tnj−1

)∆B + g(Y n+1
tnj−1

)∆BH)|+ |g′(Y n+1
tnj−1

)

+θ[f(Y n+1
tnj−1

)∆B + g(Y n+1
tnj−1

)δBH ])− g′(Y n+1
tnj−1

)| × |f(Y n+1
tnj−1

)∆B + g(Y n+1
tnj−1

)∆BH |,

où ∆B = Btn+1
2j−1
−Btnj−1

,∆BH = BH
tn+1
2j−1

−Btnj−1
et θ est une variable aléatoire tel que

0 ≤ θ ≤ 1.

Notons que Vq,∞(Y n− Y, [0, σk]) ≤ lim inf
m→∞

Vq,∞(Y n− Y n+m, [0, σk]), et en utilisant le
lemme de Fatou, pour obtenir
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E(Vq,∞(Y n − Y, [0, σk])) ≤ lim inf
m→∞

E(Vq,∞(Y n − Y n+m, [0, σk]))

≤ lim inf
m→∞

m∑
j=1

E(Vq,∞(Y n+j − Y n+j−1, [0, σn+j−1
k ]))

≤
∞∑
j=1

(n+ j − 1 + 8)−
2
α =

∞∑
j=n

(j + 8)
−2
α , (en utilisant le lemme(3.2.2)).

Par conséquent, on obtient

lim
n
E(Vq,∞(Y n − Y, [0, σk])) = 0.

Alors, Y est une solution de (3.5), sur [0, σk].
Par ailleurs,

P

(
Vq,∞(Y − ξ −

∫
0

f(Ys)dBs +

∫
0

g(Ys)dB
H
s , [0, T ]) > 0

)
≤ P(σk < T )

et lim
k→∞

P(σk < T ) = 0, par le lemme (3.2.4), alors Y est une solution de l’équation
(3.5) sur [0, T ].

Preuve du théorème (3.4) :

L’unicité de la solution
Supposons que X et Y sont deux solutions de (3.5). Définissons

vk = inf{t > σk−1 : Γ(X, vk−1, t) >
1

4
} ∧ T, v0 = 0, k ≥ 1,

où Γ est définie par (3.8), et

γn = inf{t > 0 : Vq,∞(X, [0, t]) > n, Vq,∞(Y, [0, t]) > n}.

Fixons n ≥ 1. Par le lemme (3.2.2),

E(V 2
q (X−Y, [vk−1∧γn, vk∧γn])) ≤ 2E

(
V 2
q

(∫
vk−1∧γn

[f(Xs)− f(Ys)]dBs, [vk−1 ∧ γn, vk ∧ γn]

))

+2E
(
V 2
q

(∫
vk−1∧γn

[g(Xs)− g(Ys)]dB
H
s , [vk−1 ∧ γn, vk ∧ γn]

))
≤ 2b2kq,2E

(∫
vk∧γn
vk−1∧γn

|f(Xs)− f(Ys)|2ds
)

+2E(Γ2(Y, vk−1 ∧ γn, vk ∧ γn)V 2
q,∞(X − Y, [vk−1 ∧ γn, vk ∧ γn]))

≤ 2b2L
2kq,2E(

∫
vk∧γn
vk−1∧γn

|Xs − Ys|2ds)

+1
8
E(V 2

q,∞(X − Y, [vk−1 ∧ γn, vk ∧ γn])).

(3.10)
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b2 est une constante de l’inégalité de Burkholder-Davis-Gundy [20].
Par induction, nous devons prouver que X = Y sur [0, vk ∧γn] pour tout k ≥ 1. Soit
k = 1. Alors

E(V 2
q,∞(X − Y, [0, v1 ∧ γn])) ≤ 4E(V 2

q (X − Y, [0, v1 ∧ γn]))

et par l’inégalité (3.10)

E(V 2
q,∞(X − Y, [0, v1 ∧ γn])) ≤ 4b2L

2kq,2

∫ T

0

E(V 2
q,∞(X − Y, [0, s ∧ v1 ∧ γn]))ds

Par le lemme de Gronwall [20], on trouve Vq(X − Y, [0, v1 ∧ γn]) = 0. Puisque

|X − Y |[0,v1∧γn],∞ ≤ Vq(X − Y, [0, v1 ∧ γn])

alors X = Y sur [0, v1 ∧ γn].
Maintenant, en supposant X = Y sur [0, vk−1 ∧ γn]. Alors par l’inégalité (3.10)

E(V 2
q,∞(X − Y, [vk−1 ∧ γn, vk ∧ γn]))

≤ 4b2L
2kq,2E(

∫
vk∧γn

vk−1∧γn

V 2
q,∞(X − Y, [vk−1 ∧ γn, s])ds

≤ 4b2L
2kq,2

∫ T

0

E(V 2
q,∞(X − Y, [vk−1 ∧ γn, vk ∧ γn]))ds.

Ainsi, par le lemme de Gronwall [20], on obtient X = Y sur [0, vk ∧ γn] et on
obtient l’assertion requise.
Puisque

P(Vq,∞(X − Y, [0, T ]) > 0) ≤ P(vk < T ) + P(γn < T ) = P(Γ(X, 0, T ) >
k

4
)

+P{Vq,∞(X, [0, T ]) > n

et comme Vq,∞(Y, [0, T ]) > n} → 0 quand k →∞ et n→∞, alors X = Y sur [0, T ].

L’existence de la solution : on définit la suite(fn)n≥0 par :

fn(x) =


f(x) si |x| ≤ n,

f(x)(2− |x|
n

), si n < |x| ≤ 2n,

0 si |x| ≥ 2n.

et gn(x) = g(x)φn(x), où φn(x) = φ(x
n
), φ est une fonction positive et infiniment

différentiable telle que
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φ(x) =

{
1 si |x| ≤ 1,

0 si |x| ≥ 2.
(3.11)

Alors, les fonctions fn et gn sont bornées, fn est Lipschitzienne, gn ∈ C1+α(R).
D’après le théorème (3.5), il existe une solution Xn de l’équation

Xn
t = ξ +

∫ t

0

fn(Xn
s )dBs +

∫ t

0

gn(Xn
s )dBH

s , 0 ≤ t ≤ T .

D’après les hypothèses du théorème (3.4), la fonction f est Lipschitzienne et
g ∈ C1+α. Ainsi, il existe une constante L telle que

|fn(x)| ≤ |f(x)| ≤ L(1 + |x|) et |gn(x)| ≤ |g(x)| ≤ L(1 + |x|),

pour tout x.

De plus, l’estimation suivante détient,

Lemme 3.2.5. [26] Soit E(|ξ|) <∞ , on définit pour tout k ≥ 1 le temps d’arrêt

{
θk = inf{t > θk−1 : Vp(B

H , [θk−1, t]) > (4Cp,q max{2|g′|∞ + 6k, L})−1} ∧ (θk−1 + (16k2
q,1b

2
1L

2)−1) ∧ T,
θ0 = 0,

où k = L sup
x
φ′(x), la fonction φ est définie par (3.11). Alors, pour tout n ≥ 1

et k ≥ 1, on a
E(Vq(X

n, [0, θk])) ≤ 2k(1 + E(|ξ|)).

On définit pour tout n ≥ 1, un temps d’arrêt µn = inf{t > 0 : |Xn
t | > n}. Fixons

m et n, soit m > n. On va montrer que les solutions Xn et Xm coïncident dans
l’intervalle [0, µn ∧ θj], pour tout j ≥ 1.

Premièrement, on note que fn(Xn
t ) = fm(Xn

t ) et gn(Xn
t ) = gm(Xn

t ), si
t ≤ µn ∧ µm. Ainsi,∫ t

0

[fn(Xn
s )− fm(Xn

s )]dBs = 0,

∫ t

0

[gn(Xn
s )− gm(Xn

s )]dBH
s = 0

et

Xn
t −Xm

t =

∫ t

0

[fn(Xn
s )− fm(Xm

s )]dBs +

∫ t

0

gn(Xn
s )− gm(Xm

s )dBH
s

si t ≤ µn ∧ µm.
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Définissons pour tout k ≥ 1 un temps d’arrêt

υnk = inf{t > σnk−1 : Γ(Xn, υnk−1, t) >
1

4
} ∧ T, υn0 = 0.

Puis, répétons la preuve de l’unicité de la solution de l’équation (3.5), on aura
Xn = Xm sur [0, υnk ∧ µn ∧ µm ∧ θj], pour tout k, j ≥ 1.

Par l’inégalité

P(Vq,∞(Xn −Xm, [0, µn ∧ µm ∧ θj]) > 0)

≤ P(υnk ∧ µn ∧ µm ∧ θj) ≤ P(Γ(Xn, 0, θj) >
k

4
)

≤ 4k−1Cp, q
α

max{|g′|∞, |g′|α}[E(Vp(B
H , [0, T ]))+E(V α

q (Xn, [0, θj]))Vp(B
H , [0, T ])].

On se servant de l’inégalité suivante :

Vr(B
H , [s, t]) ≤ LH,

1
r (t− s)

1
r

et du lemme (3.2.5), on obtient Xn = Xm sur [0, µn ∧ µm ∧ θj] pour tout j ≥ 1.

Par conséquent,

P(Vq,∞(Xn −Xm, [0, θj]) > 0) ≤ P(µn < θj) + P(µn < θj)

≤ P(Vq(X
n, [0, θj]) + |ξ| > n) + P(Vq(X

m, [0, θj]) + |ξ| > m)

et du lemme (3.2.5), on aura

lim
n→∞
m→∞

P(Vq,∞(Xn −Xm, [0, θj]) > 0) = 0.

Donc il existe un processus stochastique X̃(j) avec des trajectoires dans CWq([0, T ])

tell que pour tout j ≥ 1 et tout ε > 0, on obtient

lim
n→∞

P(Vq,∞(Xn − X̃j, [0, θj]) > ε) = 0.

Puisque, Xn = Xm sur [0, µn ∧ µm ∧ θj], aussi µn ∧ θj ≤ µm ∧ θj si m > n.

n = n1 < n2 < . . ., pour tout j ≥ 1 et tout ε > 0, on obtient

lim
k→∞

P(Vq,∞(Xnk − X̃(j), [0, θj]) > ε) = 0.
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et Xn1
t = Xn2

t = . . . = X̃
(j)
t si t ≤ µn1 ∧ θj. Par conséquent,

P

(
Vq,∞

(
˜(X)

j
− ξ −

∫
0

f(X̃(j)
s )dBs −

∫
0

g(X̃(j)
s )dBH

s , [0, θj]

)
> 0

)
≤ P(µn1 < θj) ≤ P(Vq(X

n1 , [0, θj]) + |ξ| > n1)→ 0

quand n1 = n → ∞. Il s’ensuit que X̃(j) est une solution de (3.5), sur [0, θj] pour
tout j ≥ 1. Soit i > j. Alors X̃j = X̃ i sur [0, θj]. Le processus
Xt = X̃11{0≤t≤θt} +

∑
k≥2

X̃k1{θk−1≤t≤θk} sera donc, la solution de l’équation différen-

tielle stochastique (3.5).

3.3 Équation différentielle stochastique dirigée par un mouvement Brow-
nien fractionnaire et un mouvement Brownien

3.3.1 L’existence et L’unicité de la solution d’une équation dirigée par le
mouvement Brownien fractionnaire semi-linéaire

On considère une équation différentielle stochastique de la forme

Xt = X0 +

∫ t

0

b(s,Xs)ds+ σ1

∫ t

0

XsdBs + σ2

∫ t

0

XsdB
H
s , t ∈ [0, T ] (3.12)

où X0 est une variable aléatoire F0−mesurable, σ1 et σ2 deux nombres réels.Ici,
on n’impose aucune condition sur la dépendance entre le mouvement Brownien et
le mouvement Brownien fractionnaire, définies sur le même espace de probabilité
(Ω,F , (Ft)t≥0, t ∈ [0, T ]).

Théorème 3.6. [47] Supposons que b est une fonction lipschitzienne et a croissance
linéaire en x i.e. ∃L > 0, x, y ∈ R :

|b(t, x)− b(t, y)| ≤ L|x− y|, b(t, x) ≤ L(1 + |x|),

et est continue sur la variable t. i.e. b ∈ C([0, T ],R).
Alors, il existe une solution {Xt, t ∈ [0, T ]} unique de l’équation(3.12), et les trajec-
toires de X sont dans l’espace C

1
2−([0, T ]) p.s.

3.3.2 L’existence et L’unicité de la solution pour un mouvement Brownien
fractionnaire du paramètre H ∈ (3

4 , 1)

On considère l’équation différentielle stochastique mixte de la forme

Xt = X0+

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

b(s,Xs)dBs+

∫ t

0

c(s,Xs)dB
H
s +ε

∫ t

0

c(s,Xs)dVs, t ∈ [0, T ],

(3.13)
où a, b, c : [0, T ] × R → R sont des fonctions mesurables, ε > 0, et Vt est un

mouvement Brownien fractionnaire de paramètreH ∈ (3
4
, 1), (Vt)t≥0 est indépendant



3.3.3 L’existence et L’unicité de la solution en tant que Résultat Limite
pour les équations avec le terme de Stabilisation : 59

de B et BH est indépendant de B et de V . De plus, X0 indépendante de B, V et
de BH

t . L’intégrale ε
∫ t

0
c(s,Xs)dVs va jouer le rôle du terme de stabilisation. Il nous

permet d’établir l’existence et l’unicité de la solution de (3.13), adaptée à F ′t où

F ′t = σ{X0, Bs, (εVs +BH
s )/s ∈ [0, t]}.

Théorème 3.7. [46] Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites

(i) ∀s ∈ [0, T ] :

|a(s, 0)|+ |b(s, 0)|+ |c(s, 0)| ≤ L,

et L > 0 :

|a(s, x)|+ |b(s, x)|+ |c(s, x)| ≤ L(1 + |x|),

(ii) Il existe une fonction croissante l : [0, T ]→ R, telle que ∀x, y ∈ R

|a(s, x)− a(s, y)|+ |b(s, x)− b(s, y)|+ |c(s, x)− c(s, y)| ≤ l(s)|x− y|,

(iii) La valeur initiale X0 est de carré intégrable.

Alors, l’équation (3.13) a une solution (Xt)t≥0 F ′t−adaptée et unique sur [0, T ].

3.3.3 L’existence et L’unicité de la solution en tant que Ré-
sultat Limite pour les équations avec le terme de Sta-
bilisation :

Maintenant, on passe à la limite quand ε → 0 dans l’équation (3.13). Soit
ε = 1

N
, N ≥ 1, et on considère pour tout t ∈ [0, T ], la suite des équations avec le

terme de stabilisation

XN
t = X0+

∫ t

0

a(s,XN
s )ds+

∫ t

0

b(s,XN
s )dBs+

∫ t

0

c(s,XN
s )dBH

s +
1

N

∫ t

0

c(s,XN
s )dVs.

(3.14)
Supposons que X0 et les coefficients a, b, c satisfont les conditions (i), (ii) et (iii),
du théorème précédent. Alors, d’après le théorème (3.7), l’équation (3.14) admet
une unique solution, dite {XN

t , t ∈ [0, T ]}. Évidemment, les solutions sont adaptées
aux différentes filtrations FNt = σ{X0, Bs, (N

−1Vs +BH
s )/s ∈ [0, T ]}. Notre objectif

est d’établir les conditions pour prouver l’existence et l’unicité d’une solution de
l’équation différentielle mixte en tant que limite :

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

b(s,Xs)dBs +

∫ t

0

c(s,Xs)dB
H
s , t ∈ [0, T ], (3.15)

Supposons que les coefficients de l’équation (3.15) vérifient la condition (iii)
et :
il existe des constantes C,L,M > 0, γ ∈ (1−H, 1) et k ∈ (3

2
−H, 1), telles que :
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(iv) tous les coefficients sont bornés

|a(s, x)|+ |b(s, x)|+ |c(s, x)| ≤ L, ∀s ∈ [0, T ], ∀x ∈ R,

(v) tous les coefficients sont de Lipschitz en x :

|a(t, x)−a(t, y)|+|b(t, x)−b(t, y)|+|c(t, x)−c(t, y)| ≤ L|x−y|, ∀t ∈ [0, T ], ∀x, y ∈ R,

(vi) la dérivée de la fonction c en point x existe et est Hölder continue en tout t :
∀s ∈ [0, T ], ∀x ∈ R

|c(s, x)− c(t, x)|+ |∂xc(s, x)− ∂xc(t, x)| ≤ L|s− t|γ,

(vii) la dérivée de c est Hölder continue en tout point x :

|∂xc(s, x)− ∂xc(t, y)| ≤ L|x− y|k,

∀t ∈ [0, T ] et ∀y ∈ R.

On considère W β l’espace fonctionnel de type de Besov 1 :

W β
[0,T ] = {Y = Yt(ω)/(t, ω) ∈ [0, T ]× Ω, ‖ Y ‖β<∞}

avec

‖ Y ‖β= sup
t∈[0,T ]

(
E(Yt)

2 + E

(∫ t

0

|Yt − Ys|
(t− s)1+β

ds

)2
)

où β < (1
2
∧ γ ∧ k

2
) ∧ (k − 1

2
)

Théorème 3.8. L’équation différentielle stochastique mixte (3.15) a une solution
sur [0, T ] et cette solution est unique.

Preuve :
pour prouver ce théorème, on a besoin du théorème suivant

Théorème 3.9. [46] La solution de l’équation (3.14) appartient à l’espace fonction-
nel de type de Besov W β

[0,T ], pour tout N > 1.

Puisque l’espace W β
[0,T ] est un espace complet, et d’après le théorème (3.9),

on peut définir
XτR∧T = lim

N→∞
XN
τR∧T .

1. L’espace de Besov Bsp,q(Rn) est constitué des distributions tempérées f sur Rn pour

lesquelles ‖f‖Bsp,q = {
+∞∑
j=0

‖2sjϕjf‖qLP }
1
p <∞, tels que 1 ≤ p, q ≥ ∞
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où la limite est dans l’espace W β
[0,T ] (en particulier, la limite existe dans l’espace

L2([0, T ]× Ω)). D’après l’estimation similaire suivante
pour t1 ≤ t ≤ t2 ≤ T∥∥∥∥ sup

t1≤t≤t2
|Xt|

∥∥∥∥
2

≤ (h+ 1)c1 + exp(2)CH,γθ
− γ

2H
(t2 − t1)H

1− θ
= L,

où c1 est une constante, 0 < θ <
(

3
2(exp(2)−1)

)H
, 0 < γ < 2H, CH,γ =

(
3
2

) γ
2 HBγ

γ(H − γ
2
)

et d’après le théorème (3.9), on prouve que XτR∧t est une solution unique de l’équa-
tion (3.15) sur l’intervalle [0, τR], on se rappelle que τR est pour tout R > 1, un
temps d’arrêt donné par

τR = inf{t : C ′t(ω) ≥ R} ∧ T, (3.16)

où
C ′t(ω) = c(Λ1−β(BH)) ∨ ξbt,δ ∨ ξct,δ

δb =

(∫ t
0

∫ t
0

|
∫ y
x budBu|

2
δ

|x−y|
1
δ

dxdy

) δ
2

. Donc de (3.16), on a τR1 ≤ τR2 pour tout R1 ≤ R2.

Alors, XτR1
et XτR2

coïncident dans l’intervalle [0, τR]. D’où en passent à la limite
lorsque R→∞, on obtient l’existence et l’unicité de la solution de l’équation (3.15)
dans [0, T ].

3.4 Équation Différentielle stochastique dirigée par un Mouvement Brow-
nien Fractionnaire et un Mouvement Brownien

D. Nualart et J. Guerra[7] ont prouvé l’existence et l’unicité d’une solution
pour une équation différentielle stochastique dépend du temps, dirigée par un mou-
vement Brownien fractionnaire multidimensionnel de paramètre H ∈ (1

2
, 1) et un

mouvement Brownien multidimensionnel. dans cette partie, on va étudier l’équation
différentielle stochastique d-dimensionnelle de la forme

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

b(s,Xs)dBs +

∫ t

0

c(s,Xs)dB
H
s , (3.17)

où Bt = {(B1
t , . . . , B

m
t ), t ∈ [0, T ]} est un mouvement Brownien dans Rm,

BH
t = {(B1,H

t , . . . , Bl,H
t ), t ∈ [0, T ]} est un mouvement Brownien fractionnaire surRd

avec H > 1
2
. Supposons que B et BH sont indépendants. L’intégrale

∫ t
0
b(s,Xs)dBs

est traitée comme l’intégrale stochastique d’Itô [38], et l’intégrale
∫ t

0
c(s,Xs)dB

H
s

comme l’intégrale de Riemann-Stieltjes au sens de Zähle[30].

Fixant l’intervalle du temps [0, T ], et un espace de probabilité complet (Ω,F ,P).
Soit X0 une variable aléatoire d-dimensionnel indépendante de (B,BH). Pour tout
t ∈ [0, T ], en désigne par Ft la σ−algèbre engendrée par les variables aléatoires
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{X0, B
H
s , Bs, s ∈ [0, T ]} et les ensembles P−négligeables.

On considère une filtration {Gt, t ∈ [0, T ]} plus grande telle que

1. {Gt} est continue à droite et G0 contient les partie, P−négligeables.

2. X0 et BH sont G0 mesurable, et B est un Gt− mouvement Brownien.

Notons que F̂t ⊂ Gt, où F̂t est la σ−algèbre engendrée par les variables {X0,BHs ,Bs,s∈

[0,T ]} et les parties P−négligeables, Les coefficients a : [0, T ]×Rm → Rd, bi : [0, T ]×
Rm → Rd, i = 1, . . . ,m, cj : [0, T ] × Rm → Rd, j = 1, . . . , l sont des fonctions
mesurables. On aurait besoin aux hypothèses suivantes sur les coefficients :

(Ha) La fonction a(t, x) est continue. De plus, elle a une continuité Lipschitzienne
par rapport à x, et a une croissance linéaire aussi par rapport à x, uniformé-
ment en t, i.e. qu’il existe deux constante L1 et L2, telle que

|a(t, x)− a(t, y)| ≤ L1|x− y|,

|a(t, x)| ≤ L2(1 + |x|),

pour tous x, y ∈ Rd et t ∈ [0, T ].

(Hb) La fonction b(t, x) est continue. De plus, elle a une continuité Lipschitzienne
par rapport à x, et a une croissance linéaire aussi par rapport à x, uniformé-
ment en t, i.e. qu’ il existe deux constante L3 et L4, telle que

|b(t, x)− b(t, y)| ≤ L3|x− y|,

|b(t, x)| ≤ L4(1 + |x|),

pour tous x, y ∈ Rd et t ∈ [0, T ].

(Hc) La fonction c(s, x) est continue et est continuement différentiable en x. De
plus, il existe des constantes L5, L6 et L7, 0 < β, δ ≤ 1 telles que

|∂xic(t, x)| ≤ L5,

|∂xic(t, x)− ∂xic(t, y)| ≤ L6|x− y|δ

|c(t, x)− c(s, x)||∂xic(t, x)− ∂xic(s, x)| ≤ L7|t− s|β,

pour tous x, y ∈ Rd et t ∈ [0, T ].

Définition 3.4.1. Soit WG l’espace des processus stochastique (Xt)t≥0 d-dimensionnels
Gt-adaptés, tels que ∫ t

0

EB(‖ Xs ‖2
α ds) <∞.

où ‖ f(t) ‖2
α= |f | +

∫ t
0
|f(t)−f(s)|
(t−s)α+1 ds, W

α,∞
0 l’espace des fonctions mesurables f :

[0, T ]→ Rd, telles que
‖ f ‖α,∞= sup

t∈[0,T ]

‖ f ‖α<∞. (3.18)
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Une solution forte de l’équation (3.17), est un processus stochastique dans
l’espace WF qui satisfait (3.17)p.s (EB est l’espérance conditionnelle sachant F̂0, i.e
sachant X0 et BH). Le résultat principal de cette partie est le théorème suivant

Théorème 3.10. Supposons que les coefficients a, bi, i = 1, . . . ,m et cj, j = 1, . . . , l

vérifient les hypothèse (Ha), (Hb) et (Hc). Si α ∈ [1−H,min{1
2
, β, δ

2
}], alors il existe

une unique solution forte de l’équation (3.17).

3.4.1 Unicité trajectorielle

Définition 3.4.2. Une solution faible de l’équation différentielle stochastique (3.17),
est le triplet {(X,BH , B), (Ω,F ,P), {Gt, t ∈ [0, T ]}}, où

1. (Ω,F ,P) est un espace de probabilité complet, {Gt} est une filtration continue
à droite telle que G0 contient toutes les parties P-négligeables.

2. B est un Gt-mouvement Brownien m-dimensionnel.

3. BH est un mouvement Brownien fractionnaire de paramètre H qui est G0-
mesurable.

4. X est un processus Gt-adapté, de trajectoires dans Wα,∞
0 p.s., et∫ t

0
EB(‖ Xs ‖2

α ds) <∞. p.s.

5. (X,BH , B) satisfait l’équation (3.17).

Lemme 3.4.1. [7] Soit 0 < η < 1
2
. Si f est une fonction continue telle que ‖ f ‖η≤

N et α < ηδ, alors 4(f) est bornée par une constante C dépend de T,N, α, δ, et η,
où

4(f) =

∫ s

0

|f(s)− f(r)|δ

(s− r)α+1
dr

Théorème 3.11. (Unicité trajectorielle) Soit 1−H < α < min{β, δ
2
, 1

2
}. Alors,

la propriété d’unicité trajectorielle est satisfaite pour (3.17).

Preuve :
Soient X et Y deux solutions faibles de l’équation (3.17) définies sur le même espace
de probabilité , adaptées à la même filtration et ayant la même valeur initiale.
Pour tout η < 1

2
, les trajectoires de X et de Y sont η-Hölderiennes continues.

On choisit η tel que α < η < 1
2
. Considérons l’ensemble ΩN ⊂ Ω, défini par

ΩN = {ω ∈ Ω : ‖X‖η ≤ N, et ‖Y ‖η ≤ N},

avec N ∈ N. Il est clair que ΩN ↗ Ω. De l’équation (3.17), on a la différence entre
les deux solutions satisfait

EB
[
‖Xt − Yt‖2

α1ΩN

]
≤ 4EB(‖F a

t (X)−F a
t (Y )‖2

α1ΩN ) + 4EB(‖GσB
t (X)−GσB

t (Y )‖2
α)

+ 4EB(‖Gc
t(X)−Gc

t(Y )‖2
α1ΩN ), (3.19)
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où F a(f), Gb
t(f) =

∫ t
0
b(s, f(s))dBs et Gc(f) =

∫ t
0
c(s, f(s))dBH

s sont des processus
intégraux.
On divise l’ensemble Ω en ΩN et Ω\ΩN dans la deuxième somme de (3.19) et en
utilisant les estimations suivantes :

1. Si 1−H < α < min(1
2
, β) et f, h ∈ Wα,∞

0 , alors pour tout s ∈ [0, T ],

‖Gc
t(f)−Gc

t(h)‖α ≤ CΛα(BH)×
∫ t

0

((t−s)−2α+s−α)(1+4(f(s))+4(h(s)))‖f(s)−h(s)‖αds

.

2. Soit f, h ∈WG. Alors pour tout t ∈ [0, T ],

EB[‖Gb
t(f)‖2

α] ≤ C

∫ t

0

(t− s)−
1
2
−α [1 + EB[‖f(s)‖2

α]
]
ds,

afin d’obtenir

EB
[
‖Xt − Yt‖2

α1ΩN

]
≤ C

∫ t

0

ϕ(s, t)EB
[
‖Xs − Ys‖2

α1ΩN

]
ds

+C

∫ t

0

ϕ(s, t)
(
EB
[
‖Xs − Ys‖2

α1ΩN

]
+ EB

[
‖Xs − Ys‖2

α1Ω\ΩN
])
ds

+C(Λα(BH))2

∫ t

0

ϕ(s, t)EB
[
(1 + (4(Xs))

2 + (4(Ys))
2)‖Xs − Ys‖2

α1ΩN

]
ds

(3.20)
où ϕ(s, t) = (t− s)− 1

2
−α + s−α.

Si ω ∈ ΩN , alors par le lemme (3.4.1), on a

1 + (4(Xs))
2 + (4(Ys))

2 ≤ CN . (3.21)

La suite

VN(t) =

∫ t

0

ϕ(s, t)EB
[
‖Xs − Ys‖2

α1ΩN

]
ds.

En multipliant l’équation (3.20) par ϕ(s, t) et en intégrant, et par le théorème de la
convergence bornée on a p.s

VN(t) ≤ CN
[
(Λα(BH))2 + 1

] ∫ t
0
ϕ(s, t)VN(s)ds

+C
∫ t

0
ϕ(s, t)

∫ s
0
ϕ(r, s)EB

[
‖Xr − Yr‖2

α1Ω\ΩN
]
drds.

(3.22)

On a presque sûrement :

VN(t)→
∫ t

0

ϕ(s, t)EB
[
‖Xs − Ys‖2

α1ΩN

]
ds <∞

et ∫ t

0

ϕ(s, t)

∫ s

0

ϕ(r, s)EB
[
‖Xr − Yr‖2

α1Ω\ΩN
]
drds→ 0
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quand N tend vers l’infini. Alors, il existe une variable aléatoire N∗ ∈ N telle que

C

∫ t

0

ϕ(s, t)

∫ s

0

ϕ(r, s)EB
[
‖Xr − Yr‖2

α1Ω\ΩN
]
drds ≤ 1

2
VN(t), (3.23)

pour tout N ≥ N∗. En remplaçant (3.23) dans (3.22), il résulte

VN(t) ≤ C
[
Λα(BH)2 + 1

] ∫ t

0

ϕ(s, t)VN(s)ds,

pour tout N ≥ N∗. En appliquant maintenant, le lemme de Gronwall [20], on en
déduit que VN(t) = 0 pour tout N ≥ N∗ p.s. Par conséquent,

P(Xt = Yt, ∀t ∈ [0, T ]) = 1,

et l’unicité trajectorielle est détenue.

3.4.2 L’existence

On introduit l’approximation d’Euler pour l’équation (3.17), fixons la suite de
subdivision, 0 = tn0 < tn1 < . . . < tnn = T de [0, T ], telle que sup

0≤i≤n−1

|tni+1 − tni | → 0

quand n→∞, définissons X0(t) = X0 et pour tout n ≥ 1,

Xn(t) = X0 +
∫ t

0
a(kn(s), Xn(kn(s)))ds+

∫ t
0
b(kn(s), Xn(kn(s)))dBs

+
∫ t

0
c(kn(s), Xn(kn(s)))dBH

s ,

(3.24)

où kn(t) = tni , si t ∈ [tni , t
n
i+1].

Proposition 3.4.1. [7] Pour tout entier N ≥ 1, il existe une variable aléatoire
RN > 0, dépend de X0 et BH , telle que, p.s.

EB
[
|Xn

t −Xn
s |2N

]
≤ RN |t− s|N ,

pour tous s, t ∈ [0, T ] et n ∈ N.

Théorème 3.12. [7] Supposons que les coefficients a, b et c vérifient les hypothèses
(Ha), (Hb) et (Hc). Si α ∈ [1 −H,min{1

2
, β, δ

2
}], alors il existe une unique solution

forte de l’équation (3.17).

Preuve du théorème (3.10)

L’unicité est une conséquence de l’unicité trajectorielle prouvée dans le théo-
rème (3.11). Pour l’existence d’une solution forte, on peut utiliser le résultat classique
de Yamada et Watanabe[40], qui affirme que l’unicité trajectorielle et l’existence
d’une solution faible impliquent l’existence d’une solution forte. la différence princi-
pale avec la preuve classique est que ici, on a deux sources aléatoires indépendantes
du mouvement Brownien, la condition initiale et le mouvement Brownien fraction-
naire BH . Il est suffisant de remplacer Rm par l’espace produit Rm ⊗ C([0, T ])m,
menu de la mesure du produit µ ⊗ υ, où µ est la loi de X0 et υ la loi du BH dans
l’espace des fonctions continues.
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3.5 Équation différentielle stochastique dirigée par un mouvement Brow-

nien fractionnaire et un mouvement Brownien pouvant être dépendant

Dans cette section, on s’intéresse à l’étude des équations différentielles stochas-
tiques dirigées par le mouvement Brownien fractionnaire mixte de la forme

Xt = X0 +

∫ t

0

a(s,Xs)ds+

∫ t

0

b(s,Xs)dBs +

∫ t

0

c(s,Xs)dB
H
s , t ∈ [0, T ], (3.25)

où B est le mouvement Brownien et BH est le mouvement Brownien fractionnaire de
paramètre H ∈ (1

2
, 1) avec B et BH sont éventuellement dépendants. L’intégrale par

rapport à B est l’intégrale d’Itô [38] et l’intégrale par rapport à BH est l’intégrale
de Lebesgue-Stieltjes généralisée ou l’intégrale de Young.

Soit (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace de probabilité filtré et complet. Notons que (Bt)t≥0

est un Ft-mouvement Brownien et (BH
t )t≥0 un mouvement Brownien fractionnaire

adapté à Ft et que B et BH peuvent être dépendants.

3.5.1 Définition de base et Hypothèses

On considère f, g deux fonctions continues définies sur un intervalle [a, b] ⊂ R.
Rappelons que pour α ∈ (0, 1), les dérivées fractionnaires de f et g sont définies
comme suit

dα+f(a) =
1

Γ(1− α)

(
f(x)

(x− α)α
+ α

∫ x

a

f(x)− f(u)

(x− u)1+α
du

)
1(a,b)(x),

d1−α
− g(b) =

eiΠα

Γ(α)

(
g(x)

(b− x)1−α + (1− α)

∫ b

x

g(x)− g(u)

(u− x)2−α du

)
1(a,b)(x).

Supposons que dα+f(a) ∈ Lp([a, b]), d1−α
− g(b) ∈ Lq([a, b]), pour certains p ∈ (1, 1

α
), et

q = p
(p−1)

.

Sous cette hypothèse, l’intégrale de Lebesgue-Stieljtes généralisée est définie par∫ b

a

f(x)dg(x) = eiΠα
∫ b

a

(dα+f)(a)(d1−α
− )g(b)dx.

Il a été montré dans ([47]), que pour f, dα+f(a) ∈ L1([a, b]), on peut définir l’intégrale
par rapport au mouvement Brownien fractionnaire selon la formule suivante :∫ b

a

fsdB
H
s = eiΠα

∫ b

a

(dα+f)(a)(d1−α
− BH)(b)dx. (3.26)

Pour α ∈ (1−H, 1
2
), on considère les deux normes suivantes :

‖ f ‖2
2,α,[a,b]=

∫ b

a

(
|f(s)|+

∫ s

a

|f(s)− f(z)|(s− z)−1−αdz

)2

(s−α + (t− s)−α−
1
2 )ds,
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‖ f ‖∞,α,[a,b]= sup
s∈[a,b]

(
|f(s)|+

∫ s

a

|f(s)− f(z)|(s− z)−1−αdz

)
.

Il est clair que ‖ f ‖2
2,α,[a,b]≤ Cα,a,b ‖ f ‖∞,α,[a,b] .

l’inégalité classique de Garsia-Rodemich-Rumsey ([13]), affirme que pour une fonc-
tion f ∈ C([0, T ]), et pour tout p > 0, 1

p
< 0

sup
0≤v<u≤T

|f(u)− f(v)|
(u− v)θ−

1
p

≤ Cα,p,θ

(∫ T

0

∫ T

0

|f(x)− f(y)|p

|x− y|θp+1
dxdy

) 1
p

.

En modifiant dans cette inégalité, pour η ∈ (0, 1
2
), p = 2

η
, θ = (1−η)

2
, on trouve que

pour tous t > 0, u, v ∈ [0, T ]

|Bu −Bv| ≤ KB,η
t |u− v|

1
2
−η, KB,η

t = Cη

(∫ T

0

∫ T

0

|Bx −Bx|
2
η

|x− y|
1
η

dxdy

) η
2

(3.27)

Cη est une constante.
De même, on trouve pour tout η ∈ (0, H)

|BH
u −BH

v | ≤ KB,η
t |u− v|H−η, KB,η

t = CH,η

(∫ t

0

∫ t

0

|BH
x −BH

y |
2
η

|x− y|
2H
η

dxdy

) η
2

(3.28)

Par conséquent, il est facile de déduire que pour tous α ∈ (1−H, 1
2
), ε < α+H − 1

sup
0≤u<v≤t

|(d1−α
− BH)(v)| ≤ Cα,H,kK

B,ε
t .

Ainsi, grace à la formule (3.26), l’estimation de l’intégrale stochastique par rap-
port au mouvement Brownien fractionnaire est donnée par :∣∣∣∣∫ v

u

f(s)dBH
s

∣∣∣∣ ≤ CαK
B,ε
t

∫ v

u

(|f(s)|(s− u)−α +

∫ s

u

|f(s)− f(z)|(s− z)−α−1dz)ds

(3.29)
pour tous α ∈ (1−H, 1

2
), t > 0, u ≤ v ≤ t.

Hypothèse

Supposons que pour certain K > 0, β ∈ (1−H, 1) et pour tous t, s ∈ [0, T ],

x, y ∈ R

|a(s, x)|+ |c(s, x)| ≤ K(1 + |x|), |b(t, x)|+ |∂x(t, x)| ≤ K,
|a(t, x)− a(t, y)|+ |b(t, x)− b(t, y)|+ |∂x(t, x)− ∂x(t, y)| ≤ K|x− y|,

|a(s, x)−a(t, x)|+|b(s, x)−b(t, x)|+|c(s, x)−c(t, x)|+|∂x(s, x)−∂x(t, x)| ≤ K|s−t|β.

Dans la suite, ces hypothèse restent toujours valables.
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3.5.2 Propriétés auxiliaires de l’approximation d’Euler

On prend une partition uniforme de l’intervalle [0, T ] : {vk = kδ, k = 0, . . . , n},
δ = T

n
. On considère l’approximation d’Euler de l’équation (3.25), définie par{

Xδ
0 = X0,

Xδ
vk+1

= Xδ
vk

+ a(vk, X
δ
vk

)(vk+1 − vk) + b(vk, X
δ
vk

)(Bvk+1
−Bvk) + c(vk, X

δ
vk

)(BH
vk+1
−BH

vk
).

Soit tδu = max{vn : vn ≤ u} et on définit l’interpolation continue par

Xδ
u = Xδ

0 +

∫ u

0

a(tδs, X
δ
tδs

)ds+

∫ u

0

b(tδs, X
δ
tδs

)dBδ
ts +

∫ u

0

c(tδs, X
δ
tδs

)dBH
tδs
. (3.30)

Les estimations (3.27) et (3.28), avec nos principales hypothèses, impliquent que

|Xδ
s −Xδ

tδs
| ≤ CKη

s (s− tδs)
1
2
−η(1 + |Xδ

tδs
|), (3.31)

avec Kη
s = KB,η

s +KBHη
s .

Pour N ≥ 1, définissons un temps d’arrêt τn = inf{t : Kη
t ≥ N}∧T et un processus

arrêté Xδ,N
t = Xδ

t∧τn

Lemme 3.5.1. [47] Pour tous α ∈ (1−H, 1
2
∧ β), p > 0, N ≥ 1

sup
δ
E(‖ Xδ,N ‖p∞,T ) <∞

La propriété fondamentale de la suite des approximations d’Euler

Pour m,n ≥ 1, on considère deux partitions définies par
{vi = iδ, 0 ≤ i ≤ n} et {θj = jµ, 0 ≤ j ≤ nm}, où δ = T

n
et µ = δ

m
.

Soient tδu = max{vn : vn ≤ u} et tµu = max{θk : θk ≤ u}. L’interpolation continue de
l’approximation d’Euler correspondante peut être écrite sous forme d’intégrale :

Xδ
u = Xδ

0 +

∫ u

0

a(tδs, X
δ
tδs

)ds+

∫ u

0

b(tδs, X
δ
tδs

)dBs +

∫ u

0

c(tδs, X
δ
tδs

)dBH
s ,

Xµ
u = Xµ

0 +

∫ u

0

a(tµs , X
µ
tµs

)ds+

∫ u

0

b(tµs , X
µ
tµs

)dBs +

∫ u

0

c(tµs , X
µ
tµs

)dBH
s .

(3.32)

Comme précédemment, on définit un temps d’arrêt τn = inf{t : Kη
t ≥ N} ∧ T et

Xδ,N
t = Xδ

t∧τN , X
µ,N
t = Xµ

t∧τN . Pour R ≥ 1, BR,δ,µ
t = {‖ Xδ ‖∞,t + ‖ Xµ ‖∞,t≤ R}.

Théorème 3.13. [47] Soit α ∈ (1−H,K), où K = 1
2
∧ β. Alors pour tous

0 < η < K − α et N,R ≥ 1, l’estimation suivante est satisfaite :

E(‖ Xδ,N −Xµ,N ‖2
2,T 1BR,δ,µT

) ≤MR,Nδ
2(K−α−ε),

où la constante MR,N est indépendante de δ, µ.
De plus, une estimation similaire est valide pour E( sup

t∈[0,T ]

|Xδ,N
t −Xµ,N

t |21BR,δ,µT
).
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3.5.3 Existence et Unicité

Théorème 3.14. L’équation (3.25) a une solution telle que pour tous α ∈ (1−H,K)

‖ X ‖2
∞,α,[0,T ]<∞ p.s. (3.33)

Cette solution est unique dans la classe des processus satisfaisant (3.33), pour certain
α > 1−H.

Preuve :
Pour simplifier les notations, notons Zt,s = Zt−Zs, r = 1

2
− η, h(t, s) = (t− s)−1−α,

g(t, s) = s−α(t− s)− 1
2
−α. Soit C une constante générique, qui est indépendante des

variables, et peut-être dépend des paramètres fixés.

Existence :
Soit δk = T

2k
. On note Xk = Xδk , Xk,N = Xδk,N , tks = tδ

k

s , et la norme
‖ . ‖=‖ . ‖2,T · ‖ . ‖∞=‖ . ‖∞,T .

Il est facile de voir que pour tout N ≥ 1, la suite {Xk,N
t , k ≥ 1} est fondamentale

pour la norme (E(‖ . ‖2))
1
2 . De plus, notons AR,N,k,l = {‖ Xk,N ‖∞ + ‖ X l,N ‖∞≤

R}, en prend p > 1, et q = p
(p−1)

et on écrit

E(‖ Xk,N−X l,N ‖2) ≤ E(‖ Xk,N−X l,N ‖2 1(AR,N,k,l))+E((‖ Xk,N ‖ + ‖ X l,N ‖)21(Ω\AR,N,k,l))

≤ E(‖ Xk,N−X l,N ‖2 1(AR,N,k,l))+(E[(‖ Xk,N ‖∞ + ‖ X l,N ‖∞)2p])
1
pP(Ω\AR,N,k,l)

1
q .

D’après le théorème (3.13), le premier terme disparaît quand k, l→∞, donc on
peut écrire

lim
k,l→∞

E(‖ Xk,N −X l,N ‖2) ≤ sup
k,l

(E[(‖ Xk,N ‖∞ + ‖ X l,N ‖∞)2p])
1
pP(Ω\AR,N,k,l)

1
q .

Le lemme (3.5.1), implique que sup
k,l

(E[(‖ Xk,N ‖∞ + ‖ X l,N ‖∞)2p]) < ∞ et aussi,

par l’inégalité de Markov, sup
k,l
P(Ω\AR,N,k,l) → 0, quand R → ∞. Par conséquent,

en laissant R→∞, on obtient

lim
k,l→∞

E(‖ Xk,N −X l,N ‖2) = 0.

De même, pour la deuxième assertion du théorème (3.13), on obtient

lim
k,l→∞

E( sup
t∈[0,T ]

|Xk,N −X l,N |2) = 0.

Ainsi, pour tout N ≥ 1, il existe un processus XN tel que E[‖ Xk,N −XN ‖2]→ 0 et
E[ sup

t∈[0,T ]

|Xk,N −XN |2]→ 0, quand k →∞ ; la limite est approuvée car pour chacuns

de ces deux faits implique la convergence dans L2([0, T ]×Ω). En utilisant l’argument
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habituel, on peut montrer qu’il existe une sous-suite {kj, j ≥ 1}, telle que pour tout
N ≥ 1, ‖ Xkj ,N −XN ‖ + sup

t∈[0,T ]

|Xkj ,N −XN | → 0 p.s., lorsque j →∞. Sans perte

de généralité, on peut supposer que la suite elle-même converge p.s. vers 0 :

‖ Xk,N −XN ‖ + sup
t∈[0,T ]

|Xk,N −XN | → 0 p.s. quand k →∞. (3.34)

Notons que pour tous N ≥ 1, p > 0, E(‖ XN ‖p∞) < ∞. En effet, on a déjà
la convergence uniforme, donc elle est suffisante pour montrer que l’intégrale est
bornée par la définition de la norme ‖ . ‖∞. Par le lemme de Fatou([20]),∫ t

0

|XN
t,z|(t− z)−1−αdz ≤ lim

k→∞

∫ t

0

|Xk,N
t,z |(t− z)−1−αdz ≤ lim

k→∞
‖ Xk,N ‖∞,

donc sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

|XN
t,z|(t− z)−1−αdz ≤ lim

k→∞
‖ Xk,N ‖∞, et en appliquant de nouveau le

lemme de Fatou, on obtient

E

[(
sup
t∈[0,T ]

∫ t

0

|XN
t,z|(t− z)−1−αdz

)p]
≤ lim

k→∞
E[‖ Xk,N ‖p∞] <∞.

De plus, pour N ′ ≤ N ′′, et t ≤ τN ′ , XN ′
t = XN”

t p.s. En effet, pour tout t,
Xk,N ′

t → XN ′′
t et Xk,N ′

t → XN ′′
t p.s. quand k →∞,

mais pour t ≤ τN ′ , X
kj ,N

′

t = X
kj ,N

′′

t , donc XN ′ = XN ′′ p.s.

Par conséquent, il existe un processus X tel que pour tout N et tout t, XN
t = Xt∧τN .

On va prouver que le processus X résout l’équation (3.25). Cela se fera en montrant
que chacun des intégrales dans (3.30), converge vers l’intégrale qui lui correspond
dans (3.25). On considère la différence entre ces intégrales :

INa (t) =

∫
t(N)

0

a4(s)ds, INb (t) =

∫ t(N)

0

b4(s)dBs, INc (t) =

∫
t(N)

0

c4(s)dBH
s

ici d4(s) = d(s,Xs)− d(tks , X
k
tks

), d ∈ {a, b, c}.

|d4| ≤ C((s− tks)β + CKn
t (s− tδk)r(1+ ‖ Xk,N

tks
‖∞)+ ‖ Xk,N

s −Xs ‖) (3.35)

et on a donc l’estimation,

|INa (t)| ≤
∫ t

0

|a4(s(N))|ds ≤ C(δβk +Nδrk)(1− ‖ Xk,N ‖∞)+ ‖ Xk,N −XN ‖ .

Grâce au lemme (3.5.1), la norme ‖ Xk,N ‖∞ est uniformément bornée en k en
probabilité. Ainsi, INa (t)→ 0 p.s, quand k → 0. De plus,

E [INb (t)] ≤
∫ t

0

E[b4(s)2]ds ≤ C(δβk + δrkE[(1+ ‖ Xk,N ‖∞)2] + E[‖ Xk,N −XN ‖2]),
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qui tend vers 0 quand k → ∞. Donc, on peut extraire une sous-suite {kj, j ≥ 1}
telle que pour tout N ≥ 1, INa (t)→ 0 p.s., j →∞. Encore, sans perte de généralités
supposons que la suite converge elle-même vers 0. Enfin,

|INc (t)| ≤ CN

∫ t

0

(∫ t

0

|c4(s)|s−αds+

∫ t

0

|c4(s)− c4(z)|h(s, z)dz

)
ds = CN(I ′c+I”c).

D’une façon similaire à INa (t), I ′c → 0, k →∞. En utilisant l’estimation∫ t

0

∫ tδs

0

(|XN
s −XN

z −Xk,N
s −Xk,N

z |+ |XN
s −Xk,N

s |(s− z)β

+|XN
s −Xk,N

s |(|XN
s,z|+ |Xk,N

s,z |) + (s− tks)β + (z − tδ)β + |Xk,N
s,tks
|

+|Xk,N
z,tkz
|)h(s, z)dzds+

∫ t

0

∫ s

tδs

((s− z)β + |Xk,N
s,z |)h(s, z)dzds

≤ CN(‖ Xk,N −XN ‖ (1+ ‖ XN ‖∞ + ‖ Xk,N ‖∞) + δβk

+(1+ ‖ Xk,N ‖∞)

∫ t

0

∫ tδs

0

((s− tδs)r + (z − tδs)r)h(s, z)dzds

+δβ−αk + δr−αk (1+ ‖ Xk,N ‖∞))

≤CN(‖Xk,N−XN‖(1+‖XN‖∞+‖Xk,N‖∞)+δβ−αk +δr−αk (1+‖Xk,N‖∞)).

la dernière expression tend vers 0 quand k →∞, puisque ‖ XN ‖∞ est presque
sûrement finie et ‖ Xk,N ‖∞ est uniformément bornée au point k en probabilité.

Par conséquent, |INa (t)| + |INb (t)| + |INc (t)| → 0, k → ∞. Puisque XN
t − X

k,N
t =

INa (t) + INb (t) + INc (t) et Xk résout (3.30), avec δ = δk, on obtient que X est une
solution de (3.25), à chaque instant τN . Mais (puisque Kη

T est finie p.s.) τN → T

p.s., lorsque N →∞, ce qui implique que X est une solution de (3.25).

Unicité :
soient X1, X2 deux solution de (3.25). Définissons un temps d’arrêt

σN = inf{t : Kη
t + ‖ X1 ‖∞ + ‖ X2 ‖∞≥ N}

et on désigne par X1,N
t = Xt∧σ1

N
, X2,N

t = Xt∧σ2
N
, 4s = {X1,N

t −X2,N
t }2

2,s.

D’après l’estimation faite dans la preuve du théorème (3.13), on peut montrer que

E(4t) ≤ CN

∫ t

0

E(4s)g(t, s)ds,
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donc, en utilisant le lemme généralisé de Gronwall [20], on a E(4t) = 0 pour tout t.
Cela implique X1

t = X2
t p.s. pour tout t < τN . Si N →∞, on obtient X1

t = X2
t p.s.

pour tout t.

Remarque 3.5.1. Il est possible de généraliser ces résultats (du chapitre (3)) pour le
cas multidimensionnel. De plus, on peut prendre au lieu d’un mouvement Brownien
fractionnaire, tout processus qui est γ-Höldérienne avec γ > 1

2
.



Chapitre 4

Applications

4.1 Absence d’arbitrage et sujets connexes

Soient {Bt, t ≥ 0} un mouvement Brownien et {BH
t , t ≥ 0} un mouvement

Brownien fractionnaire de paramètre H ∈ (1
2
, 1), les deux sont définis sur le même

espace de probabilité filtré (Ω,F , {Ft, t ≥ 0},P).

Considérons une version du modèle Black Merton Scholes ([47]) i.e. un (B,S)−marché
avec une obligation B et un stock S, où

Bt = ert, St = eaBt+bB
H
t +ct, r, a, b, c ∈ R, t ∈ R+. (4.1)

Pour une stratégie donnée (ou un portefeuille) π = {βt, γt, t ≥ 0} le capitale {Xt, t ≥
0}, correspondant à ce portefeuille est égal à

Xt = βtBt + γtSt. (4.2)

On formule les hypothèses suivantes sur la stratégie π :

1. π est une stratégie d’autofinancement i.e.

Xt = X0 +

∫ t

0

βsdBs +

∫ t

0

γsdSs; (4.3)

2. π est une stratégie de type de Markov i.e

βt = β(St, t), et γt = γ(St, t) (4.4)

Il faut être précis avec la condition (4.2), Pour qu’il reflète le concept économique
réel de "l’autofinancement". Cela implique que la signification de la deuxième in-
tégrale dans (4.3), doit être clairement définie. On donne maintenant, l’expression
de l’intégrale stochastique dans le sens trajectorielle comme étant une limite avec
probabilité 1 i.e. ∫ t

0

γsdSs = lim
max |sk+1−sk|→0

n−1∑
k=0

γsk(Ssk+1
− Ssk).

73
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Ici, la somme
n−1∑
k=0

γsk(Ssk+1
− Ssk) est une formule évidente pour le capitale, gagné

sur la variation de prix de S avec une stratégie d’achat et de retenue par pièce
{γ̃t, t ∈ R+} = {γsk , sk ≤ t < sk+1, t ≥ 0}. Par conséquent, l’intégrale

∫ t
0
γsdSs,

comme le capitale gagné sur S avec la stratégie continue {γt, t ∈ R+}, est adéquate
à la définition des conditions d’autofinancement.
On dit que la stratégie π a une opportunité d’arbitrage s’il existe T > 0, tels que

X0 = 0, XT > 0(P− p.s.), et P(XT > 0) > 0.

Dans le modèle mixte (4.1), avec a 6= 0 et b 6= 0, Kuznetsov [28] a établi l’absence
d’arbitrage sous la condition de la dépendance du Bt et BH

t . Comme on a men-
tionné dans la sous-section (2.1.4), Cheridito([35]) a montré que, pour H ∈ (3

4
, 1),

le modèle mixte avec l’indépendance entre Bt et BH
t est équivalent à un mouvement

Brownien, d’où il est sans arbitrage. Zähle [48] a prouvé l’absence d’arbitrage dans
le modèle mixte général avec un processus de Wiener indépendant et un processus
de variation quadratique nulle.

Le résultat principal de cette section est que le marché mixte est avec absence d’ar-
bitrage sans aucune condition sur la dépendance de Bt et BH

t , si nous nous limitons
aux stratégies d’autofinancement de type de Markov avec β et γ lisses.

4.1.1 Les conditions d’autofinancement et leurs conséquences

Notons que dans le cas de la stratégie de type de Markov (4.4), le processus du
capital Xt peut être écrit en fonction du prix du stock S à l’instant t

Xt = Φ(x, t) (4.5)

où
Φ(x, t) = ert.β(x, t) + x.γ(x, t). (4.6)

Dans cette section, on prouve que l’hypothèse d’autofinancement restreint fortement
la classe des fonctions φ possibles dans (4.6).
Dans le cas où γt = γ(St, t) avec γ(., .) est lisse, l’intégrale

∫ t
0
γsdSs existe et il peut

être présentée sous la forme∫ t

0

γsdSs =

∫ t

0

aγsSsdBs +

∫ t

0

bγsSsdB
H
s +

∫ t

0

(
c+

a2

2

)
γsSsds, (4.7)

où l’intégrale par rapport à B est l’intégrale d’Itô [38] et l’intégrale par rapport
à BH est l’intégrale de Lebesgue-Stieltjes généralisée, et la troisième intégrale est
l’intégrale de Riemann. L’intégrale (4.7) donne la formule d’Itô pour un exposant
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du processus mixte.
L’intégrale d’Itô (4.7), apparaît en raison du choix du point d’extrémité gauche sk
dans l’expression sous le signe de sommation dans (4.6). Un tel choix est crucial pour
la condition (4.3), pour avoir le sens économique de l’autofinancement. la deuxième
intégrale

∫ t
0
bγsSsdB

H
s ne dépend pas du choix des points intérieurs des intervalles.

Théorème 4.1. Soit un (B,S)-marché donné par (4.1), avec a 6= 0. Supposons
aussi que pour tout t > 0 le support de la distribution de St coïncide avec

supp(St) = [0,∞). (4.8)

alors dans la classe des stratégies de type de Markov (4.4), avec

{β(x, t), γ(x, t)} ⊂ C2([0,+∞))× C1([0,+∞))

la condition d’autofinancement (4.3), est équivalente à la suivante :

(i) Il existe une fonction φ(x, t) ∈ C2([0,+∞))× C1([0,+∞)), qui satisfait l’équa-
tion

φ′t(x, t) +
a2

2
x2φ′′xx(x, t) + rxφ′x(x, t)− rφ(x, t) = 0, (4.9)

et la stratégie (β, γ) peut être exprimée en termes de φ :{
β(x, t) = e−rt(φ(x, t)− xφ′x(x, t));
γ(x, t) = φ′(x, t).

(4.10)

Remarque 4.1.1. La condition (4.8) est vérifiée, par exemple, dans le cas où sont
conjointement gaussiens, et par conséquent log(St) = aBt + bBH

t + ct, t ≥ 0 est
un processus gaussien.

Remarque 4.1.2. Sous la condition (i), on trouve l’identité Φ(x, t) = φ(x, t).

Preuve du théorème (4.1) :

Premièrement, la formule d’Itô se tient pour un processus continu à variation
quadratique généralisée. Deuxièmes, si le processus Z a une variation quadratique,
alors, il a la même variation quadratique généralisée.
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On considère le processus St et on prouve qu’il a une variation quadratique. En effet
n∑
k=0

(∆Stk)
2 =

n∑
k=0

(
e
aBtk+1

+bBHtk+1
+ctk+1 − eaBtk+bBHtk

+ctk
)2

=
n∑
k=0

e2aBtk+1

(
e
bBHtk+1

+ctk+1 − ebB
H
tk

+ctk
)2

+
n∑
k=0

(
eaBtk+1 − eaBtk

)2
e2bBHtk

+2ctk

+2
n∑
k=0

eaBtk+1ebB
H
tk

+ctk
(
eaBtk+1 − eaBtk

) (
e
bBHtk+1

+ctk+1 − ebB
H
tk

+ctk
)

= In1 + In2 + In3 .

Évidemment, In2 →
∫ t

0
S2
ua

2du p.s. dans L2(P). De plus∣∣∣(ebBHtk+1
+ctk+1 − ebB

H
tk

+ctk
)∣∣∣ ≤ ebB

H
tk

+ctk
∣∣∆BH

tk
+ ∆tk

∣∣
et les trajectoires de BH appartiennent à la classe CH− [0, T ] avec H > 1

2
. Sachant

que si une fonction f : [0, T ]→ R appartienne à la classe Cγ[0, T ] pour toute γ < β,
alors on dit qu’elle appartienne à CH− [0, T ].
Donc, In1 → 0 p.s. et la même chose pour In3 .
Cela signifie que la variation quadratique de S a la forme

[S]t =

∫ t

0

a2S2
udu. (4.11)

En appliquant la formule d’Itô à Btβ(St, t) et Stγ(St, t) de (4.2), on obtient les
égalités

Btβ(St, t)− β(1, 0) =
∫ t

0
d(Buβ(Su, u))

=
∫ t

0
β(Su, u)dBu +

∫ t
0
Buβ

′
u(Su, u)du+

∫ t
0
Buβ

′
x(Su, u)dSu

+1
2

∫ t
0
Buβ

′′
xx(Su, u)d[S]u,

(4.12)

et

Stγ(St, t)− γ(1, 0) =
∫ t

0
d(Suγ(Su, u))

=
∫ t

0
γ(Su, u)dSu +

∫ t
0
Suγ

′
t(Su, u)du+

∫ t
0
Suγ

′
x(Su, u)dSu

+1
2

∫ t
0

(2γ′x(Su, u) + Suγ
′′
xx(Su, u)) d[S]u.

(4.13)
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Combinant les équations (4.12) et (4.13), on obtient

Xt −X0 −
∫ t

0

β(Su, u)dBu −
∫ t

0

γ(Su, u)dSu =

=

∫ t

0

(Buβ
′
t(Su, u) + Suγ

′
t(Su, u)) du+

∫ t

0

(Buβ
′
x(Su, u) + Suγ

′
x(Su, u)) dSu

+
1

2

∫ t

0

(Buβ
′′
xx(Su, u) + Suγ

′
x(Su, u) + Suγ

′′
xx(Su, u)) d[S]u. (4.14)

En comparant les équations (4.14) et (4.3), on conclut que la condition d’autofinan-
cement de la stratégie π = {βt, γt, t ∈ R+} est équivalente à l’équation suivante :∫ t

0

(Buβ
′
t(Su, u)Suγ

′
t(Su, u)) du+

∫ t

0

(Buβ
′
x(Su, u) + Suγ

′
x(Su, u)) dSu

+
1

2

∫ t

0

(Buβ
′′
xx(Su, u) + 2γ′x(Su, u) + Suγ

′′
xx(Su, u)) d[S]u = 0, t > 0. (4.15)

De la même formule d’Itô et de la définition du processus S, on obtient

St = S0 +

∫ t

0

Sud(aBu + bBH
u + cu) +

∫ t

0

1

2
a2Sudu,

où l’intégrale
∫ t

0
SudBu existe comme intégrale d’Itô, et l’intégrale

∫ t
0
SudB

H
u existe

comme limite des sommes de Riemann Stieltjes, car S ∈ C 1
2
−[0, T ], BH ∈ CH− [0, T ],

et 1
2

+H > 1.
Remplaçant l’équation (4.11) dans l’équation (4.15), on obtient donc que l’équation
(4.15), peut s’écrire comme suit :∫ t

0

(Buβ
′
u(St, u) + Suγ

′
t(Su, u)) du

+

∫ t

0

(Buβ
′
x(Su, u) + Suγ

′
x(Su, u))Sud(aBu + bBH

u + (c+
a2

2
)u)

+
a2

2

∫ t

0

(Buβ
′′
xx(St, u) + 2γ′x(St, u) + Suγ

′′
xx(St, u))S2

udu = 0. (4.16)

En prenant la variation quadratique des deux côtés de (4.16), évidemment, la va-
riation quadratique de toutes les intégrales de Lebesgue dans (4.16), disparait, et la
variation quadratique de l’intégrale d’Itô égale à[∫ t

0

(Buβ
′
x(Su, u) + Suγ

′
x(Su, u))Sud(aBu)

]
t

= a2

∫ t

0

(Buβ
′
x(Su, u) + Suγ

′
x(Su, u))

2
S2
udu.

Maintenant, on établit que la variation quadratique du processus∫ t
0

(Buβ
′
x(Su, u) + Suγ

′
x(Su, u))Sud(bBH

u ) p.s. est égale à 0. Pour cela, on note
f = b (Buβ

′
x(Su, u) + Suγ

′
x(Su, u)). Évidemment, les trajectoires de ce processus
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appartiennent à la classe C
1
2
−[0, T ]. De plus, de l’estimation dans la proposition 2

([11]), il s’ensuit que∣∣∣∣∫ tk+1

tk

fudB
H
u − ftk∆BH

tk

∣∣∣∣ ≤ C‖f‖
C

1
2−δ
| BH |_CH−δ(∆tk)

1
2

+H−2δ,

avec la constante C ne dépend pas de BH et f , et telle que 1
2

+ H − 2δ > 1, i.e.
δ < α

2
. Par suite

n∑
k=0

(∫ tk+1

tk

fudB
H
u

)2

≤ 2
n∑
k=0

(∫ tk+1fudB
H
u

tk

−ftk∆BH
tk

)2

+ 2
n∑
k=0

(ftk)
2(∆BH

tk
)2

≤ 2C2| f | 2

C
1
2−δ
| BH |_CH−δ

2

n∑
k=0

(∆tk)
1+2H−4δ

+
n∑
k=0

(ftk)
2(∆BH

tk
)2 → 0p.s.

À partir de ces estimations et de l’équation (4.16), on obtient

a2

∫ t

0

(Buβ
′
x(Su, u) + Suγ

′
x(Su, u))

2
S2du = 0. (4.17)

Comme (4.17) est vérifiée pour tout t > 0, on déduit facilement que

Buβ
′
x(Su, u) + Suγ

′
x(Su, u) = 0, (4.18)

pour tout u > 0, et presque tout ω ∈ Ω.

Remplaçant (4.18) dans (4.16), on obtient une autre équation pour tout t > 0 :∫ t

0

(Buβ
′
u(Su, u) + Suγ

′
u(Su, u)) du+

a2

2

∫ t

0

(Buβ
′′
xx(Su, u) + 2γ′x(Su, u) + Suγ

′′
xx(Su, u))S2

udu = 0.

Cela signifie que l’égalité

Buβ
′
t(Su, u) + Suγ

′
t(Su, u) +

a2

2
(Buβ

′′
xx(Su, u) + 2γ′x(Su, u) + Suγ

′′
xx(Su, u))S2

u = 0

(4.19)
est vérifiée pour tout u > 0 et presque tout ω ∈ Ω.
La condition (4.8) du théorème assure que les équations (4.18) et (4.19) peuvent
être vérifies si et seulement si

Btβ
′
x(x, t) + xγ′x(x, t) = 0; (4.20)
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et

Btβ
′
t(x, t) + xγ′t(x, t) +

a2

2
(Buβ

′′
xx(x, u) + 2γ′x(x, u) + xγ′′xx(x, u))x2 = 0 (4.21)

pour tous t > 0, x > 0.

Les dernières relations signifient que la stratégie (β(St, t), γ(St, t)) est autofinan-
cée si et seulement si le paire (β(x, t), γ(x, t)) satisfait les équations (4.20), (4.21).

supposons maintenant que la condition (i) du théorème (4.1)est satisfaite. En rem-
plaçant β et γ de (4.10) dans (4.20) et (4.21), donc les deux formule sont identique.
Inversement, si (4.20) et (4.21) sont satisfaites, on fixe

φ(x, t) = Bt.β(x, t) + xγ(x, t).

Pour une telle fonction φ, on obtient de (4.20), que

φ′x(x, t) = Btβ
′
x(x, t) + γ(x, t) + xγ′x(x, t) = γ(x, t),

β(x, t) = B−1
t (φ(x, t)− xγ(x, t)) = e−rt(φ(x, t)− xφ′x(x, t)),

ce qui donne (4.10). En remplaçant β et γ de (4.10) en l’identité (4.21), on obtient
que φ(x, t) satisfait l’équation (4.9).

Remarque 4.1.3. Soit (Zt)t≥0 un processus définit sur (Ω,F , {Ft, t ≥ 0},P) avec
Z0 = 0 et [Z] ≡ 0, où [Z] la variation quadratique. Alors, il n’est pas difficile de voir
que le théorème 4.1 est valide pour un (B, S̃)−marché avec

Bt = ert, S̃ = eaBt+Zt+ct,

seulement si la condition (4.8), est satisfaite pour le processus S̃.

L’absence d’arbitrage

Théorème 4.2. Soit un (B,S)−marché donné par (4.1), avec a 6= 0. Soit le support
de la distribution de St, coïncide avec

supp(St) = [0,+∞) (4.22)

pour tout t > 0.
Alors, il n’y a pas de stratégies d’arbitrage dans la classe des stratégie d’autofinan-
cement de type de Markov (4.4), avec

{β(x, t), γ(x, t)} ⊂ C2((0,+∞))× C1((0,+∞)).
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Preuve :
Le théorème 4.1 affirme que pour toute stratégie dans la classe décrite dans le théo-
rème (4.2), le processus du capital Xt est donné par

Xt = φ(St, t),

où φ satisfait l’équation

φ′t(x, t) +
a2

2
x2φ′′xx(x, t) + rxφ′x(x, t)− rφ(x, t) = 0. (4.23)

Supposons qu’il existe une stratégie d’arbitrage. Donc, il existe T > 0 tel que

X0 = 0, XT ≥ 0(P− p.s). (4.24)

Ainsi, les conditions (4.22), (4.24) sont équivalents aux assertions suivantes

φ(1, 0) = 0, φ(x, T ) ≥ 0 ∀x > 0. (4.25)

On va prouver que φ ≡ 0 est la seule fonction qui satisfait (4.23) et (4.25), simul-
tanément. Par conséquent, cela signifierait qu’il n’y a pas de stratégies d’arbitrage
dans la classe donnée.
En utilisant l’approche standard dans la résolution de l’équation (4.23), supposons
que la fonction φ satisfait l’équation (4.23), avec des conditions aux limites (4.25).
On considère une nouvelle fonction η(z, t), définie par

η(z, t) = θ(az, T − t), z ∈ R, t ∈ [0, T ],

où
θ(z, t) = e−(αz+βt)φ(ez, t), α =

1

2
− r

a2
, β = −a

2

8
+

r2

2a2
,

satisfait une équation de la Chaleur

η′t(z, t) =
1

2
η′′zz(z, t), (4.26)

avec des conditions supplémentaires

∀z ∈ R η(z, 0) ≥ 0, η(0, T ) = 0. (4.27)

Ici, un changement inverse est donné par

φ(x, t) = x( 1
2
− r
a2

).e−
a2

8
+ r2

2a2 .η

(
ln(x)

a
, T − t

)
.

La solution continue de l’équation (4.26) est bien connue et a la forme

η(z, t) =

∫
R

η(ξ, 0)(2πt)−
1
2 exp(−(z − ξ)2

2t
)ξ,

qui, avec les conditions aux limites (4.27), donnent η ≡ 0, et donc, φ ≡ 0.
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La convergence des intégrales de Lebesgue Stieltjes vers une intégrale
par rapport au mouvement Brownien fractionnaire

Théorème 4.3. [46] Le processus (BH,β
t )t≥0 satisfait l’équation

E
(
BH
t −B

H,β
t

)2

≤ c(H)

{
t2H , t < β;

β2αt(1 + ln t
β
), t ≥ β

et pour 2 < m < 1
1−H

E
(
BH
t −B

H,β
t

)m
≤ c(H,m)

{
tmH , t < β;

βmαt
m
2 + βm(H−1)+1tm−1, t ≥ β

où

BH,β
t =

∫ t

0

sαdY β
s , H ∈ (

1

2
, 1) (4.28)

avec

Y β
t = C

(8)
H α

∫ t

0

(∫ (β−s)+

0

(s− u)α−1u−αdBu

)
ds,

où C(8)
H est une constante, et β ∈ (0, 1)

Théorème 4.4. [47]

1. Pour tout 0 < α < λ

lim
|π|→0

sup
π
| (dα+fπ)(a)− (dα+f)(a)| L1[a,b] = 0

avec fπ(x) =
n−1∑
k=0

f(xk)1[xk,xk+1).

2. Soient f ∈ Cλ([a, b]), g ∈ Cµ[a, b], avec λ+ µ > 1, alors (R− S)
∫ b
a
fdg existe∫ b

a

fdg = (R− S)

∫ b

a

fdg

Dans cette section, on utilise le théorème (4.3), (4.4) et on prouve le théorème
qui affirme la convergence de l’intégrale par rapport au BH,β

t en probabilité, et par
l’équation (4.28), vers un intégrale par rapport au mouvement Brownien fraction-
naire.

Théorème 4.5. Pour presque tout ω ∈ Ω, et pour ε > 0, on a donc pour tout
processus f tel que

f(., ω) ∈ C2(1−H)+ε[0, T ], (4.29)

∫ T

0

f(u)dBH,β
u

P→
∫ T

0

f(u)dBH
u p.s quand β → 0+,

où P→ désigne la convergence en probabilité.
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Preuve :
Pour tout N > 0, on introduit le processus étagé de la forme

fN(u) =
N∑
k=1

f(uk−1)1[uk−1,uk), u ∈ [0, T ), fN(T ) = f(uN),

où
uk =

kT

N
, 0 ≤ k ≤ N.

On a donc, l’inégalité évidente suivante est satisfaite :∣∣∣∫ T0 f(u)dBH,β
u −

∫ T
0
f(u)dBH

u

∣∣∣ ≤ ∣∣∣∫ T0 (f(u)− fN(u))dBH,β
u

∣∣∣+
∣∣∣∫ T0 fN(u)d(dBH,β

u −BH
u )
∣∣∣

+
∣∣(fN(u)− f(u))dBH

u

∣∣ = I1(N, β) + I2(N, β) + I3(N).

On établit que pour la sous-suite Nβ tell que Nβ =

[
T

β
1
2

]
les convergences sui-

vantes sont satisfaites

I1(Nβ, β)
P→ 0, I2(Nβ, β)

P→ 0, I1(Nβ)
P→ 0, quand β → 0 + .

La condition (4.29) est équivalente à la relation suivante :

il existe une variable aléatoire finie k = k(ω) tell que P−p.s. ∀0 ≤ x < y ≤ T, on a

|f(x)− f(y)| ≤ k|x− y|λ (4.30)

avec λ = 2(1−H) + ε.
Étudions I1(Nβ, β). On utilise (4.27), (4.29) et (4.30), pour obtenir

I1(Nβ, β) =
∣∣∣∫ T0 (f(u)− fNβ(u))dBH,β

u

∣∣∣
= C

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

∫ uk

uk−1

(f(u)− f(uk−1))

(
uH−

1
2

∫ (u−β)+

0

(u− y)α−1y
1
2
−HdB̃y

)
du

∣∣∣∣∣
= Ck

N∑
k=1

(uk−1 − uk)λ
∫ uk

uk−1

uH−
1
2

∣∣∣∣∣
∫ (u−α)+

0

(u− y)α−1y
1
2
−HdB̃y

∣∣∣∣∣ du
= Ckζ1(N, β),

où B̃ est un processus deWiener sous-jacent. Dés maintenant, C est une constante,
dont la valeur n’est pas intéressante pour nous. Sans perte de généralité, on suppose
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que β < 1
2
. Estimons l’espérance mathématique de ζ1(Nβ, β) :

E(ζ1(Nβ, β)) ≤ β
λ
2

N∑
k=1

∫ uk

uk−1

uH−
1
2E

(∣∣∣∣∣
∫ (u−β)+

0

(u− y)α−1y
1
2
−HdB̃y

∣∣∣∣∣
)
du

≤ β
λ
2

N∑
k=1

∫ uk

uk−1

uα

(∫ (u−β)+

0

(u− y)2H−3y1−2Hdy

) 1
2

du

≤ β
λ
2

(∫ (1− β
T

)

0
(u− y)2H−3y1−2Hdy

) 1
2

N∑
k=1

∫ uk

uk−1

uH−1du

≤ Cβ
λ
2

(∫ 1
2

0
(1− y)2H−3y1−2Hdy + 22α

∫ 1− β
T

1
2

(1− y)2H−3dy

) 1
2

≤ Cβ
λ
2 (1 + β2α−1)

1
2 , (4.31)

En remplaçant λ = 2(H − 1) + ε dans (4.31), on obtient

E(ζ1(Nβ, β)) ≤ Cα1−H+ ε
2 (1 + β2α−1)

1
2 = o(β

ε
2 )→ 0, β → 0 + .

Par conséquent, I1(Nβ, β)
P→ 0, quand β → 0 + .

Considérons I2(Nβ, β).

I2(Nβ, β) =

∣∣∣∣∣
N∑
k=1

f(uk−1)
(

(BH,β
uk
−BH

uk
)− (BH,β

uk−1
−BH

uk−1
)
)∣∣∣∣∣

≤
N∑
k=1

|(f(uk)− f(uk−1))| .
∣∣BH,β

uk
−BH

uk

∣∣+
∣∣∣f(T )(BH,β

T −BH
T )
∣∣∣

≤ k

N∑
k=1

(uk − uk−1)λ
∣∣BH,β

uk
−BH

uk

∣∣+
∣∣∣f(T )(BH,β

T −BH
T )
∣∣∣ .

le terme
∣∣∣f(T )(BH,β

T −BH
T )
∣∣∣ P→ 0 car BH,β

T

P→ BH
T p.s.

Désignons par ζ2(Nβ, β) =
N∑
k=1

(uk − uk−1)λ
∣∣BH,β

uk
−BH

uk

∣∣. D’après le théorème (4.3),

l’espérance mathématique de |BH,β
t −BH

t | peut être estimée de la manière suivante :

E
(
|BH,β

t −BH
t |
)
≤ C

{
tH t < β

βα
√
t(1 + ln t

β
) t ≥ β

≤ C max

(
βH , βα

√
T (1 + ln

T

β
)

)
= o(βα−ρ), β → 0+, (4.32)
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pour tout ρ > fixé. Pour N = [ T
β

1
2

], ρ = ε
2
et λ = 2(1−H) + ε, on obtient de (4.32),

E(ζ2(Nβ, β)) ≤ β
λ
2E(|BukH, β −BukH|)

≤ β
λ
2 ([Nβ] + 1)o(βα−ρ) = o(β

2(1−H)+ε−1
2 +(α− ε2 )) = o(1)→ 0, β → 0 + .

Par conséquent, I2(Nβ, β)
P→ quand β → 0 + .

D’après le théorème (4.4), il résulte

I3(Nβ) =

∣∣∣∣∫ T

0

fNβ(u)dBH
u −

∫ T

0

f(u)dBH
u

∣∣∣∣→ 0, p.s.,

et par conséquent en probabilité, quand β → 0.

4.2 Approche actuarielle d’un mouvement Brownien fractionnaire mixte
avec un environnement de sauts pour l’option de change

Cette section vise à étudier la stratégie de l’approche actuarielle de la prime
d’assurance équitable pour l’option de change de prix, lorsque la valeur de l’option
en devises étrangères suit le mouvement Brownien fractionnaire mixte avec des sauts
et l’option européenne d’achat et de vente sont présentés en devise. Il a une certaine
importance de référence pour éviter les risques de change.

L’option de change est un contrat donnant à son acquéreur le droit (et non l’obliga-
tion) d’acheter ou de vendre un montant donné de devises à une date (ou pendant
une période) déterminée et à un cours fixé par avance appelé prix d’exercice, moyen-
nant le paiement d’une prime. Le droit d’acheter une quantité de devises contre une
autre est un call (option d’achat). Le droit de vendre est un put (option de vente).
Une option à l’américaine peut être exercée à tout moment entre la date d’achat de
l’option et la date d’échéance. Une option à l’européenne ne peut être exercée (ou
abandonnée) qu’à la date d’échéance.

L’approche actuarielle du prix des options a été présentée dans ([2]). Dans cette
étude, on évalue l’approche actuarielle pour l’option de change, dont le prix est régi
par un processus de saut et un mouvement Brownien fractionnaire mixte. Dans ce
modèle, on propose l’approche actuarielle pour une option de change en un pro-
blème d’équivalence à une prime d’assurance équitable. Aucune hypothèse écono-
mique n’est considéré dans l’approche actuarielle, et elle n’est valide que pour les
marchés complets, sans arbitrage ni en équilibre, mais aussi fiables dans des marchés
incomplets, d’arbitrage et de non-équilibre.
Pour obtenir un modèle de mouvement Brownien fractionnaire mixte avec des sauts
pour les options de change, Il faut accorder une grande attention aux conditions
suivantes :
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(i) Aucun frais de transaction ni aucune taxe ne devrait être déterminé et tous les
titres sont parfaitement divisibles.

(ii) la sécurité du commerce est continue ;

(iii) Le taux d’intérêt domestique rd et Taux d’intérêt étranger rf à court terme
sont définis et stables dans le temps ;

(iv) Il n’y a pas d’opportunités d’arbitrage sans risque.

Le taux de change au comptant dans le modèle mouvement Brownien fractionnaire
mixte avec des sauts, est donné par :

0 < t ≤ T, S0 = S > 0

dSt = St(µ− λµJ(t))dt+ σStdB̂t + σStdB̂
H
t + St(e

J(t) − 1)dNt. (4.33)

Supposons que Bd
t et Bf

t présentent respectivement le prix domestique et le
prix étranger de l’obligation sans risque. Ainsi, Bd

t et Bf
t satisfont aux équations

suivantes :
dBd

t = Bd
t rddt, Bd

t = 1Bd
t = e−rd(T−t), (4.34)

dBf
t = Bf

t rddt, Bf
t = 1Bf

t = e−rf (T−t), (4.35)

où St signifie le taux de change au comptant à l’instant t d’une unité de la devise
étranger mesurée dans la monnaie domestique. le drift µ et la volatilité sont sup-
posées des constantes ; B̂t et B̂H

t sont respectivement un mouvement Brownien et
mouvement Brownien fractionnaire ; Nt est processus de Poisson de paramètre λ,
(eJ(t)−1) est la taille de saut à l’instant t qui est une suite indépendante, identique-
ment distribuée et J(t) suit la loi Normale d’espérance −σ2

J

2
et de variance σ2

J . De
plus, les trois variables aléatoires, le B̂H

t , Nt et (eJ(t)−1) sont supposé indépendants.
En utilisant l’équation de Girsanov et le changement de variable suivant

Bt +BH
t =

µ+ µλJ(t) + rf − rd
σ

t+ B̂t + B̂H
t . (4.36)

L’équation (4.33), est transformée comme suit : 0 < t ≤ T, S0 = S > 0

dSt = St(rd − rf )dt+ σStdBt + σStdB
H
t + St(e

J(t) − 1)dNt. (4.37)

Lemme 4.2.1. [12] En appliquant la formule d’Itô, la solution de l’équation diffé-
rentielle stochastique est donnée par

St = S exp

[
(rd − rf )t+ σBt + σBH

t −
1

2
σ2t− 1

2
σ2t2H +

Nt∑
i=1

J(ti)

]
(4.38)

et d’espérance

E(St) = S exp

[(
(rd − rf ) +

1

2
nσ2

J

)
t

]
. (4.39)
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Définition 4.2.1. L’espérance du taux de rendement θ(t) de St sur t ∈ [0, T ] est
défini par

∫ T
0
θ(s)ds comme suit

E(St)

S0

= exp

(∫ T

0

θ(s)ds

)
. (4.40)

Définition 4.2.2. Supposons que C(K,T ) et P (K,T ) présentent respectivement
des option Européennes d’achat et de vente de devise, dont le taux de change au
comptant est St, le prix d’exercice est K et le temps de maturité T . Ainsi, la valeur
d’option Européenne par l’approche actuarielle peut être écrite comme suit

C(K,T ) = E

[(
exp

(
−
∫ T

0

θ(t)dt

)
STB

f
0 −KBd

0

)
IA

]
. (4.41)

P (K,T ) = E

[(
KBd

0 − exp

(
−
∫ T

0

θ(t)dt

)
STB

f
0

)
IB

]
. (4.42)

La condition essentielle pour l’exécution des options d’achat et de vente Européennes
à la date d’échéance sont respectivement

exp

(
−
∫ T

0

θ(t)dt

)
STB

f
0 > KBd

0

KBd
0 > exp

(
−
∫ T

0

θ(t)dt

)
STB

f
0

(4.43)

Théorème 4.6. Soit le taux de change au comptant St satisfait l’équation (4.33).
Ainsi, la valeur de l’option d’achat et de vente de devise à l’instant t est respective-
ment comme suit

C(K,T ) = E

[(
exp

(
−
∫ T

0

θ(t)dt

)
STB

f
0 −KBd

0

)
IA

]
.

= E

[(
exp

(
−(rd − rf )T −

NTσ
2
J

2
T

)
STB

f
0 −KBd

0

)
IA

]
.

(4.44)

C(K,T ) = SBf
0

∞∑
n=0

[
(λT )n

n!
exp

(
n∑
i=1

J(ti − λT −
nσ2

J

2
)T

)]
Φ(bn)

−KBd
0

∞∑
n=0

e−λT
(λT )n

n!
Φ(b′n), (4.45)
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P (K,T ) = E
[(
KBd

0 − exp
(
−
∫ T

0
θ(t)dt

)
STB

f
0

)
IB

]
= E

[(
KBd

0 − exp
(
−(rd − rf )T −

Ntσ2
J

2
T
)
STB

f
0

)
IB

]

= KBd
0

∞∑
n=0

e−λT
(λT )n

n!
Φ(−b′n)− SBf

0

×
∞∑
n=0

[
(λT )n

n!
exp

(
n∑
i=1

J(ti)− λT −
nσ2

J

2
T

)]
Φ(−bn), (4.46)

ici

yn =

m−
∑
i=1

nJ(ti) +
nσ2

J

2

σ
, m = ln

KBd
0

SBf
0

+
1

2
σ2T +

1

2
σ2T 2H , (4.47)

bn =
σT + σT 2H − yn√

T + T 2H
, b′n =

−Yn√
T + T 2H

(4.48)

Preuve :
Du lemme (4.2.1), on a

S(T ) = S exp

[
−(rd − rf )T + σBT + σBH

T −
1

2
σ2T − 1

2
σ2T 2H +

Nt∑
i=1

J(ti)

]
.

(4.49)
l’inégalité exp

(
−
∫ T

0
θ(t)dt

)
STB

f
0 > KBd

0 est équivalente à l’équation suivante

exp
(
−(rd − rf )T −

Ntσ2
J

2
T
)
×

×S exp

[
−(rd − rf )T + σBT + σBH

T −
1

2
σ2T − 1

2
σ2T 2H +

Nt∑
i=1

J(ti)

]
×Bf

0 > KBd
0 .

(4.50)

Par conséquent, on a σBT + σBH
T − 1

2
σ2T − 1

2
σ2T 2H +

Nt∑
i=1

J(ti)−
NTσ

2
J

2
T > m

C1(K,T ) = E
[
exp

(
−
∫ T

0
θ(t)dt

)
STB

f
01exp(−

∫T
0 θ(t)dt)STBf0>KBd0

]
= E{exp

(
−(rd − rf )T −

Ntσ2
J

2
T
)

×S exp

[
−(rd − rf )T + σBT + σBH

T − 1
2
σ2T − 1

2
σ2T 2H +

Nt∑
i=1

J(ti)

]
×Bf

01U}

où

u = σBT + σBH
T +

Nt∑
i=1

J(ti)−
NTσ

2
J

2
T > m
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C1(K,T ) = SBf
0 exp

[
−1

2
σ2T − 1

2
σ2T 2H

]
× E

[
exp

(
σBT + σBH

T +
Nt∑
i=1

J(ti)−
NTσ

2
J

2
T

)
× 1u

]

= SBf
0 exp

[
−1

2
σ2T − 1

2
σ2T 2H

]
× E

E
exp

σBT+σBHT +

Nt∑
i=1

J(ti)−
NTσ

2
J

2
T

×1u|Nt


= SBf
0 exp

[
−1

2
σ2T − 1

2
σ2T 2H

] ∞∑
i=1

P(Nt = n)

×E

[
exp

(
σBT + σBH

T +
Nt∑
i=1

J(ti)−
NTσ

2
J

2
T

)
× 1u|n

]

= SBf
0 exp

[
−1

2
σ2T − 1

2
σ2T 2H

] ∞∑
n=0

[
(λT )n

n!
exp

(
n∑
i=1

J(ti − λT −
nσ2

J

2
)T

)]

×E
[
exp

(
σBT + σBH

T

)
× 1u

]

= SBf
0

∞∑
n=0

[
(λT )n

n!
exp

(
n∑
i=1

J(ti − λT −
nσ2

J

2
)T

)]
1√

2π(T + T 2H)

∫ +∞

Yn

e
(x−σT−σT2H )2

2(T+T2H ) dx

= SBf
0

∞∑
n=0

[
(λT )n

n!
exp

(
n∑
i=1

J(ti − λT −
nσ2

J

2
)T

)]
P(Z > Yn),

C1(K,T ) = SBf
0

∞∑
n=0

[
(λT )n

n!
exp

(
n∑
i=1

J(ti − λT −
nσ2

J

2
)T

)]

×P
(
Z−σT−σT 2H√

T+T 2H
> Z−σT−σT 2H√

T+T 2H

)

= SBf
0

∞∑
n=0

[
(λT )n

n!
exp

(
n∑
i=1

J(ti − λT −
nσ2

J

2
)T

)]
Φ(bn).
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De plus,

C2(K,T ) = E
[
KBd

01exp(−
∫T
0 θ(t)dt)STBf0>KBd0

]

= KBd
0P

[
σBT + σBH

T +
Nt∑
i=1

J(ti)−
NTσ

2
J

2
T > m

]

= KBd
0

+∞∑
n=0

P(Nt = n)P

[
σBT + σBH

T +
Nt∑
i=1

J(ti)−
nσ2

J

2
T > m

]

= KBd
0

+∞∑
n=0

e−λT (λT )n

n!
P

[
BT +B2H

T√
T + T 2H

>
Yn√

T + T 2H

]

= KBd
0

+∞∑
n=0

e−λT (λT )n

n!
Φ(− Yn√

T + T 2H
)

= KBd
0

+∞∑
n=0

e−λT (λT )n

n!
Φ(b′n),

où

yn =

m−
∑
i=1

nJ(ti) +
nσ2

J

2

σ
, m = ln

KBd
0

SBf
0

+
1

2
σ2T +

1

2
σ2T 2H ,

bn =
σT + σT 2H − yn√

T + T 2H
, b′n =

−Yn√
T + T 2H

et Φ(.) est la distribution normale cumulative. De l’équation (4.45), on obtient

C(K,T ) = E
[(

exp
(
−
∫ T

0
θ(t)dt

)
STB

f
0 −KBd

0

)
IA

]
= C1(K,T )− C2(K,T )

= SBf
0

∞∑
n=0

[
(λT )n

n!
exp

(
n∑
i=1

J(ti − λT −
nσ2

J

2
)T

)]
Φ(bn)

−KBd
0

∞∑
n=0

e−λT
(λT )n

n!
Φ(b′n).

La preuve de l’équation (4.46), est montrée par les mêmes démarches.

Commentaire sur l’application

Dans l’approche actuarielle, on n’a pas besoin de la connaissance économique
des données financières dans lesquelles les résultats sont exacts sur tous les types
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de marchés. Il est important de noter que notre modèle dans cette étude est facile
à utiliser contre le modèle Black Scholes car il n’est pas nécessaire d’enquêter sur
une mesure martingale équivalente. En outre, nous avons supposé que le prix au
comptant suit le mouvement Brownien fractionnaire mixte avec des sauts est une
référence claire, ce qui est important pour éviter les risques de change.

4.3 Propriétés asymptotiques de l’estimation de la volatilité du modèle
dirigé par un mouvement Brownien fractionnaire mixte

L’objectif de cette application n’est pas l’estimation de la volatilité mais nous
souhaitons montrer le rôle important du mouvement Brownien fractionnaire mixte
pour préciser un estimateur du paramètre de la volatilité pour un modèle dirigé par
le mouvement Brownien fractionnaire mixte sachant que cet estimateur possède des
propriétés asymptotiques souhaitables.

On va proposer un estimateur de volatilité pour un modèle de mouvement Brownien
fractionnaire mixte pour H ∈ (0, 1). L’estimateur de la volatilité est nécessairement
la variation quadratique du processus correspondant.
On sait que si le processus d’intégration est un mouvement Brownien, alors on peut
obtenir un théorème central limite pour sa variation quadratique qu’est un résultat
bien établi. Le théorème central limite pour la variation quadratique du mouvement
Brownien fractionnaire est valable pour H ∈ (0, 3

4
). On sait aussi qu’il ne peut avoir

le théorème central limite pour la variation quadratique du mouvement Brownien
fractionnaire avecH ∈ (3

4
, 1). Mais dans le cas de la variation quadratique du mouve-

ment Brownien fractionnaire, il est à noter que le théorème central limite est possible
pour toutes les valeurs du paramètre H ∈ (0, 1) pour un tel mouvement Brownien
fractionnaire et le résultat est attendu comme nous l’avons vu dans l’article de Che-
ridito([35]) pour H ∈ (3

4
, 1) pour modéliser un prix d’une action, alors l’estimateur

de la volatilité a des bonnes propriétés asymptotiques pour H ∈ (3
4
, 1). Bien que le

mouvement Brownien fractionnaire mixte ait des accroissements dépendants mais
pour H ∈ (3

4
, 1), c’est équivalent au mouvement Brownien et le théorème central li-

mite est satisfait pour le mouvement Brownien fractionnaire mixte avec H ∈ (3
4
, 1).

Dans la suite, on prend α = 1 i.e. MH
t = Bt + βBH

t .

4.3.1 Modèle dirigé par un mouvement Brownien fractionnaire mixte avec
H ∈ (3

4 , 1) et l’estimateur de la volatilité

Considérons le modèle suivant :

St = S0 exp(µt+ σ(Bt +BH
t )− 1

2
σ2(t+ t2H))

pour H ∈ (0, 1), où S0 > 0, µ ∈ (−∞,+∞) est le paramètre de drift et σ > 0 est
appelé le paramètre de la volatilité. On est intéressé par un estimateur du paramètre
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de la volatilité de ce processus pour H ∈ (0, 1).

Tout d’abord, on considère µ = 0 dans le modèle. Pour 0 = t0 < t1 < . . . < tN = 1,
les valeurs observées du processus sont Stj , j = 0, . . . , N et tj+1 − tj = 1

N
,

∀j = 0, . . . , N − 1. On note qu’il s’agit de données à haute fréquence car la taille de
l’échantillon augmente et la différence de temps entre deux points de données consé-
cutives diminue. On propose l’estimateur de la volatilité σ2, basé sur l’ensemble des
observations {Stj ,j=0,...,N}, comme suit :

σ̂2 =
1

N

(
1

N
+

1

N2H

)−1 N−1∑
j=0

(
ln
S j+1

N

S j
N

)2

. (4.51)

Notons que le facteur de normalisation
1

N

(
1

N
+

1

N2H

)
dépend du deux paramètres

N et H où H ∈ (0, 1).

Quand N → ∞ ce facteur de normalisation
1

N

(
1

N
+

1

N2H

)
→ 1, pour H > 1

2
et

pour H < 1
2
, le facteur de normalisation tend vers ∞ quand N → ∞. Donc , pour

H ∈ (3
4
, 1) le facteur de normalisation tend vers à 1 quand N →∞.

4.3.2 La convergence presque sûre et la normalité asymptotique pour l’es-
timateur de la volatilité

On considère α = 1 et β = 1, donc MH
t = Bt + BH

t et sa fonction de covariance
devient de la forme Cov(MH

s ,M
H
t ) = (t ∧ s) + 1

2
(t2H + s2H − |t− s|2H).

Soit E l’ensemble des fonctions étagées à valeurs réelles et les espaces de Hilbert
associer pour BH

t et BH
t sont H1,H2 qui sont la fermeture de E , avec un produit sca-

laire comme covariances correspondantes respectivement. Donc, on a Cov(Bs, Bt) =

〈1[0,s],1[0,t]〉H1
= t ∧ s et Cov(BH

s , B
H
t ) = 〈1[0,s],1[0,t]〉H2

= 1
2
(t2H + s2H − |t− s|2H).

Pour φ, ψ ∈ E , on définit le produit scalaire 〈φ, ψ〉E = 〈φ, ψ〉H1
+ 〈φ, ψ〉H2

.

Pour φ =
∑
j

aj1[0,tj ], posons M(φ) =
∑
j

ajM
H
tj
. De même pour ψ =

∑
j

bj1[0,tj ],

alors,
Cov(M(φ),M(ψ)) = 〈φ, ψ〉E ,

donc, pour φ ∈ H, il existe φn ∈ E tell que φn → φ ∈ H, et par suite M(φ) est la
limite de M(φn) dans L2, i.e. M(φ) est dans L2(Ω,F). Donc, on aura

〈φ, ψ〉H = 〈φ, ψ〉H1 + 〈φ, ψ〉H2 ,
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pour φ, ψ ∈ H, et H = E avec cette extension du produit scalaire et de l’isométrie
d’Itô on a Cov(M(φ),M(ψ)) = 〈φ, ψ〉H où φ, ψ ∈ H.

Soit Hn, le nime polynôme de Hermit 1, satisfaisant

d

dx
Hn(x) = Hn−1(x), n ≥ 1. (4.52)

On prend φ ∈ H, telle que ‖φ‖H = 1. On considère les variables aléatoiresHn(M(φ)),
et prenons l’adhérence du sous-espace engendré par ces variables aléatoires comme
un sous-espace de L2(Ω,F).

l’intégrale deWienermultiple In par rapport au processus gaussien isonormal {M(φ), φ ∈
H} est une application du produit tensoriel symétrique H�n dans L2(Ω,F) (le chaos
de Wiener d’ordre n, noté Wn). Notons que H�n a la norme 1√

n!
‖.‖H⊗n , H⊗n est le

produit tensoriel de H et H�n est le produit tensoriel symétrique de H.

Pour f ∈ H�n, on a aussi In(f) = In(f̃), f̃ est la symétrie de f .

Pour φ ∈ H, In(φ⊗n) = n!Hn(I1(φ)) = n!Hn(M(φ)) est une isométrie linéaire entre
H�n et Wn(D’après la proposition 8.1.2 ([36])).

Maintenant, pour f ∈ H�n et g ∈ H�m, on a :{
Cov(In(f), Im(g)) = n!〈f̃ , g̃〉⊗n, , si m = n

Cov(In(f), Im(g)) = 0, sim 6= n.
(4.53)

Soit {ei, i ≥ 1} une base orthonormée de H, m,n ≥ 1, r = 0, . . . , n ∧m. f ⊗r g ∈
H⊗(m+n−2r) est une contraction définie par

f ⊗r g =
∞∑

i1,...,ir=1

〈f, ei1 ⊗ . . .⊗ eir〉H⊗r〈g, ei1 ⊗ . . .⊗ eir〉H⊗r . (4.54)

Cette définition ne dépend pas du choix de la base orthonormée et 〈f, ei1⊗ . . .⊗
eir〉H⊗r ∈ H�(n−r), 〈g, ei1 ⊗ . . . ⊗ eir〉H⊗r ∈ H�(m−r). f ⊗r g n’est pas nécessairement
symétrique. Soit f⊗̃rg la symétrie de f ⊗r g. Alors

In(f)Im(g) =
m∧n∑
r=0

r!

(
n

r

)(
m

r

)
In+m−2r(f⊗̃rg), (4.55)

1. Les polynômes de Hermite sont définis par : Hn(x) = (−1)n exp(x
2

2 ) dn

dxn exp(−x
2

2 )
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où (
x

y

)
=

x!

y!(x− y)!
.

Aussi, pour m = n = r, on a

I0(f ⊗r g) = 〈f ⊗r g〉H⊗r .

La propriété suivante est la propriétés d’hypercontractivité pour l’intégrale de
Wiener multiple (Voir l’équation 8.4.18 ([36]).)

[E(In(f))r]
1
r ≤ (r − 1)

n
2

[
E(In(f))2

] 1
2 , r ≥ 2.

Soit F un fonctionnel du processus gaussien isonormal M tel que E(F (M)2) < ∞,
alors, il existe une suite fn ∈ H�n et F peut être écrire sous la forme suivante
F =

∑
n≥0

In = (fn) avec I0(f0) = E(F ), où les série convergent dans L2(Par la pro-

position 8.4.6 ([36])).

Pour φ1, . . . , φn ∈ H, soit F = g(M(φ1), . . . ,M(φn)) avec g lisse à support com-
pact. Donc, la dérivée de Malliavin D est une variable aléatoire de H définie par :

DF =
n∑
i=1

∂g

∂xi
(M(φ1), . . . ,M(φn))φi.

DF est un élément de L2(Ω,H). Si H est l’espace L2(R) pour une mesure non-
atomique, donc DF peut être identifié avec un élément L2(Ω × R). Notons DF =

(DtF )t∈R

DtF =
n∑
i=1

∂g

∂xi
(M(φ1), . . . ,M(φn))φi(t), t ∈ R.

Si F = In(f), f ∈ H�n, pour tout t ∈ R, alors

DtF = DtIn(f) = nIn−1f(., t).

In−1f(., t) est une intégrale stochastique prise par rapport aux (n − 1) premières
variables t1, . . . , tn−1 de f(t1, . . . , tn−1, t), t est supposée fixe.

Si F =
∑
n≥0

In(fn), fn ∈ H�n, donc pour tout t ∈ R,

DtF =
∑
n≥0

nIn−1fn(., t).

Pour prouver la normalité asymptotique, on va utiliser les deux théorèmes suivants
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Théorème 4.7. [42] Soit In(f) une intégrale multiple d’ordre n ≥ 1 par rapport à
un processus isonormal M . Alors

d(L(In(f)),N (0, 1)) ≤ cn[E(|DIn(f)|2H − n2)]
1
2

où D est la dérivée de Malliavin par rapport à M , et H est l’espace canonique
de Hilbert associé à M . Ici, d peut être l’une des distances comme la distance de
Kolmogorov Smirnov ou la distance de la variation totale etc. et on trouvera une
constante 2 cn dépendante de d et l’ordre n. L(M) signifie la loi de M .

Théorème 4.8. [42] Pour n ≥ 2, soit (Fk, k > 1), Fk = In(fk) (avec fk ∈ H�n

pour tout k ≥ 1) une suite de variables aléatoires de carré intégrable dans la nime

chaos de Wiener d’un processus isonormal tel que [F 2
k ]2 → 1 quand k → ∞. Alors

les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite (Fk)k≥0 converge au sens de distribution vers la loi normale centrée
réduite.

(ii) [F 4
k ]→ 3, quand k →∞.

(iii) Pour tout 1 ≤ l ≤ n− 1, lim
k→∞
|fk ⊗l fk|H⊗2(n−1) = 0.

(iv) |DFk|2H → n dans L2 quand k → ∞, où D est la dérivée de Malliavin par
rapport à M .

4.3.3 Résultats asymptotiques

Théorème 4.9. [12] L’estimateur σ̂2 converge vers σ2 presque sûrement.

Théorème 4.10. [12] L’estimateur σ̂2 est asymptotiquement distribué comme N (σ2, ς),
où ς = var(σ̂2), N étant la taille de l’échantillon i.e.

√
N(σ̂2−σ2)

υ

L→ N (0, 1) quand
N →∞, où

υ = lim
N→∞

√
Nς.

Commentaire sur l’application

On a montré que l’estimateur de la volatilité pour un modèle dirigé par un mouve-
ment Brownien fractionnaire mixte converge presque sûrement, i.e. fortement cohé-
rent et est asymptotiquement normalement distribué. Ainsi, on a montré le théorème
central limite pour la variation quadratique du mouvement Brownien fractionnaire
mixte pour H ∈ (0, 1). Notons que contrairement à la variation quadratique du
mouvement Brownien fractionnaire pur, où l’on obtient une normalité asymptotique
pourH ∈ (3

4
, 1), ici pour le mouvement Brownien fractionnaire mixte, on obtient une

2. La constante cn est égale à 1 dans le cas où d est la distance de Kolmogorov ainsi
que dans le cas de la distance de Wasserstein et dans le cas de la distance de la variation
totale, on a cn = 2.
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normalité asymptotique pour toutes les valeurs de H, précisément pour H ∈ (0, 1).
Le résultat est attendu comme nous l’avons vu dans le document de Cheridito ([35])
selon lequel mouvement Brownien fractionnaire mixte est équivalent au mouvement
Brownien pour H ∈ (3

4
, 1).



Conclusion

Dans ce mémoire, j’ai réalisée une étude sur deux processus récemment définis : le
mouvement Brownien fractionnaire mixte et le mouvement Brownien fractionnaire mixte
généralisé. En premier lieu, on a définit ces deux processus et étudié leurs propriétés avec
tous les détails, Par ailleurs, au cours de cette étude, on a rencontré plusieurs difficultés,
comme la non-différentiabilité des trajectoires de ces deux processus, en particulier leurs
dérivées ne sont pas définies, chose qui nous a fait montrer qu’il sont dérivables au sens de
distribution, en outre une représentation du mouvement Brownien fractionnaire mixte dans
l’espace de bruit blanc a été construite et aussi celle du mouvement Brownien fractionnaire
mixte généralisé. une question fondamentale a été posée ; Le mouvement Brownien fraction-
naire mixte est-il une semimartingale ? cette question a eu une réponse remarquable, car
on a montré que notre processus n’est pas une semimartingale pour H ∈ [0, 1]\[3

4 , 1)∪{1
2},

c’est la raison pour laquelle nous avons définies différents type d’intégration stochastique.
Ensuite, on a éffectué une étude sur les équations différentielles stochastiques dirigées par
un mouvement Brownien fractionnaire mixte sous des conditions sur les coefficients qui
assurent l’existence et l’unicité de la solution, en utilisant des approximations et des esti-
mations, bien que la théorie développée de l’intégration stochastique n’est applicable.

La valorisation de notre travail est montré en terme d’applications ; on a prouvé l’absence
d’arbitrage en utilisant le modèle mixte i.e. le modèle présenté en fonction du mouvement
Brownien fractionnaire mixte, puis on a étudie la stratégie de l’approche actuarielle de la
prime d’assurance équitable pour l’option de change de prix, lorsque la valeur de l’option en
devises étrangères suit le mouvement Brownien fractionné mixte avec des sauts, enfin on a
défini un estimateur du paramètre de la volatilité pour un modèle dirigé par le mouvement
Brownien fractionnaire avec des propriétés souhaitables, en conséquence l’application du
mouvement Brownien fractionnaire mixte en finance est utile grâce à ses propriétés dis-
tinctives en particulier sa dépendance à long terme.
Enfin, nous souhaitons que les résultats obtenus dans ce travail pourraient contribuer à
l’étude et à la résolution des problèmes dont les modèles sont définis par les processus
suivants :

– Le mouvement Brownien fractionnaire mixte dans le cas vectoriel.
– La mixture du mouvement Brownien d-dimensionnel avec le processus de Rosemblatt.
– La mixture du mouvement Brownien d-dimensionnel avec le processus d’ Hermit.
– Le processus gaussien mixte i.e. la combinaison linéaire d’un mouvement Brownien

avec un processus gaussien centré et indépendant du Brownien.
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