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Introduction

Le calcul stochastique est une branche a la croisée de probabilités et de I'ana-
lyse mathématiques qui s’occupe des phénoménes aléatoires dépendant du temps.
Le coeur des outils probabilistes réside dans le calcul stochastique, qui n’est rien
autre qu’un calcul différentiel, mais adapté aux trajectoires des processus stochas-
tiques qui ne sont pas différentiables. Le calcul différentiel présente une théorie de
I'intégration d’un processus stochastique (intégrant) par rapport a un autre (inté-
grateur), afin de résoudre des équations différentielles stochastiques qui servent de
modéle mathématique a des systémes faisant intervenir deux types de forces, I'une
déterministe et ’autre aléatoire. Le processus le plus connu et largement utilisé qui
effectue ce calcul est le mouvement Brownien, il est utilisé en mathématiques fi-
nanciéres, en économie( par exemple en évolution des prix des actions et des taux
d’intérét obligataires), en mécanique quantique, en traitement du signal, en chimie,
en météorologie, et méme en musique.

La théorie de I'intégration et des équations différentielles stochastiques a été déve-
loppée par : N. Wiener(|15]), en 1923, K.I6 1942,1944,1951 (|16, 17, 18]), P.Lévy
([31]), en 1948, A.N. Kolmogorov [27], en 1931, Willy Feller(|!!]), en 1936, .... La
liste des articles et livres connexes est trés longue et nous ne le mentionnons pas ici
en entier. La théorie la plus connue du calcul stochastique est celle deK.It6, le pére
de la théorie stochastique de I'intégration.

Pendant plusieurs décennies, le meilleur modéle utiliser pour mettre en ceuvre de
nombreuses idées est la semimartingales, le calcul stochastique pour les semimar-
tingales et la théorie générale des processus stochastiques sont étroitement liés a
la théorie de I'intégration stochastique et les équations différentielles stochastiques.
Cependant dans les années récentes, il y a eu un intérét considérable a étudier le
mouvement Brownien fractionnaire en raison de ses propriétés simples et de cer-
taines applications dans divers domaines scientifiques comme la télécommunication,
la turbulence, la finance, ..., et afin de faire de meilleures applications du mouve-
ment Brownien fractionnaire en finance, de nombreux auteurs ont proposé d’utiliser
le mouvement Brownien fractionnaire mixte comme modéle stochastique. De plus,
le mouvement Brownien fractionnaire mixte a été suggéré de remplacer le mouve-
ment Brownien en tant que processus de conduite dans la modélisation de nombreux

phénoménes réels. Le mouvement Brownien fractionnaire mixte a été introduit par
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Patrick Cheridito (|35]) en 2001, défini comme une combinaison linéaire entre le mou-
vement Brownien et le mouvement Brownien fractionnaire de parametre H € (0, 1).
Ce processus n’est pas une semimartingale si / € (0,1)\{3}U]2,1), et il n’est pas
aussi un processus de Markov. Comme ce processus n’est pas une semimartingale,
on ne peut pas appliquer la théorie de calcul stochastique classique développée par
K.Ité. Pour définir une intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien
fractionnaire, on est amené a la décomposer en deux parties : une semimartingale (le
mouvement Brownien), et la partie non-semimartingale (mouvement Brownien frac-
tionnaire). L’intégrale par rapport au mouvement Brownien est traité par le calcul
stochastique classique et pour définir une intégrale par rapport au mouvement Brow-
nien fractionnaire, différentes approches ont été proposées ; le calcul stochastique au
sens de trajectoires qui est basé sur l'intégrale de Lebesque-Stieltjes et 'intégrale
de L.C. Young ([!1]) et une autre approche donnée par T. Lyons (|11]) en 1998;
Le calcul de Malliavin, il est encore connu par le calcul des variations stochastiques
([8, 29, 37]), et le calcul de Wick (|13]).

L’étude des équations différentielles stochastiques dirigées par le mouvement Brow-
nien fractionnaire mixte a été considéré généralement dans le cas ou le paramétre
H e (%, 1). La Solvabilité de ces équations différentielles stochastiques a été prouvée
en 2002 par K. Kubilius (|26]) pour des coefficients indépendants du temps et un drift
nul, en 2008, par Yuliya.M (|10]) pour H € (3,1) et des coefficients bornés et aussi
en 2008, par D.Nualart et J.Gurra pour tout H > % En 2011, Yuliya S. Mishurae
et M.SHEVCHENKO (|17]) ont généralisé ces résultats, en prouvant la solvabilité de
ces équations différentielles stochastiques pour tout H > % avec la possibilité de la

dépendance entre le mouvement Brownien et le mouvement Brownien fractionnaire.

Le travail réalisé dans ce mémoire a pour objectif d’étudier des équations diffé-

rentielles stochastiques dirigées par un mouvement Brownien fractionnaire mixte.

J’ai partagé mon manuscrit en quatre chapitres. Dans le premier chapitre, des
notions de base sont mentionnées, un petit rappel sur le mouvement Brownien frac-
tionnaire et ses propriétés est présenté, en se basant sur ([23, 21]). Dans le deuxiéme
chapitre, nous nous intéressons a deux processus qui sont des extensions du mou-
vement Brownien fractionnaire ; le mouvement Brownien fractionnaire mixte et le
mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé, on étudie leurs propriétés en
faisant appel aux papiers de Patrick Cheridito (|35]), Christoph Thdle (|5]) et Herry
Pribawanto ([11]), et on termine le chapitre par I’étude de la représentation de ces
deux processus dans I'espace de bruit blanc. Le troisiéme chapitre est dédié a ’étude
des équations différentielles stochastiques dirigées par un mouvement Brownien frac-

tionnaire mixte, en commengant par un petit rappel sur le calcul stochastique ,
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puis on étudie des équations différentielles stochastiques dirigées par un mouvement
Brownien fractionnaire mixte sous différentes conditions sur les coefficients et on ter-
mine le chapitre par une synthése sur les résultats de Yuliya S. Mishurae et Georgiy
M.SHEVCHENKO ([47]). Enfin, quelques exemples d’applications du mouvement

Brownien fractionnaire mixte en finance feront ’objet du quatriéme chapitre.



Chapitre 1

Mouvement Brownien Fractionnaire

1.1 Des notions de base

1.1.1 Processus stochastique

Définition 1.1.1. Un processus stochastique X = (Xi),so est une famille de va-
riables aléatoires indexées par un ensemble de temps T, toutes définies sur un méme
espace de probabilité (0, F,P) a valeurs dans un espace mesurable (E, &) appelé es-
pace d’états du processus X : (t,w) — Xy(w).

En général T =[0,T] = [0,00] = Ry ou R.

Pour chaque w la fonction t — Xy(w) s’appelle la trajectoire du processus.

Définition 1.1.2. Etant donné un processus stochastique X = (Xi)>0, les lois finie-
dimensionnelles de X sont les lois de tous les vecteurs (X, ..., X)), t1,...,t, € T,n € IN.

L’ensemble des lois fini-dimensionnelles caractérise la loi Px du processus X

Définition 1.1.3. Soit X et Y deux processus stochastiques
— On dira que Y est une version(modification) de X si pour toutt € T,
IP(Xt = YZ) =1
— Deuz processus sont dit indistinguables si P(X; =Y, vVt € T) =1
Dans la suite, quand nous écrirons X Ly égalité en loi de deuxr processus nous

signifierons ’égalité de toutes les loi fini-dimensionnelles de X et de Y .

(Xeysoo s Xe )2 (Y, Y2

pour tous ty,...,t, € T

Remarque 1.1.1. S@ X et Y sont indistinguables, alors X est une modification de

Y mazis la réciproque est fausse.

10
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Définition 1.1.4. Un processus est dit :
— a accroissements indépendants si pour tous 0 < t; < ... < t,, les variables
aléatoires Xy, Xy, — X4y, o, Xy, — X¢,_, sont indépendantes.
— a accroissements stationnaires st la lot des accroissements Xy, — Xy ne dépend

pas de h > 0.

Définition 1.1.5. On dit qu’un processus (Xi)i>o est a variation finie sur [0,T] si :

s(ul)oz ‘th.+1 - Xy,
t; i

< OQ.

Et a variation quadratique finie sur [0,T] si :

s(u;)) Z }th.+1 - Xy,
t)

2
< oQ.

La borne supérieure est prise sur la famille de subdivisionsty =0 <t < ... <t, =T

de [0, 7.

Définition 1.1.6. Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Une filtration F' = (F;)t>0

sur cet espace est une famille croissante (Fy)er de sous tribus de F.

Définition 1.1.7. Une filtration est dite :
— Complete si les ensembles P—négligeables de Fo, sont dans Fo et si l’espace

de probabilité est complet ;
— Continue o droite si Fy, = F,, Yt>0 ouVt>0,F, = mFS5

s>t
— Satisfait les conditions habituelles, si elle est continue a droite et compléte.

On note I = (F)i>0 la plus petite filtration qui contient I est satisfait les

conditions habituelles.

Remarque 1.1.2. On considere que toutes filtration utilisée dans la suite, est une

filtration qui satisfait les conditions habituelles.

Définition 1.1.8. Un processus est dit mesurable si l’application
(t,w) — Xy(w)

définie sur Ry x  muni de la tribu B(R;) ® F est mesurable.
Un processus est dit adapté si pour tout t > 0, X; est F;-mesurable. Le processus X

est dit progressif si, pour tout t > 0 ’application
(t,w) — Xi(w)

est mesurable sur [0,T] x Q muni de la tribu B([0,T)) @ F;, ot B([0,T]) est la tribu
de Borel.
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Définition 1.1.9. X, et Y, deux processus définis sur le méme espace de proba-
bilité (Q, F,P) sont dit indépendants si les sous tribus Fx = o{X.t € T} et
Fy = o{Y;,t € T} engendrées par les X, respectivement les Yy, sont indépendantes

relativement o IP.

Définition 1.1.10. Un processus X est une F-martingale si :
1. X; est un processus F-mesurable.
2. E(|Xy]) < +o0, pour tout t > 0.
3. Pour tout s < t, E(X;/Fs) = X; P —p.s.

Définition 1.1.11. On note H? ’espace des martingales continues bornées et de
carré intégrable ; On définit un produit scalaire sur H? par (M, N) = E(< M, N >.).

L’espace L? est l'espace de Hilbert pour le produit scalaire

(H,K) = E(/ H,K d < M, M > s), H,, K, deuz processus progressifs , M € H?
0

1.1.2 Reégularité des trajectoires

Définition 1.1.12. Un processus stochastique X est continu (respectivement continu

a droite, continu a gauche) si Yw € ), la trajectoire
t— Xt

est continue (respectivement continue & droite, continue & gauche).

Définition 1.1.13. On rappelle qu’une fonction f : R? — R est dite y— Héldérienne
s’il existe C' < 400 tel que :

@) =y l<Clle—yl

ot || .|| désigne la norme ambiante de RP ou de R

Ce théoréme donne une condition suffisante pour qu'un processus stochas-

tique ait une modification continue avec des trajectoires Holdériennes.

Théoréme 1.1. [27/(Kolmogorov) Soient o, B,y > 0, si un processus stochastique
X sur lespace de probabilité (Q, F, P)satisfait

E(1X: = X|") < vt = s/

alors il existe une version continue X de X.
8

a”

En fait, les trajectoires de X sont Holdériennes pour tout v <
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1.1.3 Autosimilarité

Définition 1.1.14. Un processus X est autosimilaire si pour tout o > 0,36 > 0
Xt 28X, VteR
au sens de ’égalité des lois fini-dimensionnelles.

Remarque 1.1.3. Pour 8 = a", on dit que X est autosimilaire d’indice 0 < H < 1,
et on écrit : Ya >0

Xat é OéHXt’ Vvt € R.

H est le coefficient d’autosimilarité ou bien le parameétre de Hurst.

Remarque 1.1.4. Un processus autosimilaire ne peut pas étre en plus stationnaire

car on aurait

Xt é ont é OéHXt

On a en particulier B(X;) = o"E(X;), ce qui donne une contradiction quand on
fait tendre o' — 400, (H > 0).

Proposition 1.1.1. Soit (X;)i>0 un processus autosimilaire & accroissements sta-

tionnaires tel que P(X; # 0) > 0. On suppose que E(|X1]|7) < oo alors

O<H<%, si0<y<1
0<HLZ1, siyv>1

Cette propriété montre qu'un changement d’échelle dans le temps est équivalent
(en loi ) & un changement d’échelle en espace i.e. il s’agit d’une égalité en loi et pas

en trajectoire.

1.1.4 Espace de distributions

Définition 1.1.15. Une fonction test ¢ est une fonction indéfiniment dérivable,
nulle hors d’un intervalle borné (on dit aussi que ¢ est de classe C* et & support

borné). L’ensemble des fonctions test est noté D(R).

Définition 1.1.16. Soit (E,T) un espace topologique et soit A un sous ensemble de
E. On dit que x est un point adhérent a A s’il existe une suite de points de A qui
converge vers x dans l’espace (E,T) .

On appelle Adhérence de A noté A, l’ensemble des points de E qui sont adhérents a
A.

Une partie K de E est dite dense dans F si A= E.

Définition 1.1.17. On appelle espace de Schwartz noté S(R), I’ensemble des fonc-
tions régulieres f telles que cette fonction et toutes ses dérivées convergent vers 0

plus vite que tout polyndome.
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Proposition 1.1.2. [73] Les compacts de S(R) sont les fermés bornés.

Proposition 1.1.3. [77] L’espace de Schwartz est invariant par dérivation et par

multiplication par un polyndme.

Cette proposition veut dire que si f est dans S(R), alors f, 3% f sont aussi dans
S(R).

Lemme 1.1.1. [77] S(R) C LY(R)

Définition 1.1.18. Le dual topologique de S(R) est noté S'(R), c’est l'espace des

distributions tempérées.

Proposition 1.1.4. [73] Une distribution a support compact est tempérée.

1.1.5 Processus gaussien

Soit X une variable aléatoire gaussienne, d’espérance m et de variance o?.

Définition 1.1.19. Un espace gaussien est un sous-espace vectoriel fermé de L*(Q, F, P)

formé de variables gaussiennes.

Par exemple si X = (X,..., Xy) est un vecteur gaussien dans R¢, alors 'espace
vectoriel engendré par {Xi,..., X} est un espace gaussien.

La proposition suivante indique que I’espace gaussien est un espace fermé.

Proposition 1.1.5. [23] Soit (X;)ier un processus gaussien 1.1.20, si X; converge

en probabilité vers X, alors X est ausst une variable aléatoire gaussienne.

Définition 1.1.20. On dit qu’un processus stochastique X est gaussien si et seule-
ment st toute combinaison linéaire de ses marginales a1 Xy, + ... + a, Xy, suit une
loi gaussienne® (Pour tout n € N;ty,...,t, € T et ay,...,a, € R.)

Toutes les lois fini-dimensionnelles d’un processus gaussien sont connues dés qu’on

se donne la fonction moyenne m = E(X}) et lopérateur de covariance r = Cov( Xy, Xy).

Théoréme 1.2. [21] Soit r une fonction symétrique de type positif sur T x T, il

existe alors un processus gaussien dont la fonction de covariance est 3.

Proposition 1.1.6. [21] Un processus gaussien est stationnaire ssi E(X;) est une

constante.

Exemples de processus gaussiens :

— Processus d’Ornstien-Uhlenbek : est le processus gaussien centré définit

1 . .
par : U, = e"2B(e'), ou B un mouvement Brownien

1. Noté N (m,X) et de densité f(x) = m}ﬁ/ e (55



1.1.6 Mouvement Brownien 15

— Bruit Blanc gaussien : Soient (2, 1) un espace mesuré et U = {A € A :
p(A) < +o0}; Le bruit blanc est un processus gaussien (X4)aeq indexé par

I’ensemble des mesurables 2.

Remarque 1.1.5. Les processus gaussiens les plus célébres sont le mouvement

Brownien et le mouvement Brownien fractionnaire.

1.1.6 Mouvement Brownien

Le mouvement Brownien est une description mathématique du mouvement
aléatoire d’'une grosse particule immergée dans un fluide et qui n’est soumise a
aucune autre interaction que des chocs avec les petites molécules du fluide d’envi-
ronnement. Il en résulte un mouvement trés irrégulier de la grosse particule, qui a
été décrite pour la premiére fois en 1827. la premiére étude mathématique rigou-
reuse est fait par Nobert Wienner en 1923 qui exhibe également une démonstration

de l'existence du Brownien.

Définition 1.1.6.1. Un mouvement Brownien standard réel (MB) est un processus

gaussien centré, noté B = (By)i>o G trajectoires continues de fonction de covariance :
Cov(By, Bs) = min(t,s) =t A s.
On Uappelle aussi processus de Wienner.

Propriétés 1.1.1. Le mouvement Brownien standard B a les propriétés suivantes :
- By =0.
— Pour tout t > 0, B; suit la lot normale centrée de variance t.
— Pour tout 0 < t; <ty <...<t,, les variables aléatoires
By, B, — By,,..., By, — By, , sont indépendantes.

— Propriétés de symétrie : Le processus (—By)i>o est aussi un mouvement Brow-

nien.

— Stationnarité : Les accroissements du mouvement Brownien sont stationnaires

i.e. Vs < t, By — By est une variable gaussienne centrée de variance t — s.

— Autosimilarité : Pour tout a > 0, {a%Bat} est un mouvement Brownien.

1.1.6.1 Variation quadratique du mouvement Brownien

Proposition 1.1.7. A1 Soit (B:)i>0 un mouvement Brownien, pour t > 0, pour

toute suite de subdivision A, de [0,1], tel que lim |A,[0,1]] =0, on a :
n—oo

on

2
TLII_)I{.IO; (BQ% — Bu;gﬁ) =1 p-.S.
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1.1.6.2 Propriétés des trajectoires du Mouvement Brownien

Il est naturel d’étudier les propriétés des trajectoires Browniennes en tant

que fonction du temps.

Théoréme 1.3. [22] Il existe une version de B telle que, pour tout v < %, les

trajectoires sont Holdériennes d’exposant v sur tout intervalle compact.

Corollaire 1.1. Presque sidrement les trajectoires du MB sont Holdériennes dans
0,41
Proposition 1.1.8. [22] Presque sirement, les trajectoires du mouvement Brownien

ne sont pas différentiables .

1.1.6.3 Propriété de Markov

La propriété de Markov du MB est utilisée sous la forme suivante : pour tout
s, le processus (W;);>o définie par : W, = By — By est un mouvement Brownien
indépendant de F.

Lemme 1.1.2. S X est un processus Markovien gaussien centré, alors pour tout
s<t<u
E(X, X )E(X, X,) = E(X, X,)E(X,X) (1.1)

Preuve :

Si X est un processus Markovien, alors : Vs < t < u

X,/ X0 X.) = BOG/X0) = E(X) + S e (3, — B
Ainsi,
B(X,/X) = Gy

E(X,/X:, X,) = E(X,) + 0,0, (v — E(v)).
On pose r,, = Cov(X;, X,), o

rti rts
guv = (Tutrus) et 91) =
/r.st 7"55
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En remarquant que

E(X./X:, Xs) =040 v

_ 1
— 2 (Tutrsth - TutrtsXS - Tus/rstXt + rusrttXS)

Puisque, E(X, /X, X;) = E(X,/X;), on a

Tut 1
_Xt = 2 (Tutrsth - rutrtsXS - TusrstXt + /r.us/rttXS)

Ttt 7ﬁttrss — Ty

De plus,

2 2
Xt(/rttrut/rss - rtt/rut?ﬂss - rutrst _|_ rtt/rus/rst> + Xs(rttrutrst - Tttrus) = O

2
/rsth(rtt?aus - Tutrst> - 7ﬁtt)(s(7ntt7ﬂus - Tutrst> = O

Ce qui donne
(TttTuS - Tutrst)(rsth - TttXS)7

alors,

(Ttt/rus - rutrst) = O

1.1.6.4 Le mouvement Brownien comme Martingale

La filtration naturelle du mouvement Brownien est 77 = o(By, s < t).

Proposition 1.1.9. [25] Soit (By)i>0 un mouvement Brownien. Alors les processus
suivants sont des (FP)—Martingales

= (Bt)i=0

— (B = t)izo

— Pour X € R, (eABf’gt)tzo.

1.2 Mouvement Brownien Fractionnaire

Définition 1.2.0.2. Le mouvement Brownien fractionnaire standard d’indice de
Hurst H € (0,1) est un processus gaussien continu centré noté B et est le seul

preossus vérifiant les propriétés suivantes :

1. Autosimilarité :

Pour tout a > 0, BH £ ¢ BH

2. Accroissements stationnaires :
Vh > 0,(BE, — Bf')i>0 a la méme loi que (Bf)i>o
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Autrement dit
Pour 0 < H <1, Le mouvement Brownien fractionnaire d’indice H, (Bf );>q est le
processus gaussien centré de fonction de covariance :
1
Cov(By", B') = S(ItP" + [s|*" = [t = ")

Remarque 1.2.0.1. Le mouvement Brownien fractionnaire "non-standard”

a la

fonction de covariance suivante :

vV (H)

Cov(By", BY) = —— ([t + |s|*"" — [t = s|*")

avec
I'(2 —2H) cos(mH)

(H) —
v mH(1—-2H)

ou I'(.) est La fonction gamma définie par : I'(z) = O+°° t*~ e tdt.

Nous n’aurons jamais considéré un tel cas.

Remarque 1.2.1. Soit (BH);>q un mouvement Brownien fractionnaire, pour H = %

[\

on obtient le mouvement Brownien (By)i>o.

Propriétés 1.2.1.
~ Le mouvement Brownien fractionnaire (Bf')i>o est un processus gaussien de
variance t*1 ;
— Le mouvement Brownien fractionnaire (BE) de paramétre de Hurst He(0,1)\{1}

n’est pas un processus de Markowv.

1.3 Propriétés du Mouvement Brownien fraction-

naire

1.3.1 La propriété de Holder et la différentiabilité

Proposition 1.3.1. pour H € (0,1), le mouvement Brownien fractionnaire (B¥)

est y-Holdérien pour tout v < H.

Preuve :
E (|BtH - Bff) — B (|B2 —2B/'B" + B2|)
Par 'application de la linéarité de ’espérance, on a :
E(|B" —2B/B] + B"|) =E(|B"]) - 2B (|B{'B]|) + E(|B"|)
_ ‘t2H| X ‘SQH‘ _ |t2H v (f 8)2}1‘

= |t —s*".
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Donc on a :
E(|BtH_B§I;2) = |t — ¥
Onprend a=2,d=1,doue=2H

d’aprés le théoréme du Kolmogorov(1.1), BE a une modification(version) lifH , dont

les trajectoires sont Holder-continue, de parameétre o < H.

Proposition 1.3.2. Pour tous H € (0,1), le mouvement Brownien fractionnaire

B n’est pas différentiable. De plus pour tout ty € [0, 00|
. Bi' — Byl
P{lmsup|—2| =0 | =1.
t—to

t — 1

Preuve :
B{'-B{!
t—to
Utilisons la propriété d’autosimilarité, on a :

Désignons que By, =

£ _
%tﬂfo - (t - to)H IB{{

H
On définit (¢, w) = { sup |——| > d}. Puis, pour toute suite (t,),en qui décroit
0<s<t| S
vers 0,
on a: UWt,11,w) C Ut,,w).
Ainsi
P(lim $(t,)) = lim P(U(Z,))
et

tn

P(8l(t,) > P ('f

n

> d> = P(|Bf| > t:77d) — 1.

n—o0

Propriétés 1.3.1. Le mouvement Brwonien fractionnaire a aussi ces immédiates
PTOPTLELES :

1. BE=0 P-ps;

2. Pour tous t > 0, E((BF)?) = t*% ;

3. La variation quadratique du mouvement Brownien fractionnaire est équivalente

p.s ant2H,

1.3.2 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une
semimartingale
Un processus X = (X¢)i>0 est une semimartingale continue s’il s’écrit sous la

forme :
Xt = X[) + Mt + At (12)

ol M est une martingale (nulle en t = 0) et A est un processus a variation finie.

Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semimartingale pour H %,
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en effet :
Soit (X¢)ep.r un processus stochastique.

Considérons la subdivision 7 =0 =ty < ... < t,, = T. Posons

la p-variation de X dans U'intervalle [0, 7] est définie comme suit :

V;?(X7 [0’ TD = Slip SP(X7 7T)

ou 7 est une subdivision finie de [0, 7.

L’indice de la p-variation d'un processus est défini par :
I(X,[0, 7)) =inf{p > 0,V,(X,[0,T]) < oo}

On affirme que
1

I(B")[0,T)) = Vi

En effet, considérons pour p > 0

n P

H—1 H H

Yop=ntty" ’Bl — B,
1=

Comme B¥ a la propriété d’autosimilarité, la suite (Y, ,)nen @ la méme distribution

que

n
. | H H |P
Yop=n E ‘Bi _Bi—1’
i=1

Par le théoréme d’ergodicité Y, ,, converges p.s vers E(|B|7) dans L' quand n tend

vers l'infinie ; Donc il converge aussi en probabilité vers (| B |7). il s’ensuit que :

Vip =3 ‘Bg - B, (1.3)
=1

an{ 0, if pH>1

=
P oo, if pH < 1.

Donc on peut conclure que I(B¥,[0,T]) = 4. Pour toute semimartingale X
I(X, [0, T]) doit étre dans [0,1] U {2}; Le mouvement Brownien fractionnaire ne

peut pas étre une semimartingale sauf si H = %

1.3.3 La dépendance & long et & court terme

Définition 1.3.1. Un processus stationnaire (X;)ien est dit a long terme si
r(n) = Cov(Xy, Xpin) satisfait :

lim 0 _

n—oo0 CN~ %

pour a € (0,1) et ¢ une constante.
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Le mouvement Brownien fractionnaire est I'un des processus les plus simples

qui présente la dépendance & long terme.

Remarque 1.3.1. Si un processus stationnaire (Xi)iew est a dépendance a long
terme, la dépendance entre Xy et X1 diminue doucement quand n — oo et
Z r(n) = oo.

n=1

Proposition 1.3.3. Le mouvement Brownien présente une dépendance a long terme

si H>1

5, et une dépendance a court terme si H < %

Preuve :

On considére :
_ pH H _ pH H
Xk - Bk - Bk*l? Xk+n - Bk+n - Bk+n71‘

Puisque le mouvement Brownien fractionnaire est centré, alors

= E(B{'(B;, — BY)) = E(B{'B};) — E(B{'B)
1
i) [(n+2)*" —2n*" + (n — 1)*"]

1 2H 12H 12H
= = 14+ 2)2H _94(1-=
e [ 2 1= )

2H 2H H(2H —1 2H H(2H —1 1
1 (1 2y HCH =D  Hen )

B —2+1—7 n2 +O(—2)

n n
= H(2H — 1)n*172 4+ o(n*172)

Il s’ensuit que si H > %, on a
et pour H < %, on a

Pour cela, on dit que le mouvement Brownien fractionnaire a une dépendance a long

terme si et seulement si H > % et & court terme ssi H < %
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1.3.4 La représentation du mouvement Brownien fraction-

naire

Soit Bf = (Bf);>0, H € (0,1) un mouvement Brownien fractionnaire. Il existe
de nombreuses représentations d’'un mouvement Brownien fractionnaire. Plus ou
moins compliquées selon que I’ on souhaite obtenir une représentation sur un com-

pact de R ou sur R tout entier.

1.3.4.1 Représentation par Moyenne Mobile

Le mouvement Brownien fractionnaire B a eu une représentation dans les tra-

vaux de Mandelbort et Van Ness(1968) [23] dans R, présentée comme suit :
1 H-—1 1
BH:—/<t—u 2——uH‘5>dBu, teR 1.4
t Cl (H) R ( )—i— ( ) ( )
ou

N

aun= (/R <(1 o) = )st + %)1

et on note xy = max(x,0).

1.3.4.2 Représentation harmonizable

Soit 0 < H < 1. Le mouvement Brownien fractionnaire a la représentation

suivante :

1r

H eltx_]_ H 1 ~
BH = / ——|z|~¥2)dB,, teR
R

N

o B, est un mouvement Brownien a valeur complexe, et C'(H) = (m)

1.3.4.3 Représentation de Levy-Hida

Il y a aussi une autre représentation du mouvement Brownien fractionnaire
comme une intégrale de Wiener sur un intervalle finie [0, 7] de la forme ci-dessous :

On a un processus de Wiener B et le noyau :

t
KH(t, S) = dH(t — S)H_% —+ SH_%FI (_)

S

avec dy est une constante et

1 z=1 3 1
Fy =dy (5 - H) / 07 2(1— (0 + 1) 2)do
0

si H €(0,1)
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le noyau Ky est donné par :

Ku(t,s) = by <(§) g <H - %S%H) /St(u - s)H%uHSdu>

ou

Jun

. 2H 2
T \1-2HB(1 —2H,H + 1)

avec B est la fonction Béta (B(a,b) = fol to (1 —t)btdt)
si He(3,1):

Le noyau a la simple expression suivante :

t
Ky(t,s) = cHsé_H/ lu — s]Hf% w2 du, t>s,
S

o (6(2%(257;1 %))é ’

la représentation de Levy-Hida du mouvement Brownien fractionnaire est la sui-

ol

vante : .
BtH:/KH(t,S)dBS, 0<s<t<oo.
0

1.4 Mouvement Brownien Multifractionnaire

1.4.1 Deéfinition et Propriétés

Le mouvement Brownien multifractionnaire ( en abrégé MBM) est un pro-
cessus gaussien qu’est une extension du mouvement Brownien fractionnaire, et qui
a été introduit depuis plus de quinze ans par Benassi, Jaffar, Levy véhel, peltier et
Rouz. [39]. Grossiérement parlant, il est obtenu en remplacant le paramétre constant
de Hurst du mouvement Brownien fractionnaire par une fonction H (t) qui varie avec
le temps. Ce qui lui permet d’étre un bon candidat dans la modélisation de nombreux

phénoménes irrégulier comme le trafic d’internet, traitement d’image, etc.

Définition 1.4.1. Soit H(t) : [0, 00] — (0,1) une fonction continue y-Héldérienne.

Le MBM est un processus gaussien centré défini par :

H, 1 s H(t)—% _(—s H(t)—
B = s o (9 -

(NI

) dB.

Remarque 1.4.1. Le MBM est une extension naturelle du mouvement Brownien
fractionnaire mais perd certaines de ses propriétés :
— le MBM n’est pas autosimilaire ;

— les accroissements du MBM ne sont pas stationnaires.
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Comme les accroissements du MBM ne sont pas stationnaires, on ne s’inté-

resse pas aux propriétés globaux des trajectoires mais aux propriétés locales.

Proposition 1.4.1. [79] Presque sirement, l’exposant de Héolder en ty du MBM est
H,

0*

1.4.2 Représentation du mouvement Brownien multi-fractionnaire

1. Représentation a Moyenne Mobile|9|( Palteier, Lévy-Vehel(1995))

1 0 1 1 t 1
B — / t—s)m2 — (=) st+/ t—s)"72dB,, seR

avec (Bs)ser est un mouvement Brownien bilatéral(Le mouvement Brownien
défini sur (—oo, +00)).

2. Représentation harmonizable : Benassi, Jaffar et Rouz1998 ont défini la
représentation harmonisable du mouvement Brownien multifractionnaire, en

utilisant celle du mouvement Brownien fractionnaire, comme suit :

eit§ —1
R [¢]"2

oll B¢ est un mouvement Brownien fractionnaire & valeur complexe.

Hy __
L=

By



Chapitre 2

Mouvement Brownien Fractionnaire

Mixte et (Généralisé

Ce chapitre présente une trés importante extension du mouvement Brownien
fractionnaire : Le mouvement Brownien fractionnaire mixte ainsi qu’une autre gé-
néralisation plus vaste du mouvement Brownien fractionnaire, aprés avoir défini ces
deux processus et étudier leurs propriétés, une représentation du mouvement Brow-
nien fractionnaire mixte dans I’espace du bruit blanc aurait étre construite et aussi
celle du mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé. Nous montrons que
ces deux processus sont différentiables au sens de distribution. De plus, on aurait
fournit les S-transformés de ces deux processus. Cela nous conduit a notre objectif
qu’est I’étude des équations différentielles stochastiques dirigées par le mouvement
Brownien fractionnaire mixte (respectivement le mouvement Brownien fractionnaire

mixte généralisé).

2.1 Mouvement Brownien Fractionnaire Mixte

Le mouvement Brownien fractionnaire mixte de parameétre H est un proces-
sus stochastique qui a été introduit par Cheridito [35], pour modéliser un phénomeéne

financier par le processus stochastique (X{(a,b))ej0,1] donné par :
X (a.b) = X' (a, b+,
Les auteurs ont prit v, o, deux constantes, et a > 0,b = 1.

Définition 2.1.1. Un mouvement Brownien fractionnaire mixte de parametres a,b
et H est un processus M = { M (a,b),Vt > 0} = {MF vVt > 0} définie sur l’espace
de probabilité (2, F, P) par :

vt € Ry, M = aB, + bBF,

ot (By)i>o est un mouvement Brownien et (B});>o est un mouvement Brownien

fractionnaire de parametre H indépendant de B.

25
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Propriétés 2.1.1. [72] Le mouvement Brownien fractionnaire mizte satisfait les
propriétés suivantes :

1. MH" est un processus gaussien centré ;

2. vt e Ry, E((MH(a,b))?) = a®t + v*t?1;

3. sa fonction de covariance est donnée par

2

b
Cov(MH (a,b), M (a,b)) = a® min(t, s)+5 R e I P Vt, s > 0.

4. Les accroissements du mouvement Brownien fractionnaire mixte sont station-

naires.
5. Pour tout a > 0, (Mg(a,b))tzo = (MtH(aoz%,boz))DO, cette propriété est ap-
pelée autosimilarité mixte. -

6. Pourtous H € (0,1)\{3},a € R,b e R, (M} (a,b))i>0 nest pas un processus
de Markov.

2.1.1 Corrélation entre les accroissements du mouvement Brow-

nien fractionnaire mixte

Notation 2.1.1. Soit X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme espace
de probabilité (2, F,P). On note p(X,Y) le coefficient de corrélation défini par :

Cov(X,Y
p(X,Y) = X
V(X)VV(Y)
Lemme 2.1.1. [72/Vs e Ry, Vt e Ry,Vh e R, 0<h<t—s
b2
p(M{, =M M, — M) = (TP [(t — s+ h)* —2(t — s)* + (t — s — h)*"].

Corollaire 2.1.1. Pour touta € R et b€ R\{0}, les accroissements de (M} (a,b))ier,

sont corrélés positivement si % < H < 1, corrélés négativement si 0 < H < %, et

non corrélés si H = %

Preuve :
Si H>1

29

H

a partir de la convexité de la fonction z — 2%, on dérive

Vo € Ry,Vh € Ry\{0}, (2 +h)* —22*" + (2 — h)*" >0

SiH<1 H

5 , on dérive

a partir de la concavité de la fonction z — 22
Vo € Ry, Vh € Ry\{0}, (2 +h)* =222 + (2 — h)*" <0
Par conséquent, en utilisant le lemme (2.1.1),

(SiH>1 p(MF, — M, M2, — MH) >0

SiH <1 p(MI, — M MH, — MT) <0

| SiH= 3 p(MHE, — M ME, — MP) =o0.
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Remarque 2.1.1. Du lemme (2.1.1) et du corollaire (2.1.1)

i) Si H > (respectivement H < 1), sia # 0,by, et by sont deuz constantes réelles

tels que [br] < [bal(resp, 1ba] > [bal), puisque
VSE]R_H VtER+, Vh€R+, Oghﬁt—s

(MtIJ{rh(av bl) - MtH(a’a bl)u Mlih(a’v bl) - MSH(ay bl))

S

< (M,

(a,by) — M/ (a,by), M2, (a,bs) — M (a,by)).
Alors Si H > 3 ( H < %)

1. Plus le [blest petit( grand), les accroissements sont moins corrélés.

2. Plus le [blest grand (petit ), les accroissements sont plus corrélés.

ii) Si H > % (H < %), si b # 0,a1, et ay sont deux constantes réelles tels que

|a1| < laz|(resp, ai| = |az|), puisque
Vse Ry, VteR,, VheR,, 0<h<t-—s
(M (az,b) — M (az,b), M, (az,0) — M (a2, b))
< (M{{y(a1,b) — M{(a1,b), M1}, (ar,0) — M (a1, b)).
Alors Si H > § (resp, H < 3)

1. Plus le |afest petit(grand), les accroissements du ME sont plus corrélés.

2. Plus le |ajest grand (petit ), les accroissements du M sont moins corré-

lés.

En pratique. Pour modéliser certains phénomene, on peut choisir H,a,b pour que

le M (a,b) serait un bon modéle.

2.1.2 La dépendance a long et & court terme

Lemme 2.1.2. Pour tous a € R et b € R\{0}, les accroissements du mouvement

Brownien fractionnaire mizte sont a dépendance a long terme ssi H > %

Preuve :
Pour tout n € IN*,

r(n) =E (ML, — MM = % [(n+1)* + (n—1)*" — 2n°7]

=0 H(H — 1)n*"2¢(n).

ou lim €(n)=0.

n—+00
On remarque que Z r(n) = +oo si et seulement si 2H —2 > —1, c-a-d ssi H > 1
nelN*
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2.1.3 Continuité Holdérienne et différentiabilité

Lemme 2.1.3. Pour tousT > 0 ety < %/\H, le mouvement Brownien fractionnaire

mizte a une modification avec des trajectoires qui sont y— Hélder continu dans [0, T].

Preuve :

Selon le théoréme de Kolmogorov (1.1), il suffit de montrer que
Vo> 0,3C,,¥(s,t) € [0, T2, B (|MI - MH|") < C,Jt — s|°GMD,

En utilisant la stationnarité (2.1.1) et Pautosimilarité mixte (2.1.1) des accrois-
sements du M/, on a
E (M= M) <E(|ME]%)
<E ()MlH(a,(t — &)Y bt — s)H

)
Si H< %, il y en a deux constantes positives C; et Cs, dépend de « tel que :
)

< (t= 9" [Culaf(t = ) BDE(B) + Caly"E(BY|)]

E (M7 — ME|Y) < (t—s)""E (‘MlH(a(t— $)%,0)

< Oyt — s)*,

ou
Co = Cy|a|*T*@DE(|B,|*) + Co|b|*E(|BF|)

Si H > %, il y en a deux constantes positives C] et (), dépendant de « telles que :

< (= 9)*% [Clla"B(|Bala) + Cylbf*(t — 5)°-GVR(|BY 1)

B (M = M) < (6= 9)3E (| M (a,bt — 9)7)

< Ca(t - S)%;
ou
Ca = C1lal"B(| Brla) + Cylbl T~ EVE( BYY|).
D’apreés les résultats de Mounir Zili|32] les notions suivantes ont été introduites par

Kolwankar et Gangal, et ensuite étudiées par Ben Adda [25] et Cresson [10].

Définition 2.1.2. Soit f une fonction continue sur [a,b], et soit a €]0,1[. On

appelle a—dérivée fractionnaire locale de f en ty € [a,b] d% f(ty) donnée par :

d®f(ty) =T (1 + ) lim a(f(t) — f(to))

t—tg |t — to|®

pour o = +(resp,o0 = —), ou I' est la fonction d’Euler.
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Définition 2.1.3. Soit f une fonction continue sur [a,b], et soit o €0, 1[. La fonc-
tion f est a—différentiable en ty € [a,b] ssi dS f(to) et d* f(to) existent et sont égales.

Dans ce cas, on note la a—dérivée de f en to par d*f(ty).

Théoréme 2.1. Pour tout a €0, % A H|, les trajectoires du mouvement Brownien

fractionnaire mixte sont presque sirement a— différentiable a chaque tg > 0, et
arrH
Yty > 0, P(d“M;, =0) =1

Preuve :
On fait la preuve pour o = +.(La preuve pour ¢ = — est identique.)
En utilisant la stationnarité et ’autosimilarité mixte des accroissements du mouve-

ment Brownien fractionnaire mixte.
H H

Mt - Mto

(t—to)™

[[t=

(t —to) M|’ (a(t —t0)2, b(t — to)H)

é a(t — to)%_aB1 + b(t — to)HﬁaB{_I.

En conséquent, si0<oz<%/\H,
MP — MH
P(dyMI =0) =P (lim —* o —0)

toto (t—1tg)®
=P ( lim a(t — to)2 By + b(t — to)"*BI = o) =1

t—to

Théoréme 2.2. Pour tout « 6]% N H, 1], les trajectoires du mouvement Brownien

fractionnaire mixte ne sont pas a— différentiables presque sirement.

Preuve :

Pour d > 0, on définit I’événement

A0 = { sup

0<s<t

b, )

S

Pour toute suite ¢, \, 0, on a
A(tny1) C A(ty)

Ainsi,
P(lim A(t,)) = lim P(A(t,))

t——+oo t——+oo

et en utilisant ’autosimilarité mixte de M,

Mt}fl(a,b)
P(A(t,)) >P (‘t—‘ > d)
Lo
—Pp (|at% B, + bti-eBH| > d> .
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i) Si H <1, dans ce cas o > 1

1_
P(A(t,)) > P (|at% "B+ bBH) > tg—Hd) ,
lim P (|mt§fHB1 +bBY| > ta71d) = P (|BY| > 0) = 1.
n—-+oo

ii) Si H =1, dans ce cas a > H et o > 3

P(A(t,)) > P (|aB; + bB{'| > t27"d)

donc

lim P (|aB; +bB{'| > t0"d) =P (|laB{'| + bB{ > 0) = 1.

n——+oo

iii) Si H > 3, dans ce cas a > 1

P(A(t) > P (JaBy + bt Bl > 74| > d)

donc

_1 1
lim P <\aBl F bt TPBH > o3| > d) — P (|aBy| > 0) = 1.

n—-+4oo

On conclut que pour tout « E]% A H, 1[, pour tout t5 > 0,

:+oo> =1.

2.1.4 Le mouvement Brownien fractionnaire mixte est-il une

MHE — M,

P <hm sup W
— to

t—to

semimartingale ?

La notion classique de semimartingale se trouve au bout d’'une chaine de géné-
ralisation du mouvement Brownien, dont chacune a étendu la classe des processus
stochastiques qui peut jouer le role d’intégrateur dans l'intégration stochastique au
sens d’It6]38]. Il a été établit qu’un processus stochastique X; F-adapté est appelé
F-semimartingale s’il a la décomposition (1.2). plus tard, on a constaté que si la
filtration I satisfait les conditions habituelles, un processus X IF-adapté, continu &

droite p.s a la forme (1.2) ssi X satisfait la condition suivante :

Ix(B(F)) est bornée dans L° (2.1)

ol

}
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et
n—1 n—1
Ix(0) =Y fi(Xi,, —Xi,)  pour 9= filyu,, €BF)
§=0 j=0

Cheridito [35] a proposé de travailler avec une caractérisation légére que la dé-
finition de la semimartingale. En réalité, il a définit une formule plus faible de la

semimartingale.

Définition 2.1.4. Un processus X; est une F-semimartingale faible s’il est F-adapté
et satisfait (2.1).
On dit que X est une semimartingale faible sl est F-semimartingale faible. Et on

dit que X est une semimartingale s’il est F-semimartingale faible.

Exemple

I1 est facile de vérifier que le processus déterministe

Xt:{O, pour t € [0, 5]

1.

NI o=

1, pour te€(

est une semimartingale faible. Mais il n’est pas une semimartingale car il n’est

pas continu & droite p.s.

Lemme 2.1.4. [75] Soit F = (F;)>0 une filtration. Alors tout processus stochastique
F—semimartingale faible (X;)i>0 continu a droite est aussi une F-semimartingale

faible. En particulier, si X est continu & droite p.s alors, il est une F-semimartingale.

Cependant, il s’ensuit du lemme (2.1.4) précédant que pour chaque filtration F,
une F-semimartingale faible continue a droite est aussi une F—semimartingale.
Il est facile de déterminer si le mouvement Brownien fractionnaire mixte, est F—semimartingale

quand H = % Il est clair que )

V1+a?

— e . . ,
est un mouvement Brownien. En particulier, une F¥*" —semimartingale. Par consé-

o

D=

M )

1 . .
quent, M2“ est une semimartingale.

Pour les autres cas, on a les résultats principaux dans le théoréme suivant

Théoréme 2.3. [75] M n'est pas une semimartingale faible si H € (0, %) U (3, %],

il est équivalent a 1+ 2B, si H = % et équivalent au mouvement Brownien si
He (3,1].

A fin de prouver ce théoréme, Cheridito[35] a utilisé des différentes méthodes.
Pour H € (0, %) la preuve est basée sur le fait que la variation quadratique du
mouvement Brownien fractionnaire n’est pas finie. Donc le mouvement Brownien
fractionnaire mixte aura une variation quadratique infinie pour H < %

Pour H > %, on a le contraire. En effet, la variation quadratique du processus
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est égale a celle du mouvement Brownien. Cependant, dans ce cas particulier, le
mouvement Brownien fractionnaire mixte n’est pas une semimartingale faible pour
H e (%, %], mais il est équivalent au mouvement Brownien pour H € (%, 1).
Croquis de la preuve

En abrégeant la preuve seulement pour le cas H € (%, %), en utilisant le théoréme
de Stricker|3].

On présente tout d’abord le théoréme de Stricker. On travaille sur un espace de
probabilité complet, oti les processus sont indexés sur [0, 1] et soit (X¢);ejo,1) un pro-
cessus stochastique tel qu’il existe un espace gaussien qui contient toutes les versions
des variables aléatoires E(X,;/F;),s,t € [0,1]. Rappelons qu’on a caractériseé¢ une

semimartingale par le fait que ’ensemble Ix(3) est bornée dans L°.

Théoréme 2.4. [7/Stricker 1983. (X;)ic0,1) un processus gaussien avec sa filtra-

tion naturelle. Si Ix(B) est borné dans L°, alors il est borné dans L?.

Définition 2.1.5. Un processus stochastique (X;)icpo1] est une quasi-martingale si
X, e L', vtelo1]

et

n—1
supz HE(thH - th/]-"fj() ‘1 < 00
T =0

ou T est l'ensemble de toutes les partitions finies de [0, 1].

Remarque 2.1.2. Dés lorsque, Ix(8) est borné dans L?, alors (Xi)iepo,) est une

quasi-martingale.

Théoréme 2.5. Si (MtH>te[O,1] n’est pas une quasi-martingale, il n’est pas une se-

mimartingale faible.

Preuve :
Supposons que M* est une semimartingale faible. Le théoréme de Stricker (2.4)
implique que Iz (8(FM™)) est borné dans L2. Par suite, il est aussi borné dans L',

Pour toutes les partitions 0 =ty <t;... <t, =1

—_

n—

sign (E [Mtil - M,f/}—t]]) LT, € B(FMH>7

i
o

et
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n—1
Ipge (Z sgn (B | M/~ Mt/ F, ) 1(tj,tj+1]>
7=0

1

n—1
> | Iyn (Z sign (]E [Mtf_l — M /ftj]) 1(tj,tj+l]>]
=0
n—1
e -,
Jj—1 g J 1
=0

Il s’en suit que M est une quasi-martingale. Par conséquent, si M n’est pas
une quasi-martingale, il ne peut pas étre une semimartingale faible.
Il reste maintenant, de prouver que M* n’est pas une quasi-martingale. On le prouve

pour H € (3,3

3+ ), en calculant

n—1

o5
E (A2, MT/F, 7

Jj=0 1
et nglontrons que cette quantité tend vers I'infinie quand n — oo. Cela prouve que
(M;")iep0,1) n'est pas une quasi-martingale.

Cheridito [35] a obtenu une résultat remarquable, il a montrer que le mouvement
Brownien fractionnaire mixte est une semimartingale pour H E]%, 1), i.e. la somme
de deux processus gaussien indépendants centrés, le premier est le mouvement Brow-
nien, et le deuxiéme est le mouvement Brownien fractionnaire de paramétre H est
une semimartingale si H 6]%, 1). Ce qu’il nous fais penser a des exemples ou la
somme de deux processus gaussien centrées indépendants (X;)i>o et (Y;)i>0 est une
semimartingale sachant que au moins I'un des deux processus n’est pas une semi-

martingale.

Exemple :
Soit le pont Brownien (n,(t),t < u) sur [0, u], le processus du mouvement Brownien
(B, t < u) conditionné par B, = 0. Rappelons que 7,(t) peut s’écrire sous la forme
Nu(t) = By—LB,, tel que n,(t) est indépendant de B, et sa décomposition canonique

est donnée par

() = B — /Otdsn““), t<u

u—s
ou [ est le mouvement Brownien dans la filtration {P} ¢t < u} de n,(t). De plus,

on a la proposition suivante

Proposition 2.1.1. [71] Soit f € L*([0,u]), alors

1. Le processus

u—S

/Otf(S)ﬁu(S) = /Otf(s)dﬁs _ /Ot ds f(s) Nu(8)
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est bien définit pour t < u avec
u t
/ f(s)dn,(t) = lim/ f(s)dn.(s) p.s dans L*
0 t—u 0

2. (fot f(8)nu(s)) est une semimartingale par rapport {Py,t < u} si et seulement

S1

/Ods|f(s)|\/%<oo

Maintenant, soient u €]0,1] et o €]3,1] et soit la fonction

1
w(s) = \/m‘ log(u - 8)‘7a]1%<s<u

satisfait .

/Ou dsy?(s) < 0o mais /Ou dsw(s)\/m

Pour que nous atteint notre objectif, on décompose le mouvement Brownien (B;):>o

=

comme suit ;
U

On considére g € L*([0,u]) tel que

t
1
d = t 0 tout
| dslate)l == = o0, et a(5) # 0. pour tou s

Alors, on prend

t B t
X, = / g(s)dn.(s), et Y;= —“/ g(s)ds
0 u Jo

Donc, comme X et Y sont indépendants et X; +Y; = f(f g(s)dBs, alors X; +Y; est

une martingale.

Plus généralement, soit u €]0, 1], en utilisant la méme idée; Premiérement on
décompose (By)i>o en n,(t) + %Bu.
Puis B, = Boy — By, t <1 —wen fy_y(t) + =By
Aprés, pour f € L*([0,1]), on écrit

Jo £()dB, = [§ f(5)LiszuydBs + Liucy) [, £(5)dB,

= Jo F(8) Loz dnu(s) + 5 [ f(5)Liscuyds

Fluery [o F(8)din—u(s — ) + Tjyen 228 1 f(5)ds.

Maintenant, on choisit g telle que

t 1

JALCI [ 1)l = 0. et pour tout s <1

S = 0Q, S =00, € our tou S .
0 I U— S w g 1—s P
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Alors . ,
B — By
Xo= [ 9 tecndn(s) + Lua == [ gls)ds
0 - u
et
t . B'u, t
Vit [ a)dinas =0+ 2% [ go)1cnds
u 0
sont deux processus gaussiens indépendants tel que X; + Y; = fo s)dB;s est une
martingale.

on peut vérifier que ni Y ni X est une semimartingale en utilisant la proposition
(2.1.1).

2.2 Mouvement Brownien Fractionnaire Mixte Gé-
néralisé

Récemment, le mouvement Brownien fractionnaire mixte a été encore généralisé
par Thdle[5| au mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé.

Soit aq,...,a,,n € IN des nombres réels non nuls.

Définition 2.2.1. Un mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé de pa-
ramétres H = (Hy, ..., Hy), et « = (aq,...,q,) est un processus stochastique
ZH = (Z) 150 = (Z")=0 défini sur Uespace probabilisé (0, F,P) par

ZHa Z@kBHk

ot (B, ")i>0 sont des mouvements Browniens fractionnaires de paramétre

Hy, k=1,...,n indépendants.
On collecte quelques propriétés du mouvement Brownien fractionnaire mixte

généralisé

2.2.1 Propriétés élémentaires

I1 est clair que le mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé Z; est un
processus gaussien, puisque toutes combinaisons linéaire des processus gaussien est

encore un processus gaussien. De plus Z; est un processus centré c-a-d

—F (Z akBtHk> = aE(B™) =0.
k=1 k=1

Il s’ensuit que

E(Z}) =E (Zn: akaI’“) Zai]E( (B/™) ) Za 2k
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La covariance du processus ZZ a la forme suivante : Pour tous s,t € [0, 00)

Cov(ZF,zH) =E(zZIZT) =F (Z ajakajB§k>

J.k=1

3

T e e I

k=1

N =

Le processus Z a des accroissements stationnaires. Pour vérifier ce résultat, il
suffit de montrer qu’il sont non-corrélés, puisque les accroissements sont gaussiens

on obtient pour tous ty, s, t3,14;

E [(th - Ztl)(Zt4 - Zts)] - E(Zt2Zt4) - E(Zt2Zt3) - E(Zt1Zt4> + E(Zt1Zt3>

_ _Za Hk +t2Hk _ |t2 _ t4|2Hk)
1
S
k=

1 n
_52 (tlHk +t2Hk _ |t _ t4|2Hk)
k=1

1 - 2H, 2H, 2H,
+§; g (2 200 gy — g4]2H)

= 0.
On introduit la famille des opérateurs d’échelle S, ., ..y, iy, POUT tous
ci,...,cy 2> 0, qui agissent comme suit :
N N N
—H
Z fk(t) — S(cl,CQ,...,cN,H1,...,HN) (Z fk’) (t) = Z Ck k.fk’(ckt)
k=1 k=1 k=1

Particuliéerement, pour le processus Z;, on obtient

N
—Hyp nHr Hy,
(3(617027 7CN7H17 7HN)Z Z a'kck Bth - Z a/k'Bt Y

en utilisant ’autosimilarité du mouvement Brownien fractionnaire Bi™. Cela
montre que Z; est invariant par la famille des transformations (¢y, co, ..., cn, H1, ..., Hy),
qui est une sorte d’'une généralisation d’autosimilarité du processus Z;.
Concernant la propriété de Markov pour Z;, Evidemment si H; = ... = Hy = %, Zy

est un processus de Markov, par ailleurs si 0 < Hy,...,H, < 1, H} # % pour tout
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k =1,...N, nous montrons que la fonction de covariance ne satisfait pas ’équation

(1.1). On prend s = £, = 1,u = 3, on obtient d’abord

1 N 1 2H), 3 2H;,
CO”<Z?Zs>=§Zaz<(§) “(5) _1)

k=1
N
Cov(Zy,71) = Zai,
k=1
L N
COU(Z%, Zy) = 5 az,
k=1
N 2H, 2H
1 3 . 1 i
2,70 == a1+ (2) (=
w150 ()" ()")

I'équation (1.1) pour le processus Z; est équivalente a

> (ORIORIEH ORNON

Et donc
3+ 3%k _ 392k —
simultanément pour £k = 1,..., N. Mais la derniére équation a une seule solution
Hy, = %, pour tout k= 1,... N. Cest ce qui a été traitée ci-dessus.

Le théoréeme suivant résume les propriétés précédentes.

Théoréme 2.6. [7] Le mouvement Brownien fractionnaire mizte généralisé (Zy)i>o

a les propriétés suivantes

1. Z; est un processus gaussien centré de covariance

1
5 E Nai (t*s 4 e — |t — s|?H%) | pour tout t, s € [0, +00)
k=1

2. Z a des accroissements stationnaires.

3. Z est S,

H,,... H, -tn0ATIant.

~yCnj

4. Z n’est pas un processus de Markov, sauf st Hi = --- = Hy =

2.2.2 La dépendance a court et a long terme

Proposition 2.2.1. /5] Z a une dépendance a long terme si et seulement s’il existe
ke{l,...,N} tel que Hy, > 1.
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2.2.3 La continuité Holdérienne et différentiabilité

Proposition 2.2.2. [5] Le processus Z; est y-Hélder continu, avec y < 1<mKi£1N Hy,

P.s. Donc il a une modification continue.

Proposition 2.2.3. [7] Le mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé n’est

pas différentiable presque sirement.

2.3 Le mouvement Brownien fractionnaire mixte dans

I’espace de bruit blanc

Soit (€2, B, i) l'espace de bruit blanc i.e. © est I'espace de distributions tem-
pérées S'(R), ou B est la o—algebre de Borel sur S'(R) i.e. la o—algébre générée
par des ensembles cylindriques dans S’'(R), et v est 'unique mesure de probabilité

déterminée par le Théoréme de Bochner-Minlos|2] telle que

[ espli < 2)aute) =exo (418 22)
S'(R)

Pour toute fonction lisse et rapidement décroissante f € S(R). Ici < w, f > Désigne
la forme bilinéaire du paire dual entre w € S'(R) et f € S(R), et |.|p est la norme
usuelle dans L*(R). Le produit scalaire correspondant dans L*(R) est noté (.,.),.
De (2.2) on déduit que < ., f > est une variable gaussienne centrée de variance |f|o

a cause de l'isométrie

E.(<.f>*)=I|fle. feSR)

Nous pouvons étendre < ., g > a g € L*(R). Donc on a pour f,g € L*(R)

EM (< '7f >< .9 >) - (f’g>0 (23)

Il s’ensuit par le théoréeme de Kolmogorov (1.1) que la version continue de
< ., 1oy > existe et est un mouvement Brownien B; dans I’espace de bruit blanc car
chaque f € L?(R) peut étre approximée par une combinaison de fonctions étagées,

on a

<., f>= /]Rf(t)dBt, (2.4)

ou [, f(t)dB; est lintégrale classique de Wiener d'une fonction f € L*(R).

Comme le mouvement Brownien fractionnaire mixte est une combinaison linéaire
du mouvement Brownien avec le mouvement Brownien fractionnaire indépendant
du mouvement Brownien, sa réalisation dans l’espace de bruit blanc peuvent étre
facilement dériver. Mandelbort et Van Ness(1968) [23] ont prouvé que pour tout
H € (0,1)\{3} un mouvement Brownien fractionnaire est donné par sa version

continue telle qu’il est mentionné dans (1.4).
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Pour obtenir la représentation du mouvement Brownien fractionnaire en terme d’ une
fonction indicatrice, on utilise les intégrales fractionnaires et les dérivées fraction-
naires.

Premiérement, pour H € (%, 1), on utilise les intégrales fractionnaires définies pour
tout a € (0,1) par :

a _ Otl 1 OO a—1
(1°f /f )t — )"t = (a>/0 o+t dt

(12 f)(x /f t)(x —t)* tdt = /f t)ttdt,

si I'intégrale existe pour tout z € R.
Maintenant, pour H € (0, ) on utilise les dérivées fractionnaires, qui sont pour tout

a € (0,1) et € > 0 donnée par

(029) (0) = s i [T,

]_ —O[ e—o07t

si la limite existe.

Donc par (2.4) et par (1.1) on a le théoréme suivant

Théoréme 2.7. [1/] Pour H € (0,1), l'opérateur NI est défini comme suit

KyD:"? siH e (0,
N =1 f, siH =1
Kyl!2f,  siHe (1)

)

N[

Ensuite le mouvement Brownien fractionnaire de paramétre H dans l’espace de bruit

blanc est défini comme étant la version continue de < . Nflﬂ[07t)>.
La proposition suivante donne quelques propriétés de 'opérateur N

Proposition 2.3.1. [// Soient H € (0,1) et f € S(R). Alors

t
1. (f,Nifn[O,l))O:/ (NI f) (s)ds
0
2. fo est continu
3. (f, Nﬁ]l[o,T)) est différentiable et & (f, N* ]IOT)) = N f(1).

Par conséquent, la représentation du mouvement Brownien fractionnaire mixte

est bien définie.

Définition 2.3.1. Pour tous H € (0,1),a,b € R, (a,b) # (0,0), le mouvement
Brownien fractionnaire mixte de parameétres H,a et b dans [’espace de bruit blanc

est donné par la version continue de ( .,aljgy) + be]l[O,T)>-
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2.3.1 Le Bruit Blanc Fractionnaire Mixte

Comme on a vus dans la section (2.1.3), les trajectoires du mouvement Brownien
fractionnaire mixte ne sont pas presque stirement différentiables. Cependant, nous
allons montrer que le mouvement Brownien fractionnaire mixte M est différentiable
comme une application de R dans l’espace des fonctions stochastiques généralisé,
appelé distribution de Hida[19]. la dérivée au sens de distribution du mouvement
Brownien fractionnaire mixte est appelé le bruit blanc fractionnaire mixte.

Selon le théoréme de décomposition de Wiener-Ité [1], toute fonction ¢ € (L?) =

(S'(R), B, i) peut étre décomposé d’'une fagon unique comme suit
o= (" fa), fu€ L2R"), (2.5)
n=0

ol ﬁg(]R”) désigne l'espace des L?—fonctions symétriques & valeurs complexes sur
R"™, et ®n est n fois le produit tensorielle. la décomposition précédente est appelé

I'expansion de Wiener-Ité de . De plus, la L2—norme || ¢ ||o de ¢ est donnée par

1 5= Eu(@®) = > nllfalg- (2.6)
n=0
On considére le Hamiltonien de l'oscillateur harmonique A = —% + a2+ 1 et

on définit son second opérateur de quantification T(A) en terme de I'expansion de
Wiener-Ito. Notons D(T(A)) le domaine de T(A) qui est Iespace des fonction ¢ de

la forme (2.5) tel que f, € D(A®™) et Zn!|A®"fn| < 00. Alors, on définit
n=0

T(A)p =3 < A% f, 5 e DT(A)).

Les deux opérateurs A et T(A) ont leurs images denses dans L*(R) et (L?) respec-
tivement. De plus, ils sont inversibles et leurs opérateurs inverses sont bornés.

Pour p € Ny et ¢ € D(T(A)?), on définit une norme plus généralisée comme suit
@ lp=Il T(A)% ll
et on définit
(S), = {p € (L?) : T(A)Pexiste et T (A)Pp € (L?)}
on muni (5), d'une norme || . ||,. Si on définit
(S), = limite projective de{(5), : p € No}

Alors (S) est Iespace nucléaire, il est appelé l'espace des fonction test Hida. Le
dual topologique (S)* de (S) est appelé 'espace de distributions de Hida. On peut

montrer que
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et la norme sur le dual topologique (5); de (5), est donnée par

I ll-p=IT(A) "¢ [lo, peNo

Donc on arrive au triplet de Gelfand (S) C (L?) C (9)*.
Le pair dual de ¢ € (S)* et € (S) est donné par ({p,n)). Si ¢ € (L?) alors

({p;m) = Eu(p;m). (2.7)
Définition 2.3.2.

1. Soit I C R un intervalle. Une application X : I — (S)* est appelé la distribu-

tion de processus stochastique.

2. Un processus stochastique X est dit différentiable au sens de disribution si la
limate
lim Xiph — Xt
h—0 h
existe dans (S)*.

Notons que la convergence dans (S)* veut dire la convergence dans la topologie
de la limite inductive.
Maintenant, on est dans la position de montrer le que mouvement Brownien fraction-
naire mixte M est un processus stochastique différentiable au sens de distribution.
Premiérement, rappelons que l'espace des distributions tempérées S’'(R) peut étre
reconstruite comme la limie inductive comme suit. Définissons la famille des normes
sur L*(R) par

oo

I I2=0 AP 1= D 2k +2)7(f,&4)5, peN

k=0

En effet &, est une fonction propre de A avec les valeurs propres 2k + 2. Donc S'(R)
est la limite inductive de S_,(R), p € N, qui est définie comme la fermeture de
L*(R) par rapport || . |_,. Notons que la convergence dans la topologie de la limite

inductive coincide avec les deux convergences dans la topologie forte et faible—* de

S'(R).

Lemme 2.3.1. [1/] Pour tout H € (0,1), N¥1; : R — S'(R) est différentiable
et -
—NH =D (V&) (
k=0

Le théoréme suivant nous permet de calculer la dérivée de B/

Théoréme 2.8. [/] Soit I C R un intervalle et soit F' : I — S'(R) une fonction

différentiable. Alors (., F(t)) est un processus stochastique différentiable au sens de

%(.,F(t» - < .,%F(t)>.

distribution et on a
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D’aprés le théoréme précédant et le lemme (2.3.1), on voit que B est différen-
tiablle pour H € (0,1) et

d H _ = H
Tt <-72(N+ fk)(t)§k>-

k=0

Maintenant, pour t € R on définit la distribution

ou ¢; est la fonction de Dirac en t. Alors,

[o¢] o 2
| Z (NY'&) (& — o NI |2, =D (2n+2)" (Z (NF&) (8)(&r En)o — (0 oNf,§n>>
k=0 k=0

=0.

Par conséquent,

d
EBH (.,0;0 Ny

Définition 2.3.3. Soit H € (0,1). La dérivée de M dans (S)*
W = (., ad, + bd, o NI
est appelé le Bruit Blanc Fractionnaire Mixte.

L’un des outils fondamentaux dans ’analyse de bruit blanc est la S-transformé.

Définition 2.3.4. Pour ¢ € (S)* la S-transformée est identifiée par

(59) (n) = ((¢,exp ((,m))),  nS(R).

La S-transformée est bien définie grace a ’exponentielle de Wick pour < .,n >

exp (o) = o (o) = 5lal)

de 'intégrale de Wiener des fonctions lisses et qui se décroit rapidement sont les
fonction test de Hida. Aussi, la S-transformée donne une méthode pratique pour

caractériser les éléments dans (5)*.

Définition 2.3.5. L’application F' : S(R) — C est dite U-fonctionnelle si elle

satisfait les deux conditions suivantes :
i) Pour tout n,s € S(R) Uapplication X — F(n+ Xs) est analytique sur C.
ii) 3K, Ky > 0 tel que |F(zn)| < Ky exp(Ks|z|? || 7 ||?) pour tout z € C,n € S(R)

et une certaine norme continue || . || sur S(R).

Théoréme 2.9. [1/] La S-transformée définit une bijection entre l’espace des dis-
tributions de Hida (S)* et l’espace du U-fonctionnelle.
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Le corollaire suivant est un résultat important du théoréme précédent concer-
nant 'intégration de Bochner des distributions de méme type et qui dépend d'un

parameétre supplémentaire.
Corollaire 2.3.1.1. [7/] Soient (2, F,m) un espace mesuré et X\ — ¢, une applica-
tion de Q dans (S)*. Si la S-transformée de ¢y réalise les deux conditions suivantes :
1. L’application X — (S¢y)(n) est mesurable pour tout n € S(R),
2. AC1(\) € LY(Q,m),Cy € L=(N), et une norme || . || continue dans S(R)

(SEa)(zm)] < Cr(N) exp (C2(N)[2* [ [I7) . V2 € C et n € S(R),

alors ¢y est lintégrale de Bochner par rapport a une certaine norme Hilber-

tienne définissant la topologie de (S)*. Par conséquent

/QqﬁAdm()\) €9
de plus

s ( / @dmm) (1) = [ (562) tmdm)

2.3.2 Le Bruit Blanc Fractionnaire Mixte Généralisé

La représentation suivante du mouvement Brownien fractionnaire mixte généra-

lisé est bien définie

Définition 2.3.6. Pour H = (Hy,...,H,) et « = (aq,...,a,), Hy € (0,1),ap €

R,n € N un mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé de parameétre H et

a dans ’espace de bruit blanc est donné par la version continue de <., Z oszfI’“]l[o,l)>.
k=1

Comme on a déja vu que le mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé
Z" n’est pas différentiable presque stirement, donc maintenant on va montrer que le
mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé est un processus stochastique

différentiable au sens de distribution.

Définition 2.3.7. Soient H = (Hy,..., H,),a = (a1,...,qy), et Hp € (0,1), a4 €
R,n € N. La dérivée de mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé ZtH’O‘

dans (S)* donnée par

i S
k=1

est appelé le bruit blanc fractionnaire mixte généralisé.

Par définition si X : I — (S5)* est un processus stochastique différentiable au sens
de distribution, donc S (4X,) (n) = 4 (SX,(n)), maintenant on peut obtenir I'ex-
pression explicite de la S-transformée du mouvement Brownien fractionnaire mixte

généralisé et le bruit blanc fractionnaire mixte généralisé.
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Proposition 2.3.2. [1/] Soit H € (0,1), alors pour tout n € S(R)

1. (SZtH’“) (n) = 2”: % (n, Nf{k]l[aﬂ)

k=1
n

2 (5w () = 3 o (N0) (1)

k=1

0

Preuve :

1. Par (2.6) et par la polarisation de (2.7), on trouve

(5z) ) = (2" o (.n)) = (<-,iawfkﬂm,w> exp<<-m>>)

= Zak (U,ka]l[o,t)%-

k=1

. . . . . ., H st 2
2. Comme le bruit blanc fractionnaire mixte généraliseé W, est la dérivée du

mouvement Brownien fractionnaire mixte généralisé et d’aprés la proposition

(2.3.1), il résulte <SWtH’a> (n) = iak (Nf’“n) (t).



Chapitre 3

Analyse Stochastique du Mouvement

Brownien Fractionnaire mixte

Dans ce chapitre, on s’intéresse a 1’étude des équations différentielles stochas-
tiques mixte i.e.des équations différentielles stochastiques dirigées par le mouvement

Brownien fractionnaire mixte de la forme
t t t
X, =Xy +/ a(s, X,)ds + / b(s, X,)dBs + / c(s,X,)dB?, t€0,T], (3.1)
0 0 0

olt B est le mouvement Brownien et B est le mouvement Brownien fractionnaire
1
29
l'intégrale par rapport & B est I'intégrale de Lebesque-Stieltjes généralisé ou I'in-

de parameétre H € (5,1). L'intégrale par rapport & B est U'intégrale d’'[to [38] et
tégrale de Young.
Soit (2, F, (Ft)t>0, P) un espace de probabilité filtré et complet. Notant que (B;)>o
est un Fi-mouvement Brownien et (Bf);>¢ un mouvement Brownien fractionnaire
adapté & (F:)iso.

3.1 Calcul Stochastique par rapport au Mouvement

Brownien fractionnaire

Une des idées fondamentales du calcul stochastique est la suivante : Si X est une
semimartingale et si f est une fonction de classe C?, alors f(X) est une semimartin-
gale et on peut écrire la formule d’I%6.

Il est bien connu que le mouvement Brownien fractionnaire (Bf);>o d’indice de
Hurst 0 < H < 1, est une semimartingale si et seulement si H = % Situation dans
laquelle il s’agit du mouvement Brownien standard.

Les questions naturelles sont alors : lorsque H # %, est-il possible de construire des
intégrales stochastiques par rapport au mouvement Brownien fractionnaire ? Peut-

on écrire une formule d’It6 ?

45
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Des différentes méthodes ont été utilisées pour construire le calcul stochastique par
rapport & un mouvement Brownien fractionnaire. Citons les contributions suivantes :
— Le calcul de Malliavin, il est encore connu par le calcul des variations sto-
chastiques. Ce calcul est un outil puissant qui peut étre utilisé pour définir
I'intégrale stochastique. (Voir [8], [29], [37]).
— Le calcul de Wick|[13]
— L’intégrale stochastique trajectorielle par rapport a un mouvement Brownien
fractionnaire définie par Zahlr ([30]).

— L’analyse des trajectoires rugueuse ([11]).

3.1.1 Intégrale de Wiener

On note £ l'espace des fonctions étagées. On peut définir 'intégrale de Wie-

ner étagée par rapport au mouvement Brownien fractionnaire comme suit :

Définition 3.1.1. Pour un mouvement Brownien fractionnaire (B )i, on définit
lintégrale de Wiener par rapport au mouvement Brownien fractionnaire pour f € £

par
T _ /Tf(u)dBf =S " A(BE, - B, T=[0,T]
k=1

ol

F@) =" filluus uw€[0,7T].
k=1
On élargit Papplication Z# dans un espace des intégrants qui est un espace muni

d’un produit scalaire, cet espace est noté H, on H = E.

Définition 3.1.2. L’intégrale de Wiener par rapport au mouvement Brownien frac-

tionnaire est Uapplication isométriqgue T définie comme

7" . H — S,p(BH)
f=T(f) =X

Done, on peut définir Syp(BH) = {X,T"(f,) L X, fu(x) C €}, On associe X avec
une suite de fonctions étagées (fn(x))nen équivalente, telle que T (f,) L X. De

plus, on peut écrire fT fx(®)dBE, ot fx est un élément de la classe équivalente.

Rappelons que notre question principale est : quelle est la classe des intégrants
dans la définition de l'intégrale de Wiener, qui est isométrique a l'espace Syp(BH)?.

Le théoréme suivant est a la base

Théoréme 3.1. [25] Soit H une classe des intégrants et £ C H la classe des fonc-
tions étagées et T (f) lintégrale de f € & par rapport au mouvement Brownien

fractionnaire (B )10, H € (0,1). Sous les hypothéses suivantes :
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o H estun espace muni du produit scalaire (f,q)s, f, g € 7:l,

o pour f,g € E,(f,9)7 = EX"()Z"(9)),

o ['ensemble £ est dense dans H.
On a les assertions suivantes :

1. il y a une isométrie entre l’espace H et le sous-espace linéaire de Spr(BH) qui

est une extension de l’application
f—T(p).

2. H est isométrique a Syr(BH) si et seulement si H est complet.

3.1.2 Intégrale de Young

Puisque, pour H € (0,1), les trajectoires du mouvement Brownien fraction-
naire (By);>o ne sont pas absolument continues, on ne peut pas utiliser la théorie
d’intégration de Riemann-Stieltjes pour donner un sens a l'intégrale fo s)dBH,
pour toute fonction f continue. Cependant, d’aprés L.C. Young|ll], si f est assez
réguliere au sens de Holder, alors fo s)dB peut étre construite comme la limite
de la somme de Riemann. Dans la suite, on notera par C*(I) 'espace des fonc-
tions a—Holder continues définies sur 'intervalle I. Le résultat fondamental de L.C.

Young|11], est le suivant :

Théoréme 3.2. [/1] Soient f € CP([0,T]) et g € CV([0,T]). Si v+ B > 1, alors
pour toute subdivision (t') de [0,T], dont la maille a tends vers 0, La somme de

Riemann
n—1

D FE o) — g(t))

i=0
converge quand n — 0o, vers une limite indépendante de la subdivision (t'). Cette

limite est notée fDT fdg et est appelée lintégrale de Young de f par rapport a g.

La proposition suivante nous permet d’utiliser le calcul fractionnaire pour étudier
I'intégrale de Young.

Proposition 3.1.1. [30] Soient f € C*([a,b]) et g € CP([a,b]), avec A+ > 1 :

soit 1 — B < a < A. Alors, 'intégrale de Young existe et il peut s’exprimer comme

/ fag = (-1 [ azs@i= oy
g

ot g_(b) = g(t) -
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3.1.3 L’intégrale de Skorohod

L’intégrale stochastique de Skorohod a été introduite pour la premiére fois
par A.Skorohod en 1975. Cette intégrale peut étre considérée comme une extension
de I'intégrale d’[t6 a des intégrants qui ne sont pas forcément F—adaptés. L’intégrale
de Skorohod est aussi liée avec la dérivée de Malliavin.

Soient v = u(t,w), t € [0,T],w € Q, un processus stochastique mesurable tel que

pour tout t € [0, 7], u; est F;—mesurable et on a :
E[u?(t)] < oo.

Alors, pour tout ¢ € [0, 7], on peut appliquer I'expansion du chaos de Wiener-Ité a
la variable aléatoire u(t) = u(t,w),w € €, et ainsi, il existe des fonctions symétriques
Fod = fuslti, .. t), (t, ..., t,) €[0,T)", dans L2([0,T]"),n = 1,2,..., telles que

u(t) = Z In(fn,t)a

ou
I(f) = Flt1, .. t)dB,, ... dB,,,

fo. 71"
ol (By)i=o est un mouvement Brownien et f € L*([0,T]"), et la convergence a lieu

dans L*(P). De plus, on a l'isométrie

oo
[ull? = nlllfall 2 0.0m- (3.2)
n=0

Notons que les fonction f,;,n = 1,2,..., dépendent du paramétre ¢ € [0,7] donc

on peut écrire

fn(tly CIE 7tn7tn+l) - fn(tla v 7tn>t) = fn,t(fn(tb s 7tn))

et on peut considérer la fonction f,, comme une fonction de n + 1 variables. Puisque
cette fonction est symétrique par rapport a ses n premiéres variables, sa symétrie

fn est donnée par

~ 1
falts, o tn) = n—Jrl[f"(tl’ costyr)Ffu(te, st )+ttt s, E)]
(3.3)

Définition 3.1.3. Soit u(t),t € [0,T] un processus stochastique mesurable, tel que
pour tous t € [0,T], la variable aléatoire u(t) est F;—mesurable et E(u?(t)) < oo.

Soit son expansion du chaos de Wiener-Ito

u(t) = ZIn(fn,t> = Z[n(fn<vt))
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Alors, on définit l'intégrale de Skorohod de u par

(u) = / ()65, = anﬂ i)

lorsque la somme converge dans L*(P). Ici, fn,n =1,2,..., est la fonction symé-
trique (3.3), dérivé de f,,n =1,2,.... On dit que u est l'intégrale de Skorohod.

L’intégrale de Skorohod pour le mouvement Brownien fractionnaire

L’intégrale stochastique par rapport au mouvement Brownien fractionnaire
a été définie principalement pour des intégrants déterministes ou linéaires, mais pour
d’autres cas, il a été plus compliqué d’établir une telle intégrale, puisque, la régula-
rité des trajectoires du mouvement Brownien fractionnaire varie avec le parameétre
de Hurst. Dans le cas général et particulierement lorsque H > %, les trajectoires du
mouvement Brownien fractionnaire sont essentiellement a—Ho6lder continues pour
a < H, par conséquent, une approche d’intégrale stochastique trajectorielle est
également efficace de la méme maniére que celle présentée par Young. Dans le cas
général, quand H < %, les trajectoires du mouvement Brownien deviennent plus
rugueuses et donc 'approche trajectorielle pour l'intégrale stochastique n’est pas
cohérente et par conséquent inutile. Pour cette raison d’autre définitions d’intégrale
stochastique ont été introduites. Le plus remarquable est I'intégration de type diver-
gence(ou 'intégrale de Skorohod), qui est basé sur 'idée du calcul de Malliavin, pour
ce cas, on présente briévement la dérivée de Malliavin par rapport a un processus
Gaussien, en particulier, par rapport au mouvement Brownien fractionnaire.
Soit B¥ un mouvement Brownien fractionnaire et (Gt)t>0 un processus Gaussien

centré de la forme :
t
G, = / K(t, s)dB" (3.4)

ot le noyau K satisfait sup / K*(t,s)ds < oo.

te[0,T)

Définition 3.1.4. Soit f une fonction telle que toutes ses dérivées sont bornées
(f € C°(R™)), La dérivée de Malliavin D = D(G) de F est un élément de L*(Q, H),
définie par

ot F' = f(G(p1),. .., G(son))

La formule d’Ité6 pour un mouvement Brownien fractionnaire

On montre la formule d’/t6 pour une intégrale de Skorohod indéfinie.
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Théoréme 3.3. [5/ Soit F une fonction de classe C*(R). Pour tout t € [0,T], la

formule suivante est retenue

rB =10+ [ F(B)dB, + H / B s
0 0

3.2 Equations différentielles stochastiques avec un
drift nul

L’unicité de la solvabilité de (3.1), a été prouvée dans les papiers de K.Kubilius
[26], pour des coefficients indépendants du temps et avec un drift nul. Dans ce cas,

I’équation différentielle stochastique devient de la forme suivante :

X, =6+t / f(X,)dB, + / g(X,)dBY, te 0,1, (3.5)

ol B est le mouvement Brownien et B est le mouvement Brownien fractionnaire
de parametre H € (%, 1) avec B et B sont éventuellement dépendants. L’intégrale
par rapport a B est I'intégrale d’It6 [35] et intégrale par rapport a B est I'intégrale
de Lebesque-Stieltjes généralisée ou l'intégrale de Young. Comme Bf, 0 < H < 1,
n’est pas une semimartingale, donc on ne peut pas utiliser la théorie des semimar-
tingales pour définir I'intégrale par rapport au mouvement Brownien fractionnaire.
Il y a plusieurs facons pour définir une intégrale stochastique par rapport au mou-
vement Brownien fractionnaire. On utilisera l'intégrale de Riemann-Stieletjes gé-
néralisée. Dans notre approche, la notion de p-variation joue un roéle central. La

p-variation d’une fonction f a valeurs réelles sur [a, b] est donnée par

n

Vol [a,0]) = sup Y 1) = f ()l
T ok=1
La borne supérieure est prise sur la famille de subdivisions a = 2o < z; < ... <
x, = b de [a,b]. Si V,(f,[a,b]) < oo, on dit que f est & p-variation bornée sur [a, b].
Désignant par CW,,([a, b]) la classe des fonctions continues et a p-variation finie sur
[a, b].
Il est connu que le mouvement Brownien fractionnaire B, 0 < H < 1, est & p-
variation finie pour p > & (1.3).
Pour 0 < a < 1, soit C'™*(R) I'ensemble de fonction g : R — R de classe C?, telle
que
l9'(x) = ¢'(y)|

sup |g' ()| 4 sup ————"—"= < o0.
x z#y |*T - y|

3.2.1 Existence et Unicité

Le résultat principal de cette section est le théoréme suivant
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Théoréme 3.4. Soient T > 0,0 < a < 1,9 > 2 et % < p < 2 tel que %+]% > 1.
Soient f une fonction Lipschtzienne, g € C'TR) et T(€) < oo. Alors, il existe une

unique solution adaptée de l’équation (3.5), avec presque par tout les trajectoires
sont dans lespace CW,([0,T7).

Pour prouver l'existence de la solution, on utilise une approximation spéciale.
Dans 'analyse stochastique est appelé I'approximation du type Milstien.
Soit 2" = {t} : 0 < k < m(n)},n > 1, une subdivision de l'intervalle [0, 77,
Le0 =ty <ty <...<ty =T, et soit ml?x(tz —tr_1) = 0, quand n — co. Pour

tout n > 1, approximation est définie comme suit

Yr(t) =&+ ) f( )dBs + [7 g(Y"(r))dB!
+ fo S g (YD) F(Y" (7)) dBod BY (3.6)

+ o J5 g (V) g (Y (1) dBEdBE,

ou Tl =T, et Y1) = Y™ty ) sis € (t7_1,t}], 1 <k < m(n). Pour n € N
fixé, le processus Y™ est continu par définition et ses trajectoires appartiennent a
CW,([0,T]),q > 2.

De plus, pour simplifier les notations, on écrit hk(Z,) au lieu d’écrire h(Z,)k(Zs),
oll Z est un processus.
Premiérement, on fait la preuve pour la version faible du théoréme (3.4), en suppo-

sant que f et g sont bornées.

Théoréme 3.5. Soient 0 < a < 1,q > 2, et % < p <2, tell que %+é > 1. Soient
[ et g deux fonctions bornées, f est une fonction Lipschitzienne, g € C'T(R).
Alors, il eziste une solution adaptée de (3.5), avec des trajectoires presque partout
appartiennent o CW,([0,T7).

La preuve du théoréme (3.5), est basée sur les lemmes suivants

Lemme 3.2.1. [20] Si les conditions du théoréme (3.5), sont satisfaites, alors, pour
tout T > 0 fini et toutn > 1,7 >1, on a

C(r.q)
(1—a)?

ot (1 — )" est une constante dépendant de r et q, L est la constante de Lipschtz

TT’
E(vjr(yn, [0,T])) <271 |B(R*) + T f|§g] exp {22’“—10(7», q)L*

(1 _ OZ)QT

b
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de f, et

R= {2C, 2[(Iflsclg'la + [flalg'lc) Vo (B, [0, TT)

(19109 o + 19lalg o) Vo (B2, 10, T]) + |gla]V,(BH, [0, T])} ==

(3.7)
+2C;, 2 (1 — @) [lgloo + 2|9'|sc £l V3 (B, [0, 7))
+219/|oolgloc Vo (BH, [0, TNV, (BH, [0, T)).

Lemme 3.2.2. [20] Soient 0 <« <1, p>1, g € C***(R), et x,y € W,((a,b]),
a <b. Alors

Ve(g(z) — g(y), [a,b]) < |¢'|ocVe(z =y, [a,b]) + 9ol — Yloo 0V, (¥, la, b))

T

Notons
[(X,0,t) = Cp e max{|g'|oc, |¢'|a}[1 + V(X [0, 1)) V1 (BT, [0, 1])]. (3.8)

En définissant pour tout k£ > 1 un temps d’arrét

1 1
p=inf ¢t >o0p  T(Y", 0p,t) > — AT

ou oy = 0.
Lemme 3.2.3. [20] Soit T > 0 et soit x,, = {t! =2 " AT :i=0,...,m(n)},
n>1,m(n) =min{i > 1:i27" > T}, une suite de subdivisions de [0,T], supposons

que les fonctions f et g satisfont les conditions du théoréme (3.5), Alors pour tout

j > 1, il existe une constante C(j) indépendante de n tel que
R(VZ(Y™ = Y™ [0,07]) < C(j)27*"

a (1-q) (1—%)}'

q> q 7 p

pour tout n > 1, ot f = min{

Lemme 3.2.4. [20] Soient Y™ un processus et (o}) un temps d’arrét défini dans
le lemme (3.2.3). Alors, il existe un temps d’arrét oy tel que P(oy > 0) = 1,
klgg} P(o, < T) =0, et un processusY continu avec des trajectoires dans CW,([0, 1)
tell que pour tout k

Voo (Y™ =Y, [0,04]) = 0,n — o0.

3.2.2 Preuve des théorémes

Preuve du théoréme (3.5) :
Du lemme (3.2.4), il s’ensuit qu’il existe un processus stochastique Y avec des trajec-
toires presque partout dans CW,([0,T7), tel que V, (Y™ =Y, [0, 0x]) — 0 pour tout
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k quand n — oo, ou le temps d’arrét oy est défini dans le lemme (3.2.4). Puisque

Y™ est F—adapté, alors Y% est F—adapté. On va montrer que pour tout k,

Y€+ /0 F(Y)dB, + /0 g(V)dBE, 1€ 0,0 (3.9)

Soit k > 1. du lemme (3.2.1), et la convergence de Y™ vers Y sur [0, 0], et du lemme
de Fatou, il résulte que la variable aléatoire V,(Y,[0,04]) est intégrable. Ainsi, la

variable aléatoire
ViV =€~ [ F0AB.+ [ g(v)dBY, 0.00)
0 0

est intégrable et

E(VoooY — & — [, f(Y)dBs + [, 9(Y5)dBE [0, 04]))

< E(VCI,OO(Y - an [07 Uk])) + E(‘/;],OO fo[fO/;) - f(}/;n)]st’ [07 Ok])

Vaoo(Jol/( S (TE))dBs, [0, 04)))
Vaoo(Joly( g(YM]dB, [0, 04]))
Voo (olg(¥s) = 9(Y" (7)) = [y 9 F(Y" (7)) d B,

ot

— [ g gV () BB 0.04)) = Y U,

ou
=lg(Yyt1) —g(¥it)) — g f (V" DAB — g'g (V" HABY|

2]1

<Jg(Vath) — gV + PO TDAB + (V) AB)| + |9/ (V)

a1 i1
FOLF(VYAB + g(V 0B ) — g (V)| x |F(YEH)AB + g(¥g*)ABH],

ou AB = Bt;ﬂl — B, ABH = Bthrl Btn et 0 est une variable aléatoire tel que
5~ i1 2j—1
0<o<l1.
Notons que V, o (Y™ =Y, [0, 04]) < liminfV, (Y™ — Y™™ [0, 0%]), et en utilisant le
m—00

lemme de Fatou, pour obtenir
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E(Vgoo(Y" =Y, [0,04])) < lm infE(Vy oo (Y" = Y™, [0, 04]))

m—0o0

m— 00

< liminf Y E(V (Y™ — Y™ [0, 077 1))
j=1

<Y (n+j-1+8)75 = (j+8)%, (en utilisant le lemme(3.2.2)).
j=1 j=n

Par conséquent, on obtient
ImE(V, »(Y" —Y,[0,04])) = 0.

Alors, Y est une solution de (3.5), sur [0, o%].

Par ailleurs,

P (Vimly — 6= [ 50008, + [ o448, 0.7)) > 0) < Ploy <)

et klim P(o, < T) =0, par le lemme (3.2.4), alors Y est une solution de 1'équation
—00
(3.5) sur [0, 7.

Preuve du théoréme (3.4) :

L’unicité de la solution

Supposons que X et Y sont deux solutions de (3.5). Définissons
vp = inf{t > o1 : T(X, vp_1,1) > i} ANT,v9=0, k>1,
ou I' est définie par (3.8), et
Yo =1nf{t > 0: V, oo(X,[0,t]) > n,V, (Y, [0,t]) > n}.

Fixons n > 1. Par le lemme (3.2.2),

E(VA (X =Y, [0h-1A Y, e ATR])) < 2E <Vf (/ . [f(Xs) = fF(Y)ldBs, [vg—1 A Y, O A %]))
+2IE (Vf (ka_lw [9(Xs) = g(YO)ldB, [ve—1 A Yo, v A %]))
< 2ok B ([0 1F(X,) = f(Y:)ds)
F2E(T2(Y, 01 A Yy U A ) VEL(X =Y, [ 1 Ay o A7) (310)

< 202 Lk 2B( ;M7 X = Yil?ds)

FiE(V2 (X =Y, [Uk—1 A Yo, Uk A T]))-
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by est une constante de 'inégalité de Burkholder-Davis-Gundy [20)].
Par induction, nous devons prouver que X =Y sur [0, vy A~y,| pour tout k£ > 1. Soit
k=1. Alors

E(Viroo (X = Y, [0, 01 Aa])) < AB(VA(X =Y, [0,00 A a)))

et par 'inégalité (3.10)
T
E(V2 (X — Y, (0,01 Aya])) < 4b2L2k;q,2/ E(V2(X — Y,[0,5 A vy Aya]))ds
0

Par le lemme de Gronwall [20], on trouve V(X — Y, [0,v; A v,]) = 0. Puisque
|X - Y|[O,U1/\'yn],oo S ‘/;I(X - }/’ [07 0 A /yn])

alors X =Y sur [0,v; A 7y).
Maintenant, en supposant X =Y sur [0, v5_; A ,]. Alors par I'inégalité (3.10)

E(‘/ZZQ,OO(X - Y7 [Uk—l A Y, Uk A ’Yn]))

VEANYn
< 4by LPk, o IE( / V2o(X =Y, [ve_1 Ay, s])ds

Vp—1"\Tn
T
< Abs Lk, / (V700 (X Y, [0kt Ao, v A 7a]))ds.
0

Ainsi, par le lemme de Gronwall [20], on obtient X =Y sur [0, vx A 7,] et on
obtient ’assertion requise.

Puisque

P (Voo (X —Y,[0,T)) > 0) < P(v, < T) 4+ P(v, < T) = P(I'(X,0,T) > %)

+P{V, «(X,[0,T]) > n

et comme V, (Y, [0,7]) > n} — 0 quand k — oo et n — oo, alors X =Y sur [0, 7.

L’existence de la solution : on définit la suite(f,,),>o par :

f(z) st |z] < m,
fulx)=¢ flx)(2— %), sin < |z| < 2n,
0 si |z| > 2n.

et gn(7) = g(x)dn(x), ot ¢, (7) = ¢(7), ¢ est une fonction positive et infiniment
différentiable telle que
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¢(z) = { bostlrf<L (3.11)

0 silz|>2.

Alors, les fonctions f, et g, sont bornées, f, est Lipschitzienne, g, € C*T(R).

D’aprés le théoréme (3.5), il existe une solution X™ de I’équation

t t
Xt”=£+/ fn(Xf)st+/ gu(XMdBE, 0<t<T
0 0

D’apreés les hypothéses du théoréme (3.4), la fonction f est Lipschitzienne et

g € C'2. Ainsi, il existe une constante L telle que
[fu(@)| < [f(2)] < L+ [z]) et |gn(z)] < lg(z)| < L(1 + |z]),

pour tout x.

De plus, I'estimation suivante détient,

Lemme 3.2.5. [20] Soit E(|¢|) < oo , on définit pour tout k > 1 le temps d’arrét

{ 0, = inf{t > 6,_, : V,(B",[0,,,t]) > (4C, ,max{2|¢'|.. + 6k, L})"'} A (0, + (162 bIL*) ") AT,
90 = 07

ou k = Lsup ¢'(x), la fonction ¢ est définie par (3.11). Alors, pour tout n > 1
etk>1, on am
E(Vy(X",[0,64])) < 28(1 + E([€])).

On définit pour tout n > 1, un temps d’arrét p™ = inf{t > 0: | X}'| > n}. Fixons
m et n, soit m > n. On va montrer que les solutions X" et X™ coincident dans

Iintervalle [0, u™ A 6;], pour tout j > 1.

Premiérement, on note que f,(X/') = fin (X)) et go(X}) = gm(X}), si
t < pu™ A p™. Ainsi,

/0 Fa(X™) = fu(X™)]dB, =0, / [92(X7) — g (X)JABH =0

Xp - Xp = / [Fu(X™) = fu(XT)]dB, + / Gn(X7) = gm(X™)dBY
0 0

sit < pu™Ap™.
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Définissons pour tout k£ > 1 un temps d’arrét
1
vp = 1inf{t > op_, (X", vp_y,t) > Z_l} ANT, vy =0.
Puis, répétons la preuve de 'unicité de la solution de I’équation (3.5), on aura

X" = X" sur [0,0F A ™ A p™ A B, pour tout k,j > 1.

Par I'inégalité
P(Vyoo(X™ — X™, [0, u™ A ™ A B;]) > 0)

k
<P(op A" Ap™ A0;) <P(I(X",0,6;) > Z)

< 4K71C max{[g'|oo, ] }B(V, (B, [0, T))+E(V2 (X", [0,6,1)V, (B, 0, T])].
On se servant de l'inégalité suivante :
Vo(BY [s,t]) < L™+ (t — s)7

et du lemme (3.2.5), on obtient X™ = X™ sur [0, u" A u™ A 6;] pour tout j > 1.

Par conséquent,

P(Vooo (X" = X™,[0,65]) > 0) < P(u" < 8;) + P(u" < 6;)

< P(V(X™,[0,05]) + [¢] > n) + P(Vo(X™, [0,6;]) + [£] > m)
et du lemme (3.2.5), on aura

lim P(V, oo (X" — X™,[0,6,]) > 0) = 0.

Donc il existe un processus stochastique X @ avec des trajectoires dans CW,([0,T])

tell que pour tout 5 > 1 et tout € > 0, on obtient

lim P(V, o (X" — X7,[0,6;]) > ¢) = 0.

Puisque, X™ = X™ sur [0, u™ A ™ A 0], aussi " A 6; < ™ A6 sim > n.
n=mn; <ng <...pourtout j > 1 et tout € > 0, on obtient

lim P(V, o (X™ — XY [0,6,]) > ¢) = 0.

k—oo
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et X" =X"=...= Xt(j) sit < p™ A0;. Par conséquent,
P (Vi (X7~ ¢~ [ #5008, - [o(x0)a82,10.0]) >0)
0 0
< P(u™ < 6;) < PV(X™,[0,6,]) + |¢] > m) — 0
quand n; = n — oo. Il sensuit que X est une solution de (3.5), sur [0,6;] pour

tout j > 1. Soit i > j. Alors X7 = X" sur [0, ,]. Le processus

X = Xl]l{()gtggt} + Z Xk]l{gk_lgtggk} sera donc, la solution de I’équation différen-
k>2
tielle stochastique (3.5).

3.3 Equation différentielle stochastique dirigée par un mouvement Brow-

nien fractionnaire et un mouvement Brownien

3.3.1 L’existence et L’unicité de la solution d’une équation dirigée par le

mouvement Brownien fractionnaire semi-linéaire

On considére une équation différentielle stochastique de la forme

¢ ¢ ¢
X, = Xo +/ b(s, Xs)ds + oy / X,dBs + 02/ X.dBY, te[0,T] (3.12)
0 0 0

ol Xy est une variable aléatoire Fy—mesurable, o; et g9 deux nombres réels.Ici,
on n’impose aucune condition sur la dépendance entre le mouvement Brownien et

le mouvement Brownien fractionnaire, définies sur le méme espace de probabilité

(QF, (F)eso,t € [0,T7)).

Théoréme 3.6. [/ 7] Supposons que b est une fonction lipschitzienne et a croissance

linéaire en x i.e. AL > 0,2,y € R :
b(t, ) = b(t,y)| < Llz —y|,b(t, x) < L(1 + [x]),

et est continue sur la variable t. i.e. b € C([0,T],R).
Alors, il existe une solution {X;,t € [0, T} unique de l’équation(3.12), et les trajec-
toires de X sont dans l’espace C%f([O,T]) P.S.

3.3.2 L’existence et L’unicité de la solution pour un mouvement Brownien

fractionnaire du paramétre H € (2,1)

On considére 1’équation différentielle stochastique mixte de la forme

t t t t
X, = XO—I—/ a(s,XS)ds+/ b(s,XS)dBS+/ c(s,XS)dBf—Fs/ c(s, Xs)dVs, te€[0,T],
0 0 0 0
(3.13)
ou a,b,c : [0,7] x R — R sont des fonctions mesurables, ¢ > 0, et V; est un

mouvement Brownien fractionnaire de parameétre H € (3, 1), (V;)i>0 est indépendant
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de B et B est indépendant de B et de V. De plus, X, indépendante de B, V et
de B}?. L’intégrale e f(f c(s, X;)dVs va jouer le role du terme de stabilisation. Il nous

permet d’établir I'existence et 'unicité de la solution de (3.13), adaptée a F, on
Fi=o{Xo, By, (Vi + BY) /s € [0,1]}.

Théoréme 3.7. [/6] Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites
(i) Vs €[0,7T]:
|a(s,0)| + [b(s,0)| + [c(s,0)| < L,
et L >0:
la(s, )| + [b(s, )| + [e(s, )| < L(1 + [=]),

(ii) 11 existe une fonction croissante | : [0,T] — R, telle que Vz,y € R
la(s, x) —al(s, y)| +[b(s, ) = b(s,y)| + [c(s, ) — (s, y)| < U(s)]z =yl

(iii) La valeur initiale Xo est de carré intégrable.

Alors, Uéquation (3.13) a une solution (X¢)i>o F;—adaptée et unique sur [0,T].

3.3.3 L’existence et L’unicité de la solution en tant que Ré-
sultat Limite pour les équations avec le terme de Sta-

bilisation :

Maintenant, on passe a la limite quand ¢ — 0 dans I’équation (3.13). Soit
£ = %, N > 1, et on considére pour tout ¢ € [0,77], la suite des équations avec le

terme de stabilisation

t t t t
XN :XO+/ a(s,XsN)ds—i—/ b(s,X;V)st+/ c(s,XéV)dBer%/ c(s, XN)dV,.

0 0 0 0 (3.14)
Supposons que X et les coefficients a, b, ¢ satisfont les conditions (i), (ii) et (iii),
du théoréme précédent. Alors, d’aprés le théoréme (3.7), I'équation (3.14) admet
une unique solution, dite { XV, ¢ € [0,7]}. Evidemment, les solutions sont adaptées
aux différentes filtrations F = 0{ Xy, Bs, (N"V, + BH)/s € [0, T]}. Notre objectif
est d’établir les conditions pour prouver l'existence et I'unicité d’une solution de

I’équation différentielle mixte en tant que limite :
t t t

X = X +/ a(s, X,)ds —I—/ b(s, X,)dB, —I—/ c(s, X,)dB?, t¢€0,T], (3.15)
0 0 0

Supposons que les coefficients de 1'équation (3.15) vérifient la condition (iii)
et :
il existe des constantes C, L, M >0,y € (1 — H,1) et k € (% — H, 1), telles que :
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(iv) tous les coeflicients sont bornés
la(s, )| + [b(s,z)| + |e(s,x)| < L, Vs € [0,T], Vo € R,
(v) tous les coefficients sont de Lipschitz en x :
|a(t, z)—alt, y)|+[b(t, ©)=b(t, y)[+|c(t, #)—c(t, y)| < Llz—yl|, vt € [0,T], Va,y € R,

(vi) la dérivée de la fonction ¢ en point x existe et est Holder continue en tout ¢ :
Vs € [0,T], Vr € R

|C(S7$) - C(t,l‘)| + |8IC(S, ZL‘) - a;tc(tv CL’)| < L|S - twa
(vii) la dérivée de c est Holder continue en tout point z :
|0uc(s, @) — Duc(t,y)| < Lz —yl*,

Vit €10,T] et Vy € R.

On considére W8 Pespace fonctionnel de type de Besov' :

Wiy =Y = Yi(w)/(t.w) € [0,T] x Q.|| Y [l5< oo}

0,7] =

t 2
Y; - Y|
Y ||z= su ]EY2+]E(/—| ds)
” H/B te[OE]( ( t) 0 (t_s)l—O—B

ouB<(EAYAEYA(k—3)

avec

Théoréme 3.8. L’équation différentielle stochastique mizte (3.15) a une solution

sur [0,T] et cette solution est unique.

Preuve :

pour prouver ce théoréme, on a besoin du théoréme suivant

Théoréme 3.9. [/0] La solution de l’équation (3.14) appartient a l’espace fonction-
nel de type de Besov W[g ), pour tout N > 1.

Puisque 'espace W2 est un espace complet, et d’aprés le théoréme (3.9),

[0,T]
on peut définir

- N
Xopar = lim X 7.
N —o0

1. L’espace de Besov Bj (R") est constitué des distributions tempérées f sur R" pour

—+00
. 1
lesquelles |£]lu; , = {D_ 127, £} < o0, tels que 1 < p,q = o0
=0
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ou la limite est dans l’espace wh (en particulier, la limite existe dans l’espace

[0,7]
L*([0,T] x Q)). D’apres I'estimation similaire suivante

pour t; <t <ty <T

o (ta — )"
sup | X¢||| < (h+1) + exp(z)CHﬁefﬁu =1,
1 <t<to 9 1-06
3 J
ol ¢; est une constante, 0 < 6 < (W)H, 0<vy<2H, Cy,= (3)” H?’Y
v V(H = 3)

et d’apreés le théoreme (3.9), on prouve que X,,,; est une solution unique de I’équa-
tion (3.15) sur lintervalle [0, 7g], on se rappelle que 7 est pour tout R > 1, un

temps d’arrét donné par

r = inf{t: Cj(w) > R} AT, (3.16)

ou
Ci(w) = e(M—s(BT)) vV &5V &;

)

2 2

5 = f(f J%dmdy) . Donc de (3.16), on a 7g, < 7, pour tout R; < Rs.
T—y

Alors, X;, et X;, coincident dans l'intervalle [0, 7g]. D’otl en passent & la limite
lorsque R — oo, on obtient I'existence et I'unicité de la solution de I’équation (3.15)
dans [0, 7.

3.4 Equation Différentielle stochastique dirigée par un Mouvement Brow-

nien Fractionnaire et un Mouvement Brownien

D. Nualart et J. Guerra|7]| ont prouvé I'existence et I'unicité d’une solution
pour une équation différentielle stochastique dépend du temps, dirigée par un mou-
vement Brownien fractionnaire multidimensionnel de paramétre H € (%, 1) et un
mouvement Brownien multidimensionnel. dans cette partie, on va étudier 1’équation

différentielle stochastique d-dimensionnelle de la forme

t t ¢
Xi=Xo+ / a(s, Xs)ds + / b(s, X,)dB, + / c(s, X,)dBE, (3.17)
0 0 0
ou B; ={(B},...,B"),t €[0,T]} est un mouvement Brownien dans R"™,
B = {(B/",...,B'"),t € [0, T]} est un mouvement Brownien fractionnaire sur R

1 e s ¢
avec H > % Supposons que B et B¥ sont indépendants. L’intégrale fo b(s, X;)dBs
est traitée comme l'intégrale stochastique d’Ito [35], et Vintégrale [ c(s, X,)dBY

comme l'intégrale de Riemann-Stieltjes au sens de Zdhle[30)].

Fixant 'intervalle du temps [0, 7], et un espace de probabilité complet (€2, F,P).
Soit X, une variable aléatoire d-dimensionnel indépendante de (B, Bf). Pour tout

t € [0,T], en désigne par F; la oc—algébre engendrée par les variables aléatoires
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{Xo, B, B,,s €0, T]} et les ensembles P—négligeables.
On considére une filtration {G;,t € [0,T]} plus grande telle que

1. {G;} est continue a droite et Gy contient les partie, P—négligeables.
2. Xy et BY sont G, mesurable, et B est un G,— mouvement Brownien.

Notons que F, C G, ou F; est la o—algébre engendrée par les variables {x,,BH,B;,sc
0,1} et les parties P—négligeables, Les coefficients a : [0, T] x R™ — R%, b, : [0, T] x
R™ — R%i =1,...,m,¢; : [0,7] x R™ — R%j = 1,...,1 sont des fonctions

mesurables. On aurait besoin aux hypothéses suivantes sur les coefficients :

(H,) La fonction a(t,z) est continue. De plus, elle a une continuité Lipschitzienne
par rapport a x, et a une croissance linéaire aussi par rapport a x, uniformé-

ment en ¢, i.e. qu’il existe deux constante L et Lo, telle que
la(t, z) —a(t,y)| < Lilz —yl,

la(t,z)] < La(1 + |z]),
pour tous z,y € R% et t € [0,7T).

H,) La fonction b(t, z) est continue. De plus, elle a une continuité Lipschitzienne
Y Y
par rapport & x, et a une croissance linéaire aussi par rapport a x, uniformé-

ment en t, i.e. qu’ il existe deux constante L3 et Ly, telle que
[b(t, z) = b(t, y)| < Lslz —yl,

[6(t, )| < La(1 + ),
pour tous z,y € R et t € [0, 7).

(H.) La fonction c(s,x) est continue et est continuement différentiable en x. De
plus, il existe des constantes Ls, Lg et L7,0 < 3,6 < 1 telles que

|0n,c(t, )| < Ls,

[Oz;c(t, 2) = Duyc(t,y)| < Lol — yl°
le(t, ) — (s, 2)||0n,¢(t, ) — O, c(s,7)| < Lq|t — 5|7,
pour tous z,y € R? et ¢ € [0, 7).
Définition 3.4.1. Soit W¢ l’espace des processus stochastique (X;)i>o d-dimensionnels
Gi-adaptés, tels que

t
/ EB(H X, Hi ds) < o0.
0

ou || f(t) 2= |f] + fths, WS Uespace des fonctions mesurables [ :

0 (t—s)at!

[0, 7] — R4, telles que
| f lla,co=sup || f[[a< o0 (3.18)

t€[0,7)
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Une solution forte de I’équation (3.17), est un processus stochastique dans
I'espace Wz qui satisfait (3.17)p.s (E? est 'espérance conditionnelle sachant Fo, ie

sachant X, et Bf). Le résultat principal de cette partie est le théoréme suivant

Théoréme 3.10. Supposons que les coefficients a,b;,1 =1,... . metc;,j=1,...,1
vérifient les hypothese (H,), (Hy) et (H.). Sia € [1—H,min{3, 8, 2}], alors il existe

une unique solution forte de l’équation (3.17).

3.4.1 Unicité trajectorielle
Définition 3.4.2. Une solution faible de l’équation différentielle stochastique (3.17),
est le triplet {(X, B2, B), (Q, F,P),{G;,t € [0,T]}}, ou

1. (Q,F,P) est un espace de probabilité complet, {G;} est une filtration continue

a droite telle que Gy contient toutes les parties P-négligeables.
2. B est un G,-mouvement Brownien m-dimensionnel.

3. BH est un mouvement Brownien fractionnaire de parameétre H qui est Go-

mesurable.

4. X est un processus Gi-adapté, de trajectoires dans W5 p.s., et
t
Jo ER (| X, ||2 ds) < o0. p.s.

5. (X, B" B) satisfait I’équation (5.17).

Lemme 3.4.1. [7] Soit 0 <n < 1. Si f est une fonction continue telle que || f |,<
N et a < nd, alors A(f) est bornée par une constante C' dépend de T, N, «, 9, et n,

_ [ U0,
A = [

Théoréme 3.11. (Unicité trajectorielle) Soit 1 — H < o < min{p, $,1}. Alors,

ol

la propriété d’unicité trajectorielle est satisfaite pour (3.17).

Preuve :
Soient X et Y deux solutions faibles de I'équation (3.17) définies sur le méme espace
de probabilité , adaptées a la méme filtration et ayant la méme valeur initiale.
Pour tout n < %, les trajectoires de X et de Y sont n-Hdolderiennes continues.

On choisit 7 tel que a < n < % Considérons l'ensemble Qy C €2, défini par
Oy ={weQ: X[, <N, et Y], <N},

avec N € IN. Il est clair que Qy 7 . De I’équation (3.17), on a la différence entre

les deux solutions satisfait

EY [|1X, = Yilla1ay | < ABP(|F7(X) = F (V)3 1ay) +4E"(|GF7(X) =GP (Y)]IZ)

[0}

+HABP(|GHX) = Gi(Y )2 1ay), (3.19)
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ou F(f) = [ab(s, f(5))dBs et G(f) = [o e ))dB sont des processus
intégraux.
On divise I'ensemble 2 en Qy et Q\Qy dans la deuxiéme somme de (3.19) et en

utilisant les estimations suivantes :

1. Sil—H < a <min(3, ) et f,h € Wg"™, alors pour tout s € [0, 7],
IGE() =G (Rl SCAa(BH)X/O ((t=s) "+~ (1+A(f(5))+A(R(s)))ILf (5)—h(s)||ads

2. Soit f,h € Wg. Alors pour tout ¢ € [0,T7,

EP[|GA(f)]2] < © / (t— 5)~42 [1+ EB[| £(s)|2]] ds

afin d’obtenir

t
(1% = YilEa,] < € [ ol B7 [IX,  Villita,) ds

t
e / o(5.8) (B [I1X, — Vil Lay] + E2 [| X, — Yi|21a\0,]) ds
0

+C(Aa(BH))2/O (s, )E” [(1+ (A(XL))* + (AY)))IX = Yellalay] ds

(3.20)
ol p(s,t) = (t — )72 + 57,
Si w € Qy, alors par le lemme (3.4.1), on a
14 (AP + (A < . (3.21)

La suite .
Va(t) = / (s, DEP [[[X, — Y2 10y] ds
0

En multipliant I’équation (3.20) par ¢(s,t) et en intégrant, et par le théoréme de la

convergence bornée on a p.s

VN(t) S CN [(A }fO S, t VN )d
(3.22)
+C [T (s, t) [T o(r, )EP [|X, — Y, |2 1a\ay ] drds.

On a presque stirement :

t
Vn(t) — / e(s, )EP [|| X, — Y ||21q,] ds < o0
0

t S
/go(s,t)/ o(r, )EP [IX, — V|2 Loy ] drds — 0
0 0
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quand N tend vers I'infini. Alors, il existe une variable aléatoire N* € IN telle que

t S 1
C’/ go(s,t)/ o(r,s)EP [| X, — Y, |2 Lavay ] drds < §VN(t), (3.23)
0 0

pour tout N > N*. En remplacant (3.23) dans (3.22), il résulte

Vlt) < C [0 (B" +1] [ olo.Va(o)ds,

pour tout N > N*. En appliquant maintenant, le lemme de Gronwall|20], on en

déduit que Vy(t) = 0 pour tout N > N* p.s. Par conséquent,
P(X, =Y, ¥t €[0,T)]) =1,

et I'unicité trajectorielle est détenue.

3.4.2 L’existence

On introduit 'approximation d’Euler pour I’équation (3.17), fixons la suite de
subdivision, 0 =t <t} < ... <t! =T de [0,T], telle que sup |[t}',; —¢| =0

0<i<n—1

quand n — oo, définissons X°(t) = Xy et pour tout n > 1,
XMt) = Xo+ [y alka(s), X" (kn(s)))ds + [y b(kn(s), X" (ka(s)))dBs
(3.24)
+ Jy clkn(s), X" (a(s)))dBY,
ol ky(t) =t7, sit e [t t7,,].
Proposition 3.4.1. [7] Pour tout entier N > 1, il existe une variable aléatoire
Ry >0, dépend de Xy et B, telle que, p.s.

EP (|7 - X21] < Rylt - of”,
pour tous s,t € [0,T] et n € N.

Théoréme 3.12. [7] Supposons que les coefficients a,b et ¢ vérifient les hypothéses
(H,), (Hy) et (H.). Sia € [l — Hmin{L, 8,2}], alors il existe une unique solution
forte de ’équation (3.17).

Preuve du théoréme (3.10)

L’unicité est une conséquence de 'unicité trajectorielle prouvée dans le théo-
réme (3.11). Pour l'existence d’une solution forte, on peut utiliser le résultat classique
de Yamada et Watanabe|10], qui affirme que 'unicité trajectorielle et existence
d’une solution faible impliquent 1’existence d’une solution forte. la différence princi-
pale avec la preuve classique est que ici, on a deux sources aléatoires indépendantes
du mouvement Brownien, la condition initiale et le mouvement Brownien fraction-
naire BY. 1l est suffisant de remplacer R™ par 'espace produit R™ @ C([0,T])™,
menu de la mesure du produit u ® v, ol u est la loi de X; et v la loi du B¥ dans

I’espace des fonctions continues.
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3.5 Equation différentielle stochastique dirigée par un mouvement Brow-

nien fractionnaire et un mouvement Brownien pouvant étre dépendant

Dans cette section, on s’intéresse a 1’étude des équations différentielles stochas-

tiques dirigées par le mouvement Brownien fractionnaire mixte de la forme
t t t
X: = Xo +/ a(s, Xs)ds + / b(s, Xs)dBs + / c(s, X,)dB?, t€0,T], (3.25)
0 0 0

ol B est le mouvement Brownien et B est le mouvement Brownien fractionnaire de
parameétre H € (%, 1) avec B et B sont éventuellement dépendants. L’intégrale par
rapport & B est l'intégrale d’[té [35] et I'intégrale par rapport a B est I'intégrale

de Lebesgue-Stieltjes généralisée ou 'intégrale de Younyg.

Soit (2, F, (Ft)t>0, P) un espace de probabilité filtré et complet. Notons que (B;);>o
est un Fi-mouvement Brownien et (B/);>¢ un mouvement Brownien fractionnaire

adapté a F; et que B et B peuvent étre dépendants.

3.5.1 Définition de base et Hypothéses

On considére f, g deux fonctions continues définies sur un intervalle [a,b] C R.
Rappelons que pour o € (0,1), les dérivées fractionnaires de f et g sont définies

comme suit

20 = e (2 4 [ 2T 10 o),

d'g(b) = lfz(:) ((b g(x)l ~+(1— 04)/$ Mdu) Liap ().

x) (u— )

Supposons que d< f(a) € LP([a,b]), d""*g(b) € L%([a,b]), pour certains p € (1,2), et

_ _p
9= -1

Sous cette hypothése, l'intégrale de Lebesgue-Stieljtes généralisée est définie par

/ f(@)dg(a / () a) (0 g b}

Il a été montré dans ([17]), que pour f,d% f(a) € L'([a,b]), on peut définir I'intégrale

par rapport au mouvement Brownien fractionnaire selon la formule suivante :

b ' b
[ ganl = [ e @B e (3.26)

Pour o € (1 — H, 1), on considére les deux normes suivantes :

1 e [ b <\f(s)| + [ 1) = sts - z)ladz)z (57 + (£ — 5)H)ds,
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[ —— (!f |+ / £(5) (S—z)‘l‘o‘dz).

s€la,b]

I est clair que || f 7. .0< Caap | f llcafan -
I'inégalité classique de Garsia-Rodemich-Rumsey ([13]), affirme que pour une fonc-
tion f € C([0,T]), et pour tout p > O,i <0

|f(u) — ( |f(x) = f)lP );
Ogigng (U—U) *; - ap / / |$— |9p+1 :

0 =91 on trouve que

QL
8
QU
<

En modifiant dans cette inégalité, pour n € (0, %), p=
pour tous ¢t > 0,u,v € [0, 7]

B, — B,|" :
|Bu—Bv\§KtB’”]u—v|%_", KPP = (/ / | | dxdy) (3.27)

(), est une constante.

De méme, on trouve pour tout n € (0, H)

H H B H— B |BH BH|"
1B, — B | < K"u—o["77, "= Chy A drdy | (3.28)

e —y|

(SIS

Par conséquent, il est facile de déduire que pour tous o € (1 — H, %), e<a+H-1

sup_|(d*B™)(v)] < Comanky’

0<u<v<t

Ainsi, grace a la formule (3.26), 'estimation de 'intégrale stochastique par rap-

port au mouvement Brownien fractionnaire est donnée par :

f JdBY <0KB€/ (F($)[(s — u)” / £(s) = F(2)](s — 2)-°dz)ds

(3.29)

pour tous o € (1—H,%),t>0,u§v§t.

Hypothése

Supposons que pour certain K > 0, § € (1 — H,1) et pour tous ¢, s € [0,T],
r,y € R

la(s, 2)| + |e(s, 2)] < K(1+ |z]), [b(t, 2)] + |8 (t,2)] < K,
la(t, ) — a(t, y)| + [b(t, ©) = b(t,y)| + 10=(t, ) — O:(L,y)| < Kz —y],
la(s, ) —a(t, )| +]b(s, 2) —b(t, z)|+|c(s, ) —c(t, ©)|+]0.(s, ) — Du(t, )| < K|s—t|°.

Dans la suite, ces hypothese restent toujours valables.
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3.5.2 Propriétés auxiliaires de ’approximation d’Fuler

On prend une partition uniforme de l'intervalle [0, 7] : {vx = kd,k =0,...,n},

0= % On considére approximation d’Fuler de I'équation (3.25), définie par

- X07
= X2 + a(vg, X3 ) (kg1 — vr) + b(vg, X2 ) (B, — By,) + c(vi, X3 ) (B

V41

)
XO
)
Xvk+1

Soit t0 = max{v, : v, < u} et on définit I'interpolation continue par
X% =X+ /u a(t], Xps)ds + /ub(tg, X3)dB;, + /u c(ty, Xjy)dBji.  (3.30)
0 0 0
Les estimations (3.27) et (3.28), avec nos principales hypothéses, impliquent que
X0 — X5 < CKM(s —2)27(1 + | Xh)), (3.31)
avec K1 = KBn 4 KB"n,
Pour N > 1, définissons un temps d’arrét 7, = inf{t : K/ > N} AT et un processus
arréteé Xf’N = Xf/wn
Lemme 3.5.1. [/7] Pour tousa« € (1—H,3 AB3), p>0,N >1

sup E(|| XN |2, ;) < oo

La propriété fondamentale de la suite des approximations d’Euler

Pour m,n > 1, on considére deux partitions définies par
{vi=1i6,0<i<n}et{f;=jpu,0<j<nm}ond=Letp=2"

Soient 0 = max{v, : v, < u} et t* = max{f}, : 6, < u}. L’interpolation continue de

I’approximation d’Euler correspondante peut étre écrite sous forme d’intégrale :

X0 X0+ / a(t?, X3)ds + / b1, X3)dB, + / (18, X5)dB,

Ou 0 u 0 u (332>

X5:X5‘+/ a(tl;,X;;)der/ b(tg‘,Xt‘L)stJr/ c(th, X1)dBY.
0 S O S O S

Comme précédemment, on définit un temps d’arrét 7, = inf{t : K;' > N} AT et
XN = X5 XN = Xp L Pour R>1, B = {|] X0 |laor + || X* [leos< R}

tATN tATN

Théoréme 3.13. [/7] Soit o € (1 — H,K), ot K = 3 A . Alors pour tous
0<n< K—aetN,R>1, lestimation suivante est satisfaite :

E(|| X% — X#N 121 1 gron) < Mp yo* o9
’ T

ot la constante Mp n est indépendante de 9, p.

De plus, une estimation similaire est valide pour E( sup | XN — X{L’N|2]IBR,5,H).
te[o,T] g

— BlI).
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3.5.3 Existence et Unicité

Théoréme 3.14. L’équation (3.25) a une solution telle que pour tous o € (1—H, K)
| X Hgo,a,[O,T]< oo p.s. (3.33)

Cette solution est unique dans la classe des processus satisfaisant (3.33), pour certain
a>1—H.

Preuve :
Pour simplifier les notations, notons Z, ; = Z, — Zs, v = 3 —n, h(t,s) = (t —s)~ 7,
g(t,s) = st — s)_%_"‘. Soit C' une constante générique, qui est indépendante des

variables, et peut-étre dépend des paramétres fixés.

Fzxistence :
Soit 0, = 22,9 On note X* = X% XFN — X‘Sk’N,t’lSC = t‘;k, et la norme

A=Al - Moo= oo

I1 est facile de voir que pour tout N > 1, la suite {Xfc Nk > 1} est fondamentale
pour la norme (E(|| . [|2))z. De plus, notons ABNkL = {|| XBN || + || XV [|o<
R}, en prend p > 1, et ¢ = (;%1) et on écrit

E(|] X5Y =X 12) < E(] XY =X L gnmn) B XY+ XY )21 0 arvieey)

< E(| X*N = X512 1 i) HE] XN o+ || XY (o)) 7 P(Q\ARN R,

D’aprés le théoréme (3.13), le premier terme disparait quand k,! — oo, donc on

peut écrire

T B(| X5V — XUV 2) < sup(B[() X5l + | XY ()] FR(Q\ATNE
J—o0 k.l

Le lemme (3.5.1), implique que sup(E[(|| X*" |loo + || X" [l0)*]) < 00 et aussi,
kel

par l'inégalité de Markov, sup P(Q\A®M*) — 0, quand R — oco. Par conséquent,
k,l
en laissant R — 0o, on obtient

lim B(|| X*Y — X" ||%) = 0.

k,l—o0

De méme, pour la deuxiéme assertion du théoréme (3.13), on obtient

lim E(sup | X" — X"V%) = 0.

k,lHOO te[0,T)

Ainsi, pour tout N > 1, il existe un processus Xy tel que E[|| X*Y — XV ||?] — 0 et

E[sup | X" — X™|?] = 0, quand k& — o0 la limite est approuvée car pour chacuns
te[0,T]

de ces deux faits implique la convergence dans L?([0, T x 2). En utilisant argument
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habituel, on peut montrer qu’il existe une sous-suite {k;, j > 1}, telle que pour tout

N>1, || XN - XN | + sup |[X*Y — XN| — 0 ps., lorsque j — oco. Sans perte
te[0,T)
de généralité, on peut supposer que la suite elle-méme converge p.s. vers 0 :

| XBN — XN || + sup | X®Y — XY =0 ps. quand k — oo. (3.34)
t€[0,T]

Notons que pour tous N > 1, p > 0, E(|| XV |[&) < oco. En effet, on a déja
la convergence uniforme, donc elle est suffisante pour montrer que l'intégrale est

bornée par la définition de la norme || . ||«. Par le lemme de Fatou(]20]),

t t
/ (XNt —2)7 %z < lim [ (XY (E - 2) 7 e < lim || XY |,
0 k—oo

k—oo JO

¢

donc sup / XN |(t —2)7%dz < lim || X*V ||, et en appliquant de nouveau le
tefo,11Jo ’ k—o0

lemme de Fatou, on obtient

t p
B (sup [ X - 9770d:) | < B ] <o
0

t€[0,T] k—o0

De plus, pour N’ < N” et t < 7y, X} = XN p.s. En effet, pour tout t,
XEN 5 XN ot XEN 5 XN ps. quand k — oo,

. kj,N’ kj,N" ’ "
mais pour t < 7y, X, = X7 | donc XV = XV ps.

Par conséquent, il existe un processus X tel que pour tout N et tout t, XtN = Xinry -
On va prouver que le processus X résout 1'équation (3.25). Cela se fera en montrant
que chacun des intégrales dans (3.30), converge vers l'intégrale qui lui correspond

dans (3.25). On considére la différence entre ces intégrales :

t(N) t(N) t(N)
V() = / an(s)ds, TV(t) = / bo(s)dB.,  TN(t) = / e (s)dB"
0 0 0

ici da(s) =d(s, X,) —d(th, XE), de{ab,c}.

4] < C(s — 15 + CKP(s — ) (14 | X5 o)+ | X5Y = X, ) (3.35)
et on a donc 'estimation,
t
V(1)) < / lan (s(N))|ds < C6F + NST)(1— || X5V o)t | XY — XN
0

Grace au lemme (3.5.1), la norme || X*V |, est uniformément bornée en k en

probabilité. Ainsi, ZV(t) — 0 p.s, quand k& — 0. De plus,

EZ7 ()] < /0 E[bs(s)*)ds < O(8 + GE[(1+ [| X5 )] + B[ X5 — XV |12),
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qui tend vers 0 quand k& — oo. Donc, on peut extraire une sous-suite {k;,j > 1}
telle que pour tout N > 1, ZY(t) — 0 p.s., j — oo. Encore, sans perte de généralités

supposons que la suite converge elle-méme vers 0. Enfin,

\I,fv(t)|§C’N/t (/t|cA( ds+/ lea(s) — ca(2)|h(s, z)dz) ds =CN(Il+1".).
o \Jo
D’une fagon similaire & ZV (¢), I’ — 0,k — oo. En utilisant 'estimation
t ptd
O X X X (s = )
XY = XEN(IX] + IXEN) + (s =187 + (= )7 + X5
—i—]Xft],YD (s, 2 dzds—l—/ / s —2)P + |XkN) (s,2)dzds
SON([| X5N = XN (1 | XY oo + 1| XN o) + 67
(14 | XM Hoo)/ /S((s—ti)“r(z—ti)’”)h(s,z)dzds
0 Jo
0, G (L [ XY [|o))
SON(IXEN = XN 14X oot XN o) 48574870 (1] X 5 o))

la derniére expression tend vers 0 quand k — oo, puisque || X% ||o est presque

stirement finie et || X* ||, est uniformément bornée au point k en probabilité.

Par conséquent, |ZN ()| + [ZN (t)| + |ZN(t)] — 0,k — co. Puisque XN — XN =

IN@) + N (t) + IV (t) et X* résout (3.30), avec § = 6%, on obtient que X est une
solution de (3.25), a chaque instant 7. Mais (puisque K7 est finie p.s.) 7y — T

p.s., lorsque N — 0o, ce qui implique que X est une solution de (3.25).

Unacite :

soient X!, X? deux solution de (3.25). Définissons un temps d’arrét
o =inf{t : K+ || X' [l + || X* o> N}

et on désigne par X} = Xinol, s XN = Xino2,s Ds = {x}N - XE’N}%S.
D’aprés l'estimation faite dans la preuve du théoréme (3.13), on peut montrer que

B8 < O | CE(D.)g(t, 5)ds,
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donc, en utilisant le lemme généralisé de Gronwall[20], on a E(A;) = 0 pour tout t.
Cela implique X} = X? p.s. pour tout ¢t < 7y. Si N — oo, on obtient X} = X? p.s.
pour tout t.

Remarque 3.5.1. [l est possible de généraliser ces résultats (du chapitre (3)) pour le

cas multidimensionnel. De plus, on peut prendre au lieu d’un mouvement Brownien

fractionnaire, tout processus qui est y-Holdérienne avec y > %



Chapitre 4

Applications

4.1 Absence d’arbitrage et sujets connexes

Soient {By,t > 0} un mouvement Brownien et { B ¢ > 0} un mouvement
Brownien fractionnaire de parametre H € (3,1), les deux sont définis sur le méme
espace de probabilité filtré (Q, F,{F;,t > 0}, P).

Considérons une version du modeéle Black Merton Scholes (|17]) i.e. un (B, S)—marché
avec une obligation B et un stock S, ou
B, =¢", S, = e*BttBitet b ce Rt € Ry. (4.1)

Pour une stratégie donnée (ou un portefeuille) 7 = {5, 71, t > 0} le capitale { Xy, ¢ >

0}, correspondant a ce portefeuille est égal a
Xy = BBy +7S;. (4.2)

On formule les hypothéses suivantes sur la stratégie 7 :

1. 7 est une stratégie d’autofinancement i.e.

t t
Xt = XO +/ ﬁsst +/ ’ysdss; (43>
0 0
2. 7 est une stratégie de type de Markov i.e
Be=pB(Se,t),et 7 =(S1) (4.4)

Il faut étre précis avec la condition (4.2), Pour qu'il refléte le concept économique
réel de "l’autofinancement". Cela implique que la signification de la deuxiéme in-
tégrale dans (4.3), doit étre clairement définie. On donne maintenant, I’expression
de l'intégrale stochastique dans le sens trajectorielle comme étant une limite avec
probabilité 1 i.e.

max |sp 1 —sg|—0

t n—1
/ Vsdss = lim Z’ysk(ssk-u - Ssk)
0 k=0

73
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n—1
Ici, la somme Z Y (Sssr — Ss,,) est une formule évidente pour le capitale, gagné

k=0
sur la variation de prix de S avec une stratégie d’achat et de retenue par piéce

{A,t € Ry} = {75, 56 < t < Sgy1,t > 0}. Par conséquent, I'intégrale f(f ~sdSs,
comme le capitale gagné sur S avec la stratégie continue {7, t € Ry}, est adéquate
4 la définition des conditions d’autofinancement.

On dit que la stratégie 7 a une opportunité d’arbitrage s’il existe T' > 0, tels que
Xo=0, Xyr>0P-ps.), et P(Xr>0)>0.

Dans le modéle mixte (4.1), avec a # 0 et b # 0, Kuznetsov|28] a établi I'absence
d’arbitrage sous la condition de la dépendance du B, et Bff. Comme on a men-
tionné dans la sous-section (2.1.4), Cheridito([35]) a montré que, pour H € (2,1),
le modéle mixte avec I'indépendance entre By et Bf est équivalent & un mouvement
Brownien, d’ou il est sans arbitrage. Zéhle |18] a prouvé l'absence d’arbitrage dans
le modéle mixte général avec un processus de Wiener indépendant et un processus

de variation quadratique nulle.

Le résultat principal de cette section est que le marché mixte est avec absence d’ar-
bitrage sans aucune condition sur la dépendance de B; et B, si nous nous limitons

aux stratégies d’autofinancement de type de Markov avec 3 et  lisses.

4.1.1 Les conditions d’autofinancement et leurs conséquences

Notons que dans le cas de la stratégie de type de Markov (4.4), le processus du

capital X; peut étre écrit en fonction du prix du stock S a l'instant ¢
X, = ®(x,t) (4.5)

b(x,t) = e B(x,t) + z.y(x,1). (4.6)

Dans cette section, on prouve que ’hypothése d’autofinancement restreint fortement
la classe des fonctions ¢ possibles dans (4.6).
Dans le cas ou v, = v(Sy, t) avec (., .) est lisse, l'intégrale fg ~,dS, existe et il peut

étre présentée sous la forme

t t t t 2
/ ~udS, = / asS.dB, + / by.S,dBH + / (c+%> ~4S.ds, (4.7)
0 0 0 0

ou l'intégrale par rapport a B est intégrale d'[to [38] et 'intégrale par rapport
a B est l'intégrale de Lebesque-Stieltjes généralisée, et la troisiéme intégrale est

I'intégrale de Riemann. L’intégrale (4.7) donne la formule d’It6 pour un exposant
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du processus mixte.

L’intégrale d’Ité (4.7), apparait en raison du choix du point d’extrémité gauche sy
dans I’expression sous le signe de sommation dans (4.6). Un tel choix est crucial pour
la condition (4.3), pour avoir le sens économique de 'autofinancement. la deuxiéme

intégrale fot bysS.dB ne dépend pas du choix des points intérieurs des intervalles.

Théoréme 4.1. Soit un (B,S)-marché donné par (4.1), avec a # 0. Supposons

aussi que pour tout t > 0 le support de la distribution de S; coincide avec
supp(S;) = [0, 00). (4.8)
alors dans la classe des stratégies de type de Markov (4.4), avec
{B(z, 1), 7(2, )} € C*([0, +00)) x C*([0,+00))

la condition d’autofinancement (4.3), est équivalente a la suivante :

(i) 1l existe une fonction ¢(x,t) € C*([0,+00)) x C*([0,+00)), qui satisfait I’équa-
tion )
Gt + Sl ) + rad e ) —ro(e ) =0, (49)

et la stratégie (3,7) peut étre exprimée en termes de ¢ :

{ﬂ@i%=e”wwi%ﬂWK%0% (4.10)

V(xvt) = ¢/($’t)'

Remarque 4.1.1. La condition (4.8) est vérifiée, par exemple, dans le cas ou sont
conjointement gaussiens, et par conséquent log(S;) = aB; + bBF +ct, t >0 est

un processus gaussien.
Remarque 4.1.2. Sous la condition (i), on trouve l'identité ®(z,t) = ¢(x,1).
Preuve du théoréme (4.1) :
Premiérement, la formule d’[té se tient pour un processus continu a variation

quadratique généralisée. Deuxiémes, si le processus Z a une variation quadratique,

alors, il a la méme variation quadratique généralisée.
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On consideére le processus S; et on prouve qu’il a une variation quadratique. En effet

n n

H 2
2 : « 2] j : aB +bBH 4t By, +bBj +t
( St} ) = < tk 1 tk+1 k+1 J— ea tk ¢ k)

k=0 k=0

n
2
€2aBtk+1 <€b tk+l+Ctk+1 . ebB +Ctk)

k=0

3

(eaBtk+1 _ eaBtk)Q GQbBtII{c +2cty

+
i

0

3

+2 Bty 1 DBl Tt (eaBtkH — e“Btk) (eb fpr Telt1 _ B +Ct’“)

k=0

I
Evidemment, I§ — [ S2a?du p.s. dans L*(P). De plus

bBH et bB t bBH tct
(e et — Bl )| < PRI | ABI 4 Aty

et les trajectoires de B appartiennent a la classe C-[0,T| avec H > % Sachant
que si une fonction f : [0, 7] — R appartienne a la classe C7[0, T] pour toute v < 3,
alors on dit qu’elle appartienne a CH-[0, T7.
Donc, IT* — 0 p.s. et la méme chose pour I7.

Cela signifie que la variation quadratique de S a la forme

S], = /0 282 du, (4.11)

En appliquant la formule d’[t6 a B;5(Ss,t) et S;y(St,t) de (4.2), on obtient les
égalités

Bi3(Se,t) = B(1,0) = [y d(B.B(Su,u))
= [3 B(Su,w)dB, + [, BuB.(Su,u)du + [} BuB.(Su,u)dS,
+1 [0 BB (Su, u)d[S].,

(4.12)
et

St7<St7t) - = fo u'7 Su7 u))
= [0 7(Su, w)dSy + [ Suvi(Su, w)du + [ Sus(Su, u)dS,

1 (294 (Su, ) + Sur (S, w)) d[S],.
(4.13)
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Combinant les équations (4.12) et (4.13), on obtient

t t
Xt—XO—/ B(Su,u)dBu—/ (S, u)dS, =
0 0

- / (Buf!(Su. ) + Sur!(Sus ) du + / (Buf(Su, ) + Su7, (S, 1)) dS,
0 0

1

t
45 [ (BuBLSu ) + 80480 w) + S L(Su ) dS (414)
0

En comparant les équations (4.14) et (4.3), on conclut que la condition d’autofinan-

cement de la stratégie m = {f;, v, t € R, } est équivalente a I’équation suivante :

/ (B.L(Su, 0)Su.(Su, ) dus + / (BB, (Su. ) + Sur/,(Su, 1)) S,
0 0

1 t
+ 5/ (BuB"(Sustt) + 2. (Sus ) + S (Swsw)) d[S]. = 0, ¢>0.  (4.15)
0

De la méme formule d’[t6 et de la définition du processus S, on obtient
t t 1
S, =Sy + / S.d(aB, +bBT + cu) + / §a2Sudu,
0 0

ou l'intégrale fot S.dB, existe comme intégrale d’It6, et I'intégrale fot S.dBI existe
comme limite des sommes de Riemann Stieltjes, car S € C%_[O, T), BE € CH-[0,T],
et % + H > 1.

Remplagant I’équation (4.11) dans I’équation (4.15), on obtient donc que ’équation

(4.15), peut s’écrire comme suit :

/ (BuB.(Su, 1) + Sur(Su, 1)) du
0

2

t
+/ (BLB,(Su,w) + 8,7} (Su, ) Sud(aBy + bBY + (c+

s )

—/ B (S )+ 29.(Sn ) + Sur (Sp. ) S2du = 0. (4.16)

En prenant la variation quadratique des deux cotés de (4.16), évidemment, la va-
riation quadratique de toutes les intégrales de Lebesgue dans (4.16), disparait, et la

variation quadratique de l'intégrale d’[t6 égale a

[ (B804 S S SudaBa)| = [ (BuLSu) +8u0L(S 000 S
0 t 0

Maintenant, on établit que la variation quadratique du processus
fo (BuBL(Su, 1) + Su7.(Su, u)) Sud(bBH) p.s. est égale a 0. Pour cela, on note
f = b(Bup.(Su,u) + Su7.(Sy, u)). Evidemment, les trajectoires de ce processus
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appartiennent a la classe C%’[O, T). De plus, de 'estimation dans la proposition 2

([11]), il s’ensuit que

tet1
/ f.dBY — f, AB!

Ly

< || fll sl BY| _e-s(Ati) 572,

avec la constante C' ne dépend pas de B et f, et telle que % + H —20 > 1, ie.
0 < 5. Par suite

S ([ ) <03

k=0 ik k=0

thsr fudBH 2 n
/ _ftkABzZ> +2Z(ftk)2(ABtI;f)2
k=0

tg

< 202| f| i%fa| BHl_CH*ﬂ Z(Atk)1+2H_45
k=0

+ Z fo)?(AB[")? — Op.s.
A partir de ces estimations et de 1’équation (4.16), on obtient

t
22 / (Buf.(Su, 1) + Sur.(Su, u))? S2du = 0. (4.17)
0

Comme (4.17) est vérifiée pour tout ¢ > 0, on déduit facilement que

B, 3;(Su, 1) + Suy(Su, u) = 0, (4.18)

pour tout u > 0, et presque tout w € Q.

Remplagant (4.18) dans (4.16), on obtient une autre équation pour tout ¢ > 0 :

2

t
/ (Buf.(Su. 1) + Su7s(Sus ) dut L
0

t
! / (BuB",(Su, 1) + 29.(Sus ) + 8u7/(Suy ) S2du = 0.
0

Cela signifie que 1’égalité

a2
B.A;(Su, u) + Sy (Su, u) + — ( B (Sus ) + 27, (Su, 1) + Sy, (Su, 1)) S3 = 0
(4.19)
est vérifiée pour tout u > 0 et presque tout w € 2.
La condition (4.8) du théoréme assure que les équations (4.18) et (4.19) peuvent

étre vérifies si et seulement si

B8, (2, 1) + 27, (2,1) = 0; (4.20)
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et

2

By (x, 1) + 2y, t) + T (BuBl(w,u) + 29, (@, u) + oy (w,u) 2 =0 (421)

pour tous t > 0,x > 0.

Les derniéres relations signifient que la stratégie (5(Sy,t),v(Ss,t)) est autofinan-

cée si et seulement si le paire (8(x,t),vy(x,t)) satisfait les équations (4.20), (4.21).

supposons maintenant que la condition (i) du théoréme (4.1)est satisfaite. En rem-
plagant ( et y de (4.10) dans (4.20) et (4.21), donc les deux formule sont identique.

Inversement, si (4.20) et (4.21) sont satisfaites, on fixe

d(x,t) = By.B(x, t) + zvy(x,t).

Pour une telle fonction ¢, on obtient de (4.20), que
¢ (2, 1) = Bef, (2,1) +(z, 1) + 27, (2, 1) = v(, 1),

Blx,t) = B (¢, 1) —2y(w, 1) = ¢ 7 (d(w, ) — 2l (1)),
ce qui donne (4.10). En remplagant § et v de (4.10) en I'identité (4.21), on obtient
que ¢(z,t) satisfait 1'équation (4.9).

Remarque 4.1.3. Soit (Z;);>0 un processus définit sur (0, F,{F,t > 0},P) avec
Zy=0et[Z] =0, ou [Z] la variation quadratique. Alors, il n’est pas difficile de voir
que le théoréme 4.1 est valide pour un (B, g)—marché avec

Bt _ 67‘t g _ eaBt—l-Zt—i-ct

seulement si la condition (4.8), est satisfaite pour le processus S.

L’absence d’arbitrage

Théoréme 4.2. Soit un (B, S)—marché donné par (/.1), avec a # 0. Soit le support

de la distribution de S;, coincide avec
supp(Sy) = [0, +00) (1.22)

pour tout t > 0.
Alors, il n’y a pas de stratégies d’arbitrage dans la classe des stratégie d’autofinan-
cement de type de Markov (4.4), avec

{B(x, 1), 7(z,1)} € C*((0,+00)) x C*((0,+00)).
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Preuve :
Le théoréme 4.1 affirme que pour toute stratégie dans la classe décrite dans le théo-

réme (4.2), le processus du capital X; est donné par
Xt = gb(sta t))

ol ¢ satisfait I’équation

oz, t) + a;x%ng(a:, t) +rag.(z,t) —ré(x,t) = 0. (4.23)
Supposons qu’il existe une stratégie d’arbitrage. Donc, il existe T" > 0 tel que
Xo =0, Xr > 0(P —p.s). (4.24)
Ainsi, les conditions (4.22), (4.24) sont équivalents aux assertions suivantes
#(1,0) =0, ¢z, T)>0  Va>0. (4.25)

On va prouver que ¢ = 0 est la seule fonction qui satisfait (4.23) et (4.25), simul-
tanément. Par conséquent, cela signifierait qu’il n’y a pas de stratégies d’arbitrage
dans la classe donnée.

En utilisant ’approche standard dans la résolution de I’équation (4.23), supposons
que la fonction ¢ satisfait I’équation (4.23), avec des conditions aux limites (4.25).

On considére une nouvelle fonction 7(z,t), définie par

n(z,t) =0(az, T —t), zeR, tel0,T],

ou
1 r a? r?
_ —(az+pt) z _ - _ _ _
O(z,t)=e o(e?, 1), a=5- B = g +2a2’
satisfait une équation de la Chaleur
/ 1 1
nt(za t) = 577%(2, t)v (426)
avec des conditions supplémentaires
VzeR n(z0) >0, n0,T)=0. (4.27)

Ici, un changement inverse est donné par

o(z,t) = x(%*a%).e*%+%.n (M, T — t) .

a

La solution continue de I’équation (4.26) est bien connue et a la forme

o0 = [ e 0 ten-E2 e

qui, avec les conditions aux limites (4.27), donnent n = 0, et donc, ¢ = 0.
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La convergence des intégrales de Lebesgue Stieltjes vers une intégrale

par rapport au mouvement Brownien fractionnaire
Théoréme 4.3. [/6] Le processus (Bf"? )¢ satisfait I'équation

2 21 t<pB;
E (Bf - Bf’5> < ¢(H) { ’ g

B%t(1 + In %), t>p

etpour2<m<ﬁ

m g t <:B‘
H H,3 ) )

B (B = BM)" <c(Hm)S e
gmet> + ot >

ol

2

t (B—5)+
vP = Cg)a/ (/ (s — u)aluadBu) ds,
o \Jo

o C’S) est une constante, et § € (0,1)

t
1
Bffﬁ:/ LAY He (=1) (4.28)
0

avec

Théoréme 4.4. [/7]

1. Pour tout 0 < oo < A

lim sup| (dfx)(a) — (d5.)(@)] 4110 = 0

[7T|—=0

n—1
avec fr(x) = Z f($k>]l[xk7xk+1)'
k=0

2. Soient f € C*([a,b]), g € C*[a,b], avec A+ pu > 1, alors (R — S) f(f fdg existe

Lbfdg=<R—S>/abfdg

Dans cette section, on utilise le théoréme (4.3), (4.4) et on prouve le théoréme
qui affirme la convergence de l'intégrale par rapport au BtH # en probabilité, et par
I'équation (4.28), vers un intégrale par rapport au mouvement Brownien fraction-

naire.

Théoréme 4.5. Pour presque tout w € €1, et pour ¢ > 0, on a donc pour tout

processus f tel que

f(,w) e c?=M+ep 77, (4.29)

T T
/f(u)dBf’Bg/ f(w)dB? p.s quand B — 0+,
0 0

. P L. ey .
ou — désigne la convergence en probabilité.
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Preuve :

Pour tout N > 0, on introduit le processus étagé de la forme

N
= flur-) Ly, w€[0,T),  fn(T) = fluy),
k=1

ol T

On a donc, I'inégalité évidente suivante est satisfaite :

Iy FydBE? = [ pwaBi

< |y (F(w) = fu)dBE | + | [ fu(wd(dBL — BY)

+|(fn(u) — f(u))dBY| = I,(N, B) + (N, B) + I;(N).

On établit que pour la sous-suite Ny tell que Nz = L’ T } les convergences sui-
2

vantes sont satisfaites
Li(Ng, B) 50, IL(Ns,B) 50, L(Ns)5>0, quand B—0+.
La condition (4.29) est équivalente a la relation suivante :

il existe une variable aléatoire finie %k = k(w) tellque P—p.s. VO<zx <y <T,ona

[f (@) = F)| < klz —y* (4.30)

avec A =2(1—H) +e¢.
Etudions I, (N3, 3). On utilise (4.27), (4.29) et (4.30), pour obtenir

h(Ns,B) = |J3 (Fw) = i, (w))dBL?|

= CkG(N, B),

ou B est un processus de Wiener sous-jacent. Dés maintenant, C' est une constante,

dont la valeur n’est pas intéressante pour nous. Sans perte de généralité, on suppose
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)du

que < 3. Estimons l'espérance mathématique de ¢;(Ng, ) :

A N Uk 1
BGWs0) <8 [ uHIE(
k=1 Y Yk-1

(u=B)+ T
/ (u—y)* y2 "dB,
0

\ N ug, (u—B)+ 2

S 5 Z/ u® / (U - y)QH—?)yl—Qde du
0
8 1 N U

A 1-£ 2 _

< B33 (fo( ) (y — )23yl 2de) Z/ W1 du
k=1 " Yk-1
) 1
<C % (fo 2H 3y1- 2de+22af *(1 —y)2H_3dy)
2
< OB (1+ 27z, (4.31)

En remplagant A = 2(H — 1) + ¢ dans (4.31), on obtient
E(G(Ng, 7)) < Ca' ™3 (14 372 = 0(5%) =0, f— 0+

Par conséquent, I;(Ng, ) L 0, quand g —0+.

Considérons I5(Ng, 8

M= =

IQ<N57ﬁ> -

Uk—1 Uk—1

fug—1) ((qu’ﬁ - Bl — (B - Bl ))‘

T

1

P_ﬂz

(f(ux) = S| | BE# — BIL| + | (D) (B ~ B

e
Il

1

WE

< kY (u — )| B~ BE| + | [(T)(BF - BY).

>
Il

1

le terme )f(T)(BJI_;[B — BZI?)‘ L0 car B;I’ﬁ LN B ps.

N
Désignons par (2(Ng, B) = Z(uk — ) ‘BZ;'B — BIT|. D’apres le théoreme (4.3),
k=1
Pespérance mathématique de | By’ F_ BI| peut étre estimée de la maniére suivante :
tH t<p
E (1B - B|) <cC ;
By t(l+Ing) t=>p

< C'max (61{,5“ T(1+1In %)) =o(B*7*), B — 0+, (4.32)
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pour tout p > fixé. Pour N = [ﬁ%],p = Set A=2(1—H) +¢, on obtient de (4.32),

E(G(Ng, 8) < B3E(|By, H, 8 — By, H)|)

2(1—H)4e—1
-2z

< B3([N3] + 1)o(8**) = o(8 )=o) 20, o0+,

Par conséquent, I5(Ng, [5) LN quand 8 — 0+ .

D’aprés le théoréme (4.4), il résulte

— 0, p.s.,

) | | Cpwast ~ [ jwasy

et par conséquent en probabilité, quand 5 — 0.

4.2 Approche actuarielle d’'un mouvement Brownien fractionnaire mixte

avec un environnement de sauts pour ’option de change

Cette section vise a étudier la stratégie de 'approche actuarielle de la prime
d’assurance équitable pour I'option de change de prix, lorsque la valeur de I'option
en devises étrangeres suit le mouvement Brownien fractionnaire mixte avec des sauts
et 'option européenne d’achat et de vente sont présentés en devise. Il a une certaine

importance de référence pour éviter les risques de change.

L’option de change est un contrat donnant a son acquéreur le droit (et non 'obliga-
tion) d’acheter ou de vendre un montant donné de devises a une date (ou pendant
une période) déterminée et a un cours fixé par avance appelé prix d’exercice, moyen-
nant le paiement d’une prime. Le droit d’acheter une quantité de devises contre une
autre est un call (option d’achat). Le droit de vendre est un put (option de vente).
Une option a I’américaine peut étre exercée a tout moment entre la date d’achat de
l'option et la date d’échéance. Une option a I'européenne ne peut étre exercée (ou

abandonnée) qu’a la date d’échéance.

L’approche actuarielle du prix des options a été présentée dans (|2]). Dans cette
étude, on évalue I'approche actuarielle pour 'option de change, dont le prix est régi
par un processus de saut et un mouvement Brownien fractionnaire mixte. Dans ce
modele, on propose ’approche actuarielle pour une option de change en un pro-
bléme d’équivalence & une prime d’assurance équitable. Aucune hypothése écono-
mique n’est considéré dans ’approche actuarielle, et elle n’est valide que pour les
marchés complets, sans arbitrage ni en équilibre, mais aussi fiables dans des marchés
incomplets, d’arbitrage et de non-équilibre.

Pour obtenir un modéle de mouvement Brownien fractionnaire mixte avec des sauts
pour les options de change, Il faut accorder une grande attention aux conditions

suivantes :
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(i) Aucun frais de transaction ni aucune taxe ne devrait étre déterminé et tous les

titres sont parfaitement divisibles.
(ii) la sécurité du commerce est continue;

(iii) Le taux d’intérét domestique r4 et Taux d’intérét étranger r; a court terme

sont définis et stables dans le temps;
(iv) Il n’y a pas d’opportunités d’arbitrage sans risque.

Le taux de change au comptant dans le modéle mouvement Brownien fractionnaire

mixte avec des sauts, est donné par :

0<t<T, Sy=85>0
dS; = Si(p — My dt + 0Sid By + 0SidBF 4 Sy(e?® — 1)dN,. (4.33)

Supposons que B¢ et Bf présentent respectivement le prix domestique et le
prix étranger de l'obligation sans risque. Ainsi, B¢ et Btf satisfont aux équations
suivantes :

dB{ = By'rqdt, B =1B = e, (4.34)

dB] = B]radt, B/ = 1B/ = 710, (4.35)

ou S; signifie le taux de change au comptant a l'instant ¢ d’'une unité de la devise
étranger mesurée dans la monnaie domestique. le drift u et la volatilité sont sup-
posées des constantes ; Bt et BtH sont respectivement un mouvement Brownien et
mouvement Brownien fractionnaire; N; est processus de Poisson de paramétre A,
(e’ () — 1) est la taille de saut a I'instant ¢ qui est une suite indépendante, identique-

2

ment distribuée et J(t) suit la loi Normale d’espérance —% et de variance ¢3. De

plus, les trois variables aléatoires, le B¥ | N, et (e/) —1) sont supposé indépendants.

En utilisant I’équation de Girsanov et le changement de variable suivant

/L+/L)\J(t)—|—7”f—7"d

B+ Bl = -

t+ B, + B (4.36)

L’équation (4.33), est transformée comme suit : 0 <t <7, Sy =5>0
dS; = Sy(rq — r5)dt + 0S;dBy + oS, d B + Si(e”® — 1)dN;. (4.37)

Lemme 4.2.1. [12] En appliquant la formule d’Ité, la solution de l’équation diffé-

rentielle stochastique est donnée par

Ny
1 1
S, = Sexp [(rd — 7))t +0B; +oBl - 50275 — §a2t2H + Z J(ti)] (4.38)
i=1

et d’espérance

E(S,) = S exp K(rd —r) + %na?,) t] | (4.39)
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Définition 4.2.1. L’espérance du taux de rendement 0(t) de Sy surt € [0,T] est
défini par fOTG(s)ds comme suit

Efg‘j ) _ exp ( /0 ' e(s)ds) . (4.40)

Définition 4.2.2. Supposons que C(K,T) et P(K,T) présentent respectivement

des option Furopéennes d’achat et de vente de devise, dont le taur de change au
comptant est Sy, le priz d’exercice est K et le temps de maturité T'. Ainsi, la valeur

d’option Furopéenne par ’approche actuarielle peut étre écrite comme suit

C(K,T)=E [(exp (— /0 ' H(t)dt) SrBI — KB{f) [A} . (4.41)

P(K,T)=E KKBg — exp (— /0 T@(t)dt) STBg) IB] . (4.42)

La condition essentielle pour l'exécution des options d’achat et de vente Furopéennes

a la date d’échéance sont respectivement

T
exp (— / 0(t)dt> SrB{ > KB?
0

(4.43)
T
KB{ > exp <— / e(t)dt) SrB{
0

Théoréme 4.6. Soit le tauz de change au comptant S; satisfait I’équation (4.33).
Ainsi, la valeur de Uoption d’achat et de vente de devise a l’instant t est respective-

ment comme suit

C(K.T) =B [(exp (— /0 ' G(t)dt) SyBl — KB;f) [A} |

_ Nroj f d
=E|(exp|—(rqg—1r)T — 5 T)SrBy — KBj ) 1a] .

(4.44)
C(K,T) = SB]! i (Ag)n exp (i J(t; — \T — %“%T) ®(by)
— KB{ i eAT%QD(b;), (4.45)

n=0
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P(K,T) =E [(KBg —exp ( e dt) SrBl ) IB]

= [(KBg — exp (—(rd —rp)T — Nt;%T) STB[{) IB]

=KB{Y e‘ATﬂCD(—b’n) — SB]

n!
n=0

x> %exp (;J(ti)—)\T—%‘?’ >

n=

O(—b,), (4.46)

)

no
m—E nJ(t;) + —=
i—1 2 KB§ 1, L oron
Yp = - , m = In SB[{ +§0 T—|—§UT , (4.47)
Y T+ B '

Preuve :

Du lemme (4.2.1), on a

N
1 1
S(T) = Sexp [—(rd —74)T + 0By + o B — 502T - 502T2H + J(t)

(4.49)
I'inégalité exp ( fo dt) STBf > K B{ est équivalente a I’équation suivante

Nt0'2
exp (—(rd —r)T — TJT> X

1
xSexp | —(rq — ;)T + 0By + o B — 502 2T2H+ZJ )| xB{ > KB
' (4.50]
al Nro?
Par conséquent, on a 0By + 0B — 10°T — 1o°T?H + Z J(t;) — T2 IT >m
i=1
T
Ci\(K.T) =E [exp (_ fo 9(t)dt> STB({]lexp(—f(T 6(t)dt>STBg>KBgi|
Nio?2
= E{exp (—(rd —rp)T — TJT>
Ny
xS exp [—(rd — )T + 0By + 0B — 16°T — Lo*T?" + > " J(t;) | x Bjly}
i=1
ou N
t N 2
u= 0By + 0B + ZJ(tZ) AR

=1
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N,
t J
exp <O’BT + oBH + Z J(t;) — T;J T> X ]lu]

i=1

Ci(K,T) = SB exp [~10T — 1o°T*] x E

N,
t N 2
— SBg exp [—%O'QT _ %O-QTQH] xE|E exp (JBT+UB¥+ Z J(tl) _ ZO-JT) X Loy | Ny

=1

=SB} exp [-30°T — 10*T%"] Y "P(N, = n)

i=1

xIE

N
t N 2
exp <O’BT +oBE + Z J(t;) — T;JT> X ]lu|n]

=1

= SB(J; exp [—%UQT — %02T2H] Z
n=0

M;;)n exp (Zn: J(t; — \T — n;—%} )T)

=1

xE [exp (6Br + 0BY) x 1,

> [ VALK no2 ] 1 0O (@—oT—or2M)2
=SB ( ex J(t; — \T — =T / e 20+ (g
0 Z n! P (; 2 =) 2m(T + T2H)

= | (AT)"
= SB{Y (n> exp(ZJt—)\T—ngJ)T P(Z > Y,),

C\(K,T) = SB! 3 [(Ag)n exp <Z J(t; — T — ”;J )T)

_ _ 2H _ _ 2H
<P Z—oT—oT > Z—oT—oT
\/T+T2H \/T+T2H

O(b,).

=SB/ i
n=0

(AT)™ " no
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De plus,
Co(K.T) = B | KB,

e 9(t>dt)sTBg>KBg]

N
t N 2
= KBP UBT—i—UB{f—i-ZJ(tl)_ TU‘]T>m
+oo =1 N, nO_Q
= KBS!ZIP(]\Q =n)P [O’BT +oBE + Z‘](ti) _ 7JT > m
n=0 i=1
X NTOT) TR 4 B2H Y,
— KB P { i ]
R Ve e R,

n=0

—AT AT)™ Y.
n

—KBd
Z N

_ d /
n=0
ou
no?
m — Z nd(t;) + —=
=1 2 1 Bg+1 2T+1 2T2H
n = 5 m = I1n I~ Y 9
4 o sBl " 2 2
b — ol + oT?1 —y, o -Y,

VT +1°H YT+ T

et ®(.) est la distribution normale cumulative. De I’équation (4.45), on obtient

C(K,T) = [(exp( 1o dt> SrBI — KBg) IA}

= 01<K, T) — CQ(K, T)

:SBgi

n=0

~KB{Y e‘AT@Mb;).

n!
n=0

La preuve de I’équation (4.46), est montrée par les mémes démarches.

Commentaire sur ’application

Dans 'approche actuarielle, on n’a pas besoin de la connaissance économique

des données financiéres dans lesquelles les résultats sont exacts sur tous les types
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de marchés. Il est important de noter que notre modéle dans cette étude est facile
a utiliser contre le modeéle Black Scholes car il n’est pas nécessaire d’enquéter sur
une mesure martingale équivalente. En outre, nous avons supposé que le prix au
comptant suit le mouvement Brownien fractionnaire mixte avec des sauts est une

référence claire, ce qui est important pour éviter les risques de change.

4.3 Propriétés asymptotiques de l’estimation de la volatilité du modéle

dirigé par un mouvement Brownien fractionnaire mixte

L’objectif de cette application n’est pas l'estimation de la volatilité mais nous
souhaitons montrer le réle important du mouvement Brownien fractionnaire mixte
pour préciser un estimateur du parameétre de la volatilité pour un modéle dirigé par
le mouvement Brownien fractionnaire mixte sachant que cet estimateur posséde des

propriétés asymptotiques souhaitables.

On va proposer un estimateur de volatilité pour un modéle de mouvement Brownien
fractionnaire mixte pour H € (0,1). L’estimateur de la volatilité est nécessairement
la variation quadratique du processus correspondant.

On sait que si le processus d’intégration est un mouvement Brownien, alors on peut
obtenir un théoréme central limite pour sa variation quadratique qu’est un résultat
bien établi. Le théoréme central limite pour la variation quadratique du mouvement
Brownien fractionnaire est valable pour H € (0, %) On sait aussi qu’il ne peut avoir
le théoréme central limite pour la variation quadratique du mouvement Brownien
fractionnaire avec H € (%, 1). Mais dans le cas de la variation quadratique du mouve-
ment Brownien fractionnaire, il est & noter que le théoréme central limite est possible
pour toutes les valeurs du paramétre H € (0,1) pour un tel mouvement Brownien
fractionnaire et le résultat est attendu comme nous I’avons vu dans 'article de Che-
ridito(|35]) pour H € (2,1) pour modéliser un prix d'une action, alors I'estimateur
de la volatilité a des bonnes propriétés asymptotiques pour H € (%, 1). Bien que le
mouvement Brownien fractionnaire mixte ait des accroissements dépendants mais
pour H € (%, 1), c’est équivalent au mouvement Brownien et le théoréme central li-
mite est satisfait pour le mouvement Brownien fractionnaire mixte avec H € (2,1).
Dans la suite, on prend a = 1 i.e. M = B, + 3B}

4.3.1 Modéle dirigé par un mouvement Brownien fractionnaire mixte avec
H € (3,1) et I’estimateur de la volatilité
Considérons le modéle suivant :
1
S, = Spexp(ut + o(B; + B") — 502(75 + t2H))

pour H € (0,1), ou Sy > 0, € (—00,+00) est le paramétre de drift et o > 0 est

appelé le paramétre de la volatilité. On est intéressé par un estimateur du parameétre
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de la volatilité de ce processus pour H € (0,1).

Tout d’abord, on considére p = 0 dans le modeéle. Pour 0 =ty <ty < ... <ty =1,
1

N

V7 =0,...,N —1. On note qu’il s’agit de données a haute fréquence car la taille de

les valeurs observées du processus sont Sy, j =0,..., N et t;;1 —t; =

I’échantillon augmente et la différence de temps entre deux points de données consé-
cutives diminue. On propose l'estimateur de la volatilité o2, basé sur I’ensemble des

observations {S¢, j—o,..n}, comme suit :

2
L, 1 /1 1\, S
azzﬁ(NJrW) Z(lnsv . (4.51)
=0

g
J= N

1
Notons que le facteur de normalisation —

~ (N + 2 H) dépend du deux paramétres
N et Hou H € (0,1).

1 /1 1
Quand N — oo ce facteur de normalisation N (N + N2H> — 1, pour H > % et

pour H < %, le facteur de normalisation tend vers oo quand N — oco. Donc , pour

H € (2,1) le facteur de normalisation tend vers a 1 quand N — oo.

4.3.2 La convergence presque siire et la normalité asymptotique pour D’es-

timateur de la volatilité

On considére a = 1 et = 1, donc M¥ = B, + B et sa fonction de covariance
devient de la forme Cov(MH, M) = (t As) + (27 + s*7 — |t — s|*H).
Soit £ I'ensemble des fonctions étagées a valeurs réelles et les espaces de Hilbert
associer pour Bf et BE sont H;, H, qui sont la fermeture de &, avec un produit sca-
laire comme covariances correspondantes respectivement. Donc, on a Cov(Bs, By) =
(Lo, Log)w, =t As et Cov(BE, BfY) = (1,4, Ljpg)m, = 527 + s — |t — s*H).

Pour ¢,v € &, on définit le produit scalaire (¢, ¥)s = (¢, V)4, + (¢, V)2,

Pour ¢ = Zaj]l[(),t].], posons M (¢) = ZathIj. De méme pour ¢ = ij]l[&tjb
i i J
alors,

COU(M(¢)7 M(¢)) = <¢> w>87

donc, pour ¢ € H, il existe ¢, € & tell que ¢,, — ¢ € H, et par suite M(¢p) est la
limite de M(¢,) dans L?, i.e. M(¢) est dans L*(Q, F). Donc, on aura

<¢7 7vb>'7'-l - <¢7 77Z)>'H1 + <¢7 2b>’7'-127
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pour ¢, € H, et H = £ avec cette extension du produit scalaire et de Iisométrie

d’'Ito on a Cov(M(p), M(¢)) = (¢, 1)y ot ¢, € H.

Soit H,, le n"" polyndéme de Hermit', satisfaisant

%Hn(x) —Hy(2), n> . (4.52)

On prend ¢ € H, telle que ||¢]|, = 1. On consideére les variables aléatoires H,, (M (¢)),
et prenons ’adhérence du sous-espace engendré par ces variables aléatoires comme

un sous-espace de L*(Q, F).

I'intégrale de Wiener multiple I,, par rapport au processus gaussien isonormal { M (¢), ¢ €
H} est une application du produit tensoriel symétrique H" dans L*(€2, F) (le chaos
de Wiener d’ordre n, noté W, ). Notons que H®" a la norme \/LEH.HHQ% , HE®™ est le

produit tensoriel de H et H®™ est le produit tensoriel symétrique de H.

Pour f € H®", on a aussi I,(f) = [n(f), f est la symétrie de f.

Pour ¢ € H, I,,(¢®°") = nlH,([1(¢)) = n!H,(M(¢)) est une isométrie linéaire entre
HO™ et W, (D’apreés la proposition 8.1.2 ([30])).

Maintenant, pour f € H®" et g € H™, on a :

{ Coo(La(f), In(9)) = 0!(f.Pows st m=n (4.53)

Cov(I,(f), Im(g)) = 0, sim # n.

Soit {e;,i > 1} une base orthonormée de H, m,n > 1,r =0,....nAm. f®, g €
HEm =2 egt une contraction définie par

e}

f R g = Z <f, €1 ®...xQ eir)H‘g’T <g, €1 ®...Q% eir)H@”' (454)

il,...,ir=1

Cette définition ne dépend pas du choix de la base orthonormée et (f, e;; ®...®
Ciryper € HO ™ (g6 ® ... ® e )yer € HO ™. f ®, g n’est pas nécessairement
symétrique. Soit f®,¢ la symétrie de f ®, g. Alors

(D Imlg) =D 7! ( " ) ( T ) Lnpm-2r(f®,9), (4.55)

r=0 r

N

x

1. Les polynomes de Hermite sont définis par : H,(z) = (—1)”exp(%2)din" exp(—%)
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Aussi, pour m =n =r, on a

I(f ®rg9) = (f ®r g)yer.

La propriété suivante est la propriétés d’hypercontractivité pour l'intégrale de
Wiener multiple (Voir I’équation 8.4.18 ([36]).)

Sie
VI

[E(L()] < (r =17 [E(L(f)]?, r=2

Soit F un fonctionnel du processus gaussien isonormal M tel que E(F(M)?) < oo,

alors, il existe une suite f, € H®" et F peut étre écrire sous la forme suivante
F = Z I, = (f.) avec Iy(fo) = E(F), ou les série convergent dans L?(Par la pro-

n>0

position 8.4.6 ([36])).

Pour ¢1,...,¢, € H, soit F' = g(M(¢1),...,M(¢,)) avec g lisse a support com-

pact. Donc, la dérivée de Malliavin D est une variable aléatoire de H définie par :

DF =Y 25 (M(6), ..., M(6)6

DF est un élément de L*(Q,H). Si H est 'espace L?(R) pour une mesure non-
atomique, donc DF peut étre identifié avec un élément L*(2 x R). Notons DF =
(DtF)tGIR

ox;

Si F = 1,(f), f € H®, pour tout t € R, alors

D,F = Z 89' (M(¢1),...,M(dn))di(t), teR.

DiF = Dy, (f) = nlu_1f(.,1).

I,_1f(.,t) est une intégrale stochastique prise par rapport aux (n — 1) premiéres

variables t1, ... t,_1 de f(t1,...,tn_1,t), t est supposée fixe.

Si F = Z L,(fn), fn € H®", donc pour tout t € R,

n>0

DyF =Y nl, 1 fu(,1).

n>0

Pour prouver la normalité asymptotique, on va utiliser les deux théorémes suivants
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Théoréme 4.7. [/2] Soit 1,(f) une intégrale multiple d’ordre n > 1 par rapport a
un processus isonormal M. Alors

d(L(L,(f)),N(0,1)) < c,[E(|DL.(f)|?, — nQ)]%

ou D est la dériwée de Malliavin par rapport a M, et H est [’espace canonique
de Hilbert associé a M. Ici, d peut étre ['une des distances comme la distance de
Kolmogorov Smirnov ou la distance de la variation totale etc. et on trouvera une
constante” ¢, dépendante de d et l’ordre n. L(M) signifie la loi de M.

Théoréme 4.8. [/2] Pour n > 2, soit (Fp,k > 1), Fy, = L,(fx) (avec fr € HO"
pour tout k > 1) une suite de variables aléatoires de carré intégrable dans la nime
chaos de Wiener d’un processus isonormal tel que [F?]* — 1 quand k — oo. Alors

les assertions suivantes sont équivalentes :

(i) La suite (Fy)g>o converge au sens de distribution vers la loi normale centrée

réduite.
(ii) [F] — 3, quand k — .
(iii) Pour tout 1 <1 <n—1, lim |fr ®; fi|,020:-1) = 0.
k— o0

iv) |DF,|?2, — n dans L* quand k — oo, ou D est la dérivée de Malliavin par
H
rapport a M.

4.3.3 Reésultats asymptotiques

2

Théoréme 4.9. [12] L’estimateur 6% converge vers o presque stirement.

Théoréme 4.10. [12] L’estimateur 62 est asymptotiquement distribué comme N'(a?%,¢<),
ou s = var(6?), N étant la taille de l’échantillon i.e. w 5 N(0,1) quand
N — oo, ou

v = lim v/ Ng.

N— o0

Commentaire sur ’application

On a montré que 'estimateur de la volatilité pour un modéle dirigé par un mouve-
ment Brownien fractionnaire mixte converge presque stirement, i.e. fortement cohé-
rent et est asymptotiquement normalement distribué. Ainsi, on a montré le théoréme
central limite pour la variation quadratique du mouvement Brownien fractionnaire
mixte pour H € (0,1). Notons que contrairement a la variation quadratique du
mouvement Brownien fractionnaire pur, ot I’on obtient une normalité asymptotique

pour H € (%, 1), ici pour le mouvement Brownien fractionnaire mixte, on obtient une

2. La constante ¢, est égale a 1 dans le cas ou d est la distance de Kolmogorov ainsi
que dans le cas de la distance de Wasserstein et dans le cas de la distance de la variation

totale, on a ¢, = 2.
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normalité asymptotique pour toutes les valeurs de H, précisément pour H € (0, 1).
Le résultat est attendu comme nous ’avons vu dans le document de Cheridito (]35])
selon lequel mouvement Brownien fractionnaire mixte est équivalent au mouvement

Brownien pour H € (3,1).



Conclusion

Dans ce mémoire, j’ai réalisée une étude sur deux processus récemment définis : le
mouvement Brownien fractionnaire mixte et le mouvement Brownien fractionnaire mixte
généralisé. En premier lieu, on a définit ces deux processus et étudié leurs propriétés avec
tous les détails, Par ailleurs, au cours de cette étude, on a rencontré plusieurs difficultés,
comme la non-différentiabilité des trajectoires de ces deux processus, en particulier leurs
dérivées ne sont pas définies, chose qui nous a fait montrer qu’il sont dérivables au sens de
distribution, en outre une représentation du mouvement Brownien fractionnaire mixte dans
I’espace de bruit blanc a été construite et aussi celle du mouvement Brownien fractionnaire
mixte généralisé. une question fondamentale a été posée ; Le mouvement Brownien fraction-
naire mixte est-il une semimartingale 7 cette question a eu une réponse remarquable, car
on a montré que notre processus n’est pas une semimartingale pour H € [0, 1]\[%, 1Huy {%},
c’est la raison pour laquelle nous avons définies différents type d’intégration stochastique.
Ensuite, on a éffectué une étude sur les équations différentielles stochastiques dirigées par
un mouvement Brownien fractionnaire mixte sous des conditions sur les coefficients qui
assurent ’existence et 'unicité de la solution, en utilisant des approximations et des esti-

mations, bien que la théorie développée de l'intégration stochastique n’est applicable.

La valorisation de notre travail est montré en terme d’applications; on a prouvé ’absence
d’arbitrage en utilisant le modéle mixte i.e. le modéle présenté en fonction du mouvement
Brownien fractionnaire mixte, puis on a étudie la stratégie de I’approche actuarielle de la
prime d’assurance équitable pour ’option de change de prix, lorsque la valeur de I'option en
devises étrangéres suit le mouvement Brownien fractionné mixte avec des sauts, enfin on a
défini un estimateur du paramétre de la volatilité pour un modéle dirigé par le mouvement
Brownien fractionnaire avec des propriétés souhaitables, en conséquence 'application du
mouvement Brownien fractionnaire mixte en finance est utile grice a ses propriétés dis-
tinctives en particulier sa dépendance a long terme.
Enfin, nous souhaitons que les résultats obtenus dans ce travail pourraient contribuer &
I’étude et & la résolution des problémes dont les modéles sont définis par les processus
suivants :

— Le mouvement Brownien fractionnaire mixte dans le cas vectoriel.

— La mixture du mouvement Brownien d-dimensionnel avec le processus de Rosemblatt.

— La mixture du mouvement Brownien d-dimensionnel avec le processus d’ Hermit.

— Le processus gaussien mixte i.e. la combinaison linéaire d’'un mouvement Brownien

avec un processus gaussien centré et indépendant du Brownien.
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