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Introduction générale

La théorie des files d’attente fournit un outil très puissant et efficace pour la mo-
délisation des systèmes admettant un phénomène d’attente. Cette théorie datent du
début du XXème siècle par les travaux de l’ingénieur danois Agner Krarup Erlang
(1878, 1929). Ses études sur le trafic téléphonique de Copenhague pour le mieux gérer
afin de déterminer le nombre de circuits nécessaires pour fournir un service télépho-
nique acceptable, sont considérées comme la première brique dans cette théorie [11].
Ensuite, les files d’attente ont été intégrés dans la modélisation des systèmes infor-
matiques et aux réseaux de communication. Cette intégration dans ces domaines et
d’autre a permet une évolution de cette théorie surtout dans l’évaluation des para-
mètres de performances des systèmes informatiques et aux réseaux de communication.
Actuellement ce sont les applications dans le domaine de l’analyse de performance des
réseaux (téléphone mobile, Internet, multimédia,· · · ) qui suscitent le plus de travaux.
L’étude d’un système de files d’attente consiste à calculer ces paramètres de perfor-
mance afin d’évaluer son rendement, et améliorer son fonctionnement (minimiser le
temps d’attente et le temps d’inactivité de l’installation) de savoir par exemple si
le nombre de serveurs dans le système est adéquat pour gérer le flux de demandes
ou encore d’appréhender les effets d’une modification des conditions de fonctionne-
ment, et ainsi prendre des décisions sur le nombre minimum de ressources nécessaires.

Depuis les travaux d’Erlang [2] Un grand nombre d’applications dans tous les
domaines ont été mis en oeuvre et publiées. En 1953, David G. Kendall [2] a introduit
la notation de Kendall pour décrire les caractéristiques d’un système de file d’attente.
en 1957 d’une manière particulièrement élégante et efficace Jackson a traité certains
réseaux de files d’attente. En 1961, Thomas L. Saaty [3], auteur de l’un des premiers
livres complets sur la théorie des files d’attente. Ensuite c’est les contributions des
mathématiciens Khintchine, Palm, Pollaczek et Kolmogorov qui ont vraiment poussés
la théorie des files d’attente.

9
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Mon mémoire est composé de trois chapitres :
Dans le premier chapitre, nous présentons les notions de bases de l’étude des systèmes
de files d’attente, à savoir les processus stochastiques :

– Processus de comptage,
– processus de renouvellement,
– Processus de Poisson,
– et processus de naissance et de mort.
Dans le deuxième chapitre, nous introduisons la terminologie de la théorie des

files d’attente. Certaines définitions et notations qui sont nécessaires dans l’étude
des systèmes de files d’attente comme (Notation de Kendall, la loi de Little ,...etc )
sont notamment données. Ensuite nous étudions quelque modèles de files d’attente
( M/M/1, M/M/1/K, M/M/s, M/M/∞ ) et l’évaluation de leurs paramètres de
performance. Enfin dans le troisième chapitre nous présentons une étude de cer-
tains modèles d’attente avec clients impatients. Nous traitons le cas de files d’attente
M/M/1 avec dérobade et le modèle M/M/s avec dérobade [9].



Chapitre 1

Processus Stochastiques

Les processus stochastiques décrivent l’évolution d’une grandeur aléatoire en fonc-
tion du temps (ou de l’espace). Il existe de nombreuses applications des processus
aléatoires notamment en physique statistique [31] (par exemple le ferromagnétisme,
les transitions phases, etc), en biologie (évolution, génétique et génétique des popu-
lations), médecine (croissance de tumeurs, épidémie), et bien entendu les sciences de
l’ingénieur. Dans ce dernier domaine, les applications principales sont pour l’admi-
nistration des réseaux, de l’internet, des télécommunications et bien entendu dans les
domaines économique et financier.
L’étude des processus stochastiques s’insère dans la théorie des probabilités dont elle
constitue l’un des objectifs les plus profonds. Elle soulève des problèmes mathéma-
tiques intéressants et souvent très difficiles.

Définitions et propriétés de base :

Définition 1.0.1. Un processus stochastique est une famille de variables aléatoires
Xt, t ∈ T ou chaque variable aléatoire Xt est indexée par le paramètre t ∈ T , si T
est un ensemble de R+, alors t signifie temps.
Généralement Xt représente l’état du processus stochastique au temps t[51].

– Si T est dénombrable, i.e T ⊆ N, alors nous disons que Xt, t ∈ T est un
processus à temps discret.

– Si T est un intervalle de [0;∞), alors le processus stochastique est dit un pro-
cessus à temps continu.

L’ensemble des valeurs de Xt est appelé l’espace d’état, qui peut également être soit
discret ( fini ou infini dénombrable ) ou continu ( un sous-ensemble de R ou Rn

11



12 1.1 Processus de comptage

), donc nous écrivons (Xn)n≥0 pour le processus à temps discret et (Xt)t≥0 pour le
processus à temps continu.

1.1 Processus de comptage

Définition 1.1.1. (processus de comptage) Un processus stochastique [N(t), t ∈
R+] est un processus de comptage si N(t) représente le nombre total d’événements
qui se sont produits entre 0 et t ,il doit donc satisfaire

– N(t) ≥ 0

– N(t) a des valeurs entières uniquement.
– pour s < t, N(t)−N(s) est le nombre d’événements qui ont eu lieu entre s et
t.

Un processus de comptage est un processus discret à temps continu. Un second pro-
cessus peut être associé au processus des temps d’occurrence ; le processus des temps
d’inter-arrivées {Wn, n ∈ N0} ou ∀n ∈ N0 la variable aléatoire Wn est le temps
d’attente entre les (n− 1)ieme et nieme occurrences[50] ,c-à-d :

Wn = Tn − Tn−1 avec Tn est le temps d’arrivé du nieme client.

Proposition 1.1.1. Les relations suivantes sont triviales tel que T0 = 0 à vérifier :

1. Tn = W1 +W2 + . . .+Wn ∀n ≥ 1 ; 3

2. N(t) = sup{n ≥ 0 : Tn ≤ t} ;
3. P[N(t) = n] = P[Tn ≤ t < Tn+1] ;

4. P[N(t) ≥ n] = P[Tn ≤ t] ;

5. P[s < Tn < t] = P[N(s) < n ≤ N(t)]

demonstration : on a
Wn = Tn − Tn−1

Tn = W1 +W2 + . . .+Wn

= T1 − T0 + T2 − T1 + T3 − T2 + . . .+ Tn−1 − Tn−2 + Tn − Tn−1
= T0 + Tn

= Tn. car T0 = 0

Définition 1.1.2. (processus à accroissements indépendants)
Un processus {Xt} tel que X0 = 0 est à accroissements indépendants si pour tout suite
finie 0 < t1 < t2 < t3 . . . < tn les variables aléatoires Xt1 , Xt2 −Xt1 , . . . , Xtn −Xtn−1

sont indépendantes.
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Définition 1.1.3. Un processus à accroissements indépendants est à accroissements
stationnaires si la loi de l’accroissement (Xt+s − Xt) ne dépend pas de t pour tout
t ≥ 0.

Définition 1.1.4. Un processus de comptage {N(t), t ≥ 0} est un processus de pois-
son d’intensité λ > 0 si :

– N(0)=0 ;
– le processus est à accroissements stationnaires ;
– le processus est à accroissements indépendants ;
– ∀0 ≤ s < t, la variable aléatoire N(t)−N(s) suit une loi de poisson de paramétre
λ(t− s).

loi de Poisson et loi exponentielle :

Définition 1.1.5. Une variable aléatoire X à valeurs entières suit une loi de Poisson
de paramètre λ > 0 si :

∀k ∈ N, P(X = k) =
λk

k!
exp−(λk)

Définition 1.1.6. Une variable aléatoire Y à valeurs réelles strictement positives suit
une loi exponentielle de paramètre µ > o si :

∀t > 0, P(Y = t) = µ exp−(µt)

Distribution exponentielle
Soit t une variable aléatoire avec t ≥ 0 qui suit une distribution exponentielle. La
densité de probabilité de t est f(t) = µ exp−(µt) et la distribution cumulée correspon-
dante est F (t) = 1− exp−(µt). L’espérance et la variance de t sont :
E(t) = 1/µ,
et
V (t) = 1/µ2, respectivement.

Distribution de Poisson
Soit n une variable aléatoire discrète avec n = 0, 1, ... qui suit une distribution Poisson.

La distribution de probabilité de n est Pn =
λn

n!
exp−λ. L’espérance et la variance de

n sont :
E(n) = λ,
et
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V (n) = λ, respectivement.
La distribution de Poisson peut également être définie en unités de temps t. Dans ce
cas, la variable discrète n représente le nombre d’occurrences dans le temps t devient,

P (n, t) =
(λt)n

n!
exp−(λt)

Relation entre la distribution Exponentielle et la distribution de Pois-
son
La densité de probabilité d’une distribution exponentielle f(t) = µ exp−(µt) Suppo-
sons τ est exponentielle avec une espérance 1/µ, et n est de Poisson de moyenne λ.on
a :
P (τ > t) = 1− F (t)

= exp−(µt)

= P (n = 0 en t)

= P (0, t)µ

Notons P (n, t) la probabilité d’avoir n unités dans le temps t.
P (0, t) = exp−(µt)

P (1, t) =

∫ t

τ=0

P (0, τ)f(1− τ)dτ = µt exp−(µt)

P (2, t) =

∫ t

τ=0

P (1, τ)f(1− τ)dτ = (µt)2 exp−(µt)/2!

... =

P (n, t) =

∫ t

τ=0

P (n− 1, τ)f(1− τ)dτ = (µt)n exp−(µt)/n!

Définition 1.1.7. Une variable aléatoire X est dite sans mémoire (ou sans usure)
si :
∀s, t ≥ 0

P(X > t+ s/X > t) = P(X > s)

Si X est la durée de vie d’un matériel quelconque l’équation précédant s’interprète de
la manière suivante, sachant le matériel en état de bon fonctionnement au temps t,
la loi de probabilité de sa durée de vie future est la même que celle de sa durée de vie
initiale. En d’autres termes, le matériel ne s’use pas.

Remarque 1.1. L’unique loi de probabilité continue à perte mémoire est la loi expo-
nentielle, cette définition est similaire à la version discrète à l’exception des variable
s et t sont réelles positives et non entières, plutôt que de compte le nombre d’essais
jusqu’au premier succés on peut penser à l’heure d’arrivée du premier appel télé-
phonique dans un centre d’appel [28].
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1.2 Processus de renouvellement

Inter-arrivées indépendantes :
Un processus de renouvellement a pour fonction de dénombrer les occurrences d’un
phénomène donné, lorsque les délais entre deux occurrences consécutives sont des va-
riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées. Il peut s’agir de comp-
ter le nombre de pannes d’un matériel électronique en théorie de la fiabilité (le ma-
tériel est alors renouvelé après chaque panne, d’où la dénomination), de dénombrer
les arrivées de clients dans une file d’attente, de recenser les occurrence d’un sinistre
pour une compagnie d’assurance...

Définition 1.2.1. (processus de renouvellement)
Un processus de comptage dont la suite des inter-arrivées forme une suite de va-
riables aléatoires indépandantes et identiquement distribuées s’appelle processus de
renouvellement.

Définition 1.2.2. (processus de renouvellement)
Soit(Xn)n≥0 une suite de variables aléatoire positives on note Sn la suite des sommes
partielles : S0 = 0 et Sn = Xn+Sn−1 pour tout n ≥ 1 on considère alors le processus
Rt défini comme suit :

Rt = card{n ≥ 1, Sn ≤ t} =
∑
n≥1

1{Sn≤t}

Par exemple, si les Xn modélisent les durées de vie d’une ampoule Rt représente le
nombre d’ampoules changées avant l’instant t ; les Xn peuvent également représenter
le temps séparant deux ventes successives, ou deux sinistres successifs pour une com-
pagnie d’assurance. Rt désignera alors, suivant le cas, le nombre d’articles vendus ou
le nombre sinistres survenus au cours de l’intervalle de temps [0, t], la suite (Sn) est
appelée processus de renouvellement associé aux (Xn)n≥0 et le processus (Rt) est le
processus de comptage.
Par abus de langage, on appelle également Rt Processus de renouvellement.

1.3 Processus de Poisson

De nombreux phénomènes aléatoires se manifestent par des "arrivées" survenant
une par une à des instants aléatoires successifs.
Exemples :
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– arrivées d’appels à un central téléphonique.
– impacts de micrométéorites sur un satellite.
– passage de véhicules a un péage d’autoroute.
– arrivée des clients à un guichet, occurrence d’accidents dans une ville, pannes

de machines dans une usine...ect.
De tels phénomènes peuvent se définir par la famille (An)n∈N∗ des temps d’arrivées
qui sont des variables aléatoires [23]. mais on peut aussi le faire a partir du processus
de comptage (Nt)n∈R. Nt est le nombre d’événements apparus jusqu’a l’instant t.

Définition 1.3.1. (processus de Poisson)
Soit λ > 0 et (Sn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes de même loi
exponentielle ξ(λ) on pose Tn = S1+ . . .+Sn on définit alors le processus de comptage
N = (Nt)t≥0 à valeurs dans N ∪ {+ inf} par :

Nt =
∑

(n ≥ 1)

Ce processus s’appelle le processus de Poisson d’intensité λ

Définition 1.3.2. (processus de Poisson)
Un processus de Poisson N = (Nt)t≥0 d’intensité λ est un processus de comptage à
trajectoires continues à droite [43]tel que :

1. N(0) = 0 ;

2. N est un processus à accroissements indépendants et stationnaires ;

3. pour tout t ≥ 0, Nt suit la loi de Poisson P(λt).

Remarque 1.2. On peut voir le processus de Poisson comme une mesure aléatoire
sur (R,B(R)) : la mesure de l’intervalle ]s, t] est N(]s, t]) = Nt −Ns.

Proposition 1.3.1. (Rt)t≥0 est un processus de Poisson si et seulement si les quatre
propriétés suivantes sont vérifiées :

– R0 = 0 ps
– pour tout t > 0, Rt une loi de poisson d’espérance λt
– pour tous t > s ≥ 0, Rt −Rs suit une loi de poisson d’espérance λ(t− s)
– pour tous 0 ≤ t1 < t2 < . . . < tn les variables aléatoire Rt1 , Rt2 −Rt1 , . . . , Rtn −
Rtn−1 sont indépendantes.
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1.4 Processus de naissance et de mort

Définition 1.4.1. (processus de naissance et de mort )
On peut réaliser un processus de naissance et de mort de la façon suivante :

• Les arrivées et les départs d’entités obéissent à des lois exponentielles de taux res-
pectifs λ(n) et µ(n).

• A l’aide d’hypothèse de régularité : deux événements ne peuvent pas se produire en
même temps, donc la probabilité que deux événements se produisent dans un
intervalle de temps dt est négligeable.

• Il y a une transition vers un état voisin, soit par l’arrivée d’un client (naissance),
soit par le départ d’un client (mort).

Si πn(t) est la probabilité pour qu’il a n clients dans le système à l’instant t,
l’équation de Kolomogorov [20] s’écrit, pour n > 0 :

πn(t+ dt) = (1− (λn + µn)dt)πn(t) + µn+1πn+1(t)dt+ λn−1πn−1(t)dt+ o(dt)

C’est-à-dire, en faisant tendre dt vers 0, pour n > 0 :

d

dt
πn(t) = −(λn + µn)πn(t) + µn+1πn+1(t) + λn−1πn−1(t).

De la même façon, on obtient pour n = 0 :

d

dt
π0(t) = −λ0π0(t) + µ1π1(t).

Le processus de Poisson est un cas particulier du processus de naissance et de mort
pour lequel µn = 0 et λn = λ mais dans ce cas, il n’y a pas de régime stationnaire
[14].
Les équations différentielles s’écrivent alors :

d

dt
π0(t) = −λ0π0(t)

d’où π0(t) = exp−λt

d

dt
πn(t) = −λ(πn(t)− πn−1(t))

dont la solution est πn(t) =
(λt)n exp−λt

n!
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1.4.1 Processus de naissance

Si la taille d’une population a une transition n −→ n+ 1 donc il correspondant à
une naissance.

1.4.2 Processus de mort

Si la taille d’une population a une transition n −→ n− 1 donc il correspondant à
une mort.

Définition 1.4.2. (processus de naissance)
Le processus de naissance est la généralisation direct d’un processus de poisson lorsque
le paramètre d’intensité λ dépend de l’état courant du processus, il va nous permettre
d’introduire le concept "d’explosion".

Définition 1.4.3. (processus de naissance et de mort )
C’est un cas particulier de chaîne de Markov [7] où seules les transitions d’un état
à un état voisin sont permises , on s’intéresse au cas continus avec des taux de
transitions.
C’est le point de départ de la théorie des files d’attente .
On introduit les données suivantes :

– λn : taux de naissances quand le nombre de population égale à n.
– µn : taux de morts quand le nombre de population égale à n.

Figure 1.1 – Graphe de transition d’un processus de naissance et de mort

Exemple
Dans une file d’attente le temps s’écoulant entre deux arrivées consécutives est dis-
tribué exponentiellement ainsi que le temps de service.
Alors cette file d’attente peut être modéliser par un processus de naissance et de mort :
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I naissance ←→ arrivée du client.

I mort ←→ départ du système après son service.
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Chapitre 2

Systèmes de Files d’Attente
Classiques

La théorie des files d’attente a commencé en 1909 avec les travaux de recherches
de l’ingénieur danois Agner Krarup Erlang (1878,1929) sur le trafic téléphonique de
Copenhague pour déterminer le nombre de circuits nécessaires afin de fournir un ser-
vice téléphonique acceptable. Par la suite, les files d’attente ont été intégrés dans
la modélisation de divers domaines d’activité [19]. On assista alors à une évolution
rapide de la théorie des files d’attente qu’on appliqua à l’évaluation des performances
des systèmes informatiques et aux réseaux de communication. Les chercheurs oeu-
vrant dans cette branche d’activité ont élaboré plusieurs nouvelles méthodes qui ont
été ensuite appliquées avec succés dans d’autres domaines, notamment dans le sec-
teur de la fabrication. On a aussi constaté une résurgence des applications pratiques
de la théorie des files d’attente dans des secteurs plus traditionnels de la recherche
opérationnelle, un mouvement mené par Peter Kolesar et Richard Larson [8]. Grace
à tous ces développements, la théorie des files d’attente est aujourd’hui largement
utilisé et ses applications sont multiples.

Définition 2.0.4. (File d’attente) [13]
Une file d’attente est un système dans lequel arrivent des clients auquel des serveurs
fournissent un service. Ce formalisme peut être utilisé dans des situations diverses :
guichet de poste trafic routier, traitement des instructions par un processeur, gestion
de communications téléphoniques, ateliers de réparation,... etc.
On parle de phénomène d’attente chaque fois que certaines unités appelées clients se

21
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présentent d’une manière aléatoire à de stations afin de recevoir un service dont la
durée est généralement aléatoire.
Dans l’étude de systèmes de files d’attente, on s’intéresse essentiellement à deux gran-
deurs : le nombre de clients dans le système, et le temps passé par un client dans le
système. Ce dernier se décompose en un temps d’attente et un temps de service.

Classification des files d’attente[40]
Pour décrire une file d’attente, on doit donc se donner les éléments suivants :

– La nature du processus des arrivées qui est définie par la distribution des inter-
valles séparant deux arrivées consécutives.

– La distribution du temps aléatoire de service.
– Le nombre s des stations de service.
– La capacité N du système. Si N <∞, la file ne peut dépasser une longueur de
N −s unités. Dans ce cas, certains clients qui arrivent vers le système n’ont pas
la possibilité d’y entre.

Terminologie et notations [4]
En lien avec la loi exponentielle :

� λ :Le taux d’arrivée ; le nombre moyen d’arrivées par unité de temps.

�
1

λ
: L’intervalle de temps moyen séparant deux arrivées consécutives .

� µ : Le taux de service ; le nombre moyen de clients servis par unité de temps.

�
1

µ
: Temps moyen de service d’un client dans le système.

L’analyse d’un système de file d’attente dépends de l’état initial et du temps écoulé.
C’est la situation transitoire où l’étude est très complexe. Dans la théorie des files
d’attente l’étude se fait une fois que le système atteint sa situation d’équilibre ; où les
états du système sont essentiellement indépendants de l’état initial et du temps déjà
écoulé. On suppose que le système est en opération depuis un très long moment.

En situation d’équilibre on note :[36]

– Pn : Probabilité qu’il y ait n clients dans le système.
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– L : Nombre moyen (espérance mathématique) de client dans le système.
– Lq : Nombre de clients dans la file d’attente excluant ceux qui sont dans le

service.
– Wq : Le temps moyen passé par un client dans la file (excluant le temps de

service)

2.1 Les différents types de files d’attente

Les figures suivantes représentent les différents systèmes de files d’attente selon
l’espace d’attente et l’espace de service :

Figure 2.1 – File d’attente avec un seul espace d’attente et un seul serveur
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Figure 2.2 – File d’attente avec un seul espace d’attente et plusieurs serveurs

Figure 2.3 – File d’attente avec plusieurs espaces d’attente et plusieurs serveurs

2.2 File d’attente simple

La file simple
Une file d’attente simple est un système constitué d’un ou plusieurs serveurs et d’un
espace d’attente. les clients arrivent de l’extérieur, patientent éventuellement dans
la file d’attente, reçoivent un service, puis quittent la station [27]. Afin de spécifier
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complètement une file d’attente simple, on doit caractériser le processus d’arrivée des
clients, le temps de service ainsi que la structure et la discipline de service de la file
d’attente .

Figure 2.4 – File d’attente simple

Processus d’arrivée
L’arrivée des clients à la station sera décrite à l’aide d’un processus stochastique de
comptage (Nt)t≥0.
Si An désigne la variable aléatoire mesurant l’instant d’arrivée du nime client dans le
système, on aura ainsi : A0 = 0 et An = inf{t;Nt = n}.
Si Tn désigne la variable aléatoire mesurant le temps séparant l’arrivée du (n− 1)ime

client et du nime client [29], on a alors :

Tn = An − An−1.

Temps de service
Considérons tout d’abord une file à serveur unique.
On note Dn la variable aléatoire mesurant l’instant de départ du nime client du
système et Yn la variable aléatoire mesurant le temps de service du nime client (le
temps séparant le début et la fin du service). Un instant de départ correspond toujours
à une fin de service, mais ne correspond pas forcément à un début de service [37].
Il se peut en effet qu’un client qui quitte la station laisse celle-ci vide. le serveur est
alors inoccupé jusqu’à l’arrivée du prochain client.
On note µ le taux de service :

1/µ est la durée moyenne de service.
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Structure de la file :
Nombre de serveurs
Une station peut disposer de plusieurs serveurs en parallèle. Soit C le nombre de
serveurs. Dès qu’un client arrive à la station, soit il y a un serveur libre, le client
entre instantanément en service, soit tous les serveurs sont occupés et le client se
place dans la file en attente de libération d’un des serveurs. Mais en suppose à la
plupart du temps que les serveurs sont identiques et indépendants les uns des autres.
Une station particulière est la station IS (infinité servers) dans la quelle le nombre de
serveurs est infini. Cette station ne comporte donc pas de file d’attente.

Capacité de la file :
La capacité de la file à accueillir des clients en attente de service peut être finie ou
infinie. Soit K la capacité de la file, une file à capacité illimitée vérifie K = +∞.

2.3 Notation de Kendall :

La notation suivante, appelée la notation de Kendall, est largement utilisée pour
classer les différents systèmes de files d’attente [15] :

T/Y/C/K/m/Z

avec

1. T : indique le processus d’arrivée des clients. Les symboles utilisés sont :

– M :Inter-arrivées des clients sont identiquement distribuées selon une loi ex-
ponentielle. Il correspond à un processus de Poisson ponctuel (propriété sans
mémoire).

– D :Les temps inter-arrivées des clients ou les temps de service sont constants
et toujours les mêmes.

– GI :Inter-arrivées des clients ont une distribution générale (il n’y a aucune
hypothèse sur la distribution mais les inter-arrivées sont indépendantes et
identiquement distribuées).

– G :Inter-arrivées des clients ont une distribution générale et peuvent être
dépendantes.
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– Ek :Ce symbole désigne un processus où les intervalles de temps entre deux
arrivées successives sont des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées suivant une loi d’Erlang d’ordre k.

2. Y :décrit la distribution des temps de service d’un client. Les codes sont les
mêmes que T .

3. C :nombre de serveurs.

4. K :capacité de la file c’est le nombre de places dans le système en d’autre terme
c’est le nombre maximal de clients dans le système y compris ceux en service.

5. m :population des usagers.

6. Z :discipline de service c’est la façon dont les clients sont ordonnés pour être
servi. Les codes utilisés sont les suivants :

– FIFO (first in, first out) ou FCFS (first come, first served) :c’est la file stan-
dard dans laquelle les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée. Notons que
les disciplines FIFO et FCFS ne sont pas équivalentes lorsque la file contient
plusieurs serveurs. Dans la première, le premier client arrivé sera le premier à
quitter la file alors que la deuxième, il sera le premier à commencer son service.
Rien n’empêche alors qu’un client qui commence son service après lui, dans un
autre serveur, termine avant lui.

– LIFO (last in, first out) ou LCFS (last come, first served). Cela correspond à
une pile, dans laquelle le dernier client arrivé (donc posé sur la pile) sera le
premier traité (retiré de la pile). A nouveau, les disciplines LIFO et LCFS ne
sont équivalentes que pour une file mono serveur.

– SIRO (Served In Random Order), les clients sont servis aléatoirement.
– PNPN (Priority service), les clients sont servis selon leur priorité. Tous les

clients de la plus haute priorité sont servis premiers, puis les clients de priorité
inférieur sont servis, et ainsi de suite.

– PS ( Processor Sharing ), les clients sont servis de manière égale. La capacité
du système est partagée entre les clients.

Remarque 2.1. :Dans sa version courte, seuls les trois premiers symboles T/Y/C
sont utilisés. dans un tel cas, on suppose que la file est régie par une discipline FIFO
et que le nombre de places d’attente ainsi que celui des clients susceptibles d’accéder
au système sont illimités.
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2.4 Loi de Little

La loi de Little est une relation très général qui s’applique à une grande classe de
systèmes.
Elle ne concerne que le régime permanent du système. Aucune hypothèse sur les
variables aléatoires qui caractérisent le système (temps d’inter arrivées, temps de
service,...) n’est nécessaire. La seule condition d’application de la loi de Little est que
le système soit stable. le débit du système est alors indifféremment, soit le débit de
sortie : ds = de = d. La loi de Little s’exprime telle que dans la propriété suivante :

Théorème 2.4.1. :(Formule de Little)Le nombre moyen de clients, le temps moyen
passé dans le système et le débit moyen d’un système stable en régime permanent se
relient de la façon suivante :

L = W × d

2.5 Quelque Modèles Sur Les Files d’Attente

2.5.1 Modèle d’attente M/M/1

La file d’attente M/M/1 est un modèle caractérisé par des arrivées suivants un
processus de Poisson de taux λ, Temps de service exponentielle de paramètre µ et un
seul serveur. Les clients arrivent à la station selon un processus de Poisson de taux λ,
si le serveur est vide le client est pris en charge immédiatement sinon il rejoint la file
d’attente ( de capacité illimitée et discipline FIFO ), les temps des inter-arrivées sont
indépendants. Ces clients reçoivent le service selon une distribution exponentielle de
paramètre µ. Ces temps de service sont également supposés indépendants [30]. En
outre, toutes les variables aléatoires concernés sont censés être indépendants les uns
des autres. Les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée. Cette file est un cas par-
ticulier du processus de naissance et de mort

∀n ∈ N, λn = λ, µn = µ

ie indépendants du nombre de client dans le système.
sous l’hypothèse que λ < µ (le taux d’arrivée est plus petit que le taux de service)
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on a :
ρ =

λ

µ

c’est l’intensité du trafic, avec ρ < 1 :
πn = π0ρ

n

π0 =
1

+∞∑
n=0

ρn
= 1− ρ

Remarque 2.2. on note πo la probabilité d’être servi immédiatement a l’arrivée.

La condition λ < µ est bien entendu équivalente à la condition ρ < 1 Ainsi, un
régime stationnaire peut exister si (et seulement si) l’intensité de trafic est inférieure
a cent pour cent. on voit aussi le rôle de ce paramètre lorsque l’on calcule le nombre
moyen de clients en régime stationnaire
avec

∞∑
n=0

(
λ

µ

)n
=

1

1− λ
µ

πn : c’est la proba d’avoir n client dans le système.

πn = ρnπ0

avec
π0 = 1− ρ

Le débit :
Ici d = λ car λn = λ pour tout n ≥ 0

d =
∞∑
n=0

πnµ = (1− π0)µ = ρµ = λ

donc :
d = de = ds

Taux d’utilisation du serveur U :

U = 1− π0 = ρ

Nombre moyen de clients dans le système L :

∞∑
n=0

nπn =
ρ

1− ρ
=

λ
µ

1− λ
µ

=
λ

µ− λ
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Remarque 2.3. Plus que l’intensité du trafic se rapproche de un, plus que la longueur
moyenne de la file d’attente L tend vers l’infinie.

Temps moyen de séjour W :
Ce paramètre est obtenu en utilisant la loi de Little :

W =
L

d
=

1

µ(1− ρ)

qui peut se décomposer en :

W =
1

µ
+

ρ

µ(1− ρ)
La durée moyenne d’attente en régime stationnaire

E(W ) =
ρ

λ(1− ρ)

Proposition 2.5.1. Soit 0 < λ < µ. Dans le système M/M/1 la variable aléatoire
W égale à la durée de séjour des clients dans le système en régime stationnaire suit
une loi exponentielle de paramètre : µ(1− ρ) = µ− λ

Démonstration :[17] Temps moyen passé dans la file d’attente Wq :

Wq =
ρ

µ(1− ρ)

Nombre moyen de clients dans la file d’attente Lq :

Lq = λWq =
ρ2

1− ρ

2.5.2 Modèle d’attente M/M/1/K

On considère un système à serveur simple identique à la file M/M/1/K excepté
que la capacité de la file d’attente est finie. On a donc toujours les hypothèses sui-
vantes :

F le processus d’arrivée des clients dans la file est un processus de Poisson de taux
λ.

F le temps de service d’un client est une variable aléatoire exponentielle de taux µ.

F Soit K la capacité de la file d’attente : c’est le nombre maximal de clients qui
peuvent être présents dans le système, soit en attente, soit en service.
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Quand un client arrive alors qu’il y a déjà K clients présents dans le système, il est
perdu. Ce système est connu sous le nom de file M/M/1/K. L’espace d’états E est
maintenant fini : E = {0, 1, 2, ..., K}. La capacité de la file étant limitée, même si les
clients arrivent en moyenne beaucoup plus vite que ce que le serveur de la file est
capable de traiter, dés que celle-ci est pleine, les clients qui se présentent sont rejetés
[40]. Le nombre de clients dans la file ne peut donc jamais "partir" à l’infini. De plus,
dés qu’un client est autorisé à entrer, il sortira un jour et son temps de séjour dans
la file est fini, puisqu’il correspond au temps de service de tous les clients devant lui
et que ce nombre est limité par K . Sur un très long, le débit de sortie sera donc
bien égal au débit d’entrée, ce qui correspond bien à la stabilité inconditionnelle du
système. Donc ce processus est considéré comme un processus de naissance et de mort
avec :
-un taux de naissance λn = λ, pour tout n < K

-et le taux de mortalité µi = µ, pour tout i 6= 0.
soit π(i), i = 0, 1, 2, . . . , K, la probabilité pour qu’il ait i clients dans le système à
l’instant t.

λπ0 = µπ1

(λ+ µ)πi = λπi−1 + µπi+1 pour i = 1, 2, . . . , K − 1

λπK−1 = µπK .

puisque la capacité est limitée, nous obtenons un régime stationnaire indépendant
des conditions initiales quelle que soit la valeur de l’intensité de trafic ρ

Théorème 2.5.1. :[26]
Le calcul de πi se fait de la manière suivante :

πi =


(1− ρ)ρi

1− ρK+1
pour i ≤ K

0 pour i > K

Cas particulier ρ = 1

dans ce cas

πi =
1

K + 1
πi = 0 pour i > K
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Taux d’utilisation du serveur U(K) :
Le taux d’utilisation du serveur est la probabilité pour que le serveur de la file soit
occupé donc au moins il y a un client dans la file

U(K) =
K∑
i=1

πi = 1− π0

= ρ
1− ρK

1− ρK+1

Remarque 2.4.

lim
K−→+∞

U(K) =

{
ρ, pour ρ < 1 ;
1, pour ρ > 1.

qui représente le taux d’utilisation du serveur Dans le cas M/M/1

Nombre moyen de clients L :

L =
K∑
i=0

iπi =
1− ρ

1− ρK+1

K∑
i=0

iρi

=
ρ(1− ρ)
1− ρK+1

K∑
i=0

iρi−1

=
ρ

1− ρ
1− (K + 1)ρK +KρK+1

1− ρK+1

Pareille que le taux d’utilisation du serveur, lorsque K −→ +∞ on obtient

L =
ρ

1− ρ

qui représente le nombre moyen de clients pour la file M/M/1

Temps moyen de séjour W
Le calcul du temps moyen de séjour W ce fait on applicant la formule de Little qui
relie Nombre moyen de client L et débit d de la file :

W =
L

d

2.5.3 Modèle d’attente M/M/s

On considère un système identique à la file M/M/1 excepté qu’il comporte C
serveurs identiques et indépendants les uns des autres. On conserve les hypothèses :
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le processus d’arrivée des clients dans la file est un processus de Poisson de taux λ
et le temps de service d’un client est une variable aléatoire exponentielle de taux µ
(pour chacun des serveurs). Ce système est connu sous le nom de file M/M/s [21].
L’espace d’états E est comme pour la M/M/1 infini. Dans ce cas aussi, le processus
modélisant le nombre de clients dans le système est un processus de naissance et de
mort avec[1] :

λi = λ

µi =

{
iµ, pour i = 1, 2, . . . , s− 1 ;
sµ, pour i ≥ s.

La condition de stabilité de ce modèle est :

ρ =
λ

sµ
< 1

Figure 2.5 – Représentation schématique d’une file M/M/s
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Théorème 2.5.2. :
pour calculer πi le système doit être stable (λ < sµ donc ρ < s) qui exprime le
fait que le nombre moyen de clients qui arrivent à la file par unité de temps doit
être inférieur au nombre moyen de clients que les serveurs de la file sont capables de
traiter par unité de temps, de la manière suivante :

Temps moyen de séjour W :
Le temps moyen de séjour d’un client se décompose en un temps moyen dans la file
d’attente , plus un temps moyen de service. Il suffit alors d’appliquer la loi de Little
à la seule file :

W = Wq + S =
Lq
d

+
1

µ
=
Lq
λ

+
1

µ

avec :d = λ

Il reste alors à calculer le nombre moyen de clients en attente dans la file, Lq :

Lq =
+∞∑
n=s

(n− s)πn =
+∞∑
n=s

(n− s) ρn

s!sn−s
π0 =

ρs+1

s!s

+∞∑
n=s

(n− s)
(ρ
s

)n−s−1
π0

=
ρs+1

s!s

1

(1− ρ
s
)2
π0 =

ρs+1

(s− 1)!(s− ρ)2π0
On en déduit le temps moyen de séjour

W =
ρs

µ(s− 1)!(s− ρ)2π0
+

1

µ

Nombre moyen de clients dans le système L :
Le nombre moyen de clients s’obtient alors par application de la loi de Little à l’en-
semble de la file :

L = W × d = W × λ =
ρs+1

(s− 1)!(s− ρ)2
π0 + ρ

2.5.4 Modèle d’attente M/M/∞

Description du modèle
Pour ce modèle de file d’attente, le système est composé d’un nombre illimité de
serveurs identiques et indépendants les uns des autres. Dés qu’un client arrive, il est
immédiatement servi (c’est le cas ou il n’y a pas d’attente ). Dans cette file les clients
arrivent à des instants 0 < t1 < t2 < . . .formant un processus de Poisson de taux λ
et les temps de service sont exponentiels de taux µ . le taux de transition d’un état
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n quelconque vers l’état n-1 est égal à nµ et correspond au taux de sortie d’un client
parmi les n clients en service [20]. De même, le taux de transition d’un état n vers
l’état n+1 est égal à λ qui correspond au taux d’arrivée d’un client, donc c’est un
processus de naissance est de mort avec :

∀n ∈ N, λn = λ, µn = nµ

πn =
ρn

n!
π0

avec
π0 =

1
+∞∑
n=0

ρn

n!

=
1

eρ

Notons que la série
+∞∑
n=1

ρn

n!
converge pour toutes valeurs de ρ , ce qui est cohérent

avec la stabilité inconditionnelle de la file. On obtient finalement :

πn =
ρn

n!
e−ρ pour n = 1, 2, . . .

Le débit d :
Le service s’effectue avec un taux nµ dans chaque état où le système contient n
clients :

d =
+∞∑
n=1

nπnµ = e−ρ
+∞∑
n=1

ρn

(n− 1)!
µ = e−ρρeρµ = λ

On retrouve la stabilité inconditionnelle de la file.
Taux d’utilisation du serveur U :

U = 1− π0

Nombre moyen de clients dans le système L :

L =
+∞∑
n=1

nπn = e−ρ
+∞∑
n=1

ρn

(n− 1)!
= e−ρρeρ = ρ

Temps moyen de séjour W :
Ce paramètre est obtenu en utilisant la loi de Little :

W =
L

d
=
ρ

λ
=

1

µ
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Chapitre 3

Les Systèmes De File d’Attente Avec
Dérobade

Dans divers domaines, les clients impatients, découragés par la longueur de la
file, sont devenus le but de plusieurs études. Ces systèmes qui contiennent des clients
impatiens ont fait des pertes considérables à l’économie de plusieurs firmes [5].
Dans ce chapitre on s’intéresse aux systèmes de files d’attente avec clients impatients.
Cette impatiente est due à plusieurs facteurs, soit par insuffisance de nombre de
serveurs, soit par une qualité de service médiocre, ou encore une mauvaise gestion du
système [18].
Le dérobade : le client qui refuse d’entrer dans la file d’attente s’il voit que la file
d’attente est très grande ou le temps d’attente est trop long.
Les files d’attente avec dérobade, abandon (Après un temps passé dans la file, le
client impatient décide de quitter le système sans avoir le service) ou les deux ont
fait l’intérêt de plusieurs études. Haight, 1957, est le premier qui a étudié le modèle
d’attente M/M/1 avec dérobade [10].
Systèmes avec dérobade
Supposons qu’un client qui arrive à un système et trouve n clients devant lui, entre
avec la probabilité bn ou part avec la probabilité qn = 1− bn. Si la longueur de la file
d’attente décourage les clients, alors bn serait une fonction décroissante de n. Comme
un cas particulier, s’il y a une salle d’attente de capacité C, nous pourrions supposer
que

bn =

{
1, pour n < C ;
0, pour n ≥ C.

37
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indiquant que, une fois la salle d’attente est remplie, les clients n’ont plus la possibilité
d’entrer dans le système [6].
Soit X(t) le nombre de clients dans le système à l’instant t.

3.1 Le Modèle d’attente M/M/1 avec dérobade

Le Modèle M/M/1 avec dérobade
A son arrivée au système, le client découragé par la longueur de la file d’attente

décide de ne pas joindre la file, c’est le cas du dérobade . cette impatience a poussé
beaucoup de mathématiciens à l’étude de ce phénomène afin de trouver des solutions
[12].

Description du modèle : Supposons qu’un client qui arrive à un système et
trouve k clients devant lui, entre avec la probabilité bk ou part avec la probabilité
qk = 1− bk. Si la longueur de la file d’attente décourage les clients, alors bk serait une
fonction décroissante de k [22].
Cas particulier : s’il y a une salle d’attente de capacité C, nous pourrions supposer
que

bk =

{
1 pour k < C

0 pour k ≥ C

indiquant que, une fois la salle d’attente est remplie, les clients n’ont plus la possibilité
d’entrer dans le système.
Soit X(t) le nombre de clients dans le système à l’instant t, et le processus d’arrivée
des clients dans le système est Poissonnier de taux λ [35] et le service est exponentiel
de taux µ [34]. Un client qui arrive de l’extérieur et trouve k clients dans le système
devant lui entre avec la probabilité bk alors le processus de naissance appropriés est

λk = λbk k = 0, 1, · · ·

telque

bk =
1

k + 1
k = 0, 1, · · ·

et

ρ =
λ

µ
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c’est l’intensité du trafic. ainsi

πk =
ρk

k!
π0 k = 0, 1, · · · ,

(d’aprés Chapmen Kolmogorov)[25]
puis en utilisant la condition de normalisation, nous obtenons

πk =
ρk

k!
e−ρ k = 0, 1, · · ·

La condition de stabilité ici est E(δ) < ∞, telque δ est la période d’occupation du
serveur. On n’a pas besoin de la condition ρ < 1 comme dans la file M/M/1 [2].
Les paramètres de performance sont comme suit :
Taux d’utilisation du serveur U :

Us = 1− π0 = 1− e−ρ

=
E(δ)

1
λ
+ E(δ)

,

avec E(δ) est la période moyenne d’occupation du serveur.
Par conséquent

E(δ) =
1

λ
.
1− e−ρ

e−ρ

Nombre moyen de clients dans le système L :

L = ρ

Nombre moyen de clients dans la file d’attente Lq :

Lq = L− Us = ρ−
(
1− e−ρ

)
= ρ+ e−ρ − 1

Temps moyen de séjour W :

W =
ρ

µ(1− e−ρ)

et on déduit le temps moyen passé dans la file d’attente

Wq = W − 1

µ
=

1

µ

(
ρ+ e−ρ − 1

1− e−ρ

)
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Débit d : on a aussi

d =
∞∑
k=0

λkπk =
∞∑
k=1

µkπk = µ(1− e−ρ)

d’où
d.W = µ(1− e−ρ). ρ

µ(1− e−ρ)
= ρ = L

qui est la formule de Little pour ce système [24].

3.2 Le Modèle d’attente M/M/s avec dérobade

Nous considérons une file d’attenteM/M/s avec dérobade [1]. Le processus d’arri-
vée est de Poisson de taux λ et le service a une distribution exponentielle de moyenne
1/µ. Un client arrivant de l’extérieur, rejoint la file d’attente si et seulement s’il
observe que le temps d’attente ne dépasse pas un temps fixe b.

Soit N(t) le nombre de clients dans le système à l’instant t. La définition de W (t)

implique que W (t) = 0 si et seulement si N(t) ≤ s − 1. Si N = {N(t), t ≥ 0} le
processus subit une transition de l’état s − 1 à l’état s à l’instant t, alors il y a un
saut dans le processus W = {W (t), t ≥ 0} en même temps. Ceci est illustré par la
figure 3.1 qui montre un système à 2 serveurs.

On notera que, dans la trajectoire de l’échantillon représenté, le client qui arrive
à l’instant T3 dérobade. A l’instant T1 (et T4), le nombre de clients dans le système
augmente de 1 à 2. Dans le même temps, le temps d’attente passe de 0 à un nombre
positif. Il est clair que le processus de W se termine un cycle de régénération du T1
au T4. Soit I une variable aléatoire représentant la période d’inactivité définie comme
l’intervalle de temps pendant lequel W (t) = 0. En d’autres termes, soit t1 l’instant
de la fin du service tels que N(t1−) = s. Alors,

I = min
t>0
{t : W (t1 + t) > 0}

et
I = min

t>0
{t : N(t1 + t) = s}.

Théorème 3.2.1. [33] Systèmes de files d’attente basé sur le temps d’attente : La
durée prévue de I est donnée par

E(I) =
1− ps
sµps

. (3.1)
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Figure 3.1 – Un chemin d’échantillon de W (t) et N(t) [33]

avec

ps =
(λ/µ)s

s!

s∑
i=0

(λ/µ)i

i!

Preuve

Considérons un système M/M/s/s avec le taux d’arrivée λ et la moyenne des
temps de service 1/µ. De toute évidence, le temps entre deux périodes consécutives
lorsque le système est plein a la même distribution que I. La durée moyenne de chaque
période du système complet est clairement 1/(sµ) [46]. De la théorie du processus de
renouvellement, nous obtenons :

1/(sµ)

1/(sµ) + E(I)
= ps

où ps est la probabilité que le système M/M/s/s est plein.
Tenir compte du cycle de régénération de T1 à T4, comme il a été illustré sur la

figure 3.1. Le cycle se compose d’une période d’activité intense (où W (t) > 0) et une
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période de repos (oùW (t) = 0). Il est facile de voir que l’évolution du processus deW
pendant la période occupée est stochastiquement identique à celui d’un système avec
dérobade à serveur unique avec un taux d’arrivée λ et des temps de service exp(sµ)
[18]. Soit W̃ (t) le temps d’attente et Ñ(t) le nombre de clients à l’instant t dans ce
système. La même règle de dérobade appliquée, à savoir, un client arrivant à l’instant
t pénètre si et seulement si W̃ (t−) ≤ b. Les clients arrivent selon un processus de
Poisson de taux d’arrivée λ̃(t) en fonction de Ñ(t) comme suit :

λ̃(t) =

{
γ si Ñ(t) = 0

λ sinon

avec γ = 1/E(I). Désignons la fonction de distribution cumulative (cdf) limitant du
processus de W et le processus W̃ comme suit.

F (x) = lim
t→+∞

Pr{W (t) ≤ x}, x ≥ 0;

F̃ (x) = lim
t→+∞

P{W̃ (t) ≤ x}, x ≥ 0

soit F (0) = c et F̃ (0) = c̃

et soit f(x) = dF (x)
dx

; f̃(x) = dF̃ (x)
dx

; x > 0 la pdf.
Notons que pour un système à un seul serveur le temps d’attente est égal au temps

d’occupation de ce système [48].
Nous appliquons la même méthode utilisé dans Liu et Kulkarni [33] et les résultats

dans le Théorème 3.2.2 qui donne les équations d’équilibre et de normalisation satis-
faite par f(x) et le Théorème 3.2.3 qui donne l’expression de f̃(x) de faon explicite
en résolvant les équations.

Théorème 3.2.2. [33] La fonction de distribution des probabilité à l’état d’équilibre
de f̃(x) du processus W̃ satisfait :

f̃(x) = λ

∫ x∧b

0

f(u)e−sµ(x−u)du+ c̃γe−sµx,

∫ ∞
0

f̃(x)dx+ c̃ = 1

ou x ∧ b = min(x, b) on pose ρ = λ
sµ

l’intensité du traffic.

Théorème 3.2.3. [33]
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La fonction de distribution des probabilité du processus W̃ est :

f̃(x) =

{
c̃γe−(sµ−λ)x si0 < x < b

c̃γeλbe−sµx six ≥ b.
(3.2)

Avec

c̃ =


[
γ
(

1
sµ−λ − e

−(sµ−λ)b λ
(sµ−λ)sµ

)
+ 1
]−1

si ρ 6= 1

λ
λ+γ+λγb

si ρ = 1
(3.3)
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Conclusion générale

Dans ce mémoire nous nous sommes intéressés aux systèmes de files d’attente avec
dérobade.

Le premier chapitre était un rappel des Processus Stochastiques qui sont un
outil incontournable dans l’analyse dans différents systèmes dynamiques (réseaux
de files d’attente, systèmes de communication et informatiques, biologiques, écono-
miques...etc).

Dans le deuxième chapitre, nous avons introduit les notions de base de la théorie
des files d’attente. En suite nous avons traité certains modèles de files d’attente clas-
siques.

Le troisième chapitre a été consacré à l’étude de deux modèles d’attente avec
dérobade, le cas de files d’attente M/M/1 avec dérobade et le modèle M/M/s avec
dérobade.

45
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