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Abstract

The purpose of this research is to discuss some properties of harmonic maps with
potential. This includes the variationnels problems, where we introduce the notion of bi-
harmonic maps with potential. Then we will use the stress-energy tensor to obtain the
monotonicity formulas and Liouville theorems under some conditions on the potential H,

to investigate the constant Dirichlet boundary value problem.

Keywords :harmonic maps with potential, stress energy tensor, monotoni-

city formulas, Dirichlet problem.

Résumé

Le but de ce recherche est de discuter de certaines propriétés des applications har-
moniques avec potentiel. Cela inclut les problémes variationnels, ol nous introduisons la
notion des applications biharmoniques avec potentiel. Ensuite, nous utiliserons le tenseur
énergie impulsion pour obtenir les formules de monotonie et les théoréemes de Liouville

avec certaines conditions sur le potentiel H, pour étudier le probléme de Dirichlet.

Mots-clés :les applications harmoniques avec potentiel, tenseur énergie im-

pulsion, formule de monotonie, probléme de Dirichlet.
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¢ Introduction ¢

I es applications harmoniques sont des solutions & un probléme variationnel géomé-
trique naturel. Cette notion est née de notions essentielles en géométrie différentielle,
comme les géodésiques, les surfaces minimales et les fonctions harmoniques. Ils ont intro-

duis par Eells et Sampson en 1964 dans [17].

Dans la méme veine, en 1965 J. Eells et L. Lemaire ont étendu la notion des appli-
cations harmoniques aux applications biharmoniques dans [I8] qui sont par définition les

points critiques de la fonctionnelle associée a

@mm:[ywwmg

ou 7(p) est appelé le champ de tension de I’application .

Dans un contexte différent, A.Fardoun et A.Ratto ont introduit une nouvelle notion
d’harmonicité en 1996, c’est les applications hamoniques avec potentiel entre les variétés
riemanniennes. Cette notion est une généralisation naturelle des applications harmoniques
usuelles qui avait son propre fond mathématique et physique, par exemple ’équation
Landau-Lifshitz statique. Ils ont découvert certains propriétés tres différentes de celles
des applications harmoniques ordinaires en raison de la présence du potentiel. Ils ont
étudié le probléme de Dirichlet et a également obtenu un résultat de type Liouville ou la

variété M a un domaine compact.

Notre objective dans ce travail est d’étudier les propriétés géométriques des applica-
tions harmoniques et biharmoniques avec potentiel correspondant aux points critiques des

fonctionnelles associées a

1
B, = 5 [ {1dof = H(e)}o,
resp.
1 2
Eunlo®) = ; [ m()Pdo,

ou H : N = R est une fonction de classe C°.
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Ce travail se compose de deux chapitres et deux annexes.

Le premier chapitre consiste a rappeler les principaux résultats des applications har-
moniques et biharmoniques entre deux variétés riemanniennes. Aprés faire les calculs
variationnelles on arrive a une cractérisation des applications harmoniques et biharmo-
niques donnée par I’équation d’Euler Lagrange qui nous permet de construires quelques

exemples dans les deux cas.

Le deuxiéme chapitre est consacré a 1’étude des applications harmoniques par rapport

a un potentiel en deux parties.

Premiére partie : Dans cette partie I’étude sera du méme principe utilisé dans le pre-
mier chapitre, en présentant quelques exemples et propriétés des applications harmoniques

avec potentiel, puis on introduit les applications biharmoniques avec potentiel.

Deuxiéme partie : On commenge par définir le tenseur énergie impulsion avec poten-
tiel, pour donner quelques formules de monotonie afin d’étudier le probléme de Dirichlet
pour les applications harmoniques avec potentiel.

Finalement, ce travail se termine par ces deux annexes :

Le premier annexe : Dans cet annexe, on va étudier la géométrie des applications
harmoniques dans le cas conforme et on va trouver une autre caractérisation des applica-
tions harmoniques avec potentiel.

Le deuxiéme annexe : Dans cette section on va étudier les applications p-harmoniques
avec potentiel, en définissant la premiére et la deuxiéme variation et le théoréme de Liou-

ville dans ce cas.
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« [Notation| »

Le tableau suivant rassemble les notations importantes utilisées dans ce mémoire.

M = (M™,g) | Une variété riemannienne de dimension m.
N = (N",h) | Une variété riemannienne de dimension n.
p: M — N Une application de classe C'*°.
Q Un domaine compact sur M.
B = {ei}1<i<m | Une base orthonormée sur M.
XY Deux champs de vecteurs sur M.
V. W Deux champs de vecteurs appartenant a I'(¢~ T N).
V., W, X Les champs de vecteurs sur Nyou Vo=V et Wop=W.
vM N Deux connexions sur les variétés riemanniennes M, N.
V¥ Une connexion de Pull-back sur le fibré tangent inverse o TN,
Ve :T(TM) x (¢ 'TN) = T(¢~'TN),
ViV = ViV,
RY La courbure sur V¥ qui est la connexion sur la variété N,
RY(X,Y) = VYVY - V¥VY — Vi
M Ffj, N Ffj Les symboles de christoffel sur les variétés M respectivement N,
Mk _ lzgkz(agﬂ i 93 B agij)
72 — oxt  Oxd O
SectM La courbure sectionnelle définie pour tout X,Y par :
Sect” (X,Y) = g(RM(X, Y)Y, X).
RicciM Le tenseur de Ricci défini pour tout champ de vecteur X par :
Ricci™X =Y " RM(X, e;)e;.
i=1
HessM La hessienne d'une fonction f € C*, telle que :
(Hess [)(X,Y) = g(VX grad™ f,Y).
Tr, La trace par rapport a la métrique g.




CHAPITRE 1

GEOMETRIE DES APPLICATIONS
HARMONIQUES & BIHARMONIQUES

Introduction

Ce chapitre a pour but de rappeller les principaux résultats en géométrie harmonique
qui conserne : les applications harmoniques, les applications biharmoniques, les tenseurs

énergie impulsion et bi-énergie impulsion.

1.1 Préliminaires

Dans cette section, on va énoncer quelques définitions élémentaires, qu’on aura besoin

au long de tout ce travail.

Définition 1.1.1 La seconde forme fondamentale de l’application o est la dérivée cova-
riante de la 1-forme vectorielle dp, pour tout X, Y € T(TM) et o, 5 € C®°(M), on a :
Vdp(X,Y) = Vidp(Y) — dp(VYY).
Cette forme est C*°(M)-bilinéaire symétrique, c’est-a-dire :
(Vdg)(@.X, B.Y) = aB(Vdg)(X,Y),
Vdp(X,Y) = Vde(Y, X).
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Proposition 1.1.1 Si VY est une connexion linéaire compatible avec la métrique h sur

N, alors la connezion linéaire V¢ est compatible avec la métrique hy, sur ¢ *TN.

Démonstration. Tout d’abord rappelons que si Vo p=Vet Wo p =W, alors
X(ho(V,W)) = X(h(V, W) 0 9)
= X(h(V,W)) o p.
Comme dp(X) = X o ¢, on déduit
X(he(V.W)) = h((VIV, W) 0 0+ h(V, VW) 0 0.
=h((VZV,W))op+ h((V,VLIV)) o .

Ce qui permet de conclure. [ |

Proposition 1.1.2 Soit VVV une connexion sans torsion sur N, alors
Vide(Y) = Vido(X) +dp([X,Y]),
pour tout X,Y € I'(T'M).

Démonstration. Supposons que X et V' (resp. Y et W) sont p-conjugués :

1.e
dp(X)=Vop et dpY)=Woep,
alors
Vidp(Y) = (VW) oy
et

[VvW] op=dpo [XvY]7
or V¥ est une connexion sans torsion, il suit que
VW = ViV + [V, W],

d’ou
V5do(Y) = (VW) oo,
= (VR V+[V,W]) oy,
= Vydo(X) +de([X,Y]).
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Théoréme 1.1.1 (Théoréme de divergence [2] et [15]).

Soit w une I-forme définie sur un voisinage inclu dans 2. Alors

/Q (divw)dv™ = /8 Qw(n)dvm et /Q (divX)dv™ = / 9(X, n)dv®®,

o0
ot ON) est le bord de Q) et n = n(x) est le vecteur unitaire normal a OS).

dv™ (ou dv,) est la forme volume sur M, définie localement dans un repére par :

dvy, = v/det g dzt A ... A dz™.

Corollaire 1.1.1 Pour tout w une 1-forme a support compact dans €2, on a

/(divw)de =0 et /(divX)de = 0.
Q Q

1.2 Les applications harmoniques

Définition 1.2.1 La densité de ¢ est la donnée d’une fonction de classe C*> définie pour
tout x € M par :
e(p): M — [0, +o0]
1
= = dx 2)
= 5ldal

ot |dyp| est la norme de Hilbert-Shmidt de la différentielle d,o de ¢ au point x, donnée
par :

|deo|* = Trye*h
= Z h(szO(ei): dx90<€i))'
i—1

Si les variétés M et N sont munis respectivement des coordonnées {x' }1<i<m et {y*}i<a<n,
au voisinage des points v € M et p(x) € N, alors :

..8900‘

dop|® = g9 -

dzp|” = gz D

L’énergie de ¢ sur () est définie de la maniére suivante :

o¢"
T 8acj

hap(p(2))-

T

1
Ble.) = [ e()dv, = [ ldofdn,
Q Q
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Définition 1.2.2 Pour tout domaine §2, une variation est une application de classe C'*
¢:Mx(—€e) >N, €>0
(xvt) = (pt<l‘>,

0l (Pt)ie(—ee) € C(M, N) est une famille d’applications.

Définition 1.2.3 (Application harmonique)
Une application ¢ est dite harmonique si et seulement si c¢’est un point critique de la

fonctionnelle énergie, i.e :

d
—F M =0
dt (1, M) t=0 ’

{1} étant une variation (de classe C*) de ¢ a support dans Q.

Abordons désormais les deux points importants de ce chapitre, I’énoncé et la démonstra-

tion de la premiére et la deuxiéme variation de I’énergie.

1.2.1 Premiére variation de I’énergie

Afin de donner la formule de la premiére variation de la fonctionnelle énergie il faut

d’abord définir la notion du champ de tension.

Définition 1.2.4 La section 7(p) € T'(¢ T N) définie par

() = TryVdp = 3 _{Vidples) = dp(Velen)}, (L1)

=1

est appelé le champ de tension de ’application .

Théoréme 1.2.1 Soit {p;} une variation de classe C* de ¢ & support dans Q. Alors :

d

GB )| == [ hw. (),

ot v(x) dénote le champ de vecteurs de variation de {¢;},

0

o(r) = @) _ = dof0, &

t=0 dt
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Preuve. Pour illustrer le théoréme [[L21], on considére que {(e;, 0)(0, 4)} est une base

sur la variété produit M x (—¢,€) ot {£} est une base sur (—¢,€). On remarque que le

[(ei,O) (o, %)} —0, Vi=1,...,m.

crochet de Lie

On pose
do(e;, 0) = dp(e;).
En effet,
do(e;,0) : M x (—e€,e) = TN,
dgb(eia 0)(:0,0) = dxgb()(ezlx) + dogba:(o)
= dx¢0(ezlx)
et

2) + dodu(L]i—o)

dp(0, L) 0 = dugho(0]
)i=0

0
Ao (G

= ()]

avec go(z) = ¢(x,0) et ¢, (t) = é(x,t), on a

d d
TP = 55 [ mdae). date)an
1d
- §d_/ (d¢(€m ) d¢(617 ))dUg =0

= 5 | gph(astes o), dotes, )| _ v,

t=0

D’aprés la proposition et la symétrie de la métrique h, on trouve

d _ o
ZE(p Q)| = /Qh(v(oyi 4(es,0), do(e:, 0))| _ v, (1.2)
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Gréace a la proposition |[LT.2]|, nous arrivons a

%E(%,Q)‘ = /Q h(V? (00400, )d¢(e“ 0)) t:odvg

t=0

- Amvw 0, dp(e:))dv,

= / h(VZv,dp(e;))dv,.
Q

Maintenant, soit w la 1-forme différentielle & support dans €2, définie par :
w(X) = h(v,dp(X)), X eT(TM).
On a
divMw = (V,,w)(e;)
= ei(w(ei)) —w(Ve,e)

ei(h(v,dp(e;)) — h(v,dp, (Ve,e€;))
= h(vfivv dgp(GZ)) + h(’U, T(@)):

et comme / divMw dvy = 0, on obtient
Q

GEu)|_ == [ horo)dn, .

Le théoreme nous donne le résultat suivant :

Corollaire 1.2.1 Une application ¢ est dite harmonique si et seulement si () = 0.

En coordonnées locales, on a :

L 0% D™ 0P 8g0 0
— i N ’Y Mpk \_ Y
() =y (axiaxa' 0 9a7 s ¥ T g L >a °¥

1.2.2 Seconde variation de I’énergie

Théoréme 1.2.2 Soit ¢ une application harmonique. Si {¢rs} une variation de ¢ a

support dans €2, alors
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2
(9?3 E(prs,Q) = (00) = /Qh( — TTQRN(UI, dp)dy — Trg(V“D)Qvl, vg)duy,
ou
vy = a@t,s Uy = 5%,3
ot lt,s)=(0,0)’ s 1(t,5)=(0,0)

dénotent les deux vecteurs de variations.

Preuve. Posons
¢:(z,t,s) € M x (—€,€) X (—€,€) = prs(x) € N,

E = (e,0,0), 2 — (o,i,o) et 2 (o,o,i)

ot dt 0s ds
On a
82
e, = 5 [ Y e om0
1 8 -
S o dO(E). dO(Ey) = o h(VY do(E:), do(E;))
= h(V VY do(E:), do(E;))
+h(V do (i), V% do (). (1.4)
Pour le premier terme de 1’égalité , on a
W%,V do( ), do(E)) = h(V4,Vhdo( ). do(E)
0 0
= h(RV(do( 5 ). do(E)do () do(E:))
+h(V¢E’iV‘§ d¢(3) )
+h(v¢ E]dgb( ) dc;S(Ei)). (1.5)

Soit w la 1-forme différentielle a support dans 2 définie sur M par :

w(X) = h<V¢ d¢<83>

d X), X e T(TM).
= (00) p(X) (TM)
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Par définition de la divergence, on trouve

divMw = i {ez(w(ez)) — w(eri)}

- ST, )
T2,y 00))
De plus
s = 5T, )
+h(v§td¢<%> (t,5)=(0,0)" véd@(el))
(50055 4T e0) }
Comme 7( Zm: {V“” dp(e;) dgp(eri)}, alors
i=1
s = 3 (T2, )
+h(V¢ d¢<@s> —(0,0) 7-((’0))'
Or ¢ est harmonique, nous voyons que
divMw = Zh(vf’ v dqs( ) . (0’0),d<p(ei)>. (1.6)

D’aprés les formules ([1.5)) et ((1.6)), on a

Zh(v¢tv¢sd¢( ), do(E; o = (RN (v1, dp(e;) v, dip(e;)) +divMw. (1.7)
i=1 =1
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Le deuxiéme terme de I’égalité (|1.4) nous donne :

W(V%, o). V5, d0(5)) = n(Vids(s) Vhdo(o))
o

_ & (h <d¢<£> , V%id(b(%)))

—h(dqﬁ(ag) Vo VY, d¢( )) (1.8)

Encore, Si n une 1-forme différentielle a support dans ) définie sur M par :
n(X) = h(vy, Viuy).
Alors

m

divMy = Z{e,-(h(vg,vgvl)) —h(vg,V‘éyeivl)}. (1.9)

i=1
D’aprés les formules et -, on obtient :

m

> h(V%, do(En), VY, do(E))

=1

= dw 77+th27 @NI Ul)

(t,5)=(0,0) —

m

= h(v2, VEVE ). (1.10)

i=1

En utilisant les formules (|1.3] . et (1.10), on trouve

32
v e Daeon = 3 { = 0(RY o deteiete) )
—I—h(Ug,va Ul) — h(vg,Vfinim)}dvg

= / h(— Tr,RN (vi, dp)dp — Tr, (V)01 vg)dv,. |
Q
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1.3 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 1.3.1 Toute application constante ¢ : M — N est harmonique.
Exemple 1.3.2 L’application identité M — M est harmonique.

Exemple 1.3.3 Si on considére que notre variété d’arrivée N est simplement R munie

de la métrique euclidienne, on trouve les fonctions harmoniques.
7(p) = TryVdy
= Vdp(e;, e;)
= VEdp(e;) — dp(Vie:)
= ei(ei(p)) — (Ve (v)
= g(Ve,grad o, e;)
= div(grad )
= A(p).

Dans ce cas, 'expression locale du champ de tension devient

0% O
T(p) = ”( R iMFf-).
0x'dxd  Oxb J
Dans ce paragraphe, on raisonne sur les applications harmoniques entre les surfaces.

Propriété 1.3.1 Soient ¥ une surface réguliére dans 'espace euclidien R? et
@ : (U, <, >p2) = (R <, >ps),

une paramétrisation locale de 2, ot U un ouvert de R%. Alors ¥ est dite minimale si et

seulement si @ est harmonique . En effet,

C_|oel’ Jog de\
|0y T\Ox Oy [

9y
oz

Notons que :

Q
>
@
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est le vecteur unitaire normal,
a 2
5o |%

2
dp Oy Iy

— F={(22 2% — 9%
or |’ <8:v’ y >R3 G y

2 2 2
{722\ y_{w2¢2\N  y_(72%
812 R3 3$ay R3 ay2 R3

On obtient :

Y

1LG+ NE —-2FM
H=—
2 EG — F?

La courbure moyenne de . D’autre part :
Oy dp 0% dp 0%
) = (am) (G
x RS 0x" 022 [ s 0r" 0y? [ gs

0p o\ [ Py Oy
0x’ 0x? [ s 0xdy’ Oy / s

2

_ 10|90 10 0p
20z |0x 20x |y

Par conséquent () est normal a la surface ¥ et on a

_L+N (B

H
2K 2K

Propriété 1.3.2 La composée de deux applications harmoniques n’est pas en général une
application harmonique. En particulier si ¢ est harmonique et ¢ est totalement géodisiqueﬂ

alors 1 o ¢ est harmonique.

1. Totalement géodisique i.e : Vdy = 0.
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Contre-exemple

Soient ¢ et ¢ deux applications de classe (C*°) donnés par :
o:R— R3
x+— (2,0,0)
et
PR3 — R
(r,y,2) — 222 — y? — 22
On calcule maintenant 7(p) et 7(¢), on trouve
Pz 9?0 %0
") = (G g ) =°
De méme pour 7(v))

0% 0% 0%
(¥) = <dx2 T dy?’ dz2>
=4-2-2=0,
ce qui conclut que les deux applications sont harmoniques,
mais on remarque que la composée
Yvop:R— R
x — 222,

est non harmonique.

Depuis leurs premier travail sur les applications harmoniques, J.Eells et J.H.Sampson
en 1965 suggeraient l'idée d’applications biharmoniques que en introduisant la notion
d’applications polyharmoniques ¢ : M — N d’ordre k. Pour k = 2, nous avons les appli-
cations biharmoniques, qui sont des applications critiques de la bi-énergie. ces applications

sont importantes dans la théorie d’élasticité en physique.

1.4 Les applications biharmoniques

Définition 1.4.1 La fonctionnelle bi-énergie de l’application o est définie par :

Bei) = 5 [ In()Fdo,
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L’application o est dite biharmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle bi-
énergie, c’est -a- dire :

d
—F Q =0
dt 2(¢: ) t=0 ’

ot {p} étant une variation (de classe C*>) de ¢ a support dans §.

1.4.1 Premiére variation de la bi-énergie

Définition 1.4.2 Le champ bi-tension de ¢ est une section sur T'(¢ YT N) définie par :

ma(p) = ~Jp(r(9) = — (A%T(¢) + TrRY (7(), dp)dp ), (1.11)

ot J, est lopérateur de Jacobi défini par
J, :T(¢ 'TN) — T'(¢"'TN)
vi— A%0 + Tr, RN (v, dp)dep.

Théoréme 1.4.1 Si {¢;} une variation de classe C* de ¢ a support dans 2, alors

d
GPee)| | == [ 1(om())do,
N dpy _ .
ouU vV =—— est le champ de variation a ¢y.
dt li=0
Preuve.

Posons ¢ : M x (—e¢,¢) — N, application définie par ¢(z,t) = p;(x). Alors

GE| = 5 [ rTdate), Vaaen
1d
= o / h(Vdg((e:,0). (¢:,0)), V((e:.0). (e, 0))dvy|
1
- 3 / h(de((e:,0), (e1,0)). do((e3,0). (ei, 0))dg | .
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D’aprés la proposition et la symétrie de la métrique h, on trouve

%Eg(%,Q)‘t:O = /Q ih(Vﬁﬁ% VAo ((e:,0), (e:,0)), Vo ((e:,0), (e5,0)) ) |
_ /Qgh(vgﬁ% Vdo((e:,0), (€:,0)). 7(9)) ) doy| (1.12)

En appliquant la seconde forme fondamentale de I’application ¢, on trouve
M €,€
V?)07%)Vd¢<<ei7 0>7 (ei7 O)) = v?o’%)v?ei,o)d(b(ei? 0) 0 d d¢ ( (es XO( )<6i7 0)) :

D’aprés la définition de la courbure, on a

V?OV%)qub((ei?O)? (6170)) = <d¢(( ) (617 ))>d¢(el7 )+ v(e 0 V?O d d¢(€2,0>

oydblei 0) = Vi 4 dé(Vile:,0).

[(Ova)v(eiv (073)

En vertu de la proposition |[LT.2l| et de [(O, %), (e, O)} =0, alors

VO VA6(e0), (e0)) = RYd6((0, ), o, 0))do(er,0)

d

+VE, 0V, 0,d(0, =),

¢
" dt ) v(VMe O)de(O
D’ou

h(V5, 4 Vd6((e:,0), (e:,0). 7(0))

- h(RN(U7d@(ei))dsp(ei)vT(@))

+h(VEVED7(9)) = BV, v 7(0)).
(1.13)

Soit w € T'(T*M) la 1-forme différentielle & support dans €2, définie par

w(X) = h(Vf(U, T(gp)).
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On a

divMw =

M-

{e(b(VE 0, 7(0) ~ h(Veyev, m(2)) )

=1

I

{H(VEVE0 () + H(VED, VET(9) = h(VEy, v.7(2) - (114)

=1

Des formules ((1.13]) et (1.14)), on obtient

Ms

h(V, 4 Vd6((€:.0), (e, 0)), Vdo((e:,0), (e, 0)) )

t=0
=1

ih(RN (v, dp(e;))dp(e;), (e )> + divMw — ih(VZU,V;T(gp)). (1.15)

i=1 i=1
Soit n € ['(T* M) la 1-forme différentielle & support dans 2 définie par

n(X) = h(v, V§r(<p)), X € D(TM).

m

divMn = Z{ei(h(vévavfﬁ(@» —h(“’véeﬂgef(‘”))}

=1
m

= Y {00, Ve (@) + h(v, VEVET(R) = hlv, Ve, 7(9) ). (1.16)

=1

En remplacant I’équation ((1.15)) dans (1.16]), on obtient :

> h(Vi, 4 Vdo((e:,0), (e, 0)), Vo (ex,0), (e, 0)) | =
Z h(RN (1(p), dp(e:)), v) + div™w — div*n
+ 300, VEVET(9) = D k(v Vi, T(9)). (1.17)

i=1 i=1
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D’aprés les formules (1.12)) et ([1.17)), on obtient

d m
GEee]_ == [ Yo h(-RY (o), doleo)diple) ~VE V(o) Ve, (0, v)duy
=1

Du théoréme on déduit :

Corollaire 1.4.1 Une application ¢ est dite biharmonique si et seulement si () = 0.

Localement, on a
(0P ore orP 0?1
— 4] 2 NFO' o Nyo
nle) =9 {axiaxj o 0r, 7T tox, o
aa(pﬁ aNFgﬂ 4 Q&PB 890[) N
T
c%i al'j 8[@ 8xj

87—5 o 890/6 N1o
kT Gk Is) -7

N 1o
Fgﬂ va

+7

va@aa_@ﬁN o }8

Mk
g KA
K Oz, Oz; bav [ gyo °v

D% D™ 0P 0p”
(%Zing + 5; aij NI‘%O@— 7 MFZ) et YR, désignent les composantes

oxk
du tenseur courbure de N.

ou TV = gij<

Propriété 1.4.1 Toute application harmonique est biharmonique, mais ['inverse n’est
pas vrai. En effet, si ¢ est une application harmonique. Alors T(p) = 0, ainsi

To(p) = = J,(T(p)) = =J,(0) = 0.
D’autre part, on considére ['application ¢ définie par :

p:R? —R

(2,y) > 2° — y?.

On remarque que @ est btharmonique car

T2(p) =0,

mais T(p) = 3% — 2y, donc @ n’est pas harmonique.
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Exemples 1.4.1

1. Considérons l’application différentiable

po: M — R"
pr— @) = (@' (D), .., ¥"(p))
Alors To(p) = (T2(h), ..., 72(¢™)), donc ¢ est biharmonique si et seulement si les
applications ¢',i = 1,...,n sont biharmoniques.

2. Le simple exemple d’une application biharmonique, les polynéme de degrés 2 et 3

sur R.

1.5 Le tenseur énergie impulsion

Le tenseur énergie impulsion est un outil mathématique utilisé notamment en relativité
générale afin de représenter la répartition de masse et d’énergie dans I’espace-temps.
Dans le contexte des applications harmoniques. En 1980 le tenseur d’énergie a été étudié
en détail par Baird et Eells dans [4].

Définition 1.5.1 Le tenseur énergie impulsion de ¢ est défini par :
S(p) = e(p)g — ¢"h.
Pour tout X, Y € I'(TM), on a
S(P)X,Y) = e(p)g(X,Y) — h(de(X), dp(Y)),
S(p) est un champs de tenseur de type (0,2) symétrique.

La question qui se pose maintemant est : Quelle est la relation entre le tenseur
énergie impulsion et les applications harmoniques ?
-On va exposer la réponse de cette problématique dans la proposition et le théoréme

suivants :

Proposition 1.5.1 Soient {g;}ic|—c.q une variation de classe C* de la métrique g et (,)

est la métrique riemannienne induite sur T M & T*M alors :

d 1

GEe|_ =5 [ (5606,

9
—q| ern@MeT M)

0l 09 = 0t li=0
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Localement on a :
) ) ) ) 0 . .
gt = gij(t, x)dr' @da?, 9o = g = gij(z)dz' @da’ et O, = 579 (t,x)] dx'®@da’.
t=0

Preuve. On a

d

°E
g (¢,

9, 0
= [ e, + [ o))

D’une part dv, = /det g;;dz' A ... Ada™, alors Va,b € {1...m}, on trouve :

3} 1
90, —(dv,y) = §(det gij)_% “(gap)dxt A ... A da™
ij
1
= é(det 9i7) " “(gap)(det gij)%d:z:l Ao ANdx™
1 ab
= 59 dvy. (1.18)

Ou g% dénote la matrice inverse de g;;

D’autre part, on a

%) - 3(30) %
OGap LA 0Gap/ Ot OxI op
O™ 0P
— ia b~ ¥
29 T o on =5 s
1 *7.\ab
= —§(g0 h)®. (1.19)
D’aprés et - on a
iE( ) = —1/( *h)"8g;dv +1/e( )9 dvydgi;
dt ©, 0 - 9 0 @ gzg g 9 0 ®Y)g q gz]

1 - .1 \id
= 5 | (el = (), G

- 5 [ 6)d0)in,

et on obtient le résultat voulu. [ |
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Théoréme 1.5.1 La relation entre S(p) et T(p) est donnée par :
div™ S(p) = —h(7(p), dp). (1.20)

Preuve. On remarque que
div™S(¢) = TrVS(y)

=D (Ve (5(9))(es)

et
1 m
S(p)(ei,ej) = 5; (de(er), dp(er))di; — h(de(e;), dp(e;)).
Par suite,
(di™S()(e;) = D Veal(S(p)(eiey)
i=1
1 m m
= 32 el hldeten). dple) )iy — 3 sl hdi(es), dp(e;)) )
i,k=1 =1
= —h(7(p),dple;)) = Y hldp(e;), VEdp(e;) — VE dio(es)
ij=1
= —h(7(p), de(e;)).
Dans la derniére égalité, on a utilisé la symétrie de la seconde forme fondamentale . |

A partir de ce théoréme, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.1
v Si p est harmonique, alors S(p) est conservatif (i.e, div™S(p) = 0).

v Sip est une submersion et si divMS(p) =0, alors ¢ est harmonique.

Un autre outil important dans ce chapitre en géométrie harmonique est le tenseur bi-

énergie impulsion.
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1.6 Le tenseur bi-énergie impulsion

Définition 1.6.1 Le tenseur bi-énergie impulsion Sy(p) € T(O?*T*M) d’une application
@ est définie par

So(e) = (Gl +divh(r(o).dg))g + 2s9m h(Vr(g).dg),  (121)

o

div (M(1(p),dp)) = —|7(p)]* = (dp, V¥T()).
Pour tout X, Y € T'(TM).

sym h(V7(e), do)(X,Y) = 2 {(Vxr(p), dp(¥)) + h(Tyr (o), dp(X)) ) }.

Théoréme 1.6.1 La relation entre Sy(p) et (@) est donnée par :

div™ Sy(¢) = —h(Ta(p), dyp). (1.22)
Donnons maintenant la démonstration du théoréme :

Preuve.
Supposons que Sy(p) s’écrit de la forme suivante :

Sy(p) =11 + T,
ouTy, T, e (T*M © T*M) sont deux champs de tenseurs définis par :
1
T(X,Y) = =57 (@)Fg(X,Y) = {dp, V() g(X,Y),
(X, Y) = h(de(X), Vy7(p) + h(de(Y), VxT(0))-

Comme Vé\f e; = 0 au point € M, on commenge par donner la divergence de T} au

point x

NE

(div™ Ty)(e;) = ei(Ti(ei, €5))

1

-
Il

\E

i~ 5lr()8; — (g, Vr(p))d),

1

.
Il
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ainsi

(div™ T1)(e;) = —h(VET(0),7(0)) — e;({dp, V¥7()))

= —h(VET(p),7(p)) — Z h(VZde(e:), VET(p))

m

= h(dg(es), VEVET(9)).

i=1

De méme pour 75 au point x € M, on obtient

(div™ Ty)(e;) = Z@(TQ(@,%))

On utilise que :

m(p) = _Ved(p)e) et VE()e) = VEd(p)(e)
VEVET(p) = VEVET(p) = RY(dp(es), do(es)) (),

ce qui permet de retrouver

m m

(div™ T)(ey) + (div™ To)(eg) = D hldp(es), VEVET(9)) = Y hldp(e:), VE VET(9))

i=1 i=1

+ 3" hdp(ey), VEVET(9))

=1

= —h(ra(p), dyp). L
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Du théoréme , on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.6.1
v’ Si @ est biharmonique, alors div™ Sy(p) = 0.

V' Si @ est une submersion et si divM Sy() = 0, alors ¢ est biharmonique.

1.7 Formule de monotonie des applications harmoniques
Théoréme 1.7.1 Si S(p)(X,-) une 1-forme sur M définie par :
(S()(X, ) (V) = S()(X,Y),
pour tout X,Y € I'(T'M), alors
div(S(#)(X, ) = divS(p) + S(9)(Ve, X, €0). (1.23)

Preuve. Rappelons que si w est une 1-forme différentielle sur M, alors

divMw = (Vew)e

= ¢ <w(ei)> —w(Veiei)

Posons w = S(¢)(X, ), on a donc :
aiv(SO)(X,)) = (VaSE@IX,))e
= (S()X,e)) = S(P)X, V) (1.24)
Or
div(5(9)(X) = (VeS(@)(X, )
— (S @) = SEIX, Vo) = S(9)(Ve X, er). (1.25)
Des équations et (1.25)), on obtient

div (S(#)(X, ) = divS(p) + S(9)(Ve, X, €0). _
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1.8 Théoréme de Liouville pour les applications harmo-
niques

Dans cette partie, nous montrons le théoreme de Liouville pour les applications har-

moniques.

Théoréme 1.8.1 Soit N une wvariété riemannienne de courbure sectionnelle négative

(Sect <0). Si¢: (R™ (,)rm) — N est une application harmonique telle que

1
E(p,Q) = 5/ |dp|*dz < co.

Alors ¢ est une application constante.

Preuve. pour la démonstration en utilisant la formule standard de Bochner pour I’ ap-

plication ¢

m

1 m m
SATdgl* = |Vdgl® + (dp, Vo7(0)) + D hldip(Ricci™"e:), dp(e:))
=1
- Z h(RN(dg0<6Z>, dgp(ej»d(p(ej)’ dgp(ez))u (126)
ij=1
ol
Vdol? = > h(Vdg(e;, e;), Vdp(ei ;)
ij=1

et

(dp, Ve () = > h(dp(e:), VET(9)).

=1

Puisque 7(¢) =0, Ricci®" =0, Sect? <0, alors 'équation (1.26) devient

1 m
F A ldel* = [Vdp]. (1.27)
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On sait que si f € C*(M), alors

AMFE = ei(el(f?))
= e(2e:(f)f)
= 2fAM [+ |grad™ f|?
donc
SAMF? = FAMF 4 [grad ]
Pour f = |dp|, on obtient
SAR"|dgl? = gl A% |dp] + |grad®”|dg|”

De ([1.27) et I'inégalite de Kato , on arrive a
|dp| AF" |dip| = [Vdip]* — [grad™” |de|[* = 0.
Ainsi, |dy| est une fonction sub-harmonique positive. C’est-a-dire :

ldp| >0, A¥"|dp| > 0.

On obtient
/ |dp|?de = 0o ou |dyp| = constante.
Puisque
Vol(R™) = oo
et
1 2

E(p) =5 | ldpl’dr < oo,
alors

|dp| = 0. |

1.9 Conclusion

Ce chapitre rassemble les éléments mathématiques de base utilisés dans la suite de
cette recherche qui permettent de définir la notion des applications harmoniques avec

potentiel décrite au chapitre suivant.



CHAPITRE 2

LES APPLICATIONS HARMONIQUES
AVEC POTENTIEL

Introduction

Dans ce chapitre, on définit la notion d’harmonicité dans la présence d’'un potentiel H
qui a été introduite par A.Fardoun et A.Ratto en 1996 (voir [I9] pour une introduction

au sujet et motivations).

On éxpose des résultats analogues a celle connues pour les applications harmoniques
en définissant les applications harmoniques avec potentiel H, en continuant d’utiliser les

notations et les définitions du premier chapitre.

2.1 Théorie générale

Convention : On commence ce chapitre par quelques définitions de base en utilisant

que H est une fonction de classe C'*° sur N.

Définition 2.1.1 On appelle énergie avec potentiel H d’une application o la fonctionnelle

définie de la maniere suivante :

En(p,Q) = /Q{e(cp) — H(p)}dvg.

33
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Définition 2.1.2 Une application ¢ est dite harmonique avec potentiel H si et seulement

si elle est un point critique de la fonctionnelle Ey i.e :

d
—F Q =0.
dt 1 (¢, Q) t=0 0

Le champ de tension avec potentiel de @ est définie par :

() = 7(9) + (grad™ H) o ¢,

ot 7(p) = TryVdy est le champ de tension de .

Remarque 2.1.1 De Uezpression de Ty (), il est clair que si le gradient du potentiel H

est nul, alors l'application p est harmonique et H est constante.

La théorie des applications harmoniques avec potentiel fait intervenir le calcul variationnel

pour obtenir des formules importantes qu’on va les donner ici :

2.1.1 Premiére variation de ’énergie Ey

Théoréme 2.1.1 Soit {p;} une variation de classe C™* de ¢ & support dans Q. Alors :

%EH(SOtaQ)’ = _/h(TH(@’U)dUg’

ot v(x) dénote le champ de vecteur de variation de {¢}

0 d
U([E) = &th(‘r)‘t:o = d¢<0’ E) (2.0) € Tcp(x)N

Preuve.

On considére que {(e;,0)(0, %)} est une base sur la variété produit M x (—e, ) ou {£}

est une base sur (—e, €). On remarque que le crochet de Lie

[(e,-,O)(o,%)} —O0Vi=1,....m.
On pose
do(e;, 0) = dp(e;).
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En effet,
L (e Q)’ - /zm:h<v¢ L. do(e:,0), dé(e; 0)) - gHogb‘ v
dt " i=o 0 O v ot t=0 7’
.0 N o
mais aH o ¢ = h(v, (grad™ H) o ¢), ce qui résulte que :
d B < s d N
ZBnlpn )| = /Q;h(v(%o)dqs(o, =) déle,0)) = h(v, (grad“H) o )| _ dv,
- / Z h(Vf,U, dgp(ei)> — h(v, (gradV H) o go) dvy.
=1 Z
Si w est une 1-forme différentielle & support dans €2, donnée par :
W(X) = h(v,dgp(X)), VX € T(TM).
Alors
divMw = (V,,w)(e;)
=¢; (w(ei)) — w(Velez>
= ei(h(v,de(e) = h(v,de(er))
= h(Vfiv, dgp(eﬁ) + h(v, T(gp))
et comme / divMw dvy = 0, on obtient
Q
iEH(gpt Q)) = —/ h(TH(go) v)dv : [
dt ’ t=0 Q ’ g

Le théoréme nous permet de reformuler la définition |[2.1.2]| dans un équivalent de

maniére dans le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.1 Une application ¢ est dite harmonique avec potentiel H si et seulement
si Tr(@) = 0.
Localement, on a :

( P10 0’

¥ »
TH(@) =g" - aiM y o

0 0
5 e\ _ 9 i Y1 9
o0ridri — Oxt Oxi Lagoy ork Y > oy cpth Oyt Oy oY
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Exemple 2.1.1 Soit ¢ : R™\ {0} — R™ \ {0} linversion définie par :
T

p(z) = W

Soit y = p(x) dans le codomaine. Alors ¢ est harmonique avec potentiel H donnée par
H=(m=2)|y|*, m>2.
* Par un simple calcul, on remarque que sim = 2, alors ¢ est une application harmonique.

Exemple 2.1.2 On considére la sphére S* et T? le tore de révolution. Alors lapplication
de Smith o, : T? — S? définie par :
(s, t) = (cos(2s),sin(2$)eik9>, se[0,7] et 6€]l0,2n]

k2 sin® 2s

5 +C, otk et C' sont des constantes arbitraires.

est harmonique avec potentiel H =

Maintenant, on considére I’exemple suivant d’une application harmonique avec potentiel

H tel que H vérifi ||grad” H||*> > 0 = R ot R dénote la courbure du codomaine :

Exemple 2.1.3

(a) Pour touti=1,...,m et j> 2, on définie l'application p; : R™ — R par :
0i(T1, . xm) = (1) + .+ ()2 (Tw)?
si j = 2 Uapplication ¢ est simplement o(z) = ||z|*.

(b) Pouri=1,...,m etj> 2, on définie l'application p; : R™ — R™ par :

(@1 T) = <($1)j,...,(xi)2,...,(xm)j>.

Propriété 2.1.1 Soient My et My deux variétés riemanniennes. St les deux applications
©1: My — N et gy : My — N sont harmoniques avec potentiels Hy (resp. Hs), alors
Uapplication ¢ : My X My — N est harmonique avec potentiel H = Hy + Hs.

Propriété 2.1.2 La composée de deux applications harmoniques avec potentiel n’est pas

en général une application harmonique avec potentiel.
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Contre-exemple

Soient ¢ et ¢ deux applications de classe (C*°) donnés par :
p:R—R
T — —e”,
et
Y :R— R
r+—x—e".
Si on considére la fonction réelle H définie par :

H:R—R
T — e’
alors :
() = 7(p)+grad“H
= —€e"+e"=0 (2.1)
et

ma(Y) = 7(¥)+grad"H
= —e"+e"=0. (2.2)

De et (2.2)), on conclut que les deux applications sont harmoniques par rapport au
potentiel H. Par contre
Yvop:R— R
T —e¥ —e

n’est pas harmonique avec potentiel H.

2.1.2 Seconde variation de I’énergie Ey

Théoréme 2.1.2 Soit ¢ une application harmonique avec potentiel, alors

a—QEH<§0(t,s)aﬂ> a0 Ah(Jﬁ(vl),vz)dvg,

0tds

ol
a@t,s
ot

aSOt,s
0s

v = Uy =

(t,5)=(0,0) (t,5)=(0,0)
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représentent les deux vecteurs de variations et Jj(vy) € T(¢ 'TN) est définie par :

Th(w1) = =Try(V#) vy = TrgRY (v1,dp)dp — (V) grad" H) o o, (2.3)

1

avec
2
® — VP ¥ I v
Try(V¥) v = VEVZu Vo, UL
"1

Preuve. Soit ¢ : M x (—¢,€) X (—€,e) — N, une variation avec deux paramétres telle

que ¢(x,t,s) = prs(z). On remarque que :

5x)= 2[5 2]

ot’ ds’ ot ds
Posons
0 d 0 d
E; = (e; 2 _ (0,2 g _ ).
7 (617070)7 825 (Oa dtv())v et 88 <0707 d8>
Alors
0? 0?
—F Q = —H )
Otds (1, ) (t,5)=(0,0) /Q@té?s <e(%’8) (%’5)>dvg
Si (t,s) = (0,0), on a
0? 1 0?
- = B E.
atase(gpt,s) Qatash<d¢( l)7d¢( l))
_ 9 ¢
= 0 (V% do(E), do(E))
= 1(V9 V% do(E,), do(E))
ot Is
+h<vg do(E;), V° d(;S(Ei)). (2.4)
ds ot

Pour le premier terme de 'égalité (2.4)), on a

h(V5, 9 do(E), ds(E)) = 1(V4 Vhdo(5-).do(En)

ot ds

Donc

W(V, V% do(B), do(E)) = h(VE V% do( ), do()

ot Js

(8 a0 ). ot ). o)
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On définit la 1-forme différentielle w sur M par :

o =n(73(2)],

,d¢(X)>, X € D(TM).

t=5=0

Alors

,dgb(E)) +h(v¢ d¢>( 8)

divMw = h(Vd) v dgb(@s) 95

()
Ainsi

h(V5 V4 do(E).do(E)) = h(RY (v dp(e)va dg(e))

_h<v¢ d¢(3s)

Pour le deuxiéme terme de ’égalité (2.4]), on a

(et Syso) = a{ 5200 2) 7 2)
- (o 2).Tro(2)

(16(55) 92 VR 0(5))
On définit la 1-forme différentielle n sur M par :

n(X) = h(vz,V§v1>, X e I(TM).

o T(go)) +divMw.  (2.5)

Alors
divMn = Z{ ( le))—h(UQ,V@ggeivl)}.

Ce qui nous donne
h(V% (), VY do(Ey)) = div™y — h(v2, VEVED) + h(02, VEy 1), (26)
Os ot €t

Rappelons maintenant que

0

—H
as (()Ot,s)

= h<v2, (grad™ H) o gp),
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Ceci implique que

“Nio=00) h<v(§%d¢<%> ’(gmdN>ow>

—|—h<(VfXgradNH) o, U1>. (2.7)

(t,8)=(0,0)

Enfin, d’aprés (2.4), (2.9)), (2.6), (2.8) et le théoréme de divergence, on a immédiatement :
82
Otos

(e(gpt,s) — H(¢t75)> = h<v2, —Trg(Vso)2 — TrgRN(Ul, dp)dp — (VmgmdNH) o gp)

— h(v%UQ,TH(SO)>.

En tenant compte que ¢ est harmonique avec potentiel H, alors

o Eu )| = [ (i)

ou J§(v1) est définie par 'équation ([2.3)). [

2.2 Les applications biharmonique avec potentiel

Définition 2.2.1 Une application ¢ est dite biharmonique avec potentiel si et seulemant

si elle est un point critique de la fonctionnelle bi-énergie avec potentiel définie par :

E2H 807 /|7'H ]dvg, i.e —EzH(SOtaQ)’ = 0.

t=0

Définition 2.2.2 Le champ bi-tension avec potentiel d’une application ¢ de classe C*
est définie par :
o1 (p) = T2(p) = J ((gde ) O@) - (Vf(eo) (gradH )) op— <v(gradH)ocp(gTa’dH ) Ow) :
ol
Jw((gradH) o go) = V¢V? ((gradH) o gp) — Vvé&gei ((gradH) o cp)
+RN <(gde) o, d(p(ei)>dg0(ei).
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2.2.1 Premiére variation de E» g

Théoréme 2.2.1 Si ¢, est une variation de classe C*° de ¢ a support dans €, alors

d
GPuen )] == [ (rente).v)du,
o doy S
ouUvV=— est le champ de variation a ¢;.
dt li=o0

Preuve. Soient ¢; une variation de classe C* de ¢ a support dans Q et v € I'(¢™'TN) le
champ de variation. Posons ¢ : M x (—¢,€) — N, Papplication définie par ¢(z,t) = ().
Alors

d

—F Q
dt 2 H(SOt, )

o /Qh(V?Oyddt)[Vdﬁb ((e5,0),dg(es,0)) + (gradV H) o gp],TH(cpt)>dvg t:£2,8)

On choisit B une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un point x € M

telle que Vi‘fej = (0 au point z, pour tous 7,7 € 1,...,m. Au point z, on a

VY, (e, 0) = V7, 4 do(0, %) car |(e:,0), (0, %)} 0,

Tdt

avec
d

¢ M ¢

Vi 4y d6(Vie0) = Viou,, 0)d¢<0, E)
D’ou
Vi0,4)Vdo((e:,0), (€1,0) = V4V, 0do(e:0) - Vod)d¢(vé‘fj0(;“)(ei,0))

d
_ RN<d¢( )d¢ e, 0 ) (61:0) + V{,,0) Vi 4 d(e1,0)
¢ M
V00,4720 0) = (Ve i 0).

Ainsi

d d
Vo.4,Vdo((e:,0), (e:,0)) = RN<d<z$<0,%),dgb(ei,o))d(b(ei,O)+Vf’ei’0)Vf’ei’0)d¢<O,%>

~Vioe,09(0 i) | (2.9)

dt
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D’autre part, on a
o N N N
h(V 4. (grad H)OQO,TH(QO)> h(V (g?"ad H), ) (2.10)
(Ovﬁ)

Il suit que

t=0

W(V2, 4 [VA6((e:,0), (e, 0) + (grad™ H) o o], () ) do,
h(RY (v, delen)delen) 7)) + h(VEVE 7))
_h<vae v, T (p )> + h(VTH(w (gradNH),U>. (2.11)

On définit la 1-forme différentielle w sur M & support dans €2 par :

w(X) = h(VXU TH(g0)>

Nous avons

e; (h(Vfl_U, TH((,O))> —h (végeﬁj’ TH(90)>

divMw =

M

w
Il
—

NE

h(VEVE m(0)) + h(VE0, VETa(p)) - h(nge v, 7u(¢))-(212)

=1

Des formules et , on obtient

m

> h(V4, o [Vdo((e 0). do(es,0)) + (grad™ H) o ¢, 7u(21) ) v,

t=0

m

+ Z h<RN(U> de(e;))dp(e:), TH((P)) + divMw

=1

—Zh(Vfiv,VfiTH(go))—l—h(VN (gmdNH) ) (2.13)

i=1
On définit la 1-forme différentielle n sur M a support dans €2 par :

n(X) = h(V§v.mu(e)).
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Donc

m

divMny = Zei<h(V§v,TH(g0)>)—h( VVM TH(SO))

=1

m

= Zh(V@U TH(p )—i—h(’U VEVE ) —h< VvMe TH(W))- (2.14)

Substituant (2.13)) dans (2.14)), on obtient

m

> h(Vh, 4 [Vdo((e:,0), do(e;, 0)) + (grad™ H) o o], (1) ) d,

i=1

= divMw — divMy

+ i { (RN ), dp(e;))do(e;), ) + h(RN(gradNH, do(e;))dp(e;), v>

=1

(0,92 VE7(9)) = h(0, Ve, mn(0) | + (T2, (grad  H), v). (2.15)

D’aprés les formules (2.8]) , (2.15)) et le théoréme de divergence, on conclut que :

d

EEQ H(cpt,Q)‘t:O = — /Q h<7—27H(§0),U)d'Ug. [ |

Corollaire 2.2.1 Une application ¢ est dite biharmonique avec potentiel si et
seulement si
To.m(p) = 0.

En particulier si ¢ est une application harmonique, alors ¢ est dite bitharmonique avec

potentiel H si est seulement si
Jo((grad™ H) o ) + (V (graamyop(grad” H)) o ¢ = 0.

Corollaire 2.2.2 L’application identité Idy - M — M est biharmonique avec potentiel

st et seulement si

1
gradAH + igrad (lgradH[?) + 2Ricci™ (gradH) = 0.
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Exemple 2.2.1 On considére Uapplication identité Id : R™\{0} — R™\{0}, m # 2.
Supposons que (H = H(r),r = |x|). D’aprés le corollaire , on déduit que 'applica-
tion identité est dite biharmoique avec potentiel si et seulement si la fonction H est une
solution de l’équation différentielle suivante :

m—1 m—1

H// _

"
H" + 5
r r

H +HH" =0. (2.16)
Si on prend B = H', I’équation s’écrit :

R VY (2.17)

a
On remarque que 5 = —(a € R*) est une solution particuliére de l’équation (2.17), alors
r

lapplication Id est bitharmonique avec potentiel si et seulement st a = 4 — 2m et dans ce

cas la fonction H est donnée par

H(r) =In(Cr*?™), C > 0.

2.3 Le tenseur énergie impulsion avec potentiel

Une autre notion importante pour les applications harmoniques avec potentiel a été

introduite par S.Yao, est donné par la définition suivante :

Définition 2.3.1 Le tenseur énergie impulsion avec potentiel est un champs de tenseur

de type (0,2) symétrique défini par :

Su(p)

(6(90) - H(@))g —*h
S(e) — H(p)g.

Pour tous X, Y € I'(T'M), on a

Sn(@)(X,Y) = (el¢) = H(p)) - 9(X,Y) = hldp(X), dp(Y).
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Lemme 2.3.1 Soit p une application harmonique avec potentiel H. Alors pour tout
X el(TM),

m

(div™Sp(9))(X) =D (Ve Sul@))(er, X)

=1

= —h(Tu(p),dp(X)).

Preuve. Rappelons que
div S(p) = —h(7 (), dip(X)).
Alors
(v Su(e) ) (X) = div™ S()(X) = div™ (H(p) - g) (X),
Depuis
div™ (H(¢)g) (X) = (Ve H(#)g) (s, X)
= Ve H(p) - gles, X)
= VxH(p)
= (Va0 H)()
— h((gradH)(¢), dp(X)).
on obtient que
(div S () ) (X) = =h(7() + (gradH)(p), dp(X))
= —h(7u(p), dp(X)). u
Corollaire 2.3.1 St ¢ est une application harmonique avec potentiel H, alors
v ¢ est vérifie la loi de conservation (i.e divMSy(p) =0).
v divM Sy () (X) = h(grad™ H(p), dp(X)).

Inversement, si ¢ est une submersion et divM Sy (@) = 0, alors ¢ est harmonique avec

potentiel .

Proposition 2.3.1 Soit T' un tenseur de type (0.2) symétrique. on a la formule intégrale

suvante :

/BQ T(X,n)dsy = /Q [h <T, %L}M) + (divT)(X)] dvy, (2.18)
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ou n est le vecteur unitaire normal a 0S). Si ¢ une application harmonique avec

potentiel, on a
(div™S(9))(X) = =h(r(p). de(X)) = h((grad" H)(p), dp(X) ) = h(grad(H o ¢), X ).
On applique la formule pour T = S(p), on trouve

/aQ S(p)(X,n)ds, = /Q [h(S(g@), %L;@) + h(grad(H o @),X)}dvg. (2.19)

Or divM Sg(p) = 0, Uégalité est équivalente a l’équation suivante :

/ag Su(@)(X, n)ds, = /Q h(SH(W)’ %LXQ) dv,. (2.20)

2.4 La formule de monotonie de Ey

Grace a la notion du tenseur énergie impulsion avec potentiel on obtient ce qu’on
appelle formules de monotonie et les théorémes de type Liouville pour les applications
harmoniques avec potentiel avec certaines conditions sur H.

e Soit f € C°°(M) une fonction strictement positive. On considére que M = (M™, f2go)
de pole A et r(X) = dy (X, &) la distance relative au pole Xj.

e Soit Br(Xp) = {X € M : r(X) < R}. On note par {\;}/, les valeurs propres de la
matrice Hess,, (r?) et ex(p) = e(p) — H(p).

- : 0 o
Conditions : Il est claire que v = f~'— est le vecteur unitaire externe au long de

or

0B(r) C M. Supposons que :

(f1) 01§§f > 0.

(f2) 1l existe une constante o > 0, telle que

m

(m — 2)ral(;)§f + %(Z)\Z — 2)\max> > 0.

=1




2.4 La formule de monotonie de Ey 47

Théoréme 2.4.1 Soit ¢ une application harmonique avec potentiel, ou H < 0 (ou
H|,my<o0). Si f satisfaite (f1) et (f2), alors

Joy, e €8V _ [, 112Dy

Py p3

pour tout 0 < p; < pa.

0 1
Preuve. En prenant Q = Bg(&p) et X = i §V0r2 dans ([2.20)), ou VY dénote la
r

dérivée covariante déterminée par la métrique gy. avec un calcul direct, on trouve :

1 of 1
“Lyg=rf2L ~£2L v qo.
5Lxg Tfargo+2f x90

Ainsi

of

n(Su(e) 3Lxg) = h(Sule)rfSra+ 5 Lxgo)

2
dlog f
or

=7

W(Su(0), 9) + 5 (Su(p), Hessy (). (221)

Comme H <0, alors e(p) < ey (p) et on a

h(SH(sO), g) =men(p) — 2e(p) = (m —2)en(p).

01

Avec I’hypothése ggf > 0, on aura

r

dlog f dlog f
h(S , >> —9 .

T, #(®),g) = (m=2)r—>=en(y)

Soit B une base orthonormée par rapport a gy et e, = Er On peut supposer que
r

2 ~ : > _ p-l,m ‘
Hessg,(r®) est une matrice diagonale. {€; = f~'e;}I”; est une base orthonormée par

rapport a g.
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f2h<SH(<p), Hessgo(rQ)) =

D’ou

Alors, on a

Pour le deuxiéme terme a gauche de I’équation (2.28)), on a

IMS

ler(©)g(€i,¢;) — ¢ h(E:, ¢;) Hessg, (r?) (s, €)

-

<
I
—

Su(p)(€i,e;)Hessy, (r*) (e, e;)

IMS

i,7=1
= Z eH(@)Hessgo (TQ)(eiv ej) - Z w*h(gia gj)Hessgo (TQ)(GZ" ej)
i,j=1 ,j=1
Z €H(Q0) Z )\’L - 26(90))‘maxa
ij=1
th(SH(gp), Hessgo(r2)> > ( Z Ai — 2/\mam>eH(go). (2.22)
ij=1
1 dlog f 1/
, 5LXg) > [(m — =t 4 ( ; A — 2)\max>} en(). (2.23)

-1

D’autre part, comme |Vr| = f~! on a

0
S v )ds, < / e r—,v)|ds
/@BR(XO)( n@)v)dsy < [ ent@lg(rgon)ds,

= R/ eH(SO)fdsg
B Rr(Xo)

d / er(p)
= R— ds, )dr
dR Br(Xo) < OBRr(Xo) V7| 9)

4
dR BR(XO)

= R en(p)du,. (2.24)
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Des formules ([2.20]), (2.23]) et (2.24)), on a

Rd‘; - (go)dng/BR(XO) ((m—2 alogf (Z/\ 2/\maz>>eH( )dv,. (2.25)

Par la condition f5, on obtient

d
R— en(p)dv, > 0/ en(p)du,. (2.26)
AR Jpg(x) B (o)
le
Ri fBR(XO) en(p)dug > 0.
dR Re

Ce qui nous donne

me (Xo) en(p)dvg < prZ(XO) en(p)dvg

o — o )

P1 P2

(2.27)

pour tout 0 < p; < po. |

Lemme 2.4.1 [2]] Soit M une variété riemannienne compléte de pole de Xy. On dénote
par K, la courbure radiale de M.
(i) Si—a?< K, <—8%>0 aveca > >0, alors

pcoth(pr)[g — dr ® dr] < Hess(r) < acoth(ar)[g — dr ® dr];

A B
(ii) SZ.—WSKTSWQ’UGC€>O, AZO etOﬁBSQe, alors
r € r €
A
1—-B/2 e’
#[g—dr@)dr]gfless(r)g [g dr @ dr];
2 2
(iii) S “1ie <K, < T, aveca >0 et b® € [0,1], alors

1+ v1—4b? 1+ +v1+4a?

5 [g — dr @ dr] < Hess(r) < 5 [g — dr & dr].

Lemme 2.4.2 Soit M une variété riemannienne complete de pole Xy. On dénote par K,

la courbure radiale de M.
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(i) i —a?<K,<—-82>0aveca>>0et(m—1)3—2a>0, alors

m

2
ZAZ_Q)\maxzz(m__a)a
i=1 B
A B
(ii) Si-mSKTSWGU€C€>O, A>06t0§B<2€, alors
m B "
Z)\i—Q)\mamZQ[1+(m—1)(l—2—>—2625];
€
i=1
2 2
(iif) Si—lj_TZ <K, < 2 avec a > 0 et b? € [0,1], alors

ixi — Dmar > 2[(m _qpyivim A ”;_4172 Vit 4a2]

i=1
Preuve. Si K, vérifie (i), alors du lemme [2.4.1] pour tout R > 0 sur B, (Xp) \ {Ao}

m

Z Ai — 2 e > 2 [1 + (m — 1)Br coth(fr) — 2ar coth(ar)}

=1

= 2 [1 + prcoth(pr) (m —-1- 2 coth(ar))]

B coth(Br)
AR : : oth(ar)
Gréce a la croissance de la fonction Srcoth(fr) — 1 quand r — 0 et ————= < 1, alors
coth(pr)
“ 2a0
YN D = 2[1+1- (m—l—gﬂ

=1

pour tout 0 < f < a. De la méme fagon, on utilise le lemme (2.4.1)) et I'inégalité ci-dessus

reste valable pour les cas (ii) et (iii) sur Bgr(Ap).
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Théoréme 2.4.2 Soit M une variété riemannienne compléte de pole Xy. Supposons que

la courbure radiale satisfait une des conditions suivantes :

(i) Si—a?<K,<-p*>0aveca>B>0ct(m—-1)3-2a>0.

ey o A B
(ll) SZ—WSKTSWCLU€CE>O, A>0, O§B<2€,
B A
(31f1—i—(m—1)<1—2—)—26Z > 0.
€
2 2
(iii) Si — avec a > 0, b* € [0, 1]

< -
1472~ "= 1412

et (m—1)(14++v1—4b%) —2v/1+ 4a? > 0.

Soit ¢ une application harmonique avec potentiel et H < 0 ou H|yn<o, alors

prl (Xo) en(p)dv < fBPQ (Xo) em(ip)dvg

P - I

, (2.28)

pour tout 0 < p; < po, ot A est donné par :

( 2x

m— 5 si K, satisfait (i)
B 4
A=< 1+ (m—1) (1 — 2—) —2e™, si K, satisfait (ii)
€
[ (m —1)(1+ V1 —4b) — 21+ 4a?, si K, satisfait (iii)

Preuve. On prends f = 1 dans ([2.25]), on obtient :

d 1/ &
R— en(p)dv 2/ —( E )\i—ZAmax)e p)dv,,
dR Br(Xo H< ) ! Br(Xo) 2 i=1 H( ) !

Du lemme |2.4.2], on a

RE/ en(p)dvg, > A/ en(p)duy,
Br(Xo) Br(Xo)
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d
ce qui implique que REEI}}((,O) > AEE (). Ainsi on obtient la formule de monotonie

suivante :
Ey(p) _ Ei ()
A S A
%) P2
pour tout 0 < p; < pa. |

2.5 Théoréme de Liouville
Comme application de la formule de monotonie, on a le théoréme suivant

Théoréme 2.5.1 Soit M une variété riemannienne compléte et noncompacte avec une
courbure de Ricci positive. Supposons que la variété N est de courbure sectionnelle néga-

tive. Si @ est une application harmonique avec potentiel H ou H est une fonction concave

1
et e(p) == §|d<p|2 < 00, alors ¢ doit étre constante.

Preuve. On suit le calcul dans [32], pp. 26] pour une application harmonique avec po-

tentiel, on a la formule de Bochner standard suivante :
Al = [VdpP +h(dp(Ric" (), dp(e)) — h(RY (dp(e), dp(e))dp(e), dp(ey))
—Hess H(dg,dp). (2.29)
On utilise le fait que H est une fonction concave et RV négative dans , alors
Ae(p) > [Vdg|*. (2.30)
On a l'inégalité de Cauchy-Shwartz, on retient
de(@)[? < 2¢()|[ Vel (2.31)
On fixe € > 0 un nombre positive et on calcule

Av/e(p) + €= Ac(p) 1 |Vdp? _  |Vdyl® (1_ e(p)

1
2\/e(p) +e  Alelp)+ 3~ 2/elp) + €
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ou on utilise ([2.30) et ([2.31]).

Soit 77 une fonction arblitraire sur M & support compact, on obtient alors

0 < /MnQ\/e(go)—FeA\/e(go)—l—edM

- —2/M77\/Wh<V77,V\/e(gp)+6>dM—/M772

2
e(p) + €| dM.

Maintenant, soient Xy un point de M et Bpg, Bor deux boules géodesiques centrée en AXj

de rayons R et 2R respectivement. On choisit une fonction de sectionnement

1, ZEGBR

n(x) =
0, € M\Bag

C
telque 0 <n <1, |Vnl < = pour une constante positive C'. Alors, on trouve

2
dz.

e(p) + €

2R

0 < —2/ v e(p) —i—eh(Vn,V\/e(gp) +e)d:c —/ n*
Bar B
Ainsi

_[BQR\BRHQ‘V\/WFM—/BR ‘V\/Wfdx.

On obtient donc
/ Ve(p)+e
Br

On note par B}, 'ensemble BY, := {z € Bgle(y)(z) = 0}, cela nous donne

[Ve(p)[? c?
YRR dre < = )
/B o) dr < . e(p)dz

2 Cz
dx < / (V2 (e(p) + €)dw < I (e(p) + €)dux.
Byr\Br

Bagr

/
R
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Maintenant, si R — oo et par I’hypothése que I’énergie est finie, on trouve

2
[ SRy
M\fe(p)=0} 4e(9)

alors e(yp) doit étre constante. Si e(¢) # 0, alors le volume de M soit fini. Or, le volume
d’une variété riemanienne compléte et noncompacte de courbure de Ricci positive est in-

fini. Alors e(yp) = 0, ce qui termine la preuve. |

2.6 Probléme de Dirichlet

Pour étudier le probléme de valeur limite constante de Dirichlet pour les applications

harmoniques avec potentiel, nous commencons par :

Définition 2.6.1 Soit Q@ C M un domaine borné. on dénote par OS2 le bord de ). Alors

0S) est appellé étoilé s’il existe un point intérieur Xy € Q tel que

h(%’ V) ’asz 20,

ot v est le vecteur unitaire normale extérieure a OS) et

est le champ de vecteurs
(97“;(0

0
unitaire tel que pour tout X € Q\{Xp} U 99, 5 est le vecteur unitaire tangent a la
T

Xo
unique géodésique joindre Xy a X et pointer loin de Xy. Il est évident que tout domaine

conveze est etoilé.

Théoréme 2.6.1 Soit ¢ une application harmonique avec potentiel H, et Q) un domaine
o

or

Si o= P € N, alors ¢ doit étre constante sur Q et grad” H(P) = 0.

étoilé tandis que le pole Xy € 2. Supposons que >0 sur Q) et f satisfaite fs.

: 9 .
Preuve. Soit X = e ol 7 = ry,. Du théoréme [ZZ1], on sait que

g(S(w), %Lxg> > oe(p), (2.32)
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oll o est une constante positive. Depuis ¢|gq = P, dp(n) = 0 pour tout vecteur tangent n
a df). Pour tout X € 012, on a

S(p) (r%,y> = r {e(ap)g(r%,y> — h(dgp(r%),dg@(u))]

_ _Tg<r%, y)e(gp) <0. (2.33)

D’aprés (2.19)), (2.32)) et (2.33)), on a

| eleriv, =

ce qui implique que p(Q) = P et grad” H(P) = 0.

2.7 Conclusion

La théorie des applications harmoniques avec potentiel entre les variétés riemanniennes
est vaste. En priciser, dans ce chapitre on a adopté les résultats des calculs variationnels,
les formules de monotonie et un type de problémes des équations aux dérivées partielles

avec une condition de Dirichlet.



ANNEXE A

GEOMETRIE CONFORME DES
APPLICATIONS HARMONIQUES

Introduction

Le but de ces annexes est de généraliser la notion d’harmonicité avec potentiel dans
certains cas particuliers, en commencant par les propriétés des applications harmoniques

en géométrie conforme, puis on va étudier les applications p-harmoniques avec potentiel.

Définition A.1 Une application ¢ est dite confome s’il existe une fonction
A M — R, de classe C™, telle que :

ho (dp(X), dip(Y)) = N3g(X, V),
pour tout X, Y € I'(TM). La fonction X est appelée dilatation de .

A.1 Géométrie conforme

En mathématiques, une application conforme est une fonction qui préserve les angles
localement. Une structure conforme sur une variété de classe C'™ peut définie également
comme une classe de métriques riemanniennes équivalentes en conformité.

Nous étudions les applications conformes entre les variétés équidimensionnelles
(c’ést-a -dire ¢ : (M"™, g) — (N™, h)).

26
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A.1.1 Les applications conforme-harmoniques

Proposition A.1.1 Soit ¢ une submersion conforme de dilatation X\, alors ¢ est harmo-

nique si et seulement si l’équation suivante est vérifie :
(2 —n)de(grad™ In \) = 0.
Preuve. Pour montrer cette proposition, il suffit de vérifier que

7(¢) = (2 — n)dp(grad™ In \). (A.1)

En effet :
Soit B une base orthonormée définie sur M dans un voisinage d’un point x € M telle

que Veiejw = 0 au point x, pour tous 4,j € {1,...,n}. Au point x, on a :

h(7(), dp(e;)) Zh V¢ dp(e;), do(e;))

= 3 {eu(teten detesy) = h{apte), Tzdete) }

Comme ¢ est conforme de dilatation A et VZdyp(e;) = V¢ dip(e;), alors

A7 (¢), dip(e;)) = Z {ei0) (glesse)) = h(dipler), Ve deler)) }

= Z {2)\2< e;(In )\)el,ej)) - %63' (h(dSP( i) d@(%))}

Or le gradient d’'une fonction f de classe C°°(M) défini par g(grad™ f,e;) = e;(f), alors
h(7(p),dp(e;)) = 2X2g(grad™ In X, e;) — nA%g(grad™ In A, ;)

=(2— n)h(dgp(gradM In \), dg@(q)). [

Remarque A.1.1 Dans ce cas, on déduit que le champ de tension avec potentiel est dé-

fini par :

() = (2 — n)dgp(gradM In\) + (gmdNH) o .
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Proposition A.1.2 Soit ¢ une application non constante, alors :

S(p) =0« dim M =2 et ¢ est conforme.

Preuve. Si S(p) =0 alors :
S(p) =0=e(p)g—¢"h=0
= ¢"h = e(p)g
= ¢*h = %!d90|29 = Xg.
On retient que ¢ est conforme. Ainsi
TrS(p) = S(p)(ei, )
= e(p)glei, e) — 2e(p)

— (m—2e(y)
D’oum = 2.
, ) m\? m—2\
Inversement, si p*h = A\*g , alors e(yp) = 5 et S(p) = (T)A qg. [ |

Remarque A.1.2 Une application ¢ est dite conforme si p*h = N\2g, ou A € C®(M),

dans le cas ou A\ est une constante non nulle alors  est dite une application homothétique.

Proposition A.1.3 Soit p une application harmonique est conforme. St m > 2 alors ¢

est homothétique.

Preuve. En effet, avec ces hypothéses on a :
—2 —2
0 = div™S(p) = de(V) - dev.
A.1.2 Les applications conforme-biharmoniques

Premiérement, nous calculons le tenseur bi-énergie impulsion pour une application

conforme ol on prouve que Sy(p) ne dépend que de la dilatation.
Théoréme A.1.1 Soit p une application conforme avec dilatation X\, alors nous avons

n —

2
5 |gmd1n)\|2+Aln)\)g—2len)\} (A.2)

Salp) = (2= m)x{ (
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et la trace de Sa(p) est donné par
TrySa(p) = —(2 — n)2)\2{2|g7’adln A+ Aln )\}. (A.3)

Pour prouver le théoréme. , nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme A.1.1 Soit ¢ une application conforme avec dilatation X\, puis pour toute fonc-
tion f € C®°(M) et pour tout X,Y € I'(T'M), nous avons

WV xdp(gradf),de(Y)) = N(X(InN)Y(f) =Y (InA)X(f))
+NVAf(X,Y) + XN2dIn A(gradf)g(X,Y).  (A.4)
Preuve du lemme. Soit f € C*°(M), pour tout X,Y € ['(T'M), nous avons
W(Vxdp(gradf),de(Y)) = X(Ng(gradf,Y)) — h(dp(gradf), Vxdp(Y))
= X(N)g(gradf,Y) + N2g(Vxgradf,Y) + N2g(gradf, VxY)
—h(dp(gradf), Vde(X,Y)) — h(de(gradf), dp(VxY))
= X(N)glgradf,Y) + N2g(Vxgradf,Y) + Ng(gradf, VxY)
—h(de(gradf), Vde(X,Y)) — Ng(gradf, VxY).

En notant par
g(ngTadf, Y) - Vdf<X’ Y))

alors nous obtenons

h(Vxdo(gradf),de(Y)) = 222X (In \)Y (f) + N*Vdf (X, Y) — h(dp(gradf), Vdp(X,Y)).
De méme, nous avons

h(Vydo(gradf), dp(X)) = 2X2Y (In \) X (f) + N2Vdf (X,Y) — h(dp(gradf), Vdp(X,Y)).
Ensuite, nous déduisons que

MV xdp(gradf),de(Y)) = h(de(X), Vydp(gradf))
222X (InA)Y (f) — Y(In \) X (f)). (A.5)
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Pour le terme h(dp(X), Vydp(gradf)), nous avons
W(Vyde(gradf), dp(X)) = h(Vdp(gradf,Y),dp(X)) + X*g(Vygradf, X)
= (Voraardp(V), dp(X)) = X2g (Vgras ¥, X )
+A\2g(Vygradf, X)
— gradf (Mg(X,)) = h(Vyrardp( X), dp(Y))
—X2g (vgmdfy, X) + N2g(Vygradf, X)

= 2X%dIn\(gradf)g(X,Y) — h(Vdp(X, gradf), dp(Y))
+M\2g(Vygradf, X).

Nous déduisons que

h(Vyde(gradf),dp(X)) = —h(Vxde(gradf),dp(Y)) +2X*Vdf (X,Y)
+2X%dIn A(gradf)g(X,Y). (A.6)

Enfin, si nous remplagons (A.6)) dans (A.5]), nous obtenons

W(Vxdp(gradf),de(Y)) = N (XY (f) - Y(InA)X(f))
+X2Vdf (X, Y) + AN2dIn A(gradf)g(X,Y).

Ceci compléte la preuve du lemme. |

Remarque A.1.3 Soit ¢ une application conforme avec dilatation A, alors si on consi-
dere f =1n A, L’équation donne
h(Vxdp(gradin X)), de(Y)) = N2(VdIn A\(X,Y) + |gradIn \?g(X,Y)).

Preuve du théoréme : Par définition, le tenseur bi-énergie impulsion est donné par :

$u(p) = (= SIr@) + A h(r(e), dg))g — 2symh(Vr(p) dg).  (AT)
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Comme
()" = (2= n)*N*|grdIn A
et
div™ (1 (), d(p)) =(2—-n) (2)\2|g7‘dln A2+ A n )\>,
on déduit
2
- %|T(<p)|2 Fdiv"h(r(p), do) = (2~ mN ("L 2 gradin A + Alx). (A8)

En calculant symh(V7(p),dy), pour tout X,Y € I'(T'M), nous avons

1

symh(V7(p), dp)(X.Y) = S(M(Vx7(p) dp(Y)) + h(VyT(p), dp(X)))

= 2 (T xdglgradin A, d(Y)) + A(Fx gradin ) dg(X)))

Par la remaque (A.1.3)), nous avons
h(V xdp(gradln \), dp(Y)) = A? <Vd InA(X,Y) + |gradIn A*g(X, Y))

et
h(Vydp(gradin \), de(X)) = A\ (len MX,Y) + |gradIin M\?g(X, Y))

puis
symh(V7(f),de)(X,Y) = (2 — n)\? (len MX,Y) + |gradIn \?g(X, Y)) (A.9)

Si nous substituons (A.8]) et (A.9)) dans (A.7)), nous concluons que

n—2

Sg(go):(2—n)/\2{< |gradln/\|2—i—Aln)\)g—Qlen)\}.
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Calculons maintenant la trace du tenseur bi-énergie implusion, nous avons

TrySa(p) = Sa(p)(eiei)

n —

2
= (2—71))\2( 5 \gradln)\\z—l—Aln)\)g(ei,ei)

—2(2 = n)A*Vd1In A(e;, e;)

n_
2

—2(2 —n)A\*(Aln )

2
= (2—- n)n)\2< lgradln A\|? + Aln )\)

= (2-— n))\Z{Qmmdln M2+ (n—2)Aln )\}.
Ensuite
Tr,Ss(y) = —(2 — n)2)\2{g|gradln)\|2 +A ln)\}. n
En calculant le Laplacien de la fonction A% et en utilisant

5 =Dyl 2
AXE = 2 <2|g7’adln/\| +Aln/\>,

nous obtenons immeédiatement le corollaire suivant :

Corollaire A.1.1 Soit ¢ : (M™,g) — (N™ h),(n # 2) une application conforme de
dilatation X. La trace de Sy() est nulle si et seulement si la fonction A2 est harmonique.
Le champ bi-tension de I'application conforme est donné par

Théoréme A.1.2 Soit ¢ une submersion conforme de dilatation X\, alors ¢ est biharmo-

nique si est seulement si I’équation suivante est vérifie :
—(2 - n)2V§mdM wade(grad™ In X) — 2(2 — n)de(Ricci™ grad™ In )
— (2 = n)dp(grad™(AMIn \) — 2(2 — n)(Vdp, VdIn \)) = 0,
ou
(Vde,VdIn\) = )~ Vdip(e;, e;)VdIn Ae;, ;)
ij=1

relativement & une base B sur M.
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Pour la démonstration de ce théoréme, on a besoin du lemme suivant :

Lemme A.1.2 Sip: (M™,g) — (N™ h) une application de classe C* et y: M — R

une fonction de classe C'*°, alors :
Try(V?) dp(grad™y) = V2 . 7(p) + 2dp(Ricci™ grad™y) + dgp(grad™ (AM))
— Tr,RN (dp(grad™~), dp)de + 2(Vdp, Vdvy).

Preuve. On définit une base orthonormée B sur M dans un voisinage d'un point z € M

telle que Vé‘fej = 0, pour tous ¢,j € {1,...,n}. Au point z, on a

(Vdp, Vdy) = ) Vdp(e;, e;)Vdy(e;, e))

ij=1

= Z Vdp(ei, e;)g VMgradM%e])

i,j=1

Alors

Tr,(V?)2de(grad™y) = ZV V¢ de(grad™y)

2,7=1

m

= Y Vide(e;, grady) + Y VEde(VY grady)

i=1 ij=1

= Y Vide(es, grad”y) + Y Vde(es, VY grady)

i=1 ij=1

+ Z do(VY VY grad™)

i=1

= > Vede(e;, grady) + (Vdyp, Vdy)

i=1
+dp(Try (VM) grad™y). (A.10)
Soit V2dy la troisiéme forme fondamentale définie par :

V2do(X,Y, Z) = V4Nde(Y, Z) — Vdp(VE4Y, Z) — Vde(Y, V4 Z). (A.11)
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Pour tous X,Y,Z € I'(T'M). On a
V(X Y, Z) = V2dp(Z,Y, X) + dp(RM(Z, X)Y) = RY(dp(2), dip(X))dip(Y). (A.12)

De la formule (A.12)) on obtient :

Z Vfingp(ei, gradM'y) = Z Vzdcp(ei, €, grade) + Z Vdy(e, Vé\fgradM'y)

i=1 =1 i=1

= 3 Vdo(grad™y,eie) + 3 Vdp(RM grady, e;)e;)
=1 =1

_ Z RY (dp(grad™~, de(e;))dp(e;)

i=1

+ Z Vdy(e;, Vé\fgmdM’y).

i=1
Ce qui résulte que

Z VI Vdp(e, grad™~) = V“;mdeT(go) + do(Ricci™ grad™ )

i=1
= —Tr,RN(dp(grady),dp)dyp + (Vdyp, Vdy). (A.13)
En remplacant la formule

Tr,(VM)grad™y = Ricci™ (grad™~) + grad™ (AM~),

et la formule dans 1) on déduit le lemme . |

Preuve du théoréme : Par définition, on a :
ma(p) = TrgRY(1(), dp)dyp — Try(V¥)*1 ().
D’aprés ’équation , on a
() = —(2—n)Tr,RY(dp(grad™ In\), dp)dp
—(2 = n)Tr,(V¥) dp(grad™ In \). (A.14)
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Du lemme , on obtient :

— (2= n)Try(V¥)’dp(grad” In ) = —(2=n)*V?

—2(2 — n)dp(Ricci™ grad™ In \)

—(2 = n)dyp(grad™ (AMIn \))

+(2 — n)Tr, RN (dp(grad™ In X, dp)dyp

—2(2 = n)(Vdyp,VdlIn \). (A.15)

En remplacant la formule 1' dans 1} le théoréme [[A.1.2]| découle. [ |



ANNEXE B

CAS DES APPLICATIONS
P-HARMONIQUES AVEC POTENTIEL

Définition B.1 Une application ¢ est dite p-harmonique avec potentiel si elle est un

point critique de la fonctionnelle p-énergie avec potentiel définie par :

Bypu(p.Q) = }9 / {ldel? — H(p)}dy,,

pour tout p > 2, c’est-a-dire
d
dt

En particulier, si p = 2 et le potentiel H est constant on retombe bien sur la notion des

Epnlpn Q)| _ =0,

applications harmoniques usuelles.

Premiére variation de E, i

D’une maniére similaire aux applications harmoniques, on peut dériver la premiére

variation des applications p-harmoniques avec potentiel comme suit :

d
dt

t=0

EnH(cpt,Q)‘ = —Lh(Tp,H(go),v)dvg, (B.1)

ot T, u(p) = 7,(¢) + (grad¥H) o ¢ et 7,(p) = —V(|dp|[P~2dyp). La formule de premiére

variation nous donne la condition nécéssaire et suffisante pour qu’une application ¢ soit

66



67

p-harmonique avec potentiel, donnée par 'équation : 7, y(¢) = 0.
Seconde variation de F, g
. .. . . 1
Soit ¢ une application p-harmonique avec potentiel. On note par e,(p) = —|dp|? la
p

p-énergie densité de ¢ et E,(p, ) = / ep(p)dv,. Si{¢rs} une variation de ¢ & support
Q

dans €, et

B‘Pt,s

O,
V1= 5 -

Js

) Uy =
(t,s)=(0,0) (t,s)=(0,0)

dénotent les deux vecteurs de variations et ¢(z,s,t) = ¢ s(z), alors

0L, (p1,) R
905 imeeo (p—Q)/QWSO’ ;h<V6ivz,dgo(ei)>h<vejvl,dgp(ej)>

+ / h(VU2v1,V(|dgo|p_2dgo)>dvg—|— / \dgp]p_Qh(VUl,va)dvg
Q Q

+/Q |d30|p*2h(RN(d90<€i>,U2)U1, dgo(ei))dvg. (B.2)

D’autre part, on a

0°H o Ot s
otos

h(VW gradH, vl) + h(gde, Vv21)1>

t=s5=0

= Hess H(vg,v1) + h(V(|dgp|p_2dg0),Vv2U1>. (B.3)

e (B.2) et (B.3]), on obtient

O*Ep 1 (prs)
Otos

— (p—2)/Q]dgp|p4ih(VeiUQ,dgo(ei))h<vejvl,dgp(ej))dvg

t=s=0

- / HessH (vg,v1)dvg + /]d<,0|p 22h< i), U2)dp(e;), vl)dvg
Q

— /|dg0|p 2z:h<RN dp(e;), va)dp(e;), v /|dgo|p 2h<VU1,Vv2>dvg

i=1
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B.1 Tenseur p-énergie impulsion
Proposition B.1.1 On définit le teneur p-énergie impulsion par :
Sp(p) = ()9 — |dp|P %" h.

Pour tout X € I'(TM), on a

div$y(¢) = ~h(m(¢), dp(X) ). (B.4)

Preuve. Soit X € I'(T'M), alors
div" Sp(9)(X) = (Ve Sp())(ei X)

_ v, (;h<d (e), dioe;))”

P

gles ) = (el 2dpter). do(x)) )
—ep()g (€1, VX ) + |l h (dp(er), dpV..X ).
Par suite
div" S,(p)(X) = {ldel"*h(Vedi(e;). dioley) ) glei X) + e,(¢)gles Ve, X)

~h (Tl 2dg(e)), dip(X) ) = [dgl"2h(dip(e:), Ve, dp(X) ) }

—ep(@)g(ei, Vo X) + [deP*h(dipler). dp (V.. X) ).
Ainsi
div"'Sy(p)(X) = ldpl"*h((Vedp)es. die) ) gler, X)
—~h((Ve,|del 2 dg)e;, dio(X)) = h(|de*dp(es), (V.,dio)X)

—h(\dgo\p 2dp(es), dp(Ve, X) ) + |dplP 2h<dgp(el) dp(V, X))
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Finalement, on trouve

div™Sy(P)(X) = |del"2h((Vxdp)es, dples)) = h((V,

dol"2dp)e;, dip(X)
—ldel"2h (deler), (V.. o) X)

= —h (7). dp(X)). .

Corollaire B.1.1 Une application ¢ est dite p-harmonique si est seulement si
divM S, (p) = 0.

B.2 Théoréme de Liouville pour les applications
p-harmoniques avec potentiel

Théoréme B.2.1 Soit M une variété riemannienne compléte, simplement connexe de
courbure sectionnelle Sec™ négative. On dénote par Br(Xy) la boule géodésique de rayon

R et de centre Xy. Si Uappication ¢ : Br(Xy) — N est p-harmoniques avec potentiel, tel

que Oy ) = Q ot Q € N satisfait H(Q) = maxy,enH (y). alors ¢ est constante sur

r(X0)

BR(X()).

Pour simplifier la démonstration du théoréme , on rappelle ces deux lemmes :

Lemme B.2.1 Soient 0X2 le bord de ) et n le vecteur unitaire normale 0S2. Alors pour

tout X € T'(TM) de support compact, on a
| atoromdn, = [ jdep (a0, do()
o0 o0

—l—/Q (di’USp((p)> (X)+/£2<Sp(go)’VX>dUg’ (B.5)

ot VX (V,W) = (VxV,W).
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Preuve. Par un calcul standard, on obtient les inégalités suivantes :
diUM(ep(SO)X) = Vxep(p) + ep(0)(Ve, X, €),

Vixe(¢) = div™ (|delr—2h (dp(X), doler) ) ;) —h (), dp(X) ) ~ldpl 2V X, o).

Alors, on a
div™ (ey(i2) X) = div™ (|dglP2h (dip(X), dio(es) ) e: ) ~h (7 (), dip(X) ) +(VSy(i0), VX)),
On utilise la formule de Green et I’égalité (B.4)), on obtient I’équation (B.5)). [ |

Lemme B.2.2 Avec les mémes hypothéses sur M dans le théoréme . On prend

0
X = 7’8—. Alors il existe une constante § positive tel que
r

(Sp(), VX) = dey (). (B.6)

Preuve. Par définition de S,(y), un calcul direct nous donne

d@(%) ‘2 + Thjkh<d90(€i)7 d@(ek)> }

(Sp(0), VX) = ep(@)[l‘i"f’hij]—]dgo\p*z{
o) (WZ% p)
+- |d90|p 22|dgp (e:)] ( +Zhﬂ rh”>

=1 J#i

= (I)+ (1), (B.7)

= —IdsOI” ’

e i) (1 r =)

1 m
11 =l S ldee)l? (14 3 hyy = (p = D).
j=1

J#i
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Maintenant, On veut estimer (/) et (/1) séparément. Premiérement, pour m > p et

1
pE 2,4+, z € B.(Xp)eti=1,...,m—1,0onah; > —.
T

Ce qui nous donne

Iz " lagh-?ag (5] (B3)

On note par A; les valeurs propres de l'opérateur de Ricci et on pose que A; > Z Ajs

J#i
pour tout 1 < <m — 1, alors
y L .
Ai > ;)\j > ;p—] T Cela implique que ;h” — hjj > 0.
Ce qu’il suit
1 m—1
17> ];!dSOIH > ldp(ed) . (B.9)

i=1

En substituant (B.8) et dans (B.7), on aura le résultat. [

Preuve du théoréme : Comme ¢ est p-harmonique avec potentiel et d’aprés
(B4) et 7,1(p) = 7p(¢) + (grad" H) o ¢, on a
divM S, (p) = h(gradNH) o, dgo).

On pose Q = Br(X), X = Ra2 et n = 82’ alors I’équation (B.5|) devient
r r
R ep(p)dr = R

0
1 (5,)
dBR(Xo) dBR(Xo) or

oH
+/ r wdr+/ (S,(¢), VX)dr. (B.10)
Br(Xo) or OBR(Xo)

2

Or ¢ est constante sur dBr(AXp), on utilise et (B.10)), on aura

H
/ 7"a Og0+(5/ ep(p) < 0. (B.11)
Br(xo) O Br(Xo)
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1
Ainsi, comme K, <0,ona Ar > —.
r
0) 1
D’autre part, on a Ar = 8Jg;, ) 700)° ou J(r,8)dfdr est I'élément volume de Br(Xp)
en coordonnées polaires. on déduit
0
5(7‘J(T, 0)) > 2J(r,0) > 0,

ce qui donne cette inégalité

/0 rWJ(r,e)dr - RJ(r,e)H(Q)—/O Hoso(e,r)%(ﬂ(rﬁ))dr

v

RJ(r,0H(Q) — H(Q)/O %(T’J(T, 0))dr = 0.

Ensuite, on retient

R
/ poLoy :/ (/ MELL T 0)dr)do. (B.12)
Ba(Xo)  OF oBr(xy) NJo - OF

D’aprés (B.11)) et (B.12), on conclut que e,(p) = 0 sur Br(X}) alors ¢ est constante. B

Conclusion

A partir de ces annexes, deux problémes restent sans résolution qu’on a pas les étudier :
(i) Les applications conformes biharmoniques avec potentiel.

(ii) Que se passe t-il si p = f avec f une fonction de classe C* sur la variété de départ

pour les applicatins harmoniques avec potentiel ?
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Conclusion

Le but de ce mémoire est de trouver les éléments communs et défférents entre les ap-
plications harmoniques et les applications harmoniques avec potentiel. Cette comparaison
entre les deux notions est faite par les deux premiers chapitres, en particulier on a pas
définir la notion du tenseur bi-énergie impulsion avec potentiel qui joue un réle trés utile

en mathématique physique.

Le point le plus important dans ce travail est I’énoncé du théoréme de Liouville qui
nous permet de savoir la variation d’une application harmonique (resp. harmonique avec
potentiel) sans connaitre 1’éxpression de cette application en imposant des conditions sur

les variétés initiales, ce qui est le plus maximum de résultat qu’on peut la trouver.
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