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Abstract
The purpose of this research is to discuss some properties of harmonic maps with

potential. This includes the variationnels problems, where we introduce the notion of bi-
harmonic maps with potential. Then we will use the stress-energy tensor to obtain the
monotonicity formulas and Liouville theorems under some conditions on the potential H,
to investigate the constant Dirichlet boundary value problem.

Keywords :harmonic maps with potential, stress energy tensor, monotoni-
city formulas, Dirichlet problem.

Résumé
Le but de ce recherche est de discuter de certaines propriétés des applications har-

moniques avec potentiel. Cela inclut les problèmes variationnels, où nous introduisons la
notion des applications biharmoniques avec potentiel. Ensuite, nous utiliserons le tenseur
énergie impulsion pour obtenir les formules de monotonie et les théorèmes de Liouville
avec certaines conditions sur le potentiel H, pour étudier le problème de Dirichlet.

Mots-clés :les applications harmoniques avec potentiel, tenseur énergie im-
pulsion, formule de monotonie, problème de Dirichlet.
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� Introduction �

L es applications harmoniques sont des solutions à un problème variationnel géomé-
trique naturel. Cette notion est née de notions essentielles en géométrie différentielle,

comme les géodésiques, les surfaces minimales et les fonctions harmoniques. Ils ont intro-
duis par Eells et Sampson en 1964 dans [17].

Dans la même veine, en 1965 J. Eells et L. Lemaire ont étendu la notion des appli-
cations harmoniques aux applications biharmoniques dans [18] qui sont par définition les
points critiques de la fonctionnelle associée à ϕ

E2(ϕ,Ω) =

∫
Ω

|τ(ϕ)|2dvg

où τ(ϕ) est appelé le champ de tension de l’application ϕ.

Dans un contexte différent, A.Fardoun et A.Ratto ont introduit une nouvelle notion
d’harmonicité en 1996, c’est les applications hamoniques avec potentiel entre les variétés
riemanniennes. Cette notion est une généralisation naturelle des applications harmoniques
usuelles qui avait son propre fond mathématique et physique, par exemple l’équation
Landau-Lifshitz statique. Ils ont découvert certains propriétés très différentes de celles
des applications harmoniques ordinaires en raison de la présence du potentiel. Ils ont
étudié le problème de Dirichlet et a également obtenu un résultat de type Liouville où la
variété M à un domaine compact.

Notre objective dans ce travail est d’étudier les propriétés géométriques des applica-
tions harmoniques et biharmoniques avec potentiel correspondant aux points critiques des
fonctionnelles associées à ϕ

EH(ϕ,Ω) =
1

2

∫
Ω

{|dϕ|2 −H(ϕ)}dvg,

resp.

E2,H(ϕ,Ω) =
1

2

∫
Ω

|τH(ϕ)|2dvg,

où H : N → R est une fonction de classe C∞.
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Ce travail se compose de deux chapitres et deux annexes.

Le premier chapitre consiste à rappeler les principaux résultats des applications har-
moniques et biharmoniques entre deux variétés riemanniennes. Aprés faire les calculs
variationnelles on arrive à une cractérisation des applications harmoniques et biharmo-
niques donnée par l’équation d’Euler Lagrange qui nous permet de construires quelques
exemples dans les deux cas.

Le deuxième chapitre est consacré à l’étude des applications harmoniques par rapport
à un potentiel en deux parties.

Première partie : Dans cette partie l’étude sera du même principe utilisé dans le pre-
mier chapitre, en présentant quelques exemples et propriétés des applications harmoniques
avec potentiel, puis on introduit les applications biharmoniques avec potentiel.

Deuxième partie : On commençe par définir le tenseur énergie impulsion avec poten-
tiel, pour donner quelques formules de monotonie afin d’étudier le problème de Dirichlet
pour les applications harmoniques avec potentiel.

Finalement, ce travail se termine par ces deux annexes :

Le premier annexe : Dans cet annexe, on va étudier la géométrie des applications
harmoniques dans le cas conforme et on va trouver une autre caractérisation des applica-
tions harmoniques avec potentiel.

Le deuxième annexe : Dans cette section on va étudier les applications p-harmoniques
avec potentiel, en définissant la première et la deuxième variation et le théorème de Liou-
ville dans ce cas.
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J Notation I

Le tableau suivant rassemble les notations importantes utilisées dans ce mémoire.

M = (Mm, g) Une variété riemannienne de dimension m.
N = (Nn, h) Une variété riemannienne de dimension n.
ϕ : M → N Une application de classe C∞.

Ω Un domaine compact sur M.
B = {ei}1≤i≤m Une base orthonormée sur M.

X, Y Deux champs de vecteurs sur M.
V,W Deux champs de vecteurs appartenant à Γ(ϕ−1TN).

Ṽ , W̃ , X̃ Les champs de vecteurs sur N, où Ṽ ◦ ϕ = V et W̃ ◦ ϕ = W .
∇M ,∇N Deux connexions sur les variétés riemanniennes M,N.
∇ϕ Une connexion de Pull-back sur le fibré tangent inverse ϕ−1TN,

∇ϕ : Γ(TM)× Γ(ϕ−1TN)→ Γ(ϕ−1TN),
∇ϕ
XV = ∇N

X Ṽ .
RN La courbure sur ∇N qui est la connexion sur la variété N,

RN(X, Y ) = ∇N
X∇N

Y −∇N
Y ∇N

X −∇N
[X,Y ].

MΓkij, NΓkij Les symboles de christoffel sur les variétésM respectivement N,
MΓkij =

1

2

m∑
i=1

gkl
(∂gjl
∂xi

+
∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xl

)
.

SectM La courbure sectionnelle définie pour tout X, Y par :

SectM(X, Y ) = g(RM(X, Y )Y,X).

RicciM Le tenseur de Ricci défini pour tout champ de vecteur X par :

RicciMX =
m∑
i=1

RM(X, ei)ei.

HessM La hessienne d’une fonction f ∈ C∞, telle que :

(HessMf)(X, Y ) = g(∇M
X grad

Mf, Y ).

T rg La trace par rapport à la métrique g.



CHAPITRE 1

GÉOMÉTRIE DES APPLICATIONS
HARMONIQUES & BIHARMONIQUES

Introduction

Ce chapitre a pour but de rappeller les principaux résultats en géométrie harmonique
qui conserne : les applications harmoniques, les applications biharmoniques, les tenseurs
énergie impulsion et bi-énergie impulsion.

1.1 Préliminaires

Dans cette section, on va énoncer quelques définitions élémentaires, qu’on aura besoin
au long de tout ce travail.

Définition 1.1.1 La seconde forme fondamentale de l’application ϕ est la dérivée cova-
riante de la 1-forme vectorielle dϕ, pour tout X, Y ∈ Γ(TM) et α, β ∈ C∞(M), on a :

∇dϕ(X, Y ) = ∇ϕ
Xdϕ(Y )− dϕ(∇M

X Y ).

Cette forme est C∞(M)-bilinéaire symétrique, c’est-à-dire :

(∇dϕ)(α.X, β.Y ) = αβ(∇dϕ)(X, Y ),

∇dϕ(X, Y ) = ∇dϕ(Y,X).

9
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Proposition 1.1.1 Si ∇N est une connexion linéaire compatible avec la métrique h sur

N , alors la connexion linéaire ∇ϕ est compatible avec la métrique hϕ sur ϕ−1TN.

X(hϕ(V,W )) = hϕ(∇ϕ
XV,W ) + hϕ(V,∇ϕ

XW ).

Démonstration. Tout d’abord rappelons que si Ṽ ◦ ϕ = V et W̃ ◦ ϕ = W , alors

X(hϕ(V,W )) = X(h(Ṽ , W̃ ) ◦ ϕ)

= X̃(h(Ṽ , W̃ )) ◦ ϕ.

Comme dϕ(X) = X̃ ◦ ϕ, on déduit

X(hϕ(V,W )) = h((∇N
X̃
Ṽ , W̃ )) ◦ ϕ+ h((Ṽ ,∇N

X̃
W̃ )) ◦ ϕ,

= h((∇ϕ
XV,W )) ◦ ϕ+ h((V,∇ϕ

XW )) ◦ ϕ.
Ce qui permet de conclure. �

Proposition 1.1.2 Soit ∇N une connexion sans torsion sur N , alors
∇ϕ
Xdϕ(Y ) = ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ]),

pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

Démonstration. Supposons que X et V (resp. Y et W ) sont ϕ-conjugués :
i.e

dϕ(X) = V ◦ ϕ et dϕ(Y ) = W ◦ ϕ,
alors

∇ϕ
Xdϕ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ ϕ
et

[V,W ] ◦ ϕ = dϕ ◦ [X, Y ],

or ∇N est une connexion sans torsion, il suit que

∇N
VW = ∇N

WV + [V,W ],

d’où
∇ϕ
Xdϕ(Y ) = (∇N

VW ) ◦ ϕ,
= (∇N

WV + [V,W ]) ◦ ϕ,
= ∇ϕ

Y dϕ(X) + dϕ([X, Y ]).
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Théorème 1.1.1 (Théorème de divergence [2] et [15]).
Soit ω une 1-forme définie sur un voisinage inclu dans Ω. Alors∫

Ω

(divω)dvM =

∫
∂Ω

ω(n)dv∂Ω et
∫

Ω

(divX)dvM =

∫
∂Ω

g(X,n)dv∂Ω,

où ∂Ω est le bord de Ω et n = n(x) est le vecteur unitaire normal à ∂Ω.

dvM (ou dvg) est la forme volume sur M , définie localement dans un repère par :

dvg =
√

det g dx1 ∧ . . . ∧ dxm.

Corollaire 1.1.1 Pour tout ω une 1-forme à support compact dans Ω, on a∫
Ω

(divω)dvM = 0 et
∫

Ω

(divX)dvM = 0.

1.2 Les applications harmoniques

Définition 1.2.1 La densité de ϕ est la donnée d’une fonction de classe C∞ définie pour
tout x ∈M par :

e(ϕ) : M → [0,+∞[

x 7→ 1

2
|dxϕ|2,

où |dxϕ| est la norme de Hilbert-Shmidt de la différentielle dxϕ de ϕ au point x, donnée
par :

|dxϕ|2 = Trgϕ
∗h

=
m∑
i=1

h(dxϕ(ei), dxϕ(ei)).

Si les variétésM et N sont munis respectivement des coordonnées {xi}1≤i≤m et {yα}1≤α≤n,

au voisinage des points x ∈M et ϕ(x) ∈ N , alors :

|dxϕ|2 = gijx
∂ϕα

∂xi

∣∣∣
x

∂ϕβ

∂xj

∣∣∣
x
hαβ(ϕ(x)).

L’énergie de ϕ sur Ω est définie de la manière suivante :

E(ϕ,Ω) =

∫
Ω

e(ϕ)dvg =
1

2

∫
Ω

|dϕ|2dvg.
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Définition 1.2.2 Pour tout domaine Ω, une variation est une application de classe C∞

φ : M × (−ε, ε)→ N, ε > 0

(x, t) 7→ ϕt(x),

où (ϕt)t∈(−ε,ε) ∈ C∞(M,N) est une famille d’applications.

Définition 1.2.3 (Application harmonique)

Une application ϕ est dite harmonique si et seulement si c’est un point critique de la
fonctionnelle énergie, i.e :

d

dt
E(ϕt,M)

∣∣∣
t=0

= 0,

{ϕt} étant une variation (de classe C∞) de ϕ à support dans Ω.

Abordons désormais les deux points importants de ce chapitre, l’énoncé et la démonstra-
tion de la première et la deuxième variation de l’énergie.

1.2.1 Première variation de l’énergie

Afin de donner la formule de la première variation de la fonctionnelle énergie il faut
d’abord définir la notion du champ de tension.

Définition 1.2.4 La section τ(ϕ) ∈ Γ(ϕ−1TN) définie par

τ(ϕ) = Trg∇dϕ =
m∑
i=1

{∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)}, (1.1)

est appelé le champ de tension de l’application ϕ.

Théorème 1.2.1 Soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans Ω. Alors :

d

dt
E(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= −
∫
h(υ, τ(ϕ))dvg,

où υ(x) dénote le champ de vecteurs de variation de {ϕt},

υ(x) =
∂

∂t
ϕt(x)

∣∣∣
t=0

= dφ(0,
d

dt
)(x,0) ∈ Tϕ(x)N.
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Preuve. Pour illustrer le théorème 1.2.1 , on considère que {(ei, 0)(0, d
dt

)} est une base

sur la variété produit M × (−ε, ε) où { d
dt
} est une base sur (−ε, ε). On remarque que le

crochet de Lie [(
ei, 0

)(
0,
d

dt

)]
= 0, ∀i = 1, . . . ,m.

On pose
dφ(ei, 0) = dϕ(ei).

En effet,
dφ(ei, 0) : M × (−ε, ε)→ TN,

dφ(ei, 0)(x,0) = dxφ0(ei|x) + d0φx(0)
= dxφ0(ei|x)
= dxϕ(ei|x)

et
dφ(0, d

dt
)(x,0) = dxφ0(0|x) + d0φx(

d
dt
|t=0)

= dφx(
d
dt

)|t=0

= υ(x),

avec φ0(x) = φ(x, 0) et φx(t) = φ(x, t), on a

d

dt
E(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

=
1

2

d

dt

∫
Ω

h(dϕt(ei), dϕt(ei))dvg

∣∣∣
t=0

=
1

2

d

dt

∫
Ω

h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))dvg

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
Ω

∂

∂t
h(dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))

∣∣∣
t=0
dvg.

D’aprés la proposition 1.1.1 et la symétrie de la métrique h, on trouve

d

dt
E(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

h(∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0))

∣∣∣
t=0
dvg, (1.2)
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Grâce à la proposition 1.1.2 , nous arrivons à

d

dt
E(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

h(∇φ
(ei,0)dφ(0,

d

dt
), dφ(ei, 0))

∣∣∣
t=0
dvg

=

∫
Ω

h(∇N
(dϕ(ei))

υ, dϕ(ei))dvg

=

∫
Ω

h(∇ϕ
ei
υ, dϕ(ei))dvg.

Maintenant, soit ω la 1-forme différentielle à support dans Ω, définie par :

ω(X) = h(υ, dϕ(X)), X ∈ Γ(TM).

On a
divMω = (∇eiω)(ei)

= ei(ω(ei))− ω(∇eiei)

= ei(h(υ, dϕ(ei))− h(υ, dϕ, (∇eiei))

= h(∇ϕ
ei
υ, dϕ(ei)) + h(υ, τ(ϕ)),

et comme
∫

Ω

divMωdvg = 0, on obtient

d

dt
E(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= −
∫
h(v, τ(ϕ))dvg. �

Le théorème 1.2.1 nous donne le résultat suivant :

Corollaire 1.2.1 Une application ϕ est dite harmonique si et seulement si τ(ϕ) = 0.

En coordonnées locales, on a :

τ(ϕ) = gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ ϕ−

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

) ∂

∂yγ
◦ ϕ.

1.2.2 Seconde variation de l’énergie

Théorème 1.2.2 Soit ϕ une application harmonique. Si {ϕt,s} une variation de ϕ à

support dans Ω, alors
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∂2

∂t∂s
E(ϕt,s,Ω)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=

∫
Ω

h(− TrgRN(υ1, dϕ)dϕ− Trg(∇ϕ)2υ1, υ2)dvg,

où

υ1 =
∂ϕt,s
∂t

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, υ2 =
∂ϕt,s
∂s

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

dénotent les deux vecteurs de variations.

Preuve. Posons
φ : (x, t, s) ∈M × (−ε, ε)× (−ε, ε)→ ϕt,s(x) ∈ N,

Ei = (ei, 0, 0),
∂

∂t
=
(

0,
d

dt
, 0
)
et

∂

∂s
=
(

0, 0,
d

ds

)
.

On a

∂2

∂t∂s
E(ϕ(t,s); Ω)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=
1

2

∫
Ω

m∑
i=1

∂2

∂t∂s
h(dφ(Ei), dφ(Ei))dvg

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

. (1.3)

1

2

∂2

∂t∂s
h(dφ(Ei), dφ(Ei)) =

∂

∂t
h(∇φ

∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei))

= h(∇φ
∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei))

+h(∇φ
∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)). (1.4)

Pour le premier terme de l’égalité (1.4), on a

h(∇φ
∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)) = h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
Ei
dφ
( ∂
∂s

)
, dφ(Ei)

)
= h

(
RN(dφ

( ∂
∂t

)
, dφ(Ei))dφ

( ∂
∂s

)
, dφ(Ei)

)
+h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)
, dφ(Ei)

)
+h
(
∇φ

[ ∂
∂t
,Ei]
dφ
( ∂
∂s

)
, dφ(Ei)

)
. (1.5)

Soit ω la 1-forme différentielle à support dans Ω définie sur M par :

ω(X) = h
(
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(X)
)
, X ∈ Γ(TM).
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Par définition de la divergence, on trouve

divMω =
m∑
i=1

{
ei(ω(ei))− ω(∇M

ei
ei)
}

=
m∑
i=1

{
ei

(
h
(
∇ ∂

∂t
dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
))

−h
(
∇ ∂

∂t
dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(∇M
ei
ei)
)}
.

De plus

divMω =
m∑
i=1

{
h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
)

+h
(
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
(t,s)=(0,0)

,∇ϕ
ei
dϕ(ei)

)
−h
(
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(∇M
ei
ei)
)}
.

Comme τ(ϕ) =
m∑
i=1

{
∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)
}
, alors

divMω =
m∑
i=1

{
h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
)

+h
(
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, τ(ϕ)
)
.

Or ϕ est harmonique, nous voyons que

divMω =
m∑
i=1

h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, dϕ(ei)
)
. (1.6)

D’aprés les formules (1.5) et (1.6), on a

m∑
i=1

h(∇φ
∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei))
∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=
m∑
i=1

h(RN(υ1, dϕ(ei))υ2, dϕ(ei))+divMω. (1.7)
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Le deuxième terme de l’égalité (1.4) nous donne :

h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ
Ei
dφ
( ∂
∂s

)
,∇φ

Ei
dφ
( ∂
∂t

))
= Ei

(
h
(
dφ
( ∂
∂s

)
,∇φ

Ei
dφ
( ∂
∂t

)))
−h
(
dφ
( ∂
∂s

)
,∇φ

Ei
∇φ
Ei
dφ
( ∂
∂t

))
. (1.8)

Encore, Si η une 1-forme différentielle à support dans Ω définie sur M par :
η(X) = h(υ2,∇ϕ

Xυ1).

Alors

divMη =
m∑
i=1

{
ei(h(υ2,∇ϕ

ei
υ1))− h(υ2,∇ϕ

∇Mei ei
υ1)
}
. (1.9)

D’aprés les formules (1.8)et (1.9), on obtient :

m∑
i=1

h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)∣∣∣

(t,s)=(0,0)
= divMη +

m∑
i=1

h(υ2,∇ϕ
∇Mei ei

υ1)

−
m∑
i=1

h(υ2,∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
υ1). (1.10)

En utilisant les formules (1.3) , (1.4) , (1.7) et (1.10), on trouve

∂2

∂t∂s
E(ϕt,s,Ω)|(t,s)=(0,0) =

∫
Ω

m∑
i=1

{
− h
(
RN(υ1, dϕ(ei))dϕ(ei), υ2

)
+h
(
υ2,∇ϕ

∇Mei ei
υ1

)
− h
(
υ2,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
υ1

)}
dvg

=

∫
Ω

h(− TrgRN(υ1, dϕ)dϕ− Trg(∇ϕ)2υ1, υ2)dvg. �
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1.3 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 1.3.1 Toute application constante ϕ : M → N est harmonique.

Exemple 1.3.2 L’application identité M →M est harmonique.

Exemple 1.3.3 Si on considère que notre variété d’arrivée N est simplement R munie
de la métrique euclidienne, on trouve les fonctions harmoniques.

τ(ϕ) = Trg∇dϕ
= ∇dϕ(ei, ei)

= ∇ϕ
ei
dϕ(ei)− dϕ(∇M

ei
ei)

= ei(ei(ϕ))− (∇M
ei
ei)(ϕ)

= g(∇eigradϕ, ei)

= div(gradϕ)

= 4(ϕ).

Dans ce cas, l’expression locale du champ de tension devient

τ(ϕ) = gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
− ∂ϕγ

∂xk
MΓkij

)
.

Dans ce paragraphe, on raisonne sur les applications harmoniques entre les surfaces.

Propriété 1.3.1 Soient Σ une surface régulière dans l’espace euclidien R3 et

ϕ : (U,<,>R2)→ (R3, <,>R3),

une paramétrisation locale de Σ, où U un ouvert de R2. Alors Σ est dite minimale si et
seulement si ϕ est harmonique . En effet,∣∣∣∣∂ϕ∂x

∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣∂ϕ∂y
∣∣∣∣2 ,〈∂ϕ∂x , ∂ϕ∂y

〉
R3

= 0.

Notons que :

−→n =

∂ϕ
∂x
∧ ∂ϕ

∂y∣∣∣∂ϕ∂x ∧ ∂ϕ
∂y

∣∣∣ ,
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est le vecteur unitaire normal,

E =

∣∣∣∣∂ϕ∂x
∣∣∣∣2 , F =

〈
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

, G =

∣∣∣∣∂ϕ∂y
∣∣∣∣2 ,

L =

〈
−→n , ∂

2ϕ

∂x2

〉
R3

, M =

〈
−→n , ∂

2ϕ

∂x∂y

〉
R3

, N =

〈
−→n , ∂

2ϕ

∂y2

〉
R3

.

On obtient :

H =
1

2

LG+NE − 2FM

EG− F 2
.

La courbure moyenne de Σ. D’autre part :

〈
∂ϕ

∂x
, τ(ϕ)

〉
R3

=

〈
∂ϕ

∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3

+

〈
∂ϕ

∂x
,
∂2ϕ

∂y2

〉
R3

=

〈
∂ϕ

∂x
,
∂2ϕ

∂x2

〉
R3

−
〈
∂2ϕ

∂x∂y
,
∂ϕ

∂y

〉
R3

=
1

2

∂

∂x

∣∣∣∣∂ϕ∂x
∣∣∣∣2 − 1

2

∂

∂x

∣∣∣∣∂ϕ∂y
∣∣∣∣2

= 0,

〈
∂ϕ

∂y
, τ(ϕ)

〉
R3

= 0.

Par conséquent τ(ϕ) est normal à la surface Σ et on a

H =
L+N

2E
=
〈−→n , τ(ϕ)〉R3

2E
.

Propriété 1.3.2 La composée de deux applications harmoniques n’est pas en général une

application harmonique. En particulier si ϕ est harmonique et ψ est totalement géodisique 1

alors ψ ◦ ϕ est harmonique.

1. Totalement géodisique i.e : ∇dψ = 0.
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Contre-exemple

Soient ϕ et ψ deux applications de classe (C∞) donnés par :

ϕ : R −→ R3

x 7−→ (x, 0, 0)

et
ψ : R3 −→ R

(x, y, z) 7−→ 2x2 − y2 − z2.

On calcule maintenant τ(ϕ) et τ(ψ), on trouve

τ(ϕ) =
(∂2x

dx2
,
∂20

dx2
,
∂20

dx2

)
= 0.

De même pour τ(ψ)

τ(ψ) =
(∂2ψ

dx2
,
∂2ψ

dy2
,
∂2ψ

dz2

)
= 4− 2− 2 = 0,

ce qui conclut que les deux applications sont harmoniques,
mais on remarque que la composée

ψ ◦ ϕ : R −→ R
x 7−→ 2x2,

est non harmonique.

Depuis leurs premier travail sur les applications harmoniques, J.Eells et J.H.Sampson
en 1965 suggeraient l’idée d’applications biharmoniques que en introduisant la notion
d’applications polyharmoniques ϕ : M → N d’ordre k. Pour k = 2, nous avons les appli-
cations biharmoniques, qui sont des applications critiques de la bi-énergie. ces applications
sont importantes dans la théorie d’élasticité en physique.

1.4 Les applications biharmoniques

Définition 1.4.1 La fonctionnelle bi-énergie de l’application ϕ est définie par :

E2(ϕ; Ω) =
1

2

∫
Ω

|τ(ϕ)|2dvg.
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L’application ϕ est dite biharmonique si elle est un point critique de la fonctionnelle bi-
énergie, c’est -à- dire :

d

dt
E2(ϕt; Ω)

∣∣∣
t=0

= 0,

où {ϕt} étant une variation (de classe C∞) de ϕ à support dans Ω.

1.4.1 Première variation de la bi-énergie

Définition 1.4.2 Le champ bi-tension de ϕ est une section sur Γ(ϕ−1TN) définie par :

τ2(ϕ) = −Jϕ(τ(ϕ)) = −
(

∆ϕτ(ϕ) + TrgR
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ

)
, (1.11)

où Jϕ est l’opérateur de Jacobi défini par

Jϕ : Γ(ϕ−1TN) −→ Γ(ϕ−1TN)

v 7−→ ∆ϕυ + TrgR
N(υ, dϕ)dϕ.

Théorème 1.4.1 Si {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans Ω, alors

d

dt
E2(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= −
∫

Ω

h
(
υ, τ2(ϕ)

)
dvg,

où υ =
dϕt
dt

∣∣∣
t=0

est le champ de variation à ϕt.

Preuve.
Posons φ : M × (−ε, ε)→ N , l’application définie par φ(x, t) = ϕt(x). Alors

d

dt
E2(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

=
1

2

d

dt

∫
Ω

h(∇dϕt(ei),∇dϕt(ei))dvg
∣∣∣
t=0

=
1

2

d

dt

∫
Ω

h(∇dφ((ei, 0), (ei, 0)),∇((ei, 0), (ei, 0))dvg

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
Ω

∂

∂t
h(dφ((ei, 0), (ei, 0)), dφ((ei, 0), (ei, 0))dvg

∣∣∣
t=0
.
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D’aprés la proposition 1.1.1 et la symétrie de la métrique h, on trouve

d

dt
E2(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)),∇dφ((ei, 0), (ei, 0))

)
dvg

∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)), τ(ϕ))

)
dvg

∣∣∣
t=0
. (1.12)

En appliquant la seconde forme fondamentale de l’application ϕ, on trouve

∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)) = ∇φ

(0, d
dt

)
∇φ

(ei,0)dφ(ei, 0)−∇φ

(0, d
dt

)
dφ
(
∇M×(−ε,ε)

(ei,0) (ei, 0)
)
.

D’aprés la définition de la courbure, on a

∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)) = RN

(
dφ((0,

d

dt
), (ei, 0))

)
dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)∇
φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0)

+∇φ

[(0, d
dt

),(ei,0)]
dφ(ei, 0)−∇φ

(0, d
dt

)
dφ(∇M

ei
ei, 0).

En vertu de la proposition 1.1.2 et de
[(

0, d
dt

)
, (ei, 0)

]
= 0, alors

∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)) = RNdφ((0,

d

dt
), dφ(ei, 0))dφ(ei, 0)

+∇φ
(ei,0)∇

φ
(ei,0)dφ(0,

d

dt
)−∇φ

(∇Mei ei,0)
dφ(0,

d

dt
).

D’où

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)), τ(ϕ)

)∣∣∣
t=0

= h
(
RN(υ, dϕ(ei))dϕ(ei), τ(ϕ)

)
+h
(
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
υ, τ(ϕ)

)
− h
(
∇ϕ
∇Mei ei

υ, τ(ϕ)
)
.

(1.13)

Soit ω ∈ Γ(T ∗M) la 1-forme différentielle à support dans Ω, définie par

ω(X) = h
(
∇ϕ
Xυ, τ(ϕ)

)
.
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On a

divMω =
m∑
i=1

{
ei(h(∇ϕ

ei
υ, τ(ϕ))− h(∇∇Mei eiυ, τ(ϕ))

}

=
m∑
i=1

{
h(∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
υ, τ(ϕ)) + h(∇ϕ

ei
υ,∇ϕ

ei
τ(ϕ))− h(∇ϕ

∇Mei ei
υ, τ(ϕ))

}
. (1.14)

Des formules (1.13) et (1.14), on obtient

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)),∇dφ((ei, 0), (ei, 0))

)∣∣∣
t=0

=

m∑
i=1

h
(
RN(υ, dϕ(ei))dϕ(ei), τ(ϕ)

)
+ divMω −

m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
υ,∇ϕ

ei
τ(ϕ)

)
. (1.15)

Soit η ∈ Γ(T ∗M) la 1-forme différentielle à support dans Ω définie par

η(X) = h
(
υ,∇ϕ

Xτ(ϕ)
)
, X ∈ Γ(TM).

On a

divMη =
m∑
i=1

{
ei(h(∇ϕ

ei
υ,∇ϕ

ei
τ(ϕ))− h(υ,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ))

}

=
m∑
i=1

{
h(∇ϕ

ei
υ,∇ϕ

ei
τ(ϕ)) + h(υ,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))− h(υ,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ))

}
. (1.16)

En remplaçant l’équation (1.15) dans (1.16), on obtient :

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
∇dφ((ei, 0), (ei, 0)),∇dφ((ei, 0), (ei, 0))

)∣∣∣
t=0

=

m∑
i=1

h(RN(τ(ϕ), dϕ(ei)), υ) + divMω − divMη

+
m∑
i=1

h
(
υ,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)

)
−

m∑
i=1

h
(
υ,∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ)

)
. (1.17)
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D’aprés les formules (1.12) et (1.17), on obtient

d

dt
E2(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= −
∫

Ω

m∑
i=1

h
(
−RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei)−∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)+∇ϕ

∇Mei ei
τ(ϕ), υ

)
dvg.

�

Du théorème 1.4.1 on déduit :

Corollaire 1.4.1 Une application ϕ est dite biharmonique si et seulement si τ2(ϕ) = 0.

Localement, on a

τ2(ϕ) = gij
{ ∂2τσ

∂xi∂xj
+ 2

∂τα

∂xj

∂τβ

∂xj
NΓσαβ + τα

∂2τσ

∂xi∂xj
NΓσαβ

+τα
∂ϕβ

∂xi

∂ NΓσαβ
∂xj

+ τα
∂ϕβ

∂xi

∂ϕρ

∂xj
NΓυαβ

NΓσυρ

−MΓkij

(∂τβ
∂xk

+ τα
∂ϕβ

∂xk
NΓσαβ

)
− τυ ∂ϕ

α

∂xi

∂ϕβ

∂xj
NRσ

βαυ

} ∂

∂yσ
◦ ϕ,

où τ γ = gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi

∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ϕ−

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

)
et NRσ

βαυ désignent les composantes

du tenseur courbure de N.

Propriété 1.4.1 Toute application harmonique est biharmonique, mais l’inverse n’est
pas vrai. En effet, si ϕ est une application harmonique. Alors τ(ϕ) = 0, ainsi

τ2(ϕ) = −Jϕ(τ(ϕ)) = −Jϕ(0) = 0.

D’autre part, on considère l’application ϕ définie par :

ϕ : R2 −→ R
(x, y) 7−→ x3 − y2.

On remarque que ϕ est biharmonique car
τ2(ϕ) = 0,

mais τ(ϕ) = 3x2 − 2y, donc ϕ n’est pas harmonique.
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Exemples 1.4.1

1. Considérons l’application différentiable
ϕ : M −→ Rn

p 7−→ ϕ(p) = (ϕ1(p), . . . , ϕn(p)).

Alors τ2(ϕ) = (τ2(ϕ1), . . . , τ2(ϕn)), donc ϕ est biharmonique si et seulement si les

applications ϕi, i = 1, . . . , n sont biharmoniques.

2. Le simple exemple d’une application biharmonique, les polynôme de degrés 2 et 3
sur R.

1.5 Le tenseur énergie impulsion

Le tenseur énergie impulsion est un outil mathématique utilisé notamment en relativité
générale afin de représenter la répartition de masse et d’énergie dans l’espace-temps.
Dans le contexte des applications harmoniques. En 1980 le tenseur d’énergie a été étudié
en détail par Baird et Eells dans [4].

Définition 1.5.1 Le tenseur énergie impulsion de ϕ est défini par :
S(ϕ) = e(ϕ)g − ϕ∗h.

Pour tout X, Y ∈ Γ(TM), on a

S(ϕ)(X, Y ) = e(ϕ)g(X, Y )− h(dϕ(X), dϕ(Y )),

S(ϕ) est un champs de tenseur de type (0, 2) symétrique.

La question qui se pose maintemant est : Quelle est la relation entre le tenseur
énergie impulsion et les applications harmoniques ?
-On va exposer la réponse de cette problématique dans la proposition et le théorème
suivants :

Proposition 1.5.1 Soient {gt}t∈[−ε,ε] une variation de classe C∞ de la métrique g et 〈, 〉
est la métrique riemannienne induite sur T ∗M ⊗ T ∗M alors :

d

dt
E(ϕ,Ω)

∣∣∣
t=0

=
1

2

∫
Ω

〈S(ϕ), δg〉dvg,

où δg =
∂

∂t
gt

∣∣∣
t=0
∈ Γ(T ∗M ⊗ T ∗M).
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Localement on a :

gt = gij(t, x)dxi⊗dxj, g0 = g = gij(x)dxi⊗dxj et δg =
∂

∂t
gij(t, x)

∣∣∣
t=0
dxi⊗dxj.

Preuve. On a

d

dt
E(ϕ,Ω)

∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

∂

∂gij
e(ϕ)δgijdvg +

∫
Ω

e(ϕ)
∂

∂gij
(dvg)δgij.

D’une part dvg =
√

det gijdx
1 ∧ . . . ∧ dxm, alors ∀a, b ∈ {1 . . .m}, on trouve :

∂

∂gij
(dvg) =

1

2
(det gij)

− 1
2
c(gab)dx

1 ∧ . . . ∧ dxm

=
1

2
(det gij)

−1 c(gab)(det gij)
1
2dx1 ∧ . . . ∧ dxm

=
1

2
gabdvg. (1.18)

Où gij dénote la matrice inverse de gij
D’autre part, on a

∂

∂gab
e(ϕ) =

1

2

(∂gij
∂gab

)∂ϕα
∂xi

∂ϕβ

∂xj
hαβ

= −1

2
giagjb

∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
hαβ

= −1

2
(ϕ∗h)ab. (1.19)

D’aprés (1.18) et (1.19), on a

d

dt
E(ϕ,Ω)

∣∣∣
t=0

= −1

2

∫
Ω

(ϕ∗h)ijδgijdvg +
1

2

∫
Ω

e(ϕ)gijdvgδgij

=
1

2

∫
Ω

〈e(ϕ)gij − (ϕ∗h)ij, δgij〉dvg

=
1

2

∫
Ω

〈S(ϕ), δg〉dvg,

et on obtient le résultat voulu. �
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Théorème 1.5.1 La relation entre S(ϕ) et τ(ϕ) est donnée par :

divMS(ϕ) = −h(τ(ϕ), dϕ). (1.20)

Preuve. On remarque que

divMS(ϕ) = Tr∇S(ϕ)

=
m∑
i=1

(∇ei(S(ϕ)))(ei)

et

S(ϕ)(ei, ej) =
1

2

m∑
i=1

h(dϕ(ek), dϕ(ek))δij − h(dϕ(ei), dϕ(ej)).

Par suite,

(divMS(ϕ))(ej) =
m∑
i=1

∇ei(S(ϕ)(ei, ej))

=
1

2

m∑
i,k=1

ei

(
h(dϕ(ek), dϕ(ek)

)
δij −

m∑
i=1

ei

(
h(dϕ(ei), dϕ(ej))

)

= −h(τ(ϕ), dϕ(ej))−
m∑

i,j=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
dϕ(ej)−∇ϕ

ej
dϕ(ei))

= −h(τ(ϕ), dϕ(ej)).

Dans la dernière égalité, on a utilisé la symétrie de la seconde forme fondamentale . �

À partir de ce théorème, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.5.1
X Si ϕ est harmonique, alors S(ϕ) est conservatif (i.e, divMS(ϕ) = 0).

X Si ϕ est une submersion et si divMS(ϕ) = 0, alors ϕ est harmonique.

Un autre outil important dans ce chapitre en géométrie harmonique est le tenseur bi-
énergie impulsion.
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1.6 Le tenseur bi-énergie impulsion

Définition 1.6.1 Le tenseur bi-énergie impulsion S2(ϕ) ∈ Γ(�2T ∗M) d’une application
ϕ est définie par

S2(ϕ) =
(1

2
|τ(ϕ)|2 + div h(τ(ϕ), dϕ)

)
g + 2sym h(∇τ(ϕ), dϕ), (1.21)

où
div (h(τ(ϕ), dϕ)) = −|τ(ϕ)|2 − 〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉.

Pour tout X, Y ∈ Γ(TM).

sym h(∇τ(ϕ), dϕ)(X, Y ) =
1

2

{
h(∇Xτ(ϕ), dϕ(Y )) + h(∇Y τ(ϕ), dϕ(X))

)
}.

Théorème 1.6.1 La relation entre S2(ϕ) et τ2(ϕ) est donnée par :

divMS2(ϕ) = −h(τ2(ϕ), dϕ). (1.22)

Donnons maintenant la démonstration du théorème :

Preuve.
Supposons que S2(ϕ) s’écrit de la forme suivante :

S2(ϕ) = T1 + T2,

où T1, T2 ∈ Γ(T ∗M � T ∗M) sont deux champs de tenseurs définis par :

T1(X, Y ) = −1

2
|τ(ϕ)|2g(X, Y )− 〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉g(X, Y ),

T2(X, Y ) = h(dϕ(X),∇Y τ(ϕ)) + h(dϕ(Y ),∇Xτ(ϕ)).

Comme ∇M
ei
ej = 0 au point x ∈M , on commençe par donner la divergence de T1 au

point x

(divM T1)(ej) =
m∑
i=1

ei(T1(ei, ej))

=
m∑
i=1

ei(−
1

2
|τ(ϕ)|2δij − 〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉δij),
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ainsi

(divM T1)(ej) = −h(∇ϕ
ej
τ(ϕ), τ(ϕ))− ej(〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉)

= −h(∇ϕ
ej
τ(ϕ), τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(∇ϕ
ej
dϕ(ei),∇ϕ

ei
τ(ϕ))

−
m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ)).

De même pour T2 au point x ∈M , on obtient

(divM T2)(ej) =
m∑
i=1

ei(T2(ei, ej))

=
m∑
i=1

ei(h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
τ(ϕ)) + h(dϕ(ej),∇ϕ

ei
τ(ϕ)))

=
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
d(ϕ)(ei),∇ϕ

ej
τ(ϕ)) +

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ))

+
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
d(ϕ)(ej),∇ϕ

ei
τ(ϕ)) +

m∑
i=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ)).

On utilise que :

τ(ϕ) =
m∑
i=1

∇ϕ
ei
d(ϕ)(ei) et ∇ϕ

ei
d(ϕ)(ej) = ∇ϕ

ej
d(ϕ)(ei)

∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ)−∇ϕ

ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ) = RN(dϕ(ei), dϕ(ej))τ(ϕ),

ce qui permet de retrouver

(divM T1)(ej) + (divM T2)(ej) =
m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
∇ϕ
ej
τ(ϕ))−

m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ej
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

+
m∑
i=1

h(dϕ(ej),∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
τ(ϕ))

= −h(τ2(ϕ), dϕ). �
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Du théorème 1.6.1 , on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 1.6.1
X Si ϕ est biharmonique, alors divMS2(ϕ) = 0.

X Si ϕ est une submersion et si divMS2(ϕ) = 0, alors ϕ est biharmonique.

1.7 Formule de monotonie des applications harmoniques

Théorème 1.7.1 Si S(ϕ)(X, ·) une 1-forme sur M définie par :(
S(ϕ)(X, ·)

)
(Y ) = S(ϕ)(X, Y ),

pour tout X, Y ∈ Γ(TM), alors

div
(
S(ϕ)(X, ·)

)
= divS(ϕ) + S(ϕ)(∇eiX, ei). (1.23)

Preuve. Rappelons que si ω est une 1-forme différentielle sur M, alors

divMω = (∇eiω)ei

= ei

(
ω(ei)

)
− ω

(
∇eiei

)
.

Posons ω = S(ϕ)(X, ·), on a donc :

div
(
S(ϕ)(X, ·)

)
=

(
∇eiS(ϕ)(X, ·)

)
ei

= ei

(
S(ϕ)(X, ei)

)
− S(ϕ)(X,∇eiei). (1.24)

Or

div
(
S(ϕ)

)
(X) =

(
∇eiS(ϕ)(X, ei)

)
= ei

(
S(ϕ)(X, ei)

)
− S(ϕ)(X,∇eiei)− S(ϕ)(∇eiX, ei). (1.25)

Des équations (1.24) et (1.25), on obtient

div
(
S(ϕ)(X, ·)

)
= divS(ϕ) + S(ϕ)(∇eiX, ei). �
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1.8 Théorème de Liouville pour les applications harmo-
niques

Dans cette partie, nous montrons le théorème de Liouville pour les applications har-
moniques.

Théorème 1.8.1 Soit N une variété riemannienne de courbure sectionnelle négative

(SectN ≤ 0). Si ϕ : (Rm, 〈, 〉Rm)→ N est une application harmonique telle que

E(ϕ,Ω) =
1

2

∫
Rm
|dϕ|2dx <∞.

Alors ϕ est une application constante.

Preuve. pour la démonstration en utilisant la formule standard de Bochner pour l’ ap-
plication ϕ

1

2
∆Rm|dϕ|2 = |∇dϕ|2 + 〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉+

m∑
i=1

h(dϕ(RicciR
m

ei), dϕ(ei))

−
m∑

i,j=1

h(RN(dϕ(ei), dϕ(ej))dϕ(ej), dϕ(ei)), (1.26)

où

|∇dϕ|2 =
m∑

i,j=1

h(∇dϕ(ei, ej),∇dϕ(ei, ej))

et

〈dϕ,∇ϕτ(ϕ)〉 =
m∑
i=1

h(dϕ(ei),∇ϕ
ei
τ(ϕ)).

Puisque τ(ϕ) = 0, RicciR
m

= 0, SectN < 0, alors l’équation (1.26) devient

1

2
∆Rm|dϕ|2 ≥ |∇dϕ|2. (1.27)
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On sait que si f ∈ C∞(M), alors

∆Mf 2 = ei(ei(f
2))

= ei(2ei(f)f)

= 2f∆Mf + |gradMf |2

donc
1

2
∆Mf 2 = f∆Mf + |gradMf |2.

Pour f = |dϕ|, on obtient
1

2
∆Rm |dϕ|2 = |dϕ|∆Rm|dϕ|+ |gradRm|dϕ||2.

De (1.27) et l’inégalitè de Kato , on arrive à

|dϕ|∆Rm|dϕ| ≥ |∇dϕ|2 − |gradRm|dϕ||2 ≥ 0.

Ainsi, |dϕ| est une fonction sub-harmonique positive. C’est-à-dire :

|dϕ| ≥ 0, ∆Rm|dϕ| ≥ 0.

On obtient ∫
Rm
|dϕ|2dx =∞ ou |dϕ| = constante.

Puisque
V ol(Rm) =∞

et

E(ϕ) =
1

2

∫
Rm
|dϕ|2dx <∞,

alors
|dϕ| = 0. �

1.9 Conclusion

Ce chapitre rassemble les éléments mathématiques de base utilisés dans la suite de
cette recherche qui permettent de définir la notion des applications harmoniques avec
potentiel décrite au chapitre suivant.



CHAPITRE 2

LES APPLICATIONS HARMONIQUES
AVEC POTENTIEL

Introduction

Dans ce chapitre, on définit la notion d’harmonicité dans la présence d’un potentiel H
qui a été introduite par A.Fardoun et A.Ratto en 1996 (voir [19] pour une introduction

au sujet et motivations).

On éxpose des résultats analogues à celle connues pour les applications harmoniques
en définissant les applications harmoniques avec potentiel H, en continuant d’utiliser les
notations et les définitions du premier chapitre.

2.1 Théorie générale

Convention : On commence ce chapitre par quelques définitions de base en utilisant
que H est une fonction de classe C∞ sur N .

Définition 2.1.1 On appelle énergie avec potentiel H d’une application ϕ la fonctionnelle
définie de la manière suivante :

EH(ϕ,Ω) =

∫
Ω

{e(ϕ)−H(ϕ)}dvg.

33
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Définition 2.1.2 Une application ϕ est dite harmonique avec potentiel H si et seulement
si elle est un point critique de la fonctionnelle EH i.e :

d

dt
EH(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= 0.

Le champ de tension avec potentiel de ϕ est définie par :

τH(ϕ) = τ(ϕ) + (gradNH) ◦ ϕ,

où τ(ϕ) = Trg∇dϕ est le champ de tension de ϕ.

Remarque 2.1.1 De l’expression de τH(ϕ), il est clair que si le gradient du potentiel H
est nul, alors l’application ϕ est harmonique et H est constante.

La théorie des applications harmoniques avec potentiel fait intervenir le calcul variationnel
pour obtenir des formules importantes qu’on va les donner ici :

2.1.1 Première variation de l’énergie EH

Théorème 2.1.1 Soit {ϕt} une variation de classe C∞ de ϕ à support dans Ω. Alors :

d

dt
EH(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= −
∫
h
(
τH(ϕ), υ

)
dvg,

où υ(x) dénote le champ de vecteur de variation de {ϕt}

υ(x) =
∂

∂t
ϕt(x)

∣∣∣
t=0

= dφ
(

0,
d

dt

)
(x,0)
∈ Tϕ(x)N.

Preuve.
On considère que {(ei, 0)(0, d

dt
)} est une base sur la variété produit M × (−ε, ε) où { d

dt
}

est une base sur (−ε, ε). On remarque que le crochet de Lie[
(ei, 0)

(
0, d

dt

)]
= 0,∀i = 1, . . . ,m.

On pose
dφ(ei, 0) = dϕ(ei).
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En effet,

d

dt
EH(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0), dφ(ei, 0)

)
− ∂

∂t
H ◦ φ

∣∣∣
t=0
dvg,

mais
∂

∂t
H ◦ φ = h(υ, (gradNH) ◦ φ), ce qui résulte que :

d

dt
EH(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

m∑
i=1

h
(
∇φ

(ei,0)dφ
(

0,
d

dt

)
, dφ(ei, 0)

)
− h
(
υ, (gradNH) ◦ φ

)∣∣∣
t=0
dvg

=

∫
Ω

m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
υ, dϕ(ei)

)
− h
(
υ, (gradNH) ◦ ϕ

)
dvg.

Si ω est une 1-forme différentielle à support dans Ω, donnée par :

ω(X) = h
(
υ, dϕ(X)

)
, ∀X ∈ Γ(TM).

Alors
divMω = (∇eiω)(ei)

= ei

(
ω(ei)

)
− ω

(
∇eiei

)
= ei

(
h(υ, dϕ(ei)

)
− h
(
υ, dϕ(∇eiei)

)
= h

(
∇ϕ
ei
υ, dϕ(ei)

)
+ h
(
υ, τ(ϕ)

)
et comme

∫
Ω

divMωdvg = 0, on obtient

d

dt
EH(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= −
∫

Ω

h
(
τH(ϕ), υ

)
dvg. �

Le théorème 2.1.1 nous permet de reformuler la définition 2.1.2 dans un équivalent de
manière dans le corollaire suivant :

Corollaire 2.1.1 Une application ϕ est dite harmonique avec potentiel H si et seulement
si τH(ϕ) = 0.

Localement, on a :

τH(ϕ) = gij
( ∂2ϕγ

∂xi∂xj
+
∂ϕα

∂xi
∂ϕβ

∂xj
NΓγαβ ◦ ϕ−

∂ϕγ

∂xk
MΓkij

) ∂

∂yγ
◦ ϕ+ hij

∂H

∂yi
∂

∂yj
◦ ϕ.
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Exemple 2.1.1 Soit ϕ : Rm \ {0} −→ Rm \ {0} l’inversion définie par :

ϕ(x) =
x

‖x‖2
.

Soit y = ϕ(x) dans le codomaine. Alors ϕ est harmonique avec potentiel H donnée par

H = (m− 2)‖y‖4, m > 2.

? Par un simple calcul, on remarque que si m = 2, alors ϕ est une application harmonique.

Exemple 2.1.2 On considère la sphère S2 et T2 le tore de révolution. Alors l’application

de Smith ϕA : T2 → S2 définie par :

ϕ(s, t) =
(

cos(2s), sin(2s)eikθ
)
, s ∈ [0, π] et θ ∈ [0, 2π]

est harmonique avec potentiel H =
k2 sin2 2s

2
+C, où k et C sont des constantes arbitraires.

Maintenant, on considère l’exemple suivant d’une application harmonique avec potentiel

H tel que H vérifi ‖gradNH‖2 > 0 = R où R dénote la courbure du codomaine :

Exemple 2.1.3

(a) Pour tout i = 1, . . . ,m et j ≥ 2, on définie l’application ϕi : Rm → R par :

ϕi(x1, . . . , xm) = (x1)j + . . .+ (xi)
2 + . . .+ (xm)j,

si j = 2 l’application ϕ est simplement ϕ(x) = ‖x‖2.

(b) Pour i = 1, . . . ,m et j ≥ 2, on définie l’application ϕi : Rm → Rm par :

ϕi(x1, . . . , xm) =
(

(x1)j, . . . , (xi)
2, . . . , (xm)j

)
.

Propriété 2.1.1 Soient M1 et M2 deux variétés riemanniennes. Si les deux applications
ϕ1 : M1 → N et ϕ2 : M2 → N sont harmoniques avec potentiels H1 (resp. H2), alors
l’application ϕ : M1 ×M2 → N est harmonique avec potentiel H = H1 +H2.

Propriété 2.1.2 La composée de deux applications harmoniques avec potentiel n’est pas
en général une application harmonique avec potentiel.
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Contre-exemple

Soient ϕ et ψ deux applications de classe (C∞) donnés par :
ϕ : R −→ R

x 7−→ −ex,
et

ψ : R −→ R
x 7−→ x− ex.

Si on considère la fonction réelle H définie par :
H : R −→ R

x 7−→ ex,

alors :

τH(ϕ) = τ(ϕ) + gradNH

= −ex + ex = 0 (2.1)

et

τH(ψ) = τ(ψ) + gradNH

= −ex + ex = 0. (2.2)

De (2.1) et (2.2), on conclut que les deux applications sont harmoniques par rapport au
potentiel H. Par contre

ψ ◦ ϕ : R −→ R
x 7−→ −ex − e−ex ,

n’est pas harmonique avec potentiel H.

2.1.2 Seconde variation de l’énergie EH

Théorème 2.1.2 Soit ϕ une application harmonique avec potentiel, alors

∂2

∂t∂s
EH

(
ϕ(t,s),Ω

)∣∣∣
t=s=0

=

∫
Ω

h
(
JϕH(υ1), υ2

)
dvg,

où

υ1 =
∂ϕt,s
∂t

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, υ2 =
∂ϕt,s
∂s

∣∣∣
(t,s)=(0,0)
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représentent les deux vecteurs de variations et JϕH(υ1) ∈ Γ(ϕ−1TN) est définie par :

JϕH(υ1) = −Trg(∇ϕ)
2

υ1 − TrgRN(υ1, dϕ)dϕ− (∇N
υ1
gradNH) ◦ ϕ, (2.3)

avec
Trg(∇ϕ)

2
υ1 = ∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
υ1 −∇ϕ

∇Mei ei
υ1.

Preuve. Soit φ : M × (−ε, ε) × (−ε, ε) −→ N, une variation avec deux paramètres telle

que φ(x, t, s) = ϕt,s(x). On remarque que :[ ∂
∂t
,X
]

=
[ ∂
∂s
,X
]

=
[ ∂
∂t
,
∂

∂s

]
= 0.

Posons

Ei = (ei, 0, 0),
∂

∂t
=
(

0,
d

dt
, 0
)
, et

∂

∂s
=
(

0, 0,
d

ds

)
.

Alors
∂2

∂t∂s
EH(ϕt,s,Ω)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

=

∫
Ω

∂2

∂t∂s

(
e(ϕt,s)−H(ϕt,s)

)
dvg.

Si (t, s) = (0, 0), on a

∂2

∂t∂s
e(ϕt,s) =

1

2

∂2

∂t∂s
h
(
dφ(Ei), dφ(Ei)

)
=

∂

∂t
h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

+h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)
. (2.4)

Pour le premier terme de l’égalité (2.4), on a

h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
Ei
dφ
( ∂
∂s

)
, dφ(Ei)

)
.

Donc

h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)
, dφ(Ei)

)
+h
(
RN
(
dφ
( ∂
∂t

)
, dφ(Ei)

)
dφ
( ∂
∂s

)
, dφ(Ei)

)
.
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On définit la 1-forme différentielle ω sur M par :

ω(X) = h
(
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
t=s=0

, dφ(X)
)
, X ∈ Γ(TM).

Alors

divMω = h
(
∇φ
Ei
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
t=s=0

, dφ(Ei)
)

+ h
(
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
t=s=0

, τ(ϕ)
)
.

Ainsi

h
(
∇φ

∂
∂t

∇φ
∂
∂s

dφ(Ei), dφ(Ei)
)

= h
(
RN(υ1, dϕ(ei))υ2, dϕ(ei)

)
−h
(
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
t=s=0

, τ(ϕ)
)

+ divMω. (2.5)

Pour le deuxième terme de l’égalité (2.4), on a

h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)

= h
(
∇φ
Ei
dφ
( ∂
∂s

)
,∇φ

Ei
dφ
( ∂
∂t

))
= Ei

(
h
(
dφ
( ∂
∂s

)
,∇φ

Ei
dφ
( ∂
∂s

)))
−h
(
dφ
( ∂
∂s

)
,∇φ

Ei
∇φ
Ei
dφ
( ∂
∂s

))
.

On définit la 1-forme différentielle η sur M par :

η(X) = h
(
υ2,∇ϕ

Xυ1

)
, X ∈ Γ(TM).

Alors

divMη =
m∑
i=1

{
ei

(
h(υ2,∇ϕ

Xυ1)
)
− h
(
υ2,∇ϕ

∇Mei ei
υ1

)}
.

Ce qui nous donne

h
(
∇φ

∂
∂s

dφ(Ei),∇φ
∂
∂t

dφ(Ei)
)

= divMη − h
(
υ2,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
υ1

)
+ h
(
υ2,∇ϕ

∇Mei ei
υ1

)
. (2.6)

Rappelons maintenant que
∂

∂s
H(ϕt,s)

∣∣∣
s=0

= h
(
υ2, (grad

NH) ◦ ϕ
)
,
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Ceci implique que

∂2

∂t∂s
H(ϕt,s)

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

= h
(
∇φ

∂
∂t

dφ
( ∂
∂s

)∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, (gradN) ◦ ϕ
)

+h
(

(∇N
υ1
gradNH) ◦ ϕ, υ1

)
. (2.7)

Enfin, d’aprés (2.4), (2.5), (2.6), (2.8) et le théorème de divergence, on a immédiatement :

∂2

∂t∂s

(
e(ϕt,s)−H(ϕt,s)

)
= h

(
υ2,−Trg(∇ϕ)

2 − TrgRN(υ1, dϕ)dϕ− (∇N
υ1
gradNH) ◦ ϕ

)
− h
(
∇φ

∂
∂t

υ2, τH(ϕ)
)
.

En tenant compte que ϕ est harmonique avec potentiel H, alors

∂2

∂t∂s
EH

(
ϕ(t,s),Ω

)∣∣∣
t=s=0

=

∫
Ω

h
(
JϕH(υ1), υ2

)
dvg,

où JϕH(υ1) est définie par l’équation (2.3). �

2.2 Les applications biharmonique avec potentiel

Définition 2.2.1 Une application ϕ est dite biharmonique avec potentiel si et seulemant
si elle est un point critique de la fonctionnelle bi-énergie avec potentiel définie par :

E2,H(ϕ,Ω) =
1

2

∫
Ω

|τH(ϕ)|2dvg, i.e
d

dt
E2,H(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= 0.

Définition 2.2.2 Le champ bi-tension avec potentiel d’une application ϕ de classe C∞

est définie par :

τ2,H(ϕ) = τ2(ϕ)−Jϕ
(

(gradH)◦ϕ
)
−
(
∇τ(ϕ)(gradH)

)
◦ϕ−

(
∇(gradH)◦ϕ(gradH)◦ϕ

)
,

où

Jϕ

(
(gradH) ◦ ϕ

)
= ∇ϕ

ei
∇ϕ
ei

(
(gradH) ◦ ϕ

)
−∇∇Mei ei

(
(gradH) ◦ ϕ

)
+RN

(
(gradH) ◦ ϕ, dϕ(ei)

)
dϕ(ei).
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2.2.1 Première variation de E2,H

Théorème 2.2.1 Si ϕt est une variation de classe C∞ de ϕ à support dans Ω, alors

d

dt
E2,H(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= −
∫

Ω

h
(
τ2,H(ϕ), υ

)
dvg,

où v =
dϕt
dt

∣∣∣
t=0

est le champ de variation à ϕt.

Preuve. Soient ϕt une variation de classe C∞ de ϕ à support dans Ω et υ ∈ Γ(ϕ−1TN) le

champ de variation. Posons φ : M× (−ε, ε)→ N , l’application définie par φ(x, t) = ϕt(x).

Alors

d

dt
E2,H(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

=

∫
Ω

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
[∇dφ ((ei, 0), dφ(ei, 0)) + (gradNH) ◦ ϕ], τH(ϕt)

)
dvg

∣∣∣
t=0
(2.8)

On choisit B une base orthonormée sur M définie dans un voisinage d’un point x ∈ M
telle que ∇M

ei
ej = 0 au point x, pour tous i, j ∈ 1, . . . ,m. Au point x, on a

∇φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0) = ∇φ

(ei,0)dφ
(

0,
d

dt

)
car

[
(ei, 0),

(
0,
d

dt

)]
= 0,

avec

∇φ

(0, d
dt

)
dφ(∇M

ei
ei, 0) = ∇φ

(∇Mei ei,0)
dφ
(

0,
d

dt

)
.

D’où

∇(0, d
dt

)∇dφ((ei, 0), (ei, 0)) = ∇φ

(0, d
dt

)
∇φ

(ei,0)dφ(ei, 0)−∇φ

(0, d
dt

)
dφ
(
∇M×(−ε,ε)

(ei,0) (ei, 0)
)

= RN
(
dφ
(

0,
d

dt

)
, dφ(ei, 0)

)
dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)∇
φ

(0, d
dt

)
dφ(ei, 0)

+∇φ

[(ei,0),(0, d
dt

)]
dφ(ei, 0)− (∇M

ei
ei, 0).

Ainsi

∇(0, d
dt

)∇dφ((ei, 0), (ei, 0)) = RN
(
dφ
(

0,
d

dt

)
, dφ(ei, 0)

)
dφ(ei, 0) +∇φ

(ei,0)∇
φ
(ei,0)dφ

(
0,
d

dt

)
−∇φ

(∇Mei ei,0)
dφ
(

0,
d

dt

)
. (2.9)
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D’autre part, on a

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
(gradNH) ◦ ϕ, τH(ϕ)

)
= h

(
∇N
τH(ϕ)(grad

NH), υ
)
. (2.10)

Il suit que

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
[∇dφ((ei, 0), dφ(ei, 0)) + (gradNH) ◦ ϕ], τH(ϕt)

)
dvg

∣∣∣
t=0

=

h
(
RN(υ, dϕ(ei))dϕ(ei), τH(ϕ)

)
+ h
(
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
, τH(ϕ)

)
−h
(
∇ϕ
∇Mei ei

υ, τH(ϕ)
)

+ h
(
∇N
τH(ϕ)(grad

NH), υ
)
. (2.11)

On définit la 1-forme différentielle ω sur M à support dans Ω par :

ω(X) = h
(
∇ϕ
Xυ, τH(ϕ)

)
.

Nous avons

divMω =
m∑
i=1

ei

(
h(∇ϕ

ei
υ, τH(ϕ))

)
− h
(
∇ϕ
∇Mei ei

υ, τH(ϕ)
)

=
m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
, τH(ϕ)

)
+ h(∇ϕ

ei
υ,∇ϕ

ei
τH(ϕ))− h

(
∇ϕ
∇Mei ei

υ, τH(ϕ)
)
.(2.12)

Des formules (2.9) et (2.12), on obtient

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
[∇dφ((ei, 0), dφ(ei, 0)) + (gradNH) ◦ ϕ], τH(ϕt)

)
dvg

∣∣∣
t=0

=

+
m∑
i=1

h
(
RN(υ, dϕ(ei))dϕ(ei), τH(ϕ)

)
+ divMω

−
m∑
i=1

h(∇ϕ
ei
υ,∇ϕ

ei
τH(ϕ)) + h

(
∇N
τH(ϕ)(grad

NH), υ
)
. (2.13)

On définit la 1-forme différentielle η sur M à support dans Ω par :

η(X) = h
(
∇ϕ
Xυ, τH(ϕ)

)
.
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Donc

divMη =
m∑
i=1

ei

(
h
(
∇ϕ
Xυ, τH(ϕ)

))
− h
(
υ,∇ϕ

∇Mei ei
τH(ϕ)

)

=
m∑
i=1

h
(
∇ϕ
ei
υ, τH(ϕ)

)
+ h
(
υ,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
υ
)
− h
(
υ,∇ϕ

∇Mei ei
τH(ϕ)

)
. (2.14)

Substituant (2.13) dans (2.14), on obtient

m∑
i=1

h
(
∇φ

(0, d
dt

)
[∇dφ((ei, 0), dφ(ei, 0)) + (gradNH) ◦ ϕ], τH(ϕt)

)
dvg

∣∣∣
t=0

= divMω − divMη

+
m∑
i=1

{
h
(
RN(τ(ϕ), dϕ(ei))dϕ(ei), υ

)
+ h
(
RN(gradNH, dϕ(ei))dϕ(ei), υ

)
+h
(
υ,∇ϕ

ei
∇ϕ
ei
τH(ϕ)

)
− h
(
υ,∇ϕ

∇Mei ei
τH(ϕ)

)}
+ h
(
∇N
τH(ϕ)(grad

NH), υ
)
. (2.15)

D’aprés les formules (2.8) , (2.15) et le théorème de divergence, on conclut que :

d

dt
E2,H(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= −
∫

Ω

h
(
τ2,H(ϕ), υ

)
dvg. �

Corollaire 2.2.1 Une application ϕ est dite biharmonique avec potentiel si et
seulement si

τ2,H(ϕ) = 0.

En particulier si ϕ est une application harmonique, alors ϕ est dite biharmonique avec
potentiel H si est seulement si

Jϕ((gradNH) ◦ ϕ) + (∇(gradH)◦ϕ(gradNH)) ◦ ϕ = 0.

Corollaire 2.2.2 L’application identité IdM : M −→M est biharmonique avec potentiel
si et seulement si

grad∆H +
1

2
grad

(
|gradH|2

)
+ 2RicciM(gradH) = 0.
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Exemple 2.2.1 On considère l’application identité Id : Rm\{0} → Rm\{0}, m 6= 2.

Supposons que (H = H(r), r = |x|). D’aprés le corollaire 2.2.1 , on déduit que l’applica-

tion identité est dite biharmoique avec potentiel si et seulement si la fonction H est une
solution de l’équation différentielle suivante :

H ′′′ +
m− 1

r
H ′′ − m− 1

r2
H ′ +H ′H ′′ = 0. (2.16)

Si on prend β = H ′, l’équation (2.16) s’écrit :

β′′ +
m− 1

r
β′ − m− 1

r2
β + ββ′. (2.17)

On remarque que β =
a

r
(a ∈ R∗) est une solution particulière de l’équation (2.17), alors

l’application Id est biharmonique avec potentiel si et seulement si a = 4− 2m et dans ce
cas la fonction H est donnée par

H(r) = ln(Cr4−2m), C > 0.

2.3 Le tenseur énergie impulsion avec potentiel

Une autre notion importante pour les applications harmoniques avec potentiel a été
introduite par S.Yao, est donné par la définition suivante :

Définition 2.3.1 Le tenseur énergie impulsion avec potentiel est un champs de tenseur
de type (0, 2) symétrique défini par :

SH(ϕ) =
(
e(ϕ)−H(ϕ)

)
g − ϕ∗h

= S(ϕ)−H(ϕ)g.

Pour tous X, Y ∈ Γ(TM), on a

SH(ϕ)(X, Y ) =
(
e(ϕ)−H(ϕ)

)
· g(X, Y )− h(dϕ(X), dϕ(Y )).
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Lemme 2.3.1 Soit ϕ une application harmonique avec potentiel H. Alors pour tout
X ∈ Γ(TM),

(divMSH(ϕ))(X) =
m∑
i=1

(∇eiSH(ϕ))(ei, X)

= −h(τH(ϕ), dϕ(X)).

Preuve. Rappelons que

divMS(ϕ) = −h(τ(ϕ), dϕ(X)).

Alors (
divMSH(ϕ)

)
(X) = divMS(ϕ)(X)− divM

(
H(ϕ) · g

)
(X).

Depuis

divM
(
H(ϕ)g

)
(X) =

(
∇eiH(ϕ)g

)
(ei, X)

= ∇eiH(ϕ) · g(ei, X)

= ∇XH(ϕ)

= (∇dϕ(X)H)(ϕ)

= h
(

(gradH)(ϕ), dϕ(X)
)
,

on obtient que (
divMSH(ϕ)

)
(X) = −h(τ(ϕ) + (gradH)(ϕ), dϕ(X))

= −h(τH(ϕ), dϕ(X)). �

Corollaire 2.3.1 Si ϕ est une application harmonique avec potentiel H, alors

X ϕ est vérifie la loi de conservation (i.e divMSH(ϕ) = 0).

X divMSH(ϕ)(X) = h(gradNH(ϕ), dϕ(X)).

Inversement, si ϕ est une submersion et divMSH(ϕ) = 0, alors ϕ est harmonique avec
potentiel .

Proposition 2.3.1 Soit T un tenseur de type (0.2) symétrique. on a la formule intégrale
suivante : ∫

∂Ω

T (X,n)dsg =

∫
Ω

[
h
(
T,

1

2
LXg

)
+ (divT )(X)

]
dvg, (2.18)
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où n est le vecteur unitaire normal à ∂Ω. Si ϕ une application harmonique avec
potentiel, on a

(divMS(ϕ))(X) = −h
(
τ(ϕ), dϕ(X)

)
= h

(
(gradNH)(ϕ), dϕ(X)

)
= h

(
grad(H ◦ ϕ), X

)
.

On applique la formule (2.18) pour T = S(ϕ), on trouve∫
∂Ω

S(ϕ)(X,n)dsg =

∫
Ω

[
h
(
S(ϕ),

1

2
LXg

)
+ h
(
grad(H ◦ ϕ), X

)]
dvg. (2.19)

Or divMSH(ϕ) = 0, l’égalité (2.18) est équivalente à l’équation suivante :∫
∂Ω

SH(ϕ)(X,n)dsg =

∫
Ω

h
(
SH(ϕ),

1

2
LXg

)
dvg. (2.20)

2.4 La formule de monotonie de EH

Grâce à la notion du tenseur énergie impulsion avec potentiel on obtient ce qu’on
appelle formules de monotonie et les théorèmes de type Liouville pour les applications
harmoniques avec potentiel avec certaines conditions sur H.

• Soit f ∈ C∞(M) une fonction strictement positive. On considère que M = (Mm, f 2g0)

de pôle X0 et r(X ) = dg0(X ,X0) la distance relative au pôle X0.

• Soit BR(X0) = {X ∈ M : r(X ) ≤ R}. On note par {λi}mi=1 les valeurs propres de la

matrice Hessg0(r2) et eH(ϕ) = e(ϕ)−H(ϕ).

Conditions : Il est claire que ν = f−1 ∂

∂r
est le vecteur unitaire externe au long de

∂B(r) ⊂M . Supposons que :

(f1)
∂ log f

∂r
≥ 0.

(f2) Il existe une constante σ > 0, telle que

(m− 2)r
∂ log f

∂r
+

1

2

( m∑
i=1

λi − 2λmax

)
≥ σ.
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Théorème 2.4.1 Soit ϕ une application harmonique avec potentiel, où H ≤ 0 (ou

H|ϕ(M)≤0). Si f satisfaite (f1) et (f2), alors∫
Bρ1 (X0)

eH(ϕ)dvg

ρσ1
≤

∫
Bρ2 (X0)

eH(ϕ)dvg

ρσ2
,

pour tout 0 < ρ1 ≤ ρ2.

Preuve. En prenant Ω = BR(X0) et X = r
∂

∂r
=

1

2
∇0r2 dans (2.20), où ∇0 dénote la

dérivée covariante déterminée par la métrique g0. avec un calcul direct, on trouve :

1

2
LXg = rf

∂f

∂r
g0 +

1

2
f 2LXg0.

Ainsi

h
(
SH(ϕ),

1

2
LXg

)
= h

(
SH(ϕ), rf

∂f

∂r
g0 +

1

2
f 2LXg0

)
= r

∂ log f

∂r
h(SH(ϕ), g) +

1

2
f 2h
(
SH(ϕ), Hessg0(r

2)
)
. (2.21)

Comme H ≤ 0, alors e(ϕ) ≤ eH(ϕ) et on a

h
(
SH(ϕ), g

)
= meH(ϕ)− 2e(ϕ) ≥ (m− 2)eH(ϕ).

Avec l’hypothèse
∂ log f

∂r
≥ 0, on aura

r
∂ log f

∂r
h
(
SH(ϕ), g

)
≥ (m− 2)r

∂ log f

∂r
eH(ϕ).

Soit B une base orthonormée par rapport à g0 et em =
∂

∂r
. On peut supposer que

Hessg0(r
2) est une matrice diagonale. {ẽi = f−1ei}mi=1 est une base orthonormée par

rapport à g.
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Pour le deuxième terme à gauche de l’équation (2.28), on a

f 2h
(
SH(ϕ), Hessg0(r

2)
)

=
m∑

i,j=1

[eH(ϕ)g(ẽi, ẽj)− ϕ∗h(ẽi, ẽj)]Hessg0(r
2)(ei, ej)

=
m∑

i,j=1

SH(ϕ)(ẽi, ẽj)Hessg0(r
2)(ei, ej)

=
m∑

i,j=1

eH(ϕ)Hessg0(r
2)(ei, ej)−

m∑
i,j=1

ϕ∗h(ẽi, ẽj)Hessg0(r
2)(ei, ej)

≥ eH(ϕ)
m∑

i,j=1

λi − 2e(ϕ)λmax,

D’où

f 2h
(
SH(ϕ), Hessg0(r

2)
)
≥
( m∑
i,j=1

λi − 2λmax

)
eH(ϕ). (2.22)

Alors, on a

h
(
SH(ϕ),

1

2
LXg

)
≥
[
(m− 2)r

∂ log f

∂r
+

1

2

( m∑
i=1

λi − 2λmax

)]
eH(ϕ). (2.23)

D’autre part, comme |∇r| = f−1, on a

∫
∂BR(X0)

(
SH(ϕ), ν

)
dsg ≤

∫
∂BR(X0)

eH(ϕ)g
(
r
∂

∂r
, ν)
)
dsg

= R

∫
∂BR(X0)

eH(ϕ)fdsg

= R
d

dR

∫
BR(X0)

(∫
∂BR(X0)

eH(ϕ)

|∇r|
dsg

)
dr

= R
d

dR

∫
BR(X0)

eH(ϕ)dvg. (2.24)
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Des formules (2.20), (2.23) et (2.24), on a

R
d

dR

∫
BR(X0)

eH(ϕ)dvg ≥
∫
BR(X0)

(
(m−2)r

∂ log f

∂r
+

1

2

( m∑
i=1

λi−2λmax

))
eH(ϕ)dvg. (2.25)

Par la condition f2, on obtient

R
d

dR

∫
BR(X0)

eH(ϕ)dvg ≥ σ

∫
BR(X0)

eH(ϕ)dvg. (2.26)

i.e

R
d

dR

∫
BR(X0)

eH(ϕ)dvg

Rσ
≥ 0.

Ce qui nous donne ∫
Bρ1 (X0)

eH(ϕ)dvg

ρσ1
≤

∫
Bρ2 (X0)

eH(ϕ)dvg

ρσ2
, (2.27)

pour tout 0 < ρ1 ≤ ρ2. �

Lemme 2.4.1 [24] Soit M une variété riemannienne complète de pôle de X0. On dénote
par Kr la courbure radiale de M .

(i) Si −α2 ≤ Kr ≤ −β2 > 0 avec α ≥ β > 0, alors

β coth(βr)[g − dr ⊗ dr] ≤ Hess(r) ≤ α coth(αr)[g − dr ⊗ dr];

(ii) Si − A

(1 + r2)1+ε
≤ Kr ≤

B

(1 + r2)1+ε
avec ε > 0, A ≥ 0 et 0 ≤ B ≤ 2ε, alors

1−B/2ε
r

[g − dr ⊗ dr] ≤ Hess(r) ≤ e
A
2ε

r
[g − dr ⊗ dr] ;

(iii) Si − a2

1 + r2
≤ Kr ≤

b2

1 + r2
avec a ≥ 0 et b2 ∈ [0, 1

4
], alors

1 +
√

1− 4b2

2r
[g − dr ⊗ dr] ≤ Hess(r) ≤ 1 +

√
1 + 4a2

2r
[g − dr ⊗ dr].

Lemme 2.4.2 Soit M une variété riemannienne complète de pôle X0. On dénote par Kr

la courbure radiale de M .
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(i) Si −α2 ≤ Kr ≤ −β2 > 0 avec α ≥ β > 0 et (m− 1)β − 2α ≥ 0, alors

m∑
i=1

λi − 2λmax ≥ 2
(
m− 2α

β

)
;

(ii) Si − A

(1 + +r2)1+ε ≤ Kr ≤
B

(1 + r2)1+ε avec ε > 0, A > 0 et 0 ≤ B < 2ε, alors

m∑
i=1

λi − 2λmax ≥ 2
[
1 + (m− 1)

(
1− B

2ε

)
− 2e

A
2ε

]
;

(iii) Si − a2

1 + r2
≤ Kr ≤

b2

1 + r2
avec a ≥ 0 et b2 ∈ [0, 1

4
], alors

m∑
i=1

λi − 2λmax ≥ 2
[
(m− 1)

1 +
√

1− 4b2

2
−
√

1 + 4a2
]
.

Preuve. Si Kr vérifie (i), alors du lemme 2.4.1, pour tout R > 0 sur Br(X0) \ {X0}

m∑
i=1

λi − 2λmax ≥ 2
[
1 + (m− 1)βr coth(βr)− 2αr coth(αr)

]
= 2

[
1 + βr coth(βr)

(
m− 1− 2α

β
· coth(αr)

coth(βr)

)]
.

Grâce à la croissance de la fonction βr coth(βr)→ 1 quand r → 0 et
coth(αr)

coth(βr)
< 1, alors

m∑
i=1

λi − 2λmax ≥ 2
[
1 + 1 ·

(
m− 1− 2α

β

)]
= 2

(
m− 2α

β

)
,

pour tout 0 < β < α. De la même façon, on utilise le lemme (2.4.1) et l’inégalité ci-dessus

reste valable pour les cas (ii) et (iii) surBR(X0). �
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Théorème 2.4.2 Soit M une variété riemannienne complète de pôle X0. Supposons que
la courbure radiale satisfait une des conditions suivantes :

(i) Si −α2 ≤ Kr ≤ −β2 > 0 avec α ≥ β > 0 et (m− 1)β − 2α ≥ 0.

(ii) Si − A

(1 + +r2)1+ε ≤ Kr ≤
B

(1 + +r2)1+ε avec ε > 0, A > 0, 0 ≤ B < 2ε,

et 1 + (m− 1)
(

1− B

2ε

)
− 2e

A
2ε > 0.

(iii) Si − a2

1 + r2
≤ Kr ≤

b2

1 + r2
avec a ≥ 0, b2 ∈ [0, 1

4
]

et (m− 1)(1 +
√

1− 4b2)− 2
√

1 + 4a2 > 0.

Soit ϕ une application harmonique avec potentiel et H ≤ 0 ou H|ϕ(M)≤0, alors

∫
Bρ1 (X0)

eH(ϕ)dvg

ρΛ
1

≤

∫
Bρ2 (X0)

eH(ϕ)dvg

ρΛ
2

, (2.28)

pour tout 0 < ρ1 < ρ2, où Λ est donné par :

Λ =


m− 2α

β
, si Kr satisfait (i)

1 + (m− 1)
(

1− B

2ε

)
− 2e

A
2ε , si Kr satisfait (ii)

(m− 1)(1 +
√

1− 4b2)− 2
√

1 + 4a2, si Kr satisfait (iii)

Preuve. On prends f = 1 dans (2.25), on obtient :

R
d

dR

∫
BR(X0

eH(ϕ)dvg ≥
∫
BR(X0)

1

2

( m∑
i=1

λi − 2λmax

)
eH(ϕ)dvg,

Du lemme 2.4.2 , on a

R
d

dR

∫
BR(X0)

eH(ϕ)dvg ≥ Λ

∫
BR(X0)

eH(ϕ)dvg,
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ce qui implique que R
d

dR
ER
H(ϕ) ≥ ΛER

H(ϕ). Ainsi on obtient la formule de monotonie

suivante :
Eρ1
H (ϕ)

ρΛ
1

≤ Eρ2
H (ϕ)

ρΛ
2

pour tout 0 < ρ1 < ρ2. �

2.5 Théorème de Liouville

Comme application de la formule de monotonie, on a le théorème suivant

Théorème 2.5.1 Soit M une variété riemannienne complète et noncompacte avec une
courbure de Ricci positive. Supposons que la variété N est de courbure sectionnelle néga-
tive. Si ϕ est une application harmonique avec potentiel H où H est une fonction concave

et e(ϕ) :=
1

2
|dϕ|2 <∞, alors ϕ doit être constante.

Preuve. On suit le calcul dans [32], pp. 26] pour une application harmonique avec po-
tentiel, on a la formule de Bochner standard suivante :

∆
1

2
|dϕ|2 = |∇dϕ|2 + h

(
dϕ(RicM(ei)), dϕ(ei)

)
− h
(
RN(dϕ(ei), dϕ(ej))dϕ(ei), dϕ(ej)

)
−Hess H(dϕ, dϕ). (2.29)

On utilise le fait que H est une fonction concave et RN négative dans (2.29), alors

∆e(ϕ) ≥ |∇dϕ|2. (2.30)

On a l’inégalité de Cauchy-Shwartz, on retient

|de(ϕ)|2 ≤ 2e(ϕ)|∇dϕ|2. (2.31)

On fixe ε > 0 un nombre positive et on calcule

∆
√
e(ϕ) + ε =

∆e(ϕ)

2
√
e(ϕ) + ε

− 1

4

|∇dϕ|2

(e(ϕ) + ε)
3
2

≥ |∇dϕ|2

2
√
e(ϕ) + ε

(
1− e(ϕ)

e(ϕ) + ε

)
≥ 0,
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où on utilise (2.30) et (2.31).
Soit η une fonction arblitraire sur M à support compact, on obtient alors

0 ≤
∫
M

η2
√
e(ϕ) + ε∆

√
e(ϕ) + εdM

= −2

∫
M

η
√
e(ϕ) + ε h

(
∇η,∇

√
e(ϕ) + ε

)
dM −

∫
M

η2
∣∣∣√e(ϕ) + ε

∣∣∣2dM.

Maintenant, soient X0 un point de M et BR, B2R deux boules géodesiques centrée en X0

de rayons R et 2R respectivement. On choisit une fonction de sectionnement

η(x) =


1, x ∈ BR

0, x ∈M\B2R

tel que 0 ≤ η ≤ 1, |∇η| ≤ C

R
pour une constante positive C. Alors, on trouve

0 ≤ −2

∫
B2R

η
√
e(ϕ) + εh

(
∇η,∇

√
e(ϕ) + ε

)
dx−

∫
B2R

η2
∣∣∣√e(ϕ) + ε

∣∣∣2dx.
Ainsi

0 ≤ 2

(∫
B2R\BR

η2
∣∣∣√e(ϕ) + ε

∣∣∣2dx) 1
2
(∫

B2R\BR
|∇η|2(e(ϕ) + ε)dx

) 1
2

−
∫
B2R\BR

η2
∣∣∣∇√e(ϕ) + ε

∣∣∣2dx− ∫
BR

∣∣∣∇√e(ϕ) + ε
∣∣∣2dx.

On obtient donc∫
BR

∣∣∣∇√e(ϕ) + ε
∣∣∣2dx ≤ ∫

B2R\BR
|∇η|2(e(ϕ) + ε)dx ≤ C2

R2

∫
B2R

(e(ϕ) + ε)dx.

On note par B′R l’ensemble B′R := {x ∈ BR|e(ϕ)(x) = 0}, cela nous donne∫
B′
R

|∇e(ϕ)|2

4e(ϕ)
dx ≤ C2

R2

∫
B2R

e(ϕ)dx.
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Maintenant, si R→∞ et par l’hypothèse que l’énergie est finie, on trouve∫
M\{e(ϕ)=0}

|∇e(ϕ)|2

4e(ϕ)
dM ≤ 0,

alors e(ϕ) doit être constante. Si e(ϕ) 6= 0, alors le volume de M soit fini. Or, le volume
d’une variété riemanienne complète et noncompacte de courbure de Ricci positive est in-
fini. Alors e(ϕ) = 0, ce qui termine la preuve. �

2.6 Problème de Dirichlet

Pour étudier le problème de valeur limite constante de Dirichlet pour les applications
harmoniques avec potentiel, nous commençons par :

Définition 2.6.1 Soit Ω ⊂ M un domaine borné. on dénote par ∂Ω le bord de Ω. Alors
∂Ω est appellé étoilé s’il existe un point intérieur X0 ∈ Ω tel que

h
( ∂

∂rX0

, ν
)∣∣∣

∂Ω
≥ 0,

où ν est le vecteur unitaire normale extérieure à ∂Ω et
∂

∂rX0

est le champ de vecteurs

unitaire tel que pour tout X ∈ Ω\{X0} ∪ ∂Ω,
∂

∂rX0

est le vecteur unitaire tangent à la

unique géodésique joindre X0 à X et pointer loin de X0. Il est évident que tout domaine
convexe est étoilé.

Théorème 2.6.1 Soit ϕ une application harmonique avec potentiel H, et Ω un domaine

étoilé tandis que le pôle X0 ∈ Ω. Supposons que
∂H ◦ ϕ
∂r

≥ 0 sur Ω et f satisfaite f2.

Si ϕ ≡ P ∈ N, alors ϕ doit être constante sur Ω et gradNH(P ) = 0.

Preuve. Soit X = r
∂

∂r
, où r = rX0 . Du théorème 2.4.1 , on sait que

g
(
S(ϕ),

1

2
LXg

)
≥ σe(ϕ), (2.32)
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où σ est une constante positive. Depuis ϕ|∂Ω ≡ P, dϕ(η) = 0 pour tout vecteur tangent η
à ∂Ω. Pour tout X ∈ ∂Ω, on a

S(ϕ)
(
r
∂

∂r
, ν
)

= r

[
e(ϕ)g

(
r
∂

∂r
, ν
)
− h
(
dϕ
(
r
∂

∂r

)
, dϕ(ν)

)]
= r

[
e(ϕ)g

(
r
∂

∂r
, ν
)
− g
(
r
∂

∂r
, ν
)
|dϕ|2

]
= −rg

(
r
∂

∂r
, ν
)
e(ϕ) ≤ 0. (2.33)

D’aprés (2.19), (2.32) et (2.33), on a∫
Ω

e(ϕ)dvg = 0,

ce qui implique que ϕ(Ω) = P et gradNH(P ) = 0. �

2.7 Conclusion

La théorie des applications harmoniques avec potentiel entre les variétés riemanniennes
est vaste. En priciser, dans ce chapitre on a adopté les résultats des calculs variationnels,
les formules de monotonie et un type de problèmes des équations aux dérivées partielles
avec une condition de Dirichlet.



ANNEXE A

GÉOMÉTRIE CONFORME DES
APPLICATIONS HARMONIQUES

Introduction

Le but de ces annexes est de généraliser la notion d’harmonicité avec potentiel dans
certains cas particuliers, en commençant par les propriétés des applications harmoniques
en géométrie conforme, puis on va étudier les applications p-harmoniques avec potentiel.

Définition A.1 Une application ϕ est dite confome s’il existe une fonction
λ : M −→ R+ de classe C∞, telle que :

hϕ

(
dϕ(X), dϕ(Y )

)
= λ2g(X, Y ),

pour tout X, Y ∈ Γ(TM). La fonction λ est appelée dilatation de ϕ.

A.1 Géométrie conforme

En mathématiques, une application conforme est une fonction qui préserve les angles
localement. Une structure conforme sur une variété de classe C∞ peut définie également
comme une classe de métriques riemanniennes équivalentes en conformité.
Nous étudions les applications conformes entre les variétés équidimensionnelles

(c’ést-à -dire ϕ : (Mn, g)→ (Nn, h)).

56



A.1 Géométrie conforme 57

A.1.1 Les applications conforme-harmoniques

Proposition A.1.1 Soit ϕ une submersion conforme de dilatation λ, alors ϕ est harmo-
nique si et seulement si l’équation suivante est vérifie :

(2− n)dϕ(gradM lnλ) = 0.

Preuve. Pour montrer cette proposition, il suffit de vérifier que

τ(ϕ) = (2− n)dϕ(gradM lnλ). (A.1)

En effet :
Soit B une base orthonormée définie sur M dans un voisinage d’un point x ∈M telle

que ∇eie
M
j = 0 au point x, pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}. Au point x, on a :

h(τ(ϕ), dϕ(ej)) =
n∑
i=1

h(∇ϕ
ei
dϕ(ei), dϕ(ej))

=
n∑
i=1

{
ei

(
h(dϕ(ei), dϕ(ej))

)
− h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ei
dϕ(ej)

)}
.

Comme ϕ est conforme de dilatation λ et ∇ϕ
ei
dϕ(ej) = ∇ϕ

ej
dϕ(ei), alors

h(τ(ϕ), dϕ(ej)) =
n∑
i=1

{
ei(λ

2)
(
g(ei, ej)

)
− h
(
dϕ(ei),∇ϕ

ej
dϕ(ei)

)}
=

n∑
i=1

{
2λ2
(
g(ei(lnλ)ei, ej)

)
− 1

2
ej

(
h(dϕ(ei), dϕ(ej)

)}
.

Or le gradient d’une fonction f de classe C∞(M) défini par g(gradMf, ej) = ej(f), alors

h(τ(ϕ), dϕ(ej)) = 2λ2g(gradM lnλ, ej)− nλ2g(gradM lnλ, ej)

= (2− n)h
(
dϕ(gradM lnλ), dϕ(ej)

)
. �

Remarque A.1.1 Dans ce cas, on déduit que le champ de tension avec potentiel est dé-
fini par :

τH(ϕ) = (2− n)dϕ(gradM lnλ) + (gradNH) ◦ ϕ.
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Proposition A.1.2 Soit ϕ une application non constante, alors :
S(ϕ) = 0⇔ dimM = 2 et ϕ est conforme.

Preuve. Si S(ϕ) = 0 alors :

S(ϕ) = 0⇒ e(ϕ)g − ϕ∗h = 0

⇒ ϕ∗h = e(ϕ)g

⇒ ϕ∗h =
1

2
|dϕ|2g = λ2g.

On retient que ϕ est conforme. Ainsi
TrS(ϕ) = S(ϕ)(ei, ei)

= e(ϕ)g(ei, ei)− 2e(ϕ)

= (m− 2)e(ϕ).

D’où m = 2.

Inversement, si ϕ∗h = λ2g , alors e(ϕ) =
mλ2

2
et S(ϕ) =

(m− 2

2

)
λ2g. �

Remarque A.1.2 Une application ϕ est dite conforme si ϕ∗h = λ2g, où λ ∈ C∞(M),
dans le cas où λ est une constante non nulle alors ϕ est dite une application homothétique.

Proposition A.1.3 Soit ϕ une application harmonique est conforme. Si m > 2 alors ϕ
est homothétique.

Preuve. En effet, avec ces hypothèses on a :

0 = divMS(ϕ) =
m− 2

2
d(λ2) =

m− 2

2
dλ2.

A.1.2 Les applications conforme-biharmoniques

Premièrement, nous calculons le tenseur bi-énergie impulsion pour une application
conforme où on prouve que S2(ϕ) ne dépend que de la dilatation.

Théorème A.1.1 Soit ϕ une application conforme avec dilatation λ, alors nous avons

S2(ϕ) = (2− n)λ2
{(n− 2

2
|grad lnλ|2 + ∆ lnλ

)
g − 2∇d lnλ

}
(A.2)
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et la trace de S2(ϕ) est donné par

TrgS2(ϕ) = −(2− n)2λ2
{n

2
|grad lnλ|2 + ∆ lnλ

}
. (A.3)

Pour prouver le théorème. A.1.1 , nous avons besoin du lemme suivant :

Lemme A.1.1 Soit ϕ une application conforme avec dilatation λ, puis pour toute fonc-
tion f ∈ C∞(M) et pour tout X, Y ∈ Γ(TM), nous avons

h(∇Xdϕ(gradf), dϕ(Y )) = λ2(X(lnλ)Y (f)− Y (lnλ)X(f))

+λ2∇df(X, Y ) + λ2d lnλ(gradf)g(X, Y ). (A.4)

Preuve du lemme. Soit f ∈ C∞(M), pour tout X, Y ∈ Γ(TM), nous avons

h(∇Xdϕ(gradf), dϕ(Y )) = X(λ2g(gradf, Y ))− h(dϕ(gradf),∇Xdϕ(Y ))

= X(λ2)g(gradf, Y ) + λ2g(∇Xgradf, Y ) + λ2g(gradf,∇XY )

−h(dϕ(gradf),∇dϕ(X, Y ))− h(dϕ(gradf), dϕ(∇XY ))

= X(λ2)g(gradf, Y ) + λ2g(∇Xgradf, Y ) + λ2g(gradf,∇XY )

−h(dϕ(gradf),∇dϕ(X, Y ))− λ2g(gradf,∇XY ).

En notant par
g(∇Xgradf, Y ) = ∇df(X, Y ),

alors nous obtenons

h(∇Xdϕ(gradf), dϕ(Y )) = 2λ2X(lnλ)Y (f) + λ2∇df(X, Y )− h(dϕ(gradf),∇dϕ(X, Y )).

De même, nous avons

h(∇Y dϕ(gradf), dϕ(X)) = 2λ2Y (lnλ)X(f) + λ2∇df(X, Y )− h(dϕ(gradf),∇dϕ(X, Y )).

Ensuite, nous déduisons que

h(∇Xdϕ(gradf), dϕ(Y )) = h(dϕ(X),∇Y dϕ(gradf))

+2λ2(X(lnλ)Y (f)− Y (lnλ)X(f)). (A.5)
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Pour le terme h(dϕ(X),∇Y dϕ(gradf)), nous avons

h(∇Y dϕ(gradf), dϕ(X)) = h(∇dϕ(gradf, Y ), dϕ(X)) + λ2g(∇Y gradf,X)

= h
(
∇gradfdϕ(Y ), dϕ(X)

)
− λ2g

(
∇gradfY,X

)
+λ2g(∇Y gradf,X)

= gradf
(
λ2g(X, Y )

)
− h
(
∇gradfdϕ(X), dϕ(Y )

)
−λ2g

(
∇gradfY,X

)
+ λ2g(∇Y gradf,X)

= 2λ2d lnλ(gradf)g(X, Y )− h(∇dϕ(X, gradf), dϕ(Y ))

+λ2g(∇Y gradf,X).

Nous déduisons que

h(∇Y dϕ(gradf), dϕ(X)) = −h(∇Xdϕ(gradf), dϕ(Y )) + 2λ2∇df(X, Y )

+2λ2d lnλ(gradf)g(X, Y ). (A.6)

Enfin, si nous remplaçons (A.6) dans (A.5), nous obtenons

h(∇Xdϕ(gradf), dϕ(Y )) = λ2(X(lnλ)Y (f)− Y (lnλ)X(f))

+λ2∇df(X, Y ) + λ2d lnλ(gradf)g(X, Y ).

Ceci complète la preuve du lemme. �

Remarque A.1.3 Soit ϕ une application conforme avec dilatation λ, alors si on consi-
dère f = lnλ, L’équation (A.4) donne

h(∇Xdϕ(grad lnλ), dϕ(Y )) = λ2(∇d lnλ(X, Y ) + |grad lnλ|2g(X, Y )).

Preuve du théorème : Par définition, le tenseur bi-énergie impulsion est donné par :

S2(ϕ) =
(
− 1

2
|τ(ϕ)|2 + divMh(τ(ϕ), dϕ)

)
g − 2symh(∇τ(ϕ), dϕ). (A.7)
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Comme
|τ(ϕ)|2 = (2− n)2λ2|grd lnλ|2

et

divMh(τ(ϕ), dϕ)
)

= (2− n)
(

2λ2|grd lnλ|2 + λ2 lnλ
)
,

on déduit

− 1

2
|τ(ϕ)|2 + divMh(τ(ϕ), dϕ) = (2− n)λ2

(n+ 2

2
|grad lnλ|2 + ∆ lnλ

)
. (A.8)

En calculant symh(∇τ(ϕ), dϕ), pour tout X, Y ∈ Γ(TM), nous avons

symh(∇τ(ϕ), dϕ)(X, Y ) =
1

2
(h(∇Xτ(ϕ), dϕ(Y )) + h(∇Y τ(ϕ), dϕ(X)))

=
2− n

2
(h(∇Xdϕ(grad lnλ), dϕ(Y )) + h(∇Y (grad lnλ), dϕ(X))).

Par la remaque (A.1.3), nous avons

h(∇Xdϕ(grad lnλ), dϕ(Y )) = λ2
(
∇d lnλ(X, Y ) + |grad lnλ|2g(X, Y )

)
et

h(∇Y dϕ(grad lnλ), dϕ(X)) = λ2
(
∇d lnλ(X, Y ) + |grad lnλ|2g(X, Y )

)
puis

symh(∇τ(f), dϕ)(X, Y ) = (2− n)λ2
(
∇d lnλ(X, Y ) + |grad lnλ|2g(X, Y )

)
. (A.9)

Si nous substituons (A.8) et (A.9) dans (A.7), nous concluons que

S2(ϕ) = (2− n)λ2
{(n− 2

2
|grad lnλ|2 + ∆ lnλ

)
g − 2∇d lnλ

}
.
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Calculons maintenant la trace du tenseur bi-énergie implusion, nous avons

TrgS2(ϕ) = S2(ϕ)(ei, ei)

= (2− n)λ2
(n− 2

2
|grad lnλ|2 + ∆ lnλ

)
g(ei, ei)

−2(2− n)λ2∇d lnλ(ei, ei)

= (2− n)nλ2
(n− 2

2
|grad lnλ|2 + ∆ lnλ

)
−2(2− n)λ2(∆ lnλ)

= (2− n)λ2
{(n− 2)

2
|grad lnλ|2 + (n− 2)∆ lnλ

}
.

Ensuite

TrgS2(ϕ) = −(2− n)2λ2
{n

2
|grad lnλ|2 + ∆ lnλ

}
. �

En calculant le Laplacien de la fonction λ
n
2 et en utilisant

∆λ
n
2 =

n

2
λ
n
2

(n
2
|grad lnλ|2 + ∆ lnλ

)
,

nous obtenons immédiatement le corollaire suivant :

Corollaire A.1.1 Soit ϕ : (Mn, g) → (Nn, h), (n 6= 2) une application conforme de

dilatation λ. La trace de S2(ϕ) est nulle si et seulement si la fonction λ
n
2 est harmonique.

Le champ bi-tension de l’application conforme est donné par

Théorème A.1.2 Soit ϕ une submersion conforme de dilatation λ, alors ϕ est biharmo-
nique si est seulement si l’équation suivante est vérifie :

−(2− n)2∇ϕ
gradM lnλ

dϕ(gradM lnλ)− 2(2− n)dϕ(RicciMgradM lnλ)

− (2− n)dϕ(gradM(∆M lnλ)− 2(2− n)〈∇dϕ,∇d lnλ)〉 = 0,

où

〈∇dϕ,∇d lnλ〉 =
n∑

i,j=1

∇dϕ(ei, ej)∇d lnλ(ei, ej)

relativement à une base B sur M.
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Pour la démonstration de ce théorème, on a besoin du lemme suivant :

Lemme A.1.2 Si ϕ : (Mm, g) → (Nn, h) une application de classe C∞ et γ : M −→ R
une fonction de classe C∞, alors :

Trg(∇ϕ)
2
dϕ(gradMγ) = ∇ϕ

gradMγ
τ(ϕ) + 2dϕ(RicciMgradMγ) + dϕ(gradM(∆Mγ))

− TrgRN(dϕ(gradMγ), dϕ)dϕ+ 2〈∇dϕ,∇dγ〉.

Preuve. On définit une base orthonormée B sur M dans un voisinage d’un point x ∈M
telle que ∇M

ei
ej = 0, pour tous i, j ∈ {1, . . . , n}. Au point x, on a

〈∇dϕ,∇dγ〉 =
m∑

i,j=1

∇dϕ(ei, ej)∇dγ(ei, ej)

=
m∑

i,j=1

∇dϕ(ei, ej)g(∇M
ei
gradMγ, ej).

Alors

Trg(∇ϕ)2dϕ(gradMγ) =
m∑

i,j=1

∇ϕ
ei
∇ϕ
ei
dϕ(gradMγ)

=
m∑
i=1

∇ϕ
ei
dϕ(ei, grad

Mγ) +
m∑

i,j=1

∇ϕ
ei
dϕ(∇M

ei
gradMγ)

=
m∑
i=1

∇ϕ
ei
dϕ(ei, grad

Mγ) +
m∑

i,j=1

∇dϕ(ei,∇M
ei
gradMγ)

+
m∑
i=1

dϕ(∇M
ei
∇M
ei
gradM)

=
m∑
i=1

∇ϕ
ei
dϕ(ei, grad

Mγ) + 〈∇dϕ,∇dγ〉

+dϕ(Trg(∇M)2gradMγ). (A.10)

Soit ∇2dϕ la troisième forme fondamentale définie par :

∇2dϕ(X, Y, Z) = ∇ϕ
X∇dϕ(Y, Z)−∇dϕ(∇ϕ

XY, Z)−∇dϕ(Y,∇ϕ
XZ). (A.11)
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Pour tous X, Y, Z ∈ Γ(TM). On a

∇2dϕ(X, Y, Z) = ∇2dϕ(Z, Y,X) + dϕ(RM(Z,X)Y )−RN(dϕ(Z), dϕ(X))dϕ(Y ). (A.12)

De la formule (A.12) on obtient :

m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇dϕ(ei, grad

Mγ) =
m∑
i=1

∇2dϕ(ei, ei, grad
Mγ) +

m∑
i=1

∇dϕ(ei,∇M
ei
gradMγ)

=
m∑
i=1

∇2dϕ(gradMγ, ei, ei) +
m∑
i=1

∇dϕ(RMgradMγ, ei)ei)

−
m∑
i=1

RN(dϕ(gradMγ, dϕ(ei))dϕ(ei)

+
m∑
i=1

∇dϕ(ei,∇M
ei
gradMγ).

Ce qui résulte que

m∑
i=1

∇ϕ
ei
∇dϕ(ei, grad

Mγ) = ∇ϕ
gradMγ

τ(ϕ) + dϕ(RicciMgradMγ)

= −TrgRN(dϕ(gradMγ), dϕ)dϕ+ 〈∇dϕ,∇dγ〉. (A.13)

En remplaçant la formule

Trg(∇M)2gradMγ = RicciM(gradMγ) + gradM(∆Mγ),

et la formule (A.13) dans (A.10), on déduit le lemme A.1.2 . �

Preuve du théorème A.1.2 : Par définition, on a :

τ2(ϕ) = TrgR
N(τ(ϕ), dϕ)dϕ− Trg(∇ϕ)2τ(ϕ).

D’aprés l’équation (A.1), on a

τ2(ϕ) = −(2− n)TrgR
N(dϕ(gradM lnλ), dϕ)dϕ

−(2− n)Trg(∇ϕ)2dϕ(gradM lnλ). (A.14)
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Du lemme A.1.2 , on obtient :

− (2− n)Trg(∇ϕ)2dϕ(gradM lnλ) = −(2− n)2∇ϕ
gradM lnλ

−2(2− n)dϕ(RicciMgradM lnλ)

−(2− n)dϕ(gradM(∆M lnλ))

+(2− n)TrgR
N(dϕ(gradM lnλ, dϕ)dϕ

−2(2− n)〈∇dϕ,∇d lnλ〉. (A.15)

En remplaçant la formule (A.15) dans (A.14), le théorème A.1.2 découle. �



ANNEXE B

CAS DES APPLICATIONS
P -HARMONIQUES AVEC POTENTIEL

Définition B.1 Une application ϕ est dite p-harmonique avec potentiel si elle est un
point critique de la fonctionnelle p-énergie avec potentiel définie par :

Ep,H(ϕ,Ω) =
1

p

∫
Ω

{|dϕ|p −H(ϕ)}dvg,

pour tout p ≥ 2, c’est-à-dire
d

dt
Ep,H(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= 0.

En particulier, si p = 2 et le potentiel H est constant on retombe bien sur la notion des
applications harmoniques usuelles.

Première variation de Ep,H

D’une manière similaire aux applications harmoniques, on peut dériver la première
variation des applications p-harmoniques avec potentiel comme suit :

d

dt
Ep,H(ϕt,Ω)

∣∣∣
t=0

= −
∫

Ω

h
(
τp,H(ϕ), υ

)
dvg, (B.1)

où τp,H(ϕ) = τp(ϕ) + (gradNH) ◦ ϕ et τp(ϕ) = −∇(|dϕ|p−2dϕ). La formule de première
variation nous donne la condition nécéssaire et suffisante pour qu’une application ϕ soit
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p-harmonique avec potentiel, donnée par l’équation : τp,H(ϕ) = 0.

Seconde variation de Ep,H

Soit ϕ une application p-harmonique avec potentiel. On note par ep(ϕ) =
1

p
|dϕ|p la

p-énergie densité de ϕ et Ep(ϕ,Ω) =

∫
Ω

ep(ϕ)dvg. Si {ϕt,s} une variation de ϕ à support

dans Ω, et

υ1 = ∂ϕt,s
∂t

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

, υ2 = ∂ϕt,s
∂s

∣∣∣
(t,s)=(0,0)

dénotent les deux vecteurs de variations et φ(x, s, t) = ϕt,s(x), alors

∂2Ep(ϕt,s)

∂t∂s

∣∣∣
t=s=0

= (p− 2)

∫
Ω

|dϕ|p−4

m∑
i=1

h
(
∇eiυ2, dϕ(ei)

)
h
(
∇ejυ1, dϕ(ej)

)
+

∫
Ω

h
(
∇υ2υ1,∇(|dϕ|p−2dϕ)

)
dvg +

∫
Ω

|dϕ|p−2h
(
∇υ1,∇υ2

)
dvg

+

∫
Ω

|dϕ|p−2h
(
RN(dϕ(ei), υ2)υ1, dϕ(ei)

)
dvg. (B.2)

D’autre part, on a

∂2H ◦ ϕt,s
∂t∂s

∣∣∣
t=s=0

= h
(
∇υ2gradH, υ1

)
+ h
(
gradH,∇υ2υ1

)
= Hess H(υ2, υ1) + h

(
∇(|dϕ|p−2dϕ),∇υ2υ1

)
. (B.3)

De (B.2) et (B.3), on obtient

∂2Ep,H(ϕt,s)

∂t∂s

∣∣∣
t=s=0

= (p− 2)

∫
Ω

|dϕ|p−4

m∑
i=1

h
(
∇eiυ2, dϕ(ei)

)
h
(
∇ejυ1, dϕ(ej)

)
dvg

−
∫

Ω

HessH(υ2, υ1)dvg +

∫
Ω

|dϕ|p−2

m∑
i=1

h
(
RN(dϕ(ei), υ2)dϕ(ei), υ1

)
dvg

−
∫

Ω

|dϕ|p−2

m∑
i=1

h
(
RN(dϕ(ei), υ2)dϕ(ei), υ1

)
+

∫
Ω

|dϕ|p−2h
(
∇υ1,∇υ2

)
dvg.
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B.1 Tenseur p-énergie impulsion

Proposition B.1.1 On définit le teneur p-énergie impulsion par :

Sp(ϕ) = ep(ϕ)g − |dϕ|p−2ϕ∗h.

Pour tout X ∈ Γ(TM), on a

divMSp(ϕ) = −h
(
τp(ϕ), dϕ(X)

)
. (B.4)

Preuve. Soit X ∈ Γ(TM), alors

divMSp(ϕ)(X) = (∇eiSp(ϕ))(ei, X)

= ∇ei

(
1

p
h
(
dϕ(ej), dϕ(ej)

) p
2
g(ei, X)− h

(
|dϕ|p−2dϕ(ei), dϕ(X)

))
−ep(ϕ)g

(
ei,∇eiX

)
+ |dϕ|p−2h

(
dϕ(ei), dϕ∇eiX

)
.

Par suite

divMSp(ϕ)(X) =
{
|dϕ|p−2h

(
∇eidϕ(ej), dϕ(ej)

)
g(ei, X) + ep(ϕ)g(ei,∇eiX)

−h
(

(∇ei |dϕ|p−2dϕ(ei)), dϕ(X)
)
− |dϕ|p−2h

(
dϕ(ei),∇eidϕ(X)

)}
−ep(ϕ)g(ei,∇eiX) + |dϕ|p−2h

(
dϕ(ei), dϕ(∇eiX)

)
.

Ainsi

divMSp(ϕ)(X) = |dϕ|p−2h
(

(∇eidϕ)ej, dϕ(ej)
)
g(ei, X)

−h
(

(∇ei|dϕ|p−2dϕ)ej, dϕ(X)
)
− h
(
|dϕ|p−2dϕ(ei), (∇eidϕ)X

)
−h
(
|dϕ|p−2dϕ(ei), dϕ(∇eiX)

)
+ |dϕ|p−2h

(
dϕ(ei), dϕ(∇eiX)

)
.
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Finalement, on trouve

divMSp(ϕ)(X) = |dϕ|p−2h
(

(∇Xdϕ)ej, dϕ(ej)
)
− h
(

(∇ei |dϕ|p−2dϕ)ei, dϕ(X)
)

−|dϕ|p−2h
(
dϕ(ei), (∇eidϕ)X

)
= −h

(
τp(ϕ), dϕ(X)

)
. �

Corollaire B.1.1 Une application ϕ est dite p-harmonique si est seulement si

divMSp(ϕ) = 0.

B.2 Théorème de Liouville pour les applications
p-harmoniques avec potentiel

Théorème B.2.1 Soit M une variété riemannienne complète, simplement connexe de

courbure sectionnelle SecM négative. On dénote par BR(X0) la boule géodésique de rayon

R et de centre X0. Si l’appication ϕ : BR(X0) → N est p-harmoniques avec potentiel, tel

que ∂ϕ
∣∣∣
∂BR(X0)

= Q où Q ∈ N satisfait H(Q) = maxy∈NH(y). alors ϕ est constante sur

BR(X0).

Pour simplifier la démonstration du théorème B.2.1 , on rappelle ces deux lemmes :

Lemme B.2.1 Soient ∂Ω le bord de Ω et n le vecteur unitaire normale ∂Ω. Alors pour
tout X ∈ Γ(TM) de support compact, on a

∫
∂Ω

ep(ϕ)g(X,n)dvg =

∫
∂Ω

|dϕ|p−2h
(
dϕ(X), dϕ(n)

)
+

∫
Ω

(
divSp(ϕ)

)
(X) +

∫
Ω

〈Sp(ϕ),∇X〉dvg, (B.5)

où ∇X(V,W ) = 〈∇XV,W 〉.
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Preuve. Par un calcul standard, on obtient les inégalités suivantes :

divM(ep(ϕ)X) = ∇Xep(ϕ) + ep(ϕ)〈∇eiX, ei〉,

∇Xep(ϕ) = divM
(
|dϕ|p−2h

(
dϕ(X), dϕ(ei)

)
ei

)
−h
(
τp(ϕ), dϕ(X)

)
−|dϕ|p−2〈∇X,ϕ∗h〉.

Alors, on a

divM(ep(ϕ)X) = divM(|dϕ|p−2h
(
dϕ(X), dϕ(ei)

)
ei

)
−h
(
τp(ϕ), dϕ(X)

)
+〈∇Sp(ϕ),∇X〉.

On utilise la formule de Green et l’égalité (B.4), on obtient l’équation (B.5). �

Lemme B.2.2 Avec les mêmes hypothèses sur M dans le théorème B.2.1 . On prend

X = r
∂

∂r
. Alors il existe une constante δ positive tel que

〈Sp(ϕ),∇X〉 ≥ δep(ϕ). (B.6)

Preuve. Par définition de Sp(ϕ), un calcul direct nous donne

〈Sp(ϕ),∇X〉 = ep(ϕ)[1 + rhij]− |dϕ|p−2
{∣∣∣dϕ( ∂

∂r

)∣∣∣2 + rhjkh
(
dϕ(ei), dϕ(ek)

)}
=

1

p
|dϕ|p−2

∣∣∣dϕ( ∂
∂r

)∣∣∣2(1 + r
m−1∑
j=1

hij − p
)

+
1

p
|dϕ|p−2

m∑
i=1

|dϕ(ei)|2
(

1 +
∑
j 6=i

hjj − (p− 1)rhii

)
= (I) + (II). (B.7)

Où

I =
1

p
|dϕ|p−2

∣∣∣dϕ( ∂
∂r

)∣∣∣2(1 + r
m−1∑
j=1

hij − p
)

et

II =
1

p
|dϕ|p−2

m∑
j=1

|dϕ(ei)|2
(

1 +
∑
j 6=i

hjj − (p− 1)rhii

)
.
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Maintenant, On veut estimer (I) et (II) séparément. Premièrement, pour m > p et

p ∈ [2,+∞[, x ∈ Br(X0) et i = 1, . . . ,m− 1, on a hii ≥
1

r
.

Ce qui nous donne

I ≥ m− p
p
|dϕ|p−2

∣∣∣dϕ( ∂
∂r

)∣∣∣2. (B.8)

On note par λi les valeurs propres de l’opérateur de Ricci et on pose que λi ≥
∑
j 6=i

λj,

pour tout 1 ≤ i ≤ m− 1, alors

λi ≥
∑
j 6=i

λj ≥
∑
j 6=i

λj
p− 1

. Cela implique que
∑
j 6=i

hii − hjj ≥ 0.

Ce qu’il suit

II ≥ 1

p
|dϕ|p−2

m−1∑
i=1

|dϕ(ei)|2. (B.9)

En substituant (B.8) et (B.9) dans (B.7), on aura le résultat. �

Preuve du théorème B.2.1 : Comme ϕ est p-harmonique avec potentiel et d’aprés

(B.4) et τp,H(ϕ) = τp(ϕ) + (gradNH) ◦ ϕ, on a

divMSp(ϕ) = h
(
gradNH) ◦ ϕ, dϕ

)
.

On pose Ω = BR(X0), X = R
∂

∂r
et n =

∂

∂r
, alors l’équation (B.5) devient

R

∫
∂BR(X0)

ep(ϕ)dr = R

∫
∂BR(X0)

∣∣∣dϕ( ∂
∂r

)∣∣∣2dr
+

∫
BR(X0)

r
∂H ◦ ϕ
∂r

dr +

∫
∂BR(X0)

〈Sp(ϕ),∇X〉dr. (B.10)

Or ϕ est constante sur ∂BR(X0), on utilise (B.6) et (B.10), on aura

∫
BR(X0)

r
∂H ◦ ϕ
∂r

+ δ

∫
BR(X0)

ep(ϕ) ≤ 0. (B.11)
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Ainsi, comme KM ≤ 0, on a ∆r ≥ 1

r
.

D’autre part, on a ∆r =
∂J(r, θ)

∂r

1

J(r, θ)
, où J(r, θ)dθdr est l’élément volume de BR(X0)

en coordonnées polaires. on déduit
∂

∂r
(rJ(r, θ)) ≥ 2J(r, θ) > 0,

ce qui donne cette inégalité

∫ R

0

r
∂(H ◦ ϕ)

∂r
J(r, θ)dr = RJ(r, θ)H(Q)−

∫ R

0

H ◦ ϕ(θ, r)
∂

∂r
(rJ(r, θ))dr

≥ RJ(r, θH(Q)−H(Q)

∫ R

0

∂

∂r
(rJ(r, θ))dr = 0.

Ensuite, on retient

∫
BR(X0)

r
∂H ◦ ϕ
∂r

=

∫
∂BR(X0)

(∫ R

0

r
∂H ◦ ϕ
∂r

J(r, θ)dr
)
dθ. (B.12)

D’aprés (B.11) et (B.12), on conclut que ep(ϕ) ≡ 0 sur BR(X0) alors ϕ est constante. �

Conclusion

À partir de ces annexes, deux problèmes restent sans résolution qu’on a pas les étudier :

(i) Les applications conformes biharmoniques avec potentiel.

(ii) Que se passe t-il si p = f avec f une fonction de classe C∞ sur la variété de départ
pour les applicatins harmoniques avec potentiel ?
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Conclusion

Le but de ce mémoire est de trouver les éléments communs et défférents entre les ap-
plications harmoniques et les applications harmoniques avec potentiel. Cette comparaison
entre les deux notions est faite par les deux premiers chapitres, en particulier on a pas
définir la notion du tenseur bi-énergie impulsion avec potentiel qui joue un rôle trés utile
en mathématique physique.

Le point le plus important dans ce travail est l’énoncé du théorème de Liouville qui
nous permet de savoir la variation d’une application harmonique (resp. harmonique avec

potentiel) sans connaître l’éxpression de cette application en imposant des conditions sur
les variétés initiales, ce qui est le plus maximum de résultat qu’on peut la trouver.
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