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Introduction

La théorie des files d’attente, est un des outils analytiques les plus puissants
pour la modélisation des systémes dynamiques. Cette théorie a commencé en
1909 avec les travaux de recherches de I'ingénieur danois Agner Krarup Erlang
(1878,1929) sur le trafic téléphonique de Copenhague pour déterminer le nombre
de circuits nécessaires afin de fournir un service téléphonique acceptable. Par
la suite, les files d’attente ont été intégrés dans la modélisation de divers do-
maines d’activité. On assista alors & une évolution rapide de la théorie des files
d’attente qu’on appliqua a I’évaluation des performances des systémes informa-
tiques et aux réseaux de communication. Les chercheurs oeuvrant dans cette
branche d’activité ont élaboré plusieurs nouvelles méthodes qui ont été ensuite
appliquées avec succés dans d’autres domaines, notamment dans le secteur de
la fabrication. On a aussi constaté une résurgence des applications pratiques de
la théorie des files d’attente dans des secteurs plus traditionnels de la recherche
opérationnelle, un mouvement mené par Peter Kolesar et Richard Larson. Grace
a tous ces développements, la théorie des files d’attente est aujourd’hui large-
ment utilisée et ses applications sont multiples. Dans ce mémoire on s’intéresse
aux systémes de files d’attente avec rappels.

La théorie des files d’attente avec rappel a été surtout utilisée pour modéliser
les systéemes téléphoniques, centres d’appels et les réseaux informatiques. Elle
sert a résoudre des problémes pratiques, tels que 'analyse du temps d’attente
des abonnés dans les réseaux téléphoniques, 1’évitement de collision dans les
réseaux locaux, 'analyse du temps d’attente pour accéder a la mémoire sur les

disques magnétiques,

Le premier chapitre est un rappel sur les différents processus (le Processus
de comptage, processus de Poisson, le processus de renouvellement, le processus
de naissance et de mort...etc), qui sont un outil trés puissant pour la modélisa-

tion des systémes dynamiques.
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Le deuxiéme chapitre traitent les modéles de files d’attente M/G/1 et MX /G/1
classiques. La distribution de service étant générale les fonctions génératrices de
ces deux modéles sont données. Cette méthode permet d’introduire le chapitre

suivant.

Dans le chapitre trois, nous présentons une étude de certains modéles d’at-
tente de type M/G/1 avec rappels. Nous commengons par les systémes d’attente
avec rappels et clients persistants, puis ceux avec rappels et clients impatients.
Ainsi que le modéle MX /G /1 avec rappels, arrivées par groupes et clients im-

patients.



Chapitre 1
Les Processus Stochastiques

Introduction

Les processus stochastiques décrivent 1’évolution d’une grandeur aléatoire
en fonction du temps. Il existe de nombreuses applications des processus aléa-
toires notamment en physique statistique, en biologie (évolution, génétique et
génétique des population, médecine (croissance de tumeurs, épidémie), et bien
entendu les sciences de l'ingénieur. Dans ce dernier domaine, les applications
principales sont pour l'administration des réseaux, de l'internet, des télécom-

munications et bien entendu dans les domaines économique et financier.

L’étude des processus stochastiques s’insére dans la théorie des probabilités
dont elle constitue I'un des objectifs les plus profonds. Elle souléve des pro-

blémes mathématiques intéressants et souvent tres difficiles.

Définitions et propriétés de base :

Définition 1.0.1. Un processus stochastique est une famille de variables aléa-
toires Xy, t € T ou chaque variable aléatoire X, est indexée par le parametre
teT, siT est un ensemble de R, alors t signifie temps.
Généralement X, représente I’état du processus stochastique au temps t.
— 81T est dénombrable, i.e T C IN, alors nous disons que Xy, t € T est un
processus a temps discret.
— Si T est un intervalle de [0;00[, alors le processus stochastique est dit un
processus a temps continu.
L’ensemble des valeurs de X; est appelé ['espace d’état, qui peut également étre

soit discret (fini ou infini dénombrable) ou continu (un sous-ensemble de R ou

9



10 1.1 Le Processus de comptage

R™), donc nous écrivons (X,,)n>0 pour le processus a temps discret et (X;)i>o

pour le processus a temps continu.

1.1 Le Processus de comptage

Définition 1.1.1. (processus de comptage) Un processus stochastique [N(t),t €
R*] est un processus de comptage si N(t) représente le nombre total d’événe-
ments qui se sont produits entre 0 et t ,il doit donc satisfaire

- N(t) >0

— N(t) a des valeurs entiéres uniquement.

— pour s < t,N(t) — N(s) est le nombre d’événements qui ont eu lieu entre

sett.

Un processus de comptage est un processus discret a temps continu. Un second
processus peut étre associé au processus des temps d’occurrence; le processus
des temps d’inter-arrivées {W,,n € Ng} ou Vn € Ny la variable aleatoire N,

est le temps d’attente entre les (n — 1)"™¢ et n'*™ occurrences ,c-a-d :
W, =1, —T,

Proposition 1.1.1. Les relations suivantes sont triviales tel que Ty = 0 a
vérifier :

1.T, =W +Wet+...+W, Vn>1;

2. N(t)=sup{n >0:T, <t};

3. P[N(t)=n|=P[T, <t <T,u];

4. P[N(t) > n] =P[T, <t];

5. Pls<T, <t]=P[N(s) <n < N(t)

Démonstration : on a
W, =T, —T,_1
T, = Wi+Wy+...+W,
Tyn—To+T —Ti+T5—To+ .. +T 1 —Tp_o+T,— T,
= Ty+ T,
T, car 1T5=0

Définition 1.1.2. (processus a accroissements indépendants)

Un processus{X;} tel que Xo = 0 est a accroissements indépendants si pour
tout suite finie 0 < t1 < to < t3... < t, les variables aléatoires Xy, , Xy, —
Xiyy oo, Xy, — Xy, , sont indépendantes.
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Définition 1.1.3. (Un processus a accroissements indépendants est a
accroissements stationnaires)

si la loi de Uaccroissement (X5 — X;) ne dépend pas de t pour tout t > 0.

Définition 1.1.4. (Un processus de comptage)
{N(t),t > 0} est un processus de poisson d’intensité X >0 si :

- N(0)=0;

— le processus est a accroissements stationnaires ;

— le processus est a accroissements indépendants ;

- Y0 < s < t, la variable aléatoire N(t) — N(s) suit une loi de poisson de

parameétre A(t — s).

1.2 Rappels : loi de Poisson et loi exponentielle :

1.2.1 Deéfinitions et généralité :

Définition 1.2.1. Une variable aléatoire X & wvaleurs entiéres suit une loi de

Poisson de parametre A > 0 si :
Vk € N,P(X = k) = 7 exp W)

Définition 1.2.2. Une variable aléatoire Y a valeurs réelles strictement posi-

tives suit une loi exponentielle de paramétre > o si :

Vt>0,P(Y =t) = pexp W)

1.2.2 Distribution de Poisson

Soit n une variable aléatoire discréte avec n = 0,1,... qui suit une dis-
tribution Poisson. La distribution de probabilité de n est P, = A\exp™ /n!.
L’espérence et la variance de n sont F(n) = et V(n) = A, respectivement. La
distribution de Poisson peut également étre définie en unités de temps t. Dans
ce cas, la variable discréte n représente le nombre d’occurrences dans le temps

t devient,

P(n,t) = (M)" exp~ ) /n|
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1.2.3 Distribution exponentielle

Soit t une variable aléatoire avec t > 0 qui suit une distribution exponen-
tielle. La densité de probabilité de t est f(t) = pexp * et la distribution
cumulée correspondante est F(t) = 1 —exp~ ). L’espérance et la variance de t
sont E(t) = 1/p, et V(t) = 1/p?, respectivement.

1.2.4 Relation entre la distribution Exponentielle et la

distribution de Poisson :

La densité de probabilité d’une distribution exponentielle f(t) = aexp~(@
Supposons 7T est exponentielle avec une espérance 1/a, et n est de Poisson de

moyenne .on a :
P(r>t) = 1-F(t)
— exp-(@)
= P(n=0 en t)
= P(0,t)
Notons P(n,t) la probabilité d’avoir n unités dans le temps t.
P(0,t) = exp—(at)
P(L,t) = [, P(0,7)f(1—r7)dr = atexp—(at)
P(2,t) = f::O P, 7)f(1 —71)dr = (at)?exp —(at)/2!

P(n,t) = [ Pn—1,7)f(1-7)dr = (at)"exp—(at)/n!

Définition 1.2.3. Une variable aléatoire X est dite sans mémoire(ou sans
usure)si : Vs, t >0

P(X>t+s/X>t)=P(X > s)

Si X est la durée de vie d’un matériel quelconque ’équation précédante s’inter-
prété de la maniere suivante, sachant le matériel en état de bon fonctionnement
au temps t, la loi de probabilité de sa durée de vie future est la méme que celle

de sa durée de vie initiale. En d’autres termes, le matériel ne s’use pas.
Exemple : Une variable aléatoire de loi exponentielle est sans mémoire.

Remarque 1.1. L’unique loi de probabilité continue sans mémoire est la loi
exponentielle, cette définition est similaire & la version discréte o [’exception
des variable s et t sont réelles positives et non entiéres, plutét que de compte le
nombre d’essais jusqu’au premier succés on peut penser a [’heure d’arrivée du

premier appel téléphonique dans un centre d’appel.
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1.3 Le Processus de renouvellement

Introduction :

Un processus de renouvellement a pour fonction de dénombrer les occur-
rences d’'un phénomeéne donné, lorsque les délais entre deux occurrences consé-

cutives sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.
Exemple

Il peut s’agir de compter le nombre de pannes d’'un matériel électronique en
théorie de la fiabilité (le matériel est alors renouvelé aprés chaque panne, d’ou
la dénomination), de dénombrer les arrivées de clients dans une file d’attente,

de recenser les occurrence d’un sinistre pour une compagnie d’assurance...

Définition 1.3.1. (processus de renouvellement)
Un processus de comptage dont la suite des inter-arrivées forme une suite de va-
riables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées s’appelle processus

de renouvellement.

Définition 1.3.2. (processus de renouvellement)
Soit( X, )n>0 une suite de variables aléatoire positives on note S, la suite des
sommes partielles : Sog = 0 et S, = X,, + S,,_1 pour tout n > 1 on considére

alors le processus Ry défini comme suit :

Ry = card{n > 1,5, <t} = Z Lis, <ty

n>1

Par exemple, si les X,, modélisent les durées de vie d’une ampoule R; re-
présente le nombre d’ampoules changées avant ['instant t; les X,, peuvent éga-
lement représenter le temps séparant deux ventes successives, ou deux sinistres
successifs pour une compagnie d’assurance. Ry désignera alors, suivant le cas,
le nombre d’articles vendus ou le nombre sinistres survenus au cours de ['in-
tervalle de temps [0,t], la suite (S,) est appelée processus de renouvellement
associé auzx (X,)n>o et le processus (Ry) est le processus de comptage.

Par abus de langage, on appelle également R, Processus de renouvellement.
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1.4 Le Processus de Poisson

Introduction :

De nombreux phénoménes aléatoires se manifestent par des "arrivées" sur-

venant une par une a des instants aléatoires successifs.

Exemples :
— arrivées d’appels a un central téléphonique;
— impacts de micrométéorites sur un satellite ;

— passage de véhicules & un péage d’autoroute;

De tels phénomeénes peuvent se définir par la famille (A, ),en+ des temps d’ar-
rivées qui sont des variables aléatoires. Mais on peut aussi le faire a partir du
processus de comptage (IV;)ier, , ou par la famille (7},),en- des intervalles de

temps entre deux arrivées.

— N, :est le nombre d’événements apparus jusqu’a l'instant t.

Niyy — N, est le nombre dévénements apparus entre u et u + t.
L’éspace des états du processus (Ni)ier, est £ = IN et I'éspace des temps est
T = R,. Le processus qui modélise convenablement les exemples cités est le

processus de Poisson. On conviendra que Ny = 0.

On note :

— A, l'instant de réalisation du n?™¢ événement ;

— T, la durée séparant le (n — 1)"™¢ événement du n™®
n>2etT) = A

On a :

- A, =T+ Tr+ ...+ T, pour tout n € IN*

-Ty=A,T,=A,— A,_1 pour tout n > 2

Ainsi, la connaissance de la famille (A,,),en+. équivaut a celle de la famille

événement pour

(Ty)new«- D’autre part, A, < t signifie que le n™¢ événement a eu lieu a l'ins-
tant t ou avant, c’est-adire qu’a I'instant t, au moins n événements ont eu lieu,

c’est-a-dire que N; > n Ainsi

Fa ()= P([Ay < )=P(N, > n))=1-S" P(IN, = &

k=0
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FIGURE 1.1 — Processus de comptage
et

PN = n)=P(IN;, = n]) = P(IN, = n+1)=P(|A, < t]) = P({Auir < 1)

Par conséquent, la connaissance de (Ni)ier, équivaut a celle de la famille
(An)nE]N*-

Définition 1.4.1. Un processus de comptage (N¢)icr, tel que Ny = 0 est un
processus de Poisson si et seulement si :

~ C1 : (Ny)ier, est stationnaire,
- C2: (Nt)t€R+ est un processus a accroissements indépendants,

— C8 : il existe A > 0 tel que, pour tout t > 0, la variable aléatoire Ny suive
la lot de Poisson de parameétre At.

Définition 1.4.2. Un processus de comptage N, t > 0 est un processus de pois-
son de taux A > 0, si

— 1) le processus est a accroissements indépendants et stationnaires ;
i) P(Ny = 1) = M+ o(h)
~ i) P(N, > 2) = o(h)



16 1.4 Le Processus de Poisson

Théoréme 1.4.1. [9] Les définitions 1.4.1 et 1.4.2 sont équivalentes.

Preuve :

Nous montrons que définition 1.4.2 = définition 1.4.1. Posons

Pu(t) = P(N, = n)

Montrons dans un premier temps que pg est solution d’une certaine équation
différentielle

Py(t+h) = P(Nyp=0)
= P(N;=0;Nyp— N, =0)
= P(N;=0)P(Nygp— N, =0)
= PBy(t)[l = Ah+ o(h)]
Dans la troisiéme équation, nous avons utilisé 1’assertion i). Nous avons pu

poursuivre en combinant ii) et iii) pour aboutir a la derniére équation. On

obtient finalement

Py(t+ h) — Py(t)
h

En passant a la limite h — 0, on obtient

= —)\P()(t) + @

P, = —\P,

L’intégration de cette équation linéaire d’ordre un conduit, en tenant compte

de la condition initiale Py(0) =1 a

Po(t) = 67)\t

En procédant de la méme maniére, pour tout n > 0, il vient

P.,(t+h) = P(Nygp=n)
= P(Nt n; Nt+h_Nt —0)
+ P(Nt—n—l P(Nt+h—Nt—O>
+ P(Ny =n — k; Ny — Ny = k)

Eod

=2

Par I’assertion iii), le dernier terme est d’ordre o(h). En utilisant & nouveau

’assertion i), on otient

P,(t+h) = P,(t)Py(h) — Py_1(t)Pi(h) + o(h)
= (1= Ah)P,(t) + AhP,(t) + o(h)



1.4.1 Caractérisation d’un processus de Poisson par ses temps

d’arrivée :
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Soit, en passant a la limite h — 0

/

P (t) = —AP,(t) + A\P,_1(t)

n

Posons

an(t) = e Pu(t)

A

Alors, en multipliant les deux termes par e comme

d

%Qn (t) = =Agn1 (1)

On termine la démonstration en vérifiant par récurrence que

A"
an(t) = n!

est I'unique solution de ce systéme sous la condition ¢, (0) = 0. La réciproque

est facile a établir. C’est un exercice.

1.4.1 Caractérisation d’un processus de Poisson par ses

temps d’arrivée :

Soit A, l'instant de la n'™ arrivée : A, = inf{t > 0; N; = n} et T, le

n'™m¢ temps d’attente pour n € N*. : T, = A, — A,_; (en convenant Ay = 0).

onaAn:ZTi et Ny = max{n > 0; A, <t}
i=1

Théoréme 1.4.2. [I] (N¢)ier, est un processus de Poisson de paramétre A

st et seulement si les variables aléatoires T, sont indépendantes de méme loi

exponentielle e(\) (de densité)

Jr, () = Ae ™ H

105400

Preuve :

P([Ty > t]) = P([N, = 0]) = e =1 - F(t)

ou Fji est la fonction de répartition de 77. On a donc bien 77 qui suit la loi

exponentielle £(\).

PI=4l([Ty > 1)) = P([Nyst = 1]/[Ny, = 1] N[N, = 0 pour tout s < t])

= P([Ntl-‘rt — Nt1 = 0]/[Nt1 = ]_] N [NS =0 pour

= P([Niyyt — Ny, =0])

tout

s < tl])
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d’aprés I'indépendance des accroissements.
Or P([Nt1+t - Nt1 = OD = P([Ntl-i-t—tl = 0]) = P([Nt = O]) d’aprés la
stationnarité ; et c’est aussi e=* car N; suit la loi de Poisson P(At).

Donc T est bien indépendante de 77 et de méme loi exponentielle g(\).

De facon plus générale,

P([Ty > /[ =t]n . [T = tea]) = P(Ny_yee = Ny, = 0])
= P([N, =0]) = e

Donc T}, est indépendante de T, ..., Tx_1 et de méme loi exponentielle £(\).

La réciproque sera admise.

Conséquence :
Les variables aléatoires A,, suivent la loi Gamma (A, n) (ou loi d’Erlang), de

densité d’efinie par

fa,(t) = (rﬁ—nl)!e_)\ttn_1 H}0;+00[(t>

Propriété 1.4.1.  Si (Ny)ier, est un processus de Poisson de paramétre A,
le temps aléatoire U qui sépare un instant 6 du prochain événement et le temps

aléatoire V' qui sépare 0 du dernier événement suivent la loi exponentielle e()\).
Preuve :

P([U > z]) = P([Npy» — Ny = 0]) = P([N, = 0]) = e~

car [U > z] signifie que pendant la durée x qui suit 6, il n’y a aucune arrivée.

De méme,
P([V > z]) = P([Ng = Ng—p = 0]) = P(IN, = 0]) = e~

car [V > x] signifie que pendant la durée = qui précédait 6, il n’y a eu aucune

arrivée.

2
Remarque 1.2. [/]  On a alors E(U+V) = EWU)+ E(V) = X alors que

1
E(T,) = X pour tout n € N*. C’est donc que U +V =T, n’a pas méme loi que

les T, alors que sur [Ny =n], on a Tn, = T,.
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On peut terminer ce paragraphe en remarquant que E(Ny) = A et E(T,,) =

1

X Ainsi, plus A est grand, plus le nombre moyen d’arrivées par unité de temps
est important, et plus l'intervalle entre 2 arrivées est court, ce qui semblait a
priori évident. Pour cette raison, on appelle également le paramétre A 'intensité

du processus.

1.5 Le Processus de naissance et de mort

1.5.1 Généralités :

Utilisés plus particuliérement en biologie, démographie, physique, sociolo-
gie, pour rendre compte de 1’évolution de la taille d"une population, les processus
de naissance et de mort sont des processus de Markov continus (7" = R, ), a
valeurs dans IE = N tels que les seules transitions non négligeables possibles a
partir de k soient vers k + 1 ou vers k — 1. Le générateur infinitésimal du pro-
cessus est donc une matrice dite "tridiagonale" A = (a; ;) jew vérifiant a;; =0
si|i —j] > 2.

On posera aj j+1 = A\, €t agr—1 = pg pour k > 0 (et apy = o) : Ay repré-
sente le taux de naissance a partir de I'état k et py le taux de mort & partir de

I’état n.
Les files d’attente de type Markovien (M /M) sont des cas particuliers trés im-

portants de processus de naissance et de mort.

—Xo Ao ... (0)
o —(Ar A+ ) A1
A= : 2 —(A2+p2) Ao
) s )

(0)

de graphe des taux [1] :
Le graphe des taux de transition est constitué de "boudins", les arcs vers
la droite représentant les taux de naissance, et ceux vers la gauche les taux
de mort. Ces processus sont ’analogue des "chemins aléatoires" dans le cas o

I’échelle des temps est continue.



20 1.5.2 Régime transitoire :

1.5.2 Reégime transitoire :

On rappelle que si P(t) = (P, (t)), ou P, ;(t) = P([Xuyt = J]/[Xu = 1]) ,
alors

La loi de X; est alors donnée, en théorie, par 7 (t) = 7 (0)P(t) (On notera
ici, par commodité d’écriture, 7 (t) = (m,(t))nen, avec m,(t) = P([X, = n]).

Malheureusement, le calcul de e??

s’avére bien souvent trés compliqué (puis-
sances de matrice, puis série & sommer!). On préférera, en général, garder I'ex-

pression différentielle, méme si celle-ci est souvent tout aussi difficile a résoudre.

Equations de Kolmogorov : ona a 7 (f) = 7 (0)P(t) qui redonne, en

dérivant

et donc 7r;- (t) = >, m(t)a;; qui donne ici le systéme suivant, dit d’équations

de Kolmogorov :

Wé(t) = —)\07T0(t) + (t)
W;L(t) = =N 1Tno1(t) — (An + )70 () + fns1mne1(t) pour n>1
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1.5.3 Régime permanent :

Lorsque, quand ¢ — +o0, les limites m, = tlim T (t) existent et sont
—+00

. c . ’ — —
indépendantes de 'état initial du processus, on a alors 7 =0et 7TA= 0
i.e. 7 est distribution stationnaire du processus si le régime permanent existe.

Ceci se traduit par les équations dites "de balance"

0= —)\07'('0 + pm
0= _)\nflﬂ-nfl - <)‘n + ,U/n>7rn + Mnt1Tpe1  pour n > 1

que 'on retrouve en écrivant en chaque état ’égalité du flux entrant et du
flux sortant :

* état 0 : pym = Ao ;

* état 1 : U2TT2 + )\071'0 = H17T1 + )\17'['1

* état n Pna1Tny1 + )\nflﬂ-nfl = WUnTn + )\nﬂ-n

+o0
auxquelles il faut ajouter I’équation an = 1 pour que 7 définisse bien une

n=0

probabilité.
Ces équations se simplifient successivement pour donner finalement des

égalités "boudins par boudins" :

p1TTL = AoTo

[oTy = ATy

HnTp = >\n—17Tn—1

+oo
Aacee N
On en déduit alors m,, = wm pour n > 1, avec 7T0(1+Z 2077 Anml

0
K1 pn .
n—1 H1 Hn

1)

1.5.4 Etude de quelques cas particuliers :

On étudie ici les cas particuliers des populations ot les taux de naissance et

de mort sont linéaires :
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Ap =N\ + «

— « représente le taux d’immigration : arrivées venant de l'extérieur. Il est
supposé constant (et donc indépendant du nombre d’individus déja pré-
sents).

— A représente le taux de naissance : chaque individu est susceptible de
donner naissance a un nouvel individu avec le taux A et s’il y a déja n
individus, la probabilité qu’il y ait une naissance sur Iintervalle [t,t + h[
est alors nAh + o(h).

p=nu+p si n>1

— [ représente le taux d’émigration : départs vers 'extérieur. Il est supposé
constant (sauf s'il n’y a personne, auquel cas il est nul).
— u représente le taux de mort : chaque individu est susceptible de mourir
avec le taux p et s’il y a déja n individus, la probabilité qu’il y ait une
mort sur Uintervalle [t,t + h[ est alors nuh + o(h).
Croissance pure, par immigration : C’est le cas \, = a et u, = 0 pour
tout n € IN

{ mo(t) = —am(t)

m.(t) = am_1(t) — am,(t) pour n>1

On retrouve les équations vérifiées par le processus de Poisson N; de para-
métr . En particulier X; suit la loi de Poisson P(at) : m,(t) = e*at%

Croissance pure, par naissance :

C’est le cas A\, = nA et u, = 0 pour tout n € IN Ceci n’a de sens que si
Xo — 1

To(t) =0
7 (t) = (n — D)Aru_1(t) — nAm,(t) pour n>1

Propriétés :
X, suit la loi géométrique G(e ) : m,(t) = e (1 — e )"~ !
Preuve : On peut trouver m,(t) par récurrence ascendante sur n (matrice
A triangulaire supérieure!)
— my(t) = 0 donc mo(t) = m(0) = 0.
— 7 (t) = —=Am(t) donc 71 (t) = Ce ™ avec C' = 7,(0) = 1
— Supposons que T, 1(t) = e M(1 —e )2 pour n>2.0na
T () + nAm,(t) = (n — 1)Ae (1 — e~ )2
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C’est une équation différentielle linéaire du premier ordre avec second
membre donc, pour la résoudre, on applique la méthode de la variation de la

constante.
T(t) = Ce ™ avec C' (t)e ™™ = (n — 1)Ae (1 — e )2, soit

C,(t> = (n — 1))\e(n_1)>\t(1 _ e—)xt)n—Q

= (n— AN — 1) = (¥ — 1))

donc C(t)—C(0) = (eM—1)""t et C(0) = p,(0) = 0 pour n > 2 Finalement,

Wn(t) — (ekt o 1)n—16—n>\t — €_>\t(1 o e—)xt)n—l

—At

X, suit donc la loi géométrique de paramétre e~ et, en particulier E(X;) =

e/\t

Décroissance pure, par décés :

C’est le cas A\, = 0 et p,, = nu pour tout n € IN

On suppose Xg = N > 1 Ce modéle décrit I’évolution d'un systéme
composé de N dispositifs indépendants non réparables, dont les durées de fonc-
tionnement obéissent & une méme loi exponentielle de paramétre p (durée de
vie moyenne 1/p).

Dans ce cas, il est immédiat que m,(t) == CRe ™ (1 — e *)N=" pour
ne{0,1,--- N}

En effet, la probabilité qu'un dispositif de durée de vie T fonctionne encore
a linstant t est p([T > ¢]) = e (donc la probabilité qu’il ne fonctionne plus
est (1 — e #")). comme 7,(¢)

est la probabilité qu’il y ait exactement n dispositifs qui fonctionnent a I’ins-

tant t et qu'il y a exactement C} facons de choisir les n qui fonctionnent, on a

bien le résultat.

On peut le retrouver avec les équations de Kolmogorov :

{ 7 (t) = —num,(t) + (n + Dpmer(t)  pour n€{0,1,---, N —1}
Ty (t) = —Npmy(t)

Propriétés : X; suit la loi binomiale B(N,e ) : m,(t) = Che ™ (1 —
e—ut)N—n

Preuve :
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On peut trouver m,(t) par récurrence descendante sur n (matrice A trian-
gulaire inférieure!)
— 7y (t) + Numn(t) = 0 done 7y (t) = Ce Vit avec C' = my(0) = 1
— Supposons maintenant que m,;1(t) = Ch (e #)"H1(1 — e=#)N=n=1 pour
ne{l,---,N—1}ona
7 (8) + npat) = (n + DEC (e )1 (1 — ety -not

On applique la méthode de la variation de la constante : 7, (t) = C(t)e ™"

N!
(n+ YN —n—1)!
(N =GR (1 — et = Lo ety

o (t) = e™ x(n+1)u e*("+1)#t(1 _ efut)an—l

donc C(t) — C(0) = C%(1 — e " )N=" avec C(0) = m,(0) = 0 pour n < N et
To(t) = Che ™ (1 — e7H)N=n

X suit donc la loi binomiale B(NN, e ) et, en particulier E(X;) = Ne #



Chapitre 2

Les Systémes de File d’Attente

Classiques

Introduction aux files d’attente :
Une file d’attente est un systéme dans lequel arrivent des clients auquel des
serveurs fournissent un service. Ce formalisme peut étre utilisé dans des situa-
tions diverses : guichet, traitement des instructions par un processeur, gestion
de communications téléphoniques, etc.
On s’intéresse essentiellement a deux grandeurs : le nombre de clients dans le
systéme, et le temps passé par un client dans le systéme. Ce dernier se décom-
pose en un temps d’attente et un temps de service.
Classification des files d’attente

Pour décrire une file d’attente, on doit donc se donner les éléments suivants :

La nature du processus des arrivées qui est définie par la distribution des
intervalles séparant deux arrivées consécutives.

— La distribution du temps aléatoire de service.

— Le nombre s des stations de service montées en paralléle.

— La capacité N du systeme. Si N < o0, la file ne peut dépasser une longueur
de N — s unités. Dans ce cas, certains clients qui arrivent vers le systéme

n’ont pas la possibilité d’y entre.

2.1 File d’Attente Simple

La file simple

Une file d’attente simple est un systéme constitué d’un ou plusieurs serveurs et

25



26 2.1 File d’Attente Simple

Attente Service
Arrivées Départ:
Pro:-_as?us Processus
d'arrivée de depart
Discipline Processus
de service de sarvice

FIGURE 2.1 — Représentation schématique d’une file d’attente simple

d’un espace d’attente. les clients arrivent de I'extérieur, patientent éventuelle-
ment dans la file d’attente, recoivent un service, puis quittent la station. Afin de
spécifier complétement une file d’attente simple, on doit caractériser le proces-
sus d’arrivée des clients, le temps de service ainsi que la structure et la discipline
de service de la file d’attente .
Processus d’arrivée

L’arrivée des clients a la station sera décrite a ’aide d’un processus stochastique
de comptage (IV;)i>o-

Si A, désigne la variable aléatoire mesurant l'instant d’arrivée du n'™¢ client
dans le systéme, on aura ainsi : Ay = 0 et A,, = inf{t; N; = n}.

Si T,, désigne la variable aléatoire mesurant le temps séparant 'arrivée du (n —

1)™e client et du n"™ client, on a alors :
T,=A,— A,_1.

Temps de service
Considérons tout d’abord une file & serveur unique.

¢ client

On note D,, la variable aléatoire mesurant I'instant de départ du n'™
du systéme et Y, la variable aléatoire mesurant le temps de service du n‘™®
client (le temps séparant le début et la fin du service). Un instant de départ
correspond toujours & une fin de service, mais ne correspond pas forcément &
un début de service. Il se peut en effet qu'un client qui quitte la station laisse
celle-ci vide. le serveur est alors inoccupé jusqu’a 'arrivée du prochain client.

On note p le taux de service :
1/p est la durée moyenne de service.

Structure de la file :

Nombre de serveurs



2.2 Notation de Kendall : 27

Une station peut disposer de plusieurs de plusieurs serveurs en paralléle. Soit C
le nombre de serveurs. Dés qu'un client arrive a la station, soit il y a un serveur
de libre et le client entre instantanément en service, soit tous les serveurs sont
occupés et le client se place dans la file en attente de libération d’un des ser-
veurs. Mais en suppose a la plupart du temps que les serveurs sont identiques
et indépendants les uns des autres.

Une station particuliére est la station IS (infinite servers) dans la quelle le
nombre de serveurs est infini. Cette station ne comporte donc pas de file d’at-
tente.

Capacité de la file :
La capacité de la file a accueillir des clients en attente de service peut étre finie ou

infinie. Soit K la capacité de la file, une file a capacité illimitée vérifie K = +o00.

2.2 Notation de Kendall :

La notation suivante, appelée la notation de Kendall, est largement utilisée

pour classer les différents Systémes de files d’attente :
T/Y/C/K/m/Z

avec

1. T : indique le processus d’arrivée des clients. Les codes utilisés sont :

— M :Interarrivées des clients sont identiquement distribuées selon une loi
exponentielle. Il correspond & un processus de Poisson ponctuel (pro-
priété sans mémoire).

— D :Les temps interarrivées des clients ou les temps de service sont
constants et toujours les mémes.

— G1 :Interarrivées des clients ont une distribution générale (il n’y a au-
cune hypothése sur la distribution mais les interarrivées sont indépen-
dantes et identiquement distribuées).

— G :Interarrivées des clients ont une distribution générale et peuvent étre
dépendantes.

— FE) :Ce symbole désinge un processus ou les intervalles de temps entre
deux arrivées succesives sont des variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées suivant une loi d’Erlang d’ordre k.
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2. Y :décrit la distribution des temps de service d’un client. Les codes sont

les mémes que T
3. C mmombre de serveurs.

4. K :capacité de la file c’est le nombre de places dans le systéme en d’autre
terme c’est le nombre maximal de clients dans le systéme y compris ceux

en service.
5. m :population des usagers.

6. Z :discipline de service c’est la fagon dont les clients sont ordonnés pour

étre servi. Les codes utilisés sont les suivants :

— FIFO (first in, first out) ou FCFS (first come, first served) :c’est la file
standard dans laquelle les clients sont servis dans leur ordre d’arrivée.
Notons que les disciplines FIFO et FCFS ne sont pas équivalentes lorsque
la file contient plusieurs serveurs. Dans la premieére, le premier client arrivé
sera le premier a quitter la file alors que la deuxiéme, il sera le premier a
commencer son service. Rien n’empéche alors qu’'un client qui commence
son service aprés lui, dans un autre serveur, termine avant lui.

— LIFO (last in, first out) ou LCFS (last come, first served). Cela correspond
a une pile, dans laquelle le dernier client arrivé (donc posé sur la pile) sera
le premier traité (retiré de la pile). A nouveau, les disciplines LIFO et
LCFS ne sont équivalentes que pour une file monoserveur.

— SIRO (Served In Random Order), les clients sont servis aléatoirement.

— PNPN (Priority service), les clients sont servis selon leur priorité. Tous
les clients de la plus haute priorité sont servis premiers, puis les clients de
priorité inférieur sont servis, et ainsi de suite.

— PS ( Processor Sharing ), les clients sont servis de maniére égale. La

capacité du systéme est partagée entre les clients.

Remarque 2.1. :Dans sa version courte, seuls les tois premiers symboles T/Y /C
sont utilisés. dans un tel cas, on suppose que la file est régie par une discipline
FIFO et que le nombre de places d’attente ainsi que celut des clients susceptibles

d’accéder au systeme sont ilimités.
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2.3 Paramétres de performances opérationnels :

2.3.1 Paramétres de performances en régime transitoire :

Considérons le comportement du systéme sur une période de temps don-
née, par exemple entre t = 0 et ¢t = 6. soit X; le nombre total de clients dans le
systéme a l'instant t. S’intéresser au comportement du systéme sur l'intervalle

de temps [0, 0] revient & considérer le "régime transitoire" du systéme.

Définissons les "paramétres opérationnels" suivants :
W, : temps de séjour du k"¢ client dans le systéme : W, = D), — A,
0 : temps total de 'observation.

T(n,0) : temps total pendant lequel le systéme contient n clients; on a

bien sir :

> T(n,0) =6

n>0

P(n,0) = @ : proportion de temps pendant laquelle le systéme contient
n clients.

a(6) : nombre de clients arrivant dans le systéme pendant la période [0, 6]
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d(0) : nombre de clients quittant le systéme pendant la période [0, 6]

A partir de ces quantités, on définit les paramétres de performances en
régime transitoire suivants :

Débit moyen d’entrée : Le débit moyen d’entrée est le nombre moyen de
clients arrivés dans le systéme par unité de temps. Sur la période d’observation
[0, 6], c’est donc :

a(0)

de(9> = T

Débit moyen de sortie : Le débit moyen de sortie est le nombre moyen
de clients ayant quitté le systéme par unité de temps. Sur la période d’observa-

tion [0, 0], c’est donc :

Nombre moyen de clients : Le nombre moyen de clients présents dans le
systéme est la moyenne temporelle de X; (ou X (t)) sur la période d’observation

0,0], c’est donc 'aire sous la courbe de X :

L(6) = % S T, 0) =3 nP(n,0)

Temps moyen de séjour : Le temps moyen de séjour d’un client dans
le systéme est, par définition, la moyenne arithmétique des temps de séjour des

clients arrivés dans le systéme pendant l'intervalle de temps [0, 6] :

a(h)
W) = %9) > W

Taux d’utilisateur U : Pour une file simple comportant un unique ser-
veur, en plus des paramétres précédents, débit moyen d’entrée, débit moyen de
sortie, nombre moyen de clients, temps moyen de séjour, on peut définir un
parameétre de performances supplémentaire : le taux d’utilisation du serveur. Il
est défini comme la proportion de temps pendant laquelle le serveur est occupé

sur l'intervalle de temps [0, 6] :

U9) = io P(n,0) =1— P(0,0)

Cas des réseaux de files d’attente :
Pour un réseau de files d’attente, on peut considérer les parameétres de

performances du réseau tout entier : débit moyen d’entrée dans le réseau, temps
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moyen de séjour dans le réseau. Notons que ces paramétres n’ont d’intérét que
pour un réseau ouvert (ou mixte). En effet, si le réseau est fermé, le débit moyen
d’entrée et le débit moyen de sortie sont nuls, le nombre de clients est en per-
manence égal a la population du réseau (N) et le temps moyen de séjour est
égal a la durée d’observation 6 (infinie en régime permanent). Pour un réseau
multiclasses ouvert (ou mixte), on pourra s’intéresser aux paramétres de per-

formances, par classe ou toutes classes confondues.

On peut également considérer les paramétres de performances pour cha-
cune des stations du réseau : débit moyen d’entrée dans la station i (d;), débit
moyen de sortie de la station i (dy;), nombre moyen de clients dans la station i
(L;), temps moyen de séjour dans la station i (1;). A nouveau, pour un réseau
multiclasses, on pourra s’intéresser aux parameétres de performances de chaque

classe ou toutes classes confondues.

2.3.2 Paramétres de performances en régime permanent :

Toutes les quantités précédentes définissent les performances du systéme
en régime transitoire (au bout d’un temps 6 fini). En régime permanent, on
s’intéressera a l'existence et aux valeurs (éventuelles) des limites lorsque 6 tend

vers I'infini de tous ces paramétres :

2.3.3 Stabilité :

Définition : Un systéme est stable si et seulement si le débit moyen asymp-
totique de sortie des clients du systéeme est égal au débit moyen d’entrée des

clients dans le systéme :

lim dy(0) = lim d.(6) =d

0—4o00 0—4o00
D’aprés les relations précédentes, cela implique que le nombre total de

clients arrivés dans le systéme pendant U'intervalle [0, 6], a(6) ne soit pas croitre
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plus rapidement que le nombre total de clients ayant quitté le systéme 6(0),
lorsque 6 tend vers l'infini :
6(0)

lim —= =1
o150 ()

2.3.4 FErgodicité :

L’ergodicité est une notion trés importante dans le domaine des processus
stochastiques. D’un coté, 'analyse opérationnelle s’intéresse a une évolution
particuliére d’un systéme entre deux instants t = 0 et ¢ = # Nous avons vu
que faire tendre 6 vers 'infini et considérer les limites de tous les paramétres
de performances opérationnels, revient & s’intéresser au régime permanent du
systéme. En fait, cela revient & s’intéresser au régime permanent d’une évolution
particuliére du systéme. Il est alors possible d’étudier différentes évolutions du
systéme. La question que I'on se pose immédiatement est bien siir : toutes ses
réalisations ont-elles le méme comportement asymptotique ? En d’autres termes,
tous les paramétres de performances considérés ont-ils la méme limite quelle que
soit I’évolution du systéme considérée ?

D’un autre coté, 'analyse stochastique va associer au systéme des variables
aléatoires et des processus stochastiques :

A, : variable aléatoire mesurant instant d’arrivée du k"¢ client dans le
systéme ;

D, : variable aléatoire mesurant 'instant de départ du k"¢ client du le
systéme ;

W), : variable aléatoire mesurant le temps de séjour du £"¢ client dans le

systéme :

Wi = Dy, —Ak;

() @ processus mesurant le nombre de clients arrivés dans le systéme a
I'instant t.

(0;) : processus mesurant le nombre de clients ayant quitté le systéme a
I'instant t.

(X¢) : processus stochastique mesurant le nombre de clients dans le systéme

a l'instant t :

Xt = oy — 0y
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mn(t) : probabilité pour que le systéme contienne n clients a l'instant t :

T (t) = P([X; = n]).
On peut alors, comme cela a été fait dans le cadre de 'analyse opéra-
tionnelle, calculer tous les paramétres de performance stochastiques, en régime
transitoire et en régime permanent. Le nombre moyen de clients présents dans

le systéme a 'instant t se calcule, par exemple, de la fagon suivante :

L(t) = nm,(t)
n=0

La question que I'on se pose est alors : comment se relient les parameétres de
performances stochastiques aux paramétres de performances opérationels ? Par
exemple, si 'on s’intéresse a caractériser combien de temps un individu passe,
en moyenne dans sa vie, & dormir, on s’intéresse bien a la proportion de temps
pendant laquelle il dort et non a la probabilité qu’a un instant quelconque,
il soit en train de dormir! Par ailleurs, les techniques de simulation étudient
une réalisation particuliére du processus et fournissent donc des paramétres de
performances opérationnels.

La notion d’ergocité nous permet de définir une classe de Systémes pour la-
quelle toutes les réalisations particuliéres de I’évolution du systéme sont asymp-
totiquement et statistiquement identiques, c’est-a-dire :

Définition : Un systéme est ergodique si et seulement si, quelle que soit la

réalisation particuliére étudiée du processus stochastique :

lim anPn 0) lim Zn m(t) pourtoutk =1,2,---
60— —+o0 t—)—i—oo

Cela implique que tous les paramétres de performances opérationnels en
régime permanent (mesurés ou calculés par simulation a partir de n’importe
quelle réalisation particuliére du processus) sont égaux aux paramétres de per-
formances stochastiques en régime permanent (obtenus & partir d’'une étude
analytique de performances). Méme si cela n’est pas parfaitement rigoureux, on
peut donc considérer cette propriété comme définition équivalente a I’ergodicité.

En choisissant comme paramétres de performances les proportions de
temps passé par le systéme dans 1’état n et les probabilités associées pour que

le systéeme contienne n clients, on obtient que si le systéme est ergodique :

lim P(n,0) = lim m,(t)

0—+o00 t—+o0
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Dans un systéme ergodique, on pourra donc confondre en régime per-
manent, proportions de temps passé dans un état et probabilités d’étre dans
cet état. On parlera indifféremment de "probabilités en régime permanent", de
"probabilités a 1’équilibre" ou de "probabilités stationnaires". Tous les para-
métres de performances fournis par une analyse stochastique de notre systéme
seront égaux aux parameétres de performances opérationnels, c’est-a-dire a ceux
que 'on pourrait "observer" sur n’importe quelle réalisation particuliére (suffi-
samment longue) de I’évolution de notre systéme. On parlera, de la méme fagon,
des "performances stationnaires" du systéme.

Notons toutefois qu’il existe des Systémes non ergodiques. Par exemple,
une chaine de Markov non irréductible constitue un systéme non ergodique (cer-
taines réalisations conduisent dans une sous-chaine absorbante, d’autres dans
une autre). Une chaine périodique est un autre exemple d’'un systéme non er-
godique. Les probabilités stationnaires n’existent pas mais on est cependant
capable de déterminer les proportions de temps passé dans chaque état de la
chaine. Notons finalement qu’un systéme instable n’est également pas un sys-
téme ergodique puisque la limite lorsque 6 tend vers I'infini du nombre moyen
de clients L(#) n’existe pas (est infinie).

2.4 La Loi1 de Little

La loi de Little est une relation trés général qui s’applique & une grande
classe de Systémes.
Elle ne concerne que le régime permanent du systéme. Aucune hypothése sur les
variables aléatoires qui caractérisent le systéme (temps d’interarrivées, temps
de service,...) n’est nécessaire. La seule condition d’application de la loi de Little
est que le systéme soit stable. le débit du systéme est alors indifféremment, soit
le débit de sortie : d, = d. = d. La loi de Little s’exprime telle que dans la

propriété suivante :

Théoréme 2.4.1. /2] :(Formule de Little)Le nombre moyen de clients, le temps
moyen passé dans le systeme et le débit moyen d’un systeme stable en régime

permanent se relient de la facon suivante :

L=Wxd

Preuve :
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Considérons, dans un premier temps, une durée d’observation 6 qui est
telle que le systéme est vide au début et a la fin de I'observation. Dans ces
conditions, le nombre de clients qui ont quitté le systéme pendant [0, 0] est égal
au nombre de clients qui y sont arrivés : 6(0) = a(f). Les quantités L(0) et

W () peuvent alors étre décrites de la fagon suivante :

ZnPn@ ZnTn@

1 5(6)
W (0) = 50 > Wi

La formule de Little repose sur le résultat suivant :

5(0)

+o00
Z nT(n,0) Z Wi
n=0

On peut démontrer formellement que les deux sommations intervenant
dans cette égalité représentent deux facons de calculer I'aire sous la courbe de
Xy

Comme le débit d(f) du systéme est le rapport du nombre de clients
sortis §(#) sur le temps moyen d’observations ¢, on déduit immédiatement des
trois relations donnant L(6), W (@) et d(0) que : L(#) = W(0) x d(#). On peut
finalement s’affranchir de 'hypothése que le systéme est vide au début et a la
fin de 'observation, en faisant tendre 6 vers I'infini et en se rappelant que si le

systéme est stable,

a0
)

La loi de Little a une trés grande importance dans I'analyse des Systémes
de files d’attente. Elle permet de déduire I'une des trois quantités (L,W, d) en
fonction de la connaissance des deux autres. Elle s’applique sous des formes trés
diverses. Considérons ici le cas d’une file simple comportant un unique serveur
et montrons que la loi de Little peut s’appliquer de différentes facons.

On a vu que la loi de Little nous dit qu’il existe une relation entre le
nombre moyen de clients dans la file (en attente ou en service) et le temps
moyen total de séjour d'un client dans la file (temps d’attente + temps de
service) :

L=Wxd
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La loi de Little peut aussi s’appliquer en considérant uniquement ’attente
dans la queue (sans le service). Elle permet alors de relier le nombre moyen de
clients en attente L,, au temps moyen d’attente d’un client avant service W,

par la relation :

Ly=W,xd

Enfin, on peut appliquer la loi de Little en ne considérant que le serveur.
Dans ce cas, elle relie le nombre moyen de clients en service Ly, au temps moyen
de séjour d’un client dans le serveur qui n’est rien d’autre que le temps moyen

de service i, par la relation

1
L,=—xd
1
Comme il n’y a jamais plus d’un client en service, Ly s’exprime simple-
ment :
Ls(0) =0P(0,0) + 1[P(1,0) + P(2,0) + P(3,0) +---] =1 — P(0,0)

L, n’est donc rien d’autre que le taux d’utilisation du serveur, U, défini
comme étant la probabilité que le serveur soit occupé (ou la proportion de
temps pendant laquelle le serveur est occupé). Ainsi, dans ce cas, la loi de Little

s’écrit :

1
U=-xd
"

On a obtenu trois relations en appliquant la loi de Little successivement
au systéme entier, a la file d’attente seule et, enfin, au serveur seul. Ces trois
relations ne sont bien siir pas indépendantes. On peut en effet déduire 1'une

d’entre elles & partir des deux autres en remarquant que :

1
W=W,+~ e L=L,+L,=L,+U
W

2.5 Modéles de files d’attente :

2.5.1 Modéle d’attente M /G /1 :

Description du modéle
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Les clients arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson de taux
A > 0 De ce fait, le temps entre deux arrivées successives suit une loi exponen-
tielle de moyenne —. Le service est assuré par un seul serveur. A I'arrivée d'un
client, si le serveur est libre, le client sera pris en charge immédiatement. Dans
le cas contraire, il rejoint la file d’attente (de capacité illimitée et discipline
FIFO) les durées de service (Se) sont des variables aléatoires indépendantes et
identiquement distribuées de loi générale dont la fonction de répartition et B(x)
la transformée de Laplace-Stieltjes B(z).
Soient E(Se) = l

Chaine de Kdarkov induite :

Nous introduisons le processus stochastique {N(t),t > 0} qui n’est pas
un processus de Markov. Pour le rendre markovien, nous utiliserons la méthode
des chaines de Markov induites.

Soit le processus a temps discret {N,, = N(&,),n > 1} ou &, est I'instant
ou le n'™¢ client a fini son service et quitte le systéme. Vérifions que cette suite
de variables définit bien une chaine de Markov.

Soient les (A,,) des variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées telles que A, est le nombre de clients arrivants pendant le n'™¢ service

avec la distribution

P(A,=1i)=a; = /000 % exp(—At)dB(t)

oua; >0 et ¢ >0 Déterminons ’équation fondamentale de la chaine :

N . Nn—l +An+17 s1 Nn Z 1
") A, si N, =0 n> 1.

Soit la variable aléatoire

5 - 1, si N,>0
"T10 s N,=0

alors I’équation fondamentale de la chaine devient :

Il est évident que N,,; dépend de N, et A, seulement et non pas de
Ny_1,N,_o,--- D’ou la suite {N,,n > 1} est une chaine de Markov induite
du processus {N;,t > 0}
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avec les probabilités de transitions P(N,y1 = j/N, = i) = p;; qui s'ex-

priment de la maniére suivante :

Poj = aj, si >0
Dij = Qj—it1, si 0<i<j+1
pij =0, ailleurs

Par conséquent, la matrice de transition M est donnée par

Poo Por Po2 Po3 - ap a1 Gz ag
Pio P11 P12 P13 - _ ap ai Gz as
P20 P21 P22 D23 - 0 a a1 ap
P3o P31 P32 P33 0 0 p1 po

Puisque nous pouvons passer d'un état a n’importe quel autre, alors la chaine
de Markov est irréductible. En outre la matrice n’est pas décomposable (elle est
apériodique), donc la chaine est ergodique.

La distribution stationnaire existe si p = % < 1 Nous avons la fonction

génératrice

ZZZ :Z / (ﬁ) exp(—M)dB()
_ / exp(—(A — A2){)dB(t).

posons B(s) = / exp(—st)dB(t), alors A(z) = B(\ — Az) converge pour
z]<1: i

L lzl<l:0<ap<1 =|az|<|z]|F

2. |z]=1: AQ1)=B(0)=1.

soit p < 1. La distribution stationnaire de la chaine de Markov induite

{N,,n > 1} posséde la fonction génératrice suivante ||

= 52 e, - L=B0 200

n=0

Soient les probabilités suivantes :

p; = lim P(N(t) =j),j >
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ol ¢, est I'instant d’arrivée du n"™¢ client. Comme le processus des arrivées
est celui de Poisson de paramétre A et le nombre de clients dans le systéme N(t)

est discontinu avec un changement de taille +1, alors
pj =Tj =T,

Par conséquent, le processus {N(t),t > 0} a une distribution stationnaire iden-

tique a celle de la chaine de Markov induite et la fonction génératrice du nombre
oo

de clients dans le systéme est Q(z) = ijzj = H(z)
j=0

Mesures de performance :

— Nombre moyen de clients dans le systéme

P>+ N*Var|Se]
2

n=p+ (1—0p)

— Temps moyen de séjour d'un client dans le systéme

__sl=-p) g
o(8) = 5 — )x—l—)\é(s)B( )

=

— Temps moyen d’attente d’un client

W(s) = s(1 = p,)v
s— A+ AB(s)

2.5.2 Modéle d’attente M* /G /1 :

Description du modéle :

Considérons un systéme de files d’attente o le service des clients est
assuré par un seul serveur. Les clients arrivent par groupes, ces arrivées des
groupes de clients primaires suivent une loi de Poisson de paramétre A > 0.
Le groupe contient K clients (1 < K < oo) ou K est une variable aléatoire
discrete %gi est égale a k avec la probabilité ck et dont la fonction génératgce est
C(z) = Z cr2*. La taille moyenne des groupes est E[K] = C'(1) =¢ = Z kcy.

K=1

k=1 =
Le temps de service t suit une loi générale de fonction de répartition B(t)

et de transformée de Laplace-Stieltjes B(s), Re(s) > 0. Soient les moments
Br = (—=1)*B®(0). Les durées entre deux arrivées consécutives des groupes, la
taille des groupes ainsi que les durées de service sont supposées mutuellement
indépendantes.

Analyse du modéle :
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Considérons un intervalle de temps arbitraire de longueur t. Soit N(t) le
nombre de clients arrivant dans l'intervalle de temps t et v(t) le nombre de

groupes arrivant dans cet intervalle de temps. Alors,

B B ()\t)ne—)\t
P(v(t) =n) = o
soient o, e, - -, oy, les tailles des groupes, ol a; est indépendante de «;

pour i # j et les aj1<i<,
sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement distribuées.

Nous avons alors

N(t):N:a1+a2+---+a,,
E[zY v] = [E[z?])" = C¥

o AN e
E[:"] =) C (2) = = MO,
v=0
E[z"] est la fonction génératrice du nombre d’arrivées dans un intervalle de
temps arbitraire de taille t.
Chaine de Markov induite :

A présent, on considére l'intervalle de temps t comme étant le temps de
service actuel, alors la fonction génératrice du nombre d’arrivées sera définie
par

A(z) = / exp(—A(1-C(2))t)B(t)dt = E()\—/\C(z)) (2.2)
t=0

Soit la chaine de Markov induite aux instants de départs, de la méme mé-
thode utilisée dans le cas du modéle M/G/1 ordinaire, on effectue une analyse
de cette chaine.

En effet, en remplagant la valeur A (z) de I’équation (2.2) dans le résultat
du modele M/G/1 ordinaire, on obtient

1) - (1— @E(A —\C(2))(1 — 2)
B(A—=XC(z)) — =z
avec p = A'(1) = M\C"(1) B, = \ép.
Approche alternative a I’analyse du modéle M~ /G /1 :
Dans cette approche, on considére les groupes des arrivées comme étant

des requétes avec leur temps de service égal a la somme des temps de services

de tous les clients du groupe. La durée de service d'un groupe 7* suit une loi



2.5.2 Modéle d’attente M*X /G /1 : 41

générale de fonction de répartition B*(¢) et de transformée de Laplace-Stieltjes
B*(s). Alors

B*(s) =Y _ cx(B(s)F = C(B(s))

k=1

o0

avec
o=~ = [-B(5)C(B($)))so
= AC'(1) = ch
et —
dQB*
7 _ (s) im0 = 02¢ + (% + 02) 32,

ds?

2 est la variance de la variable aléatoire 7 qui représente la durée de

T

service d'un client et o} est la variance de la variable aléatoire K qui représente

ou o

la taille d’un groupe de clients. Soit

A*(z) = /Bi()\ —Xz) = C(B(A — \2)) la fonction génératrice du nombre des
arrivées des groupes durant le temps de service d'un groupe. Comme le groupe
en entier est considéré comme une requéte de service, alors on utilise la chaine
de Markov induite aux instants de départs. Soit Q*(z) la fonction génératrice
du nombre de groupes restant apres le départ d’un groupe. On peut maintenant
remplacer A(z) par A*(z) avec p = A¢f;. D’ott la fonction génératrice du nombre

de clients dans le systéme a l'instant de départ d’'un groupe
. 1—p)C(BOA=A2))(1— =z
Q(Z):( p)C(B( N —2)
C(BA—Xz2)) —z

Mesures de performance :
Temps moyen d’attente d’un groupe ng avant qu’il ne commence son

service

_ —
Wi = ——1*
9751 —p)
on peut écrire W, sous la forme
A a7 9
= N ST @2
Wie=—""——[1+-—T+43S5
ou 52 = g—z et S7 = ‘;—E sont les coefficient de variation quadratique de 7 et k
1

Temps moyen d’attente W, pour un appel sachant que le service de son

groupe a commencé

BiC (1) —¢

W, = W(s)len = 20— g fa 457 -
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Temps moyen d’attente global W; pour un appel (dans le groupe) est

donné par

Wf - ng —|—W2

= 2(1/\7,))7-*2 + %[E(l +53) — 1]




Chapitre 3

Les Systémes De File d’Attente
Avec Rappels

3.1 Introduction :

Les systémes de files d’attente avec rappels sont caractérisés par la pro-
priété qu'un client qui trouve a son arrivée tous les serveurs occupés quitte
I’espace de service et rappelle ultérieurement a des instants aléatoires. Entre
deux rappels successifs, le client est dit "en orbite". Ces systémes de files d’at-
tente sont largement utilisés dans la modélisation des systémes informatiques et
des réseaux de télécommunications Une description compléte de situations ot
les systémes de files d’attente avec rappels peut étre trouvée dans la monogra-
phie de Falin et Templeton (1997) et dans Une classification bibliographique est
donnée dans les articles de Artalejo (1999) et (2010). Le modéle M/G/1 avec
rappels et clients non-persistants a été considéré par Falin (1990), par Martin
et Artalejo (1995) et Martin et Gomez-Corral (1995) . Pour identifier un sys-
teme de files d’attente avec rappels, on a besoin des spécifications suivantes :
la nature stochastique du processus des arrivées, la distribution du temps de
service, le nombre de serveurs qui composent l’espace de service, la capacité
et la discipline d’attente ainsi que la spécification concernant le processus de
répétition d’appels. Le modéle général d'un systéme de files d’attente avec
répétition d’appels, peut étre décrit comme suit : le systéme est composé de
¢ > 1 dispositifs de service et de m — ¢(m > c¢) positions d’attente. Les clients
arrivent dans le systéme selon un processus aléatoire avec une loi de probabi-
lité donnée, et forment un flux d’appels primaires. A 'arrivée d’un client, s’il

y a une position d’attente libre, le client rejoint la file d’attente. Dans le cas

43
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contraire, il quitte ’espace de service temporairement avec une probabilité H,
pour tenter sa chance aprés une durée de temps aléatoire, ou il quitte le systéme
définitivement avec une probabilité 1 — Hy Entre les tentatives, le client est "en
orbite" et devient source d’appels répétés ou d’appels secondaires. La capacité
O de l'orbite peut étre finie ou infinie. Dans le cas ot O est finie et si 'orbite est
pleine, le client quitte le systéme pour toujours. Lorsqu’un client est rappelé de
Iorbite, il est traité de la méme maniére qu'un client primaire avec une proba-
bilité Hy (sil s’agit de la k"™ tentative échouée). La notation de Kendall est
A/B/c/m/O/H, ou A et B décrivent respectivement la distribution du temps
inter-arrivées et la distribution du temps de service, ¢ est le nombre de serveurs
identiques et indépendants, m — c est la capacité du tampon, O est la capacité
de l'orbite, H est la fonction de persistance H = Hy, k > 0. Si m,0O et H sont
absents dans la notation de Kendall, alors m = ¢, O = oo et H, = 1 pour tout
k > 1 La distribution du temps inter-rappels n’est pas indiquée.  On décrit
I'entrée dans le systéme par une suite (75, M,,),n > 1 (60), ou 75 est I'intervalle
ime

de temps entre les arrivées des n'™¢ et (n + 1)"¢ clients primaires, M,, est une

marque associée au n'™¢ client primaire. Cette marque comprend : 7% la durée

de service, wn le nombre maximal de rappels autorisés (on suppose w,, — 00),
r ‘s ‘s T 3 I3

Ty = To1sThas " ** s T, Une suite d’intervalles de temps entre deux rappels suc-

cessifs. Les variables aléatoires 7,7, 7,; et 7, sont indépendantes et définies sur

I'espace probabilisé (€2, F,P) . Dans ce qui suit, on suppose que les suites 7¢,

77 et 7, sont des suites indépendantes de variables aléatoires indépendantes et

identiquement distribuées.

Dans ce chapitre, nous présentons une étude de certains modéles avec
rappels. Nous commencons par les systémes de files d’attente avec rappels de
type M/G/1 avec clients persistants et ceux avec rappels et clients impatients.
Puis nous réalisons pour la premiére fois I'analyse stochastique compléte du

modele M* /G /1 avec rappels, arrivées par groupes et clients impatients.

3.2 Modéle d’attente M /G /1 avec rappels :

Le modéle M/G/1 avec rappels est le modeéle le plus étudié par les spé-

cialistes. Il existe une littérature abondante sur ses diverses propriétés.
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3.2.1 Description du modéle :

Les clients arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson de taux
A >0 P(7¢ < 1) = 1—e* Le service des clients est assuré par un seul serveur.
La durée de service 7 est de loi générale P(7¢ < x) = B(z) et de transformée
de Laplace-Stieltjes B(s), Re(s) > 0. Soient les moments 8, = (—1)¥B®)(0),
I'intensité du trafic p = A\f; et v = 6_11 La durée entre deux rappels successifs
d’une méme source secondaire est exponentiellement distribuée de parameétre
0>0:

T(x)=P(r' <z)=1—¢"

Le systéme évolue de la maniére suivante : On suppose que le (n — 1)™™¢
client termine son service a I'instant &, _; (les clients sont numérotés dans 1'ordre
de service) et le serveur devient libre ; méme s’il y a des clients dans le systéme,
ils ne peuvent pas occuper le serveur immédiatement a cause de leur ignorance
de I'état de ce dernier. Donc il existe un intervalle de temps R,, durant lequel
le serveur reste libre avant que le n'™¢ client n’entre en service. A l'instant
&, = Nn+ Ry, le n'™ client débute son service durant un temps 7;¢ Les rappels qui
arrivent durant ce temps de service n’influent pas sur ce processus. A l'instant
ime

&n = N + 7, le n'™¢ client achéve son service, le serveur devient libre et ainsi

de suite

3.2.2 Chaine de Markov induite :

Considérons le processus {C(t); No(t);t > 0} ou C(t) représente I'état du

serveur

0 si le serveur est libre
C(t) = .
1 si le serveur est occupé

et No(t) est le nombre de clients en orbite a la date t. En général, ce processus
n’est pas un processus de Markov, mais il posséde une chaine de Markov induite.
Cette chaine a été décrite pour la premiére fois par Choo et Conolly (1979).

soit g, la chaine de Markov induite aux instants de départs, ou ¢, = Ny(&,)
représente le nombre de clients en orbite aprés le n™™¢ départ, dont 1’équation

fondamentale est :

Gnt1 = Gn — Og, + Vnt1

ol V,11 est le nombre d’clients primaires arrivant dans le systéme durant le

service du (n + 1) client. Elle ne dépend pas des événements qui se sont
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produits avant l'instant 7,4 (ot 'instant 0 en faisant une translation) du début

de service du (n + 1)" client. La distribution de v, est la suivante :

Py, =1i) =a; = /OOO ()\x)l exp(—Az)dB(x)

7!

,oua; >0, ¢>00n a les résultats suivants si

v=lim v,, E(v) =p; alors A(z)= Z a;z' = B(A — \2)
i=0

n—o0

. La variable aléatoire J,, est une variable de Bernoulli définie par

5 1 si le (n+ 1)™¢ client servi provient de l'orbite
" 0  sile (n+ 1) client servi est primaire

Elle dépend de ¢, et sa distribution est

(5, = /g0 =1) = i
(5, = 0/gn=1) = o

A0
Les probabilités de transition de 1'état i a I’état j (V5 > 0etO < i < j) sont

. . A 16
rij = P(0g = J/@n =1) = ajmix——5 + Gj-iny 0
La condition d’existence du régime stationnaire peut étre obtenue comme suit :

L’accroissement moyen de la chaine vaut

E(Gni1r — @n/qn =1) = Elvp] — E[6Qn =1/q, = 1]
10
P i

si p < 1 alors lim, 00 E(Gns1 — qn/qn = 1) = p— 1 < 0 et la chaine est donc
i

ergodique. Par contre, si p > 1, alors lim; o0 F(¢ni1 — Gn/gn =1) = p — pwir i
11— /\fw = ﬁ > (. Puisque la chaine est bornée inférieurement par la chaine

induite du systéme M/G/1 classique, donc la chaine n’est pas ergodique (elle
est transitoire). Soit m, = lim P(NVy(§;) = n). Les équations de Kolmogorov se

présentent de la maniére suivante :

n+1
mo

n A
T = E TTm, n—m n—m 13 O’ ]'7 e
. Nt mb" 0)\+m9a e n

Vu la présence de convolution, cette équation peut étre transformée, a ’aide

des fonctions génératrices

o0 . o0 . 7Tn
o(z) = E 2, et YP(z) = E z p—
n=0 n=0
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o(2) = A(2) (M (2) + 09 (2))

D’un autre coté,

o0 o0

o) = em=d ij”ﬁ

n=0

= )\Z )\+n0+«92nz
= )+ () (3.1

Par conséquent
Mp(2) + 00 (2) = A(z)(M(2) + 09 (2))
0 (2)[A(2) +2] = Mp(2)[1 — A(2)] (3.2)

Lemme 3.2.1. La fonction analytique f(z) = A(z) — z est positive, croissante
et pour z € [0,1], p<l:z<A(z)<1

Démonstration :

soit

En plus
F(2)=-AB(\A=A2)—1, et f(1)=p—1<0,
alors 1 est le seul zéro de f . En outre,
F(2) = =AB' (A — \2) + —A2B"(\ — \2)
Alors f(z) est décroissante sur [0, 1], positive pour p = % < let pour z € [0,1] :
z< f(z) <1

. Notons aussi que B
—BA—=Xz) p-—1
im — =
=1 BA—=Az)—z L1—=p

Théoréme 3.2.1. soit p > 1 La distribution stationnaire de la chaine de Mar-

kov induite possede la fonction génératrice suivante

9= 3 = R e (5 [ 1n )

=0

ot A(z) = B(A — \2)
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Démonstration : Le lemme3.2.1 nous permet de réécrire I’équation (3.2)

pour tout z € [0, 1] comme suit

¥ = 3L alve)

, qui a pour solution

v =Wty [ G

sip<l1l (W
A [F1—A(u
0(e) = v ep(G [ )
De (3.1), On a
p(2) = () +00'(2)
= Ap(2) + 05255 20(2)
= M(2)A(2) 355
Puisque ¢(1) =1, on a ¥(1) = 3 LI L=p Enfin, on obtient la

A+ nb A

fonction génératrice
N (=p) (= 2)A(2) A 71— Alu)
@(z)—;z T = Al = exp{g/1 mdu}

3.2.3 Distribution stationnaire de 1’état du systéme :

Le premier résultat sur le systéme M/G/1 avec rappels a été obtenu par
Keilson et al. (1968), basé sur la méthode des variables supplémentaires. Une
des approches permettant de trouver la distribution stationnaire jointe de I'état
du serveur et de la taille de 'orbite a été introduite par De Kok (1984) . Elle
consiste a décrire le processus des arrivées comme processus de Markov avec
dépendance de 'état de paramétre \;,, quand {C(t), No(t)} est dans I'état (i,
n) et a appliquer les schémas récursifs. L'état du systéme peut étre décrit par

le processus

{C); No(2);€(1)y st Ct) =1

ou &(t) est une variable aléatoire supplémentaire a valeurs dans R, et dé-

X(t):{ No(t) si C(t)=0

signant la durée de service écoulé a la date t. Notons par
— 00

pin(z) = tlgilo C%P(C(t) =1,&(t) <z, No(t) = n).
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A partir du graphes des transitions 3.1, les probabilités pg, et pi,(z) vérifient

le systeme d’équations de balance :

(A +n0)pon, = /000 Pin(x)b(z)d;

Pin = —(A+b(2)pia(x) + Apra_1(2);
pln(o) - )\pOn + (’I’L + 1)0p0n+1;

ot b(z) = B'(z)/(1—B(z)) est 'intensité instantanée du service étant donneé

que la durée écoulée est égale a x

o0
Soient les fonctions génératrices, telles que po(z) = Zz"p(m et p1(z,x) =

n=0

o0
Z 2"pin(x). Le systéme d’équations de balance devient
n=0

A Z 2" pon, + 0 Z nz"pon = /OO Z 2"pin(2)b(w)dz;
n=0 n=0 0 n=0

Z 2"y, (2) = —(\ + b(x)) Z 2"pin(T) + A Z 2"pin-1(2);

nO_OO o n=0 o
Z 2"p1a(0) = A Z Z"pon + 0 Z 2"(n+ 1)pop+1
\ n=0 n=0 n=0
D’ou

APy + 02P(z) = / Py (z,x)b(z)dz;
0
z

Pi(z,2) = (Az = A = b(x)) Pr(z, ©); (3.3);
Pi(z,0) = APy(2) + 0F}(2).

De la deuxiéme équation de (3.3), on a

Pi(z,z) = Py(2,0)[1 — B(z)] exp(— (A — Az))
Donc, la premiére équation de (3.3) devient

APy + 0zPi(2) = /000 Pi(z,0)[1 — B(x)] exp(—(A — A2)z)b(x)dx

= Pi(z,0)B(A— \z) = P(2,0)A(z) (3.4)

A partir des équations (3.3) et (3.4), on a

Pi(z,00f(2) = APy(2) +62(25Y — SRy(2));

Pi(z,0) = IL(\(;)’\szg(z)[l — B(z)] exp(—(\ — A2)z).
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FIGURE 3.1 — Graphe des transitions du modéle M/G/1 avec rappels
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o
En intégrant cette équation, et en utilisant la formule / exp(—sx)[1 —
0

B(z)]dz = (1 — B(s))/s, on obtient

1—A(z)

Pi(z) = /OOO P (z,x)dx = PO(Z)W

De (3.3) et (3.4), on peut obtenir py(z)

APy(2) + 02P5(z) = A(2)[APo(z) + 0zP5(2)]; (3.5)
0lA(2) — 21F(2) = Al = A(2)] () (3.6)

Considérons f(z) = A(z) — z Du lemme 3.2.1, f(z) est une fonction décrois-

sante sur [0, 1], positive et pour p <1 et 2z € [0,1] : 2 < A(z) < 1. En plus

1-A A1
lim (2) = (1) =_f < 00. De ce fait, pour z = 1, la fonction
== A(z)—z  A(l)—1  p—1
1-A(z) _ _p

A(z)—= p—1"

Théoréme 3.2.2. si p = \f3; < 1, le systeme est en régime stationnaire et les
fonctions génératrices de la distribution conjointe de l’état du serveur et de la
taille de l’orbite sont données par

Py(z) = Zz"POn — (1_p)exp[%/j}4<—u;¢l(u)

0

dul

—Uu

Démonstration :

L’équation (3.6) devient

AL AR)

P(;(Z> - GA(Z) _ 0(2)

La résolution de cette équation nous donne

“1— A(u)

Po(z) = (1—P)€XP[§/1 mdu]
Pi(z) = ,14_(3(;22190(2)

De plus, Pi(1) = 25 F(1). et, vu que Fy(1) — P1(1) = 1, on obtient Pi(1) =
p et By(l)=1—p.
Par conséquent, la distribution marginale du nombre de serveurs occupés

s’exprime de la maniére suivante
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By = lim P(C(t) = 0) = (1 = p)Pr = lim P(C(t) =1) = p

La fonction génératrice de la distribution marginale de la taille de 'orbite

est définie par :

(1 11— A(u)
_ 0-p(-2) . A
= X exp[e/l A(a) _udu}

et la fonction génératrice de la distribution de 1’état stationnaire du nombre

de clients dans le systéme est

W = REEAG
oV (1—2)A(2 — A(u
= e el [

3.2.4 Mesures de performance :

Les caractéristiques du modéle sont :

— Nombre moyen de clients dans le systéme

N[y Ap
20—p) " 1—p)

n=Q1)=p+

Y

Nombre moyen de clients en orbite

g = P'(1)

- p

— Temps moyen d’attente d’un client

B2 P
20—p) 60—

— Nombre moyen de rappels par client (d’aprés la formule de Little)

A0 3 p
20-p)  (T-p)

W =

>3

=Wl =

=

3.3 Systémes de files d’attente M~ /G /1 avec rap-

pels et groupes impatients :

La premiére étude des systémes de files d’attente avec rappels et arrivées

par
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groupe était faite par Falin , qui a supposé la régle suivante : " Si le serveur
est occupé a une arrivée, alors la totalité du groupe rejoint l'orbite, et si le
serveur est libre, alors un des arrivants commence son service et le reste rejoint
lorbite. A I'arrivée d’un groupe, si le serveur est occupé, la totalité du groupe
rejoint 'orbite; dans le cas contraire, I'un des clients arrivant commence son
service et le reste rejoint I'orbite.". Ce modéle peut étre utilisé pour évaluer la
performance des réseaux locaux a bus opérant sous des protocoles comme le
CSMA/CD (Carrier Sense Multiple Access with Collision Detection). La plus
part des travaux sur les files d’attente avec rappels considéraient le temps d’at-
tente comme une alternative au modéle classique du réseau téléphonique. Dans
ce contexte, chaque client bloqué génére des appels répétés indépendamment
du reste des clients en orbite. Alors, dans cette situation, les intervalles entre
les essais successifs sont exponentiellement distribués de paramétre q, quand le
nombre de clients en orbite est j. Ce type de discipline de rappels est connu

comme une politique de rappels classique

3.3.1 Description du modéle :

Les clients primaires arrivent dans le systéme selon un processus de Poisson
de taux A > 1. Les clients arrivent par groupes de taille K qui est une variable
aléatoire, posons P(K = k) = ¢(t),k > 0, (la probabilité que la taille du
groupe soit égale a k a la date t). Le service est assuré par un seul serveur.
A Tarrivée d’un groupe primaire, si le serveur est occupé, le groupe entre en
orbite avec une probabilité Hy, sinon il quitte le systéme avec une probabilité
(1 — Hy),(Hs = 1) Par contre si le serveur est libre, I'un des clients sera pris
en charge par le serveur et le reste du groupe entre en orbite. Les clients en
orbite répeétent les appels jusqu’a ce que le serveur soit libre, et ceci avec un
taux de rappel # > 0, qui dépend du nombre de clients en orbite. Les durées
inter-rappels sont exponentiellement distribuées; T'(x) = 1 —e~% z > 0.

Les durées de service suivent une loi générale P(7; < x = B(x)) de transfor-
mée de Laplace-Stieltjes B(s), Re(s) > 0. Soient les moments 8, = (—1)¥B®)(0),

1

le taux de service v = 7

Soit la fonction génératrice de la distribution stationnaire de la taille des
o

groupes C(z) = chzk et ¢ = C'(1) est la taille moyenne des groupes. L'in-
k=1
tensité du trafic est p = A\¢H; ;. Enfin, nous admettons que toutes les variables

définies précédemment soient mutuellement indépendantes. L’état du systéme

est décrit par le processus
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Orbite
—™
H1
Rappels
Arrivées Départs
Serveur »
Primaires
1-H1

FIGURE 3.2 — Représentation schématique d’un systéme de files d’attente avec

rappels
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(t) = No(t) si C(t) =0 (serveur liber)
C(t), No(t),&(t) si C(t) =1 (serveur occup)
ol Ny(t) est le nombre de clients en orbite, C'(t) est I'état du serveur a
I'instant t. Nous avons C(t) est égale a 0 ou 1 selon le fait que le serveur est

libre ou occupé. Si C(t) = 1,&(t) représente le temps de service écoulé a la date
t.

cr = lim ¢ (t), k > 1.
t—00
Le phénomeéne de 'impatience est représentée par la fonction de persistance
H=H;,k>1 telle que Hy <1 et Hy=H3=---=1

Le processus ci-dessus peut étre étudié a l'aide de deux maniéres, soit en
utilisant la méthode de la chaine de Markov induite, soit avec la méthode des

variables supplémetaires.

3.3.2 Chaine de Markov induite :

Considérons le processus C(t), No(t),t > 0 qui n’est pas en général marko-
vien, mais posséde un chaine de Markov induite. Soit ¢, = Ny(&,) le nombre de
clients en orbite aprés le n'™¢ départ. La suite des variables aléatoires ¢,,n > 1

forme une chaine de Markov induite, dont ’équation fondamentale est

Qn+1 = dn — 6(1" + Un. (37)

La variable aléatoire v, représente le nombre de clients primaires arrivant
dans le systéme durant le service du (n + 1)"¢ client. Elle ne dépend pas des
événements qui se sont produits avant I'instant du début de service du (n+1)™™®

client.

Théoréme 3.3.1. La distribution du nombre de clients primaires arrivant dans

le systeme durant un service est donnée par

P(v, = i) = /Ooo Z@?I!”V exp(—AHyz)cldB(x)

ot clj est le 5™ produit de convolution de la suite ¢; et a; > 0,¥i > 0. Sa

fonction génératrice est définie par

A(z) = a;z" = BOH(1 - C(2)))
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. En outre,

[e.e]

Elv,] = Ziai =p

=0

Lemme 3.3.1. La fonction f(z) = A(z) — z est décroissante, positive ; et pour
p<letzel01], onaz< BAH|(1—-C(2) <1, ot A(z) = BOAH,(1 —
C(2)))-

3.3.3 Distribution stationnaire de I’état du systéme :

Nous obtenons la distribution stationnaire du processus C'(t), No(t), &(t),t > 0
a l'aide de la méthode des variables supplémentaires. Posons p < 1 et introdui-

sons

pon = Jim PIC(O) = 0.N(®) = n):

prae) = Jim SP(C(E) = LE() < o Nolt) = n);

pra = lm P(C() = 1.No(t) =) = / pin(z)dz.
o0 0

A partir du graphe de transition (3.3), nous obtenons le systéme d’équations

de balance suivant :

(A + nf)po, — / prn(@)b(z)dz:
0

n

(I) Pra(r) = —(AH1 + b(2))p1a(7) + AH, Z CkP1n—k(T)

k=0
n+1
P1n(0) = A Z CkPon—k+1 + (n+1)0pg 1.
\ k=1
ou b(x) = % est 'intensité instantanée du service étant donnée que

la durée de service écoulé est égale & x. Pour la résolution de ce systéme on

o0
introduit les fonctions génératrices telles que : Py(z) = Zpo,nz” et Pi(z) =
n=0

(o]
me(l’)z"- Le systéme (I) devient
n=0
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FIGURE 3.3 — Graphe des transitions du modele M*/G/1 avec rappels et im-

patience

A Zpo n2" 40 Z nponz" /OO Z 2"p1n(2)b(z)dx;
(I) < Zz Prn(z) = —(AHy + b(z Zznpln —I—)\lez”chpl,n_k(x)

n+1

Zznpm —)\Z chPOn k+1+922 (n 4+ 1)pons1-
n=0

w(2) 4 0:36(:) = [ i, )bl
(7) Py(z,x) = —(AHy + b(x))p1(2z, ) + N\H1C(x)p1(z, x) (3.8)
pi(z,x) = 2C(2) Py(z) + 0P(2)

De la deuxiéme équation du systéme (3.8), on a
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pi(z,x) = =ML (1 = C(2)) + b(x)]pi(z, 7)

d’ou
M) o B@
pi(z,z) A1 = C(2)) 1 — B(z)
. Alors,
p(z,2) = p1(z,0)(1 — B(x)) exp[-AH1(1 — C(z2))x] (3.9)

Donc la premiére équation du systéme (3.8) devient

Apolz) + 0() = / " (2, 0)(1 — B(x)) exp[-AHL(1 — C(2))alb(x)dz
— pi(50) /0 B/ (&) exp|-AH, (1 — C(2))a]dz

= pi(z0) /000 exp|—AH (1 — C(2))x]dB(x)
Apo(z) +0zpp(2) = Pi(z,0)A(2) (3.10)

ou A(z) = B(AH1(1 — C(z))). De la troisiétme équation du systéme (3.8),
I'équation (3.10) donne

Apo(z) + O0zpy(z) = [%C’(z)Po(z + 0P (2)]A(2)
0[A(z) — 2] Pi(2) = Al — A(z)Z2|Py(2). (3.11)

z

Théoréme 3.3.2. si p = A\cH 5, < 1, et le systeme est en régime stationnaire
alors les fonctions génératrices de la distribution jointe de l’état du serveur et

de la taille de l’orbite sont données par

[e's) z1 — A(U) c(u)
P — "on = _Hi(1=p) A/ -V u g
O(Z) nZ:OZ Po p+Hi(1—p) eXp[g . A(U) —u U’]
n —A(z
Pi(z) = ZZ Pin = WPO(Z)'
n=0

3.3.4 Mesures de performance :
— Nombre moyen de clients dans le systéme

mo= lim E[C(H) + No(t)] = Q'(1)

A2 HE(C'(1))*B2+pC” (1) /C" (1) 4 Apte-l,
2(1-p) 6 1-p
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— Nombre moyen de clients en orbite

M = Jim B[Nt)] = P'(1)

A2H?(¢)?Ba+pC" (1) /C 4 Apte-l,
2(1—p) 0 1—p 7

— Temps moyen d’attente d’un client

N o /\Hléﬂg + pC’"(l)/)\Hl(E)Q 4 1 p—I—E -1

W = =

I

— Nombre moyen de rappels par client

/\Hléﬁg + pC//(l)//\Hl(E)2

2(1=p) + 7=,

R=0W =40

3.3.5 Exemples d’application :

Dans les réseaux locaux (LAN), I'un des protocoles de communication les
plus utilisés est CSMA (Carrier-Sence Multiple Acces) non-persistant. Suppo-
sons qu’un réseau local est composé de n stations connectées par un seul bus. La
communication entre les stations est réalisée au moyen de ce bus. Les messages
de longueur variables arrivent aux stations du monde extérieur. En recevant le
message, la station le découpe en un nombre fini de paquets de longueur fixe
et consulte le bus pour voir s’il est occupé. Si le bus est libre, I'un des paquets
est transmis via ce bus a la station de destination, et les autres paquets sont
stockés dans les tampons pour transmission ultérieure. Autrement, tous les pa-
quets sont stockés dans le tampon et la station peut consulter le bus aprés une
certaine durée aléatoire. Les questions concernant ce probléme sont : Quel est
le temps moyen d’attente d'un paquet ? Quel est le nombre moyen de messages
(paquets) dans le tampon d’une station ? Si les messages arrivent selon un pro-
cessus de Poisson, le systéme peut étre modélisé comme un systéme M/G/1
avec rappels et arrivées par groupes. Le serveur est le bus et les tampons des
stations représentent l'orbite. Si la capacité des tampons est trés grande, on a
un systéme de files d’attente avec rappels, arrivées par groupes et capacité de

lorbite infinie.
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3.3.5 Exemples d’application :




Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéréssés aux Systémes de files d’at-
tente avec rappels. Nous avons traité de types M/G/1 et MX /G/1 avec rap-
pels. Pour le premier modéle les arrivées un par un et clients impatients, or le
deuxiéme modéle les arrivées par groupes et clients impatients.

Le premier chapitre, était un rappel sur les processus stochastiques qui sont
un outil trés puissant pour la modélisation des phénoménes dynamiques.

Le deuxiéme chapitre, traitent les modéles de files d’attente de type M/G/1,
et de type M¥/G/1, qui seront utilisées dans la modélisation des Systémes de
files d’attente avec des arrivées par groupes.

Dans le chapitre trois, nous présentons une étude le modele M* /G /1 avec
rappels, arrivées par groupes et clients impatients. Nous avons mis en évidence la
chaine de Markov induite associée et donné la distribution du nombre de clients
primaires arrivant dans le systéme durant un service donné. Par la méthode
des variables supplémentaires et a 1'aide du graphe des transitions nous avons
obtenu les fonctions génératrices de la distribution conjointe de I’état du serveur
et de la taille de l'orbite, ainsi que la fonction génératrice de la distribution
stationnaire du nombre de clients dans le systéme et la distribution marginale
du nombre de serveurs occupés. Enfin, nous avons établi aussi les mesures de

performances de ce modéle.

61
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3.3.5 Exemples d’application :
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