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0.1 Introduction

Les mathématiques constituent un outil fondamental, elles sont un instrument irremplaçable
de formation à la rigueur et au raisonement ; elles dévloppent l’intuition l’imagination, l’esprit
et critique, elle sont aussi un langage international avec les autres sciences et jouent un rôle
grandissant dans la conception et l’élaboration des objets de notre vie quotidienne.

C’est une discipline qui se nourrit de ses liens avec d’autres sciences et avec le monde réel,
mais qui égalment s’enrichit d’elle-méme.

Aujourd’hui, les mathématiques ont rétabli, et parfois crée des liens forts avec les autres
sciences et avec de nombreux secteurs économiques. La frontière entre mathématiques pures et
mathématiques appliquées est devenue floue.Les mathématiques les plus fondamentales
servent à résoudre des probléme de plus en plus difficiles. Ainsi, des domaines comme la
géométrie algebrique et la thérie des nombre ont trouvé des applications inattendues en
théorie du codage et en cryptographie. De méme, les liens des mathématiques avec la finance
se sont intensifiés pour évaluer, voir créer des produit financiers de plus en complexe en
fonction des besoins et des demandes des acteurs économiques.

Ces liens mathématiques avec les autres disciplines se font grâce à des aproches
mathématiques qui ont joué un rôle primodial dans la recherche scientifique, car elles
constituent des outils de compréhension du fonctinnement des systémes naturels, et de
prédiction de leur évolution. Notre intérêt de ce travail porte d’une maniére subjective sur
l’étude des quelques méthodes à pas multiples.
Ces méthodes nous considuisent progressivement à des méthodes plus complexes telles que les
méthodes de Runge-Kutta d’ordre 4, qui permettent d’obtenir des résultats d’une grande
précision. Nous considérons principalement les équations différentielles avec conditions
initiales, mais nous ferons une brève incursion du côté des équations différentielles avec
conditions aux limites (ou aux bords).
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Nous prenons comme point de départ la formulation générale d’une équation différentielle
d’ordre 1 avec condition initiale. La tâche consiste à déterminer une fonction y(t) solution de :{

y′ = f(t, y),

y(t0) = y0,
(1)

La variable independante t represente trés souvent (mais pas toujours) le temps (variale tem-
poraire). La variable dependante est notée y (variable spaciale) et dépend bien sur de t. La
fonction f est pour le moment une fonction quelconque de deux variables que nous supposons
suffisamment différentiable. La condition y(t0) = y0 est la condition initiale et en quelque sorte
l’état de la solution au moment ou l’on commence a s’y intéresser. Il s’agit d’obtenir y(t) pour
t ≥ t0, si l’on cherche une solution anlytique ou une approximation de y(t), si l’on utilise des
méthodes numériques.

Les méthodes à pas multipes ont été largement utilisées pour résoudre des problémes
différentiels durant la premiére partie du 20me siécle. celle -ci présentaient l’énorme avantage
par rapport aux plusieurs méthodes de faire en sorte par que les calculs soient réduits grâce à
la réalisation de calculs précédents.

Ce mémoire est structuré de la façon suivante :

Dans le premeir chapitre, nous présentons quelques notation ; définitions, théorème et outils,
utilises dans ce mémoire.

Dans le deuxiéme chapitre sera consacré aux notions de base permettant l’étude des équations
différentielles ordinaires (EDO) ainsi qu’aux les méthodes numériques à un pas suivi
d’exemples.

Le troiséme chapitre traite des méthodes numériques à pas multiples.

Enfin nous achevons ce mémoire par une conclusion qui porter sur perspectives d’avenir.



Chapitre 1

Préliminaires

1.1 Notation

Dans ce chapitre nous allons rappeler quelques notations et définition sur les équations diffé-
rentilles suivent :
– R : Ensemble des nombres réels.
– N : Ensemble des nombres naturélles.
– |.| : Valeur absolue ou module.
– x(i) : Iéme dérivée.
– EDO :Equation différentille ordinaire.
– ABr+1 : la méthode d’Adams-Bashforth à r + 1 pas.
– AMr+1 : la méthode d’Adams-Moulton à r + 1 pas.
– ‖.‖ : Une norme quelconque sur Rn)
– RK : méthode de Runge-Kutta
– PECE :La méthodes de prediction-corrction
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1.2 Définitions

Définition 1.2.1. [1]

Èquation différentille ordinaire

Une équation différentielle ordinaire, également notée EDO est une relation entre la variable
réelle t.

Une fonction inconnue t 7→ x(t) et ses dérivées x′, x′′, ...x(n) au point t définie par

F (t, x, x′, .., x(n)) = 0 (1.1)

où F n’est pas indépendante de sa derniére variable x(n).

On prendra t dans un intervalle I de R (I peut étre R tout entier).

La solution x en général sera à valeurs dans R, n ∈ N∗ oú n sera le plus souvent égal à 1,2 ou
3. On dit que cette équation est scalaire si F est à valeurs dans R.

Définition 1.2.2. [1]

Équation différentille normale

On appelle équation différentielle normale d’ordre n toute équation de la forme :

x(n) = f(t, x, x′, .., x(n−1)) (1.2)

Définition 1.2.3. Équation différentielle autonôme

On appelle équation différentielle autonome d’ordre n toute équation de la forme :

x(n) = f(x, x′, .., x(n−1)) (1.3)

Autrement dit, f ne dépend pas explicitement de t.(la variable t n’apparait pas dans l’équation)

Définition 1.2.4. Équation différentielle linaire
Une EDO de type (1.1) d’ordre n est linéaire si elle est de la forme :

an(t)x(n)(t) + an1(t)x
(n−1)(t) + ...+ a1(t)x

′(t) + a0(t)x(t) = g(t) (1.4)

avec tous les x(i) de degré 1 et tous les coefficients dépendant au plus de t.
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Définition 1.2.5. Équation différentielle d’ordre 1 :est dite équation différentielle d’ordre 1

,car seule la dérivée d’ordre 1 de la variable dépendante y(t) est présente. Si des dérivées de
y(t) d’ordre 2 apparaissaient dans l’équation différentielle, on aurait une équation d’ordre 2, et
ainsi de suite.

Définition 1.2.6. Solution

On appelle solution (ou intégrale) d’une équation différentielle d’ordre n sur un certain
intervalle I de R, toute fonction x définie sur cet intervalle I, n fois dérivable en tout point de
I et qui vérifie cette équation différentielle sur I.

On notera en général cette solution (x,I).

Si I contient sa borne inférieure notée a (respectivement sa borne supérieure b), ce sont des
dérivées à droite (respectivement à gauche) qui interviennent au point t = a (respectivement
t = b).

Intégrer une équation différentielle consiste à déterminer l’ensemble de ses solutions.

Définition 1.2.7. Courbe intégrale-orbite

On appelle courbe intégrale l’ensemble des points (t,x(t)) oú t parcourt I. Autrement dit, si x
est à valeurs dans Rn, la courbe intégrale est un ensemble de points de Rn+1.

On appelle orbite, l’ensemble des points x(t) où t parcourt I : c’est un ensemble de points de
Rn.

L’espace Rn oú les solutions prennent leurs valeurs s’appelle espace de phases.

1.3 Probléme de Cauchy

La résolution d’éqautions différentielles est un probléme trés ancien. Les 1ere éqautions diffé-
rentielles ont animé, au cours du 17eme siècle, les efforts de mathématiciens de l’poque : Euler,
leibniz, les frére Bernoulli, clairaut ..., chacun cherchait à résoudre les équation differentille ob-
tenues lors des calculs de la solution à un probléme donnée. Des méthode formulles ont été mises
au point pour résoudre certaines formes d’équ ation mais il était clair que certaines resteraient
impossibles à résoudre formellment.
Soit U un ouvert de R×R et f : U → R une fonction. On note ‖.‖ une norme quelconque sur
Rm)
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Définitions 1.3.1. [2]

Probléme de Cauchy etant donnée une équation différentielle du premier ordre sous forme
normale

y′ = f(t, y)

pour (t, y(t)) ∈ U , et un point (t0, y0) ∈ U , le probléme de Cauchy correspondant est la recherche
des solutions x telles que

y(t0) = y0

Notation : On note le probléme de Cauchy de la façon suivante :{
y′ = f(t, y),

y(t0) = y0,
(1.5)

Définitions 1.3.2. [2]

Une solution du probléme de Cauchy (1.5) sur un intervalle ouvert I de R avec la condition
initiale (t0; y0) ∈ U et t0 ∈ I est une fonction dérivable y : I → R telle que

1. pour tout t ∈ I, (t, y(t)) ∈ U

2. pour tout y′(t) = f(t, y(t)).

3. y(t0) = y0

Théoréme 1.3.1. [2] Supposons que f : U → R continue. Soit (t0; y0) ∈ U et x une fonction
définie sur un intervalle ouvert I contenant t0 et à valeurs dans R. Une fonction y est solution
de probléme de cauchy (1.5) sur I si et seulement si

1. pour tout t ∈ I, (t, y(t)) ∈ U ,

2. y est continue sur I,

3. pour tout t ∈ I ,

y(t) = y0 +

∫ t

t0

f(s, y(s))ds (1.6)

Remarque 1.3.1. 1. L’équation (1.6) est appelée équation intégrale du probléme de
Cauchy.
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2. On peut prendre pour I un intervalle fermé et semi-fermé d’intérieur non vide.
Commençons par présenter un exemple d’équations différentielles avec condition initiale.

Exemple 1.3.1. Soit léquation différentielle du premier ordre :{
y′ = t,

y(t0) = 1,
(1.7)

Voilà certainement l’un des exemples les plus simples que l’on puisse imaginer. En intégrant de
chaque côté, on obtient : ∫

y′(t)dt =

∫
tdt

c’est-à-dire :
y(t) =

t2

2
+ c

ou c est une constante. Cette derniere expression est la solution generale de l’equation differen-
tielle en ce sens qu’elle satisfait y′(t) = t, quelle que soit la constante c. Pour determiner la
constante c, il suffit d’imposer la condition initiale :

y(0) = 1 = c

La solution particulière est alors :

y(t) =
t2

2
+ 1

qui vérifie à la fois l’équation différentielle et la condition initiale.

Théoréme 1.3.2. Soient f ∈ C(u;Rn) où u est un ouvert de R × Rm, et (t0;x0) ∈ U . On
suppose f lipschitzienne par rapport à sa variable x sur un voisinage de (t0;x0), c’est à dire qu’il
existe un voisinage de (t0;x0) dans U etL > 0 tel que pour tous (t;x) et (t; y) dans ce voisinage

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ l‖x− y‖ (1.8)

Remarques 1.3.1. – Dés que f est de classe C1 elle est localement lipschitzienne (ce résultat
découle du théorème des accroissements finis). C’est un résultat connu découlant du théorème
des accroissements finis.

– A partir de maintenant, on considére un cas, légérement plus particulier (pour simplifier les
énoncés des propriétés), où f est définie sur I × J , avec I un intervalle ouvert non vide de
R et J un intervalle ouvert non vide de R et non plus sur un domaine ouvert quelconqueU
inclus dans R×R
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Définitions 1.3.3. Localment liptschitzien
Soient f ∈ C (I × J,Rm) ou I est un intervalle ouvert de R et J est un ouvert d’un espace
Rm, et (t0;x0) ∈ I × J . On dit que la fonction f est localement lipschitzienne par rapport á sa
variable x si pour tout (t1;x1) ∈ I × J , il existe un voisinage de ce point dans I × J et L > 0

tel que pour tous (t, x) et (t, y) dans ce voisinage.

La solution (1.5) dépend continûment des données du probléme : f, t0, et u0.

La démenstration de ce résultat repose sur le lemme de gronwall dont on donne ici une forme
particuliére

1.4 Lemme de Gronwall

1.4.1 Inéquations différentielles

Lemme 1.4.1. Gronwall- Inéquations différentielles Supposons qu’une fonction x de classe, oú
I est un intervalle de R, vérifie

x′(t) ≤ a(t)x(t) + b(t) (1.9)

où a et b sont des fonctions continues de I dans R . Alors, on à l’inégalité

x(t) ≤ x(t0) exp(

∫ t

t0

a(s)ds) +

∫ t

t0

exp(

∫ t

s

a(σ)dσ)b(s)ds (1.10)

1.4.2 Inéquations intégrales

Lemme 1.4.2. Gronwall- Inéquations intégrales
Supposons qu’une fonction x continue de I = [0, T ] sur R+ ,T ∈ R (attention on ne s’intéresse
qu’aux fonctions à valeurs dans vérifié :

x(t) ≤ b(t) +

∫ t

t0

a(s)x(s)ds) (1.11)

pour tout t ∈ I, où a est une fonction continue de I dans R+ et b une fonction continue de I
dans R. Alors, on a l’inégalité :

x(t) ≤ b(t) +

∫ t

t0

exp(

∫ t

s

a(σ)dσ)b(s)ds (1.12)

pour tout t ∈ [0;T ].
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1.5 Existence et unicité

L’objectif de cette section est d’étudier l’existence et l’unicité locale et globale des problémes de
Cauchy (c’est à dire une équation différentielle ordinaire pour laquelle on a donné une
condition initiale) sans connaétre explicitement les solutions.

Comme nous l’avons vu dans le section précédente, nous n’aurons pas besoin de traiter les
équations différentielles d’ordre n étant donné que l’on est capable de se ramener à l’ordre 1.

Par conséquent, nous ne donnerons les résultats que pour les EDO d’ordre 1, sous forme
normale, autrement dit, du type :

y′ = f(t, y)

où y est la fonction inconnue de la variable réelle à valeurs dans un espace R , et sera une
fonction donnée sur I × J , ouvert,non vide de R×Rm.

Dans certains résultats, on verra méme que l’on peut prendre f définie de façon générale sur
un ouvert non vide U ⊂ Rm+1.

Nous verron qu’il faut faire des hypothéses de régularité sur la fonction f afin d’obtenir des
résultats d’existence et d’unicité des solutions.

Il est possible de montrer l’existence de solutions généralisées, c’est à dire de fonctions a
priori seulement continues satisfaisant

y(t0) = y(t0) +

∫ t

t0

f(s, y(s))ds

pour des fonctions f discontinues. Le premier résultat est attribué à Carathéodory, on a
d’ailleurs gardé son nom pour nommé ces solutions.

L’unicité des solutions quant à elle, pour une donnée initiale fixée nécessite une hypothése plus
forte que la continuité de f.
nous contenterons de considérer f lipschitzienne par rapport à sa seconde variable. Ce qui sera
dée pleinement satisfaisant pour nous. Lors de la preuve de certaines propositions ou
théorémes, nous aurons besoin de résultats préliminaires importants et ’classiques’ et plus
particuliérement du lemme de Gronwall et du théorème de point fixe de Banach-Picard que
nous rappelons dans cet section.
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1.5.1 Unicité globale

Le résultat précédent donne seulement un résultat d’unicité local. On peut en déduire un
résultat d’unicité globale grâce à l’énoncé suivant.

‖f(t, y)− f(t, x)‖ ≤ L‖y − x‖. (1.13)

1.5.2 Existence globale

Lorsque J = Rm et f est globalement lipschitzienne, c’est à dire qu’il existe L > 0 tel que pour
tous (t, y) et (t, x) dans I × J ,

‖f(t, y)− f(t, x)‖ ≤ L‖y − x‖. (1.14)

il n’y a pas de risque de sortir de son domaine de définition ni du domaine de validité de sa
constante de Lipschitz.

En reprenant la preuve du théorème de Cauchy-Lipschitz on peut donc construire, quels que
soient a et b tels que t0 ∈ [a, b] ⊂ I, une suite de solutions approchées (yn) qui soit de Cauchy
dans C([a, b],Rm). On en déduit alors le résultat global suivant :

1.5.3 Existence et unicité Globale

Théoréme 1.5.1. Existence et Unicité globale : On suppose f ∈ C (I×Rm;Rm) et globalement
lipschitzienne par rapport à y. Alors, quel que soit (t0;x0) ∈ I ×Rm, il existe un unique

y ∈ C1(I;Rm) solution de (1.5).

Théoréme 1.5.2. Existence et Unicité Globale (affine)

Si b ∈ C(I;Rm) et A est continue, définie sur I alors toutes les solutions maximales de
y′0(t) = A(t)y + b(t) ; sont globales.

Les résultats précédents restent géalement valable lorsque y est à valeurs dans un ouvert d’un
espace de Banach de dimension finie ou infinie. Par contre le résultat suivant n’est valable que
lorsque y est à valeurs dans une espace de dimension finie. Rm ).

Théoréme 1.5.3. Existence et unicité globale (dim finie)
Si f est uniformément bornée sur I × Rm, toutes les solutions maximales de y′ = f(t; y) sont
globales.
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1.6 Théorème du point fixe

Nous rappelons ici le théorème de point fixe de Banach-Picard seulement sur R en sachant que
le résultat est vrai pour un ensemble fermé non vide d’un espace de Banach E.

Théoréme 1.6.1. du Point Fixe Banach-Picard
Soit F un fermé d’un espace de banach E et f, une contraction définie sur F, c’est à dire :
f : F → F et

∃α ∈]0, 1[,∀x, y ∈ F, ‖f(x)− f(y)‖ ≤ α‖x− y‖

Alors f posséde un unique point fixe dans F (i.e.il existe un unique x ∈ F tel que f(x) = x.

Remarque 1.6.1. Si F est convexe et f différentiable dans un voisinage de F il suffit pour
qu’elle soit contractante que supx∈F ‖f ′‖ < 1.

Corollaire 1.6.1. Soit F un fermé d’un espace de Banach E et f : F → F . S’il existe un p ≥ 1

tel que l’itérée fp soit une contraction, alors f possède un unique point fixe dans F.
Méthode des approximations successives pour résoudre l’equation x = f(x) : prendre x0 arbi-
traire et xn+1 = f(xn).

Si la suite xn converge et si f est continue, sa limite est solution de l’équation. Si f est
contractante l’algorithme converge toujours vers l’unique solution de l’équation.



Chapitre 2

Résolution des EDO

Les équation différentielles ordnaiares (EDO) apparaissent trés souvent dans la modélisation de
la physiquen et des sciences de l’ingénieur.dans les systemes dynamique

Trouver la solution d’une EDO ou d’ un systeme d’EDO est ainsi un brobléme courant,
souvant difficile ou méme impossible à résoudre de façon analytique .

Il est alor nécesaire de recourir à des métodes numériques pour résoudre d’ équation
différentielles
.

2.1 Définition des EDO

Soit une fonction y(x) définie sur un intervalle de R et de classe Cp(continumenet dérivable
d’ordre p) On appelle équation différentille d’ordre p une équation de la forme :

F (x, y, y′, ..., yp) = 0

On appelle forme canonique d’une EDO une expression du type :

y(p) = f(x, y, y′, ..., yp−1) = 0

Seul ce type d’équation sera considéré dans cette section. Toute équation différentielle canonique
peut étre écrite comme un systéme d’équation différentielle du premier ordre en introduisant p−1
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fonction définie comme : 
y1 = y

y2 = y′

... = ...

yp = y(p−1),

L’équation canonique se met alors sous la forme du systéme d’EDO d’ordre 1 suivant :
y′1 = y2

y′2 = y3

... = ...

y′p = f(x, y, y1, y2, ..., yp),

Nous limiterons l’étude au cas simple d’équation différentilles ordinaires de la forme :{
y’(x)=f(x,y(x)), ∀x ∈ [a, b]

y(a) = y0,
(2.1)

Les problémes différentiels de ce type sont appelés problémes de Cauchy ou problèmes à valeurs
initiales.

Si f est continue et si elle vérifie une codition de lipshiz par rapport à la deuxéme variable

( Il existe L > 0 telque ∀x ∈ [a, b] et ∀y1, y2 on ait : |f(x, y1)− f(x, y2)| ≤ l|y1 − y2|

Alor le probléme admet une solution unique y pour toute valeur initiale.On dit qu’il est "bien
posé". on a vu ,que certains problémes différentils bien posé du point de vu théorique pouvient
s’avérer imposibles à résoudre numériqument car instable.

Numériqument, il faudra en effet cosiderer l’ensemble des solution voisine de la solution exact
cherchée solution voisine correspondant à de petite perturbations des condition initiales. Si cec
solutions ne s’écartent pas trop de la solution de référence exact,on aur un probléme stable et
on pourra construire des approximations numériques convenables.

En généralisant l’écriture de l’équation au cas d’une fonction vectorielle, On pourra traiter des
systémes différentieles et des équation ou systémes d’ordre supérieur à 1, par des extension
naturelles des techniques que nous présentons ci-dessous dans le cas de dimension 1 par souci
de simplicité.



2.2 Méthodes de résolution numérique et notations 19

2.2 Méthodes de résolution numérique et notations

Discrétisation par découpage de l’intervalle de longueur L selon un pas constant h Échan-
tillonnage de la solution aux instants ti = t0 + ih pour 1 ≤ i ≤ n. Solution numérique :ui =

approximationdey(ti) À partir de la condition initiale u0 = y(t0) imposée, faire une boucle
sur les abscisses ti pour calculer l’approximation ui+1 à ti+1 → approximer ainsi de proche en
proche la solution sur l’intervalle L.

⇒ accumulation des erreurs dans la boucle

À chaque pas de la boucle, pour calculer ui+1, on peut s’appuyer :
– sur la dernière valeur calculée ui : méthodes à un pas.
– sur plusieurs valeurs ui−k(k ≥ 0) antérieurement calculées méthodes à plusieurs pas (initia-
lisation nécessaire par méthode à un pas).

2.3 Principe Générale des méthodes numériques

Pour obtenir une approximation numérique de la solution y(x) sur l’intervalle [a, b] nous allons
estimer la valeur de cette fonction en un nombre finie de points xi pour i = 0, 1, ..., n constituants
les noaeds du maillage. La solution numérique discret obtenue aux points xi est notée yi = y(xi)

L’écart entre deux abscisses, noté h est appelé pas le discrétisation. Ce pas ,dans les méthodes
les plus simples, est constant, mais il peut étre judicieux de travailler avec un pas variable.

hi = xi − xi−1.

Le choix du maillage et de la répartition des noeuds peuvent s’avérer crucial.

Les technique de résolution des EDO sont basées sur :

– L’approximation géométrique de la fonction
– Les formules d’intégration numérique (rectangle ,trapéze , simpson...)
– Les dévloppments de taylor au voisinage de xi
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2.4 Propriétés des méthodes numériques

Plusieurs notions mathématiques sont introduites lors de la résolution d’ EDO au moyen de

leurs équivalents discrétisés.

Les trois prinsipales sont : la convergence. la stabilité et la consistante, permettant de relier
la solution exacte des équation continues à la solution exacte discrétiséeset des d’équations à la
solution numérique obtenue.
– Consistance d’une méthode

La consistance est la propriété qui assure que la solution exacte de l’équation discrétisée
tende vers la solution exacte de l’équation continue lorsque le pas de discrétisation h tend
vers 0.

– Stabilité d’une méthode

C’est la propriété qui assure que la différence entre la solution numérique obtenue et la
solution exacte des équations discrétisées reste bornée. La stabilité indique si l’erreur
augmente ou non au cours du calcul. Une méthode peut étre stable sous condition (elle sera
dite conditionnellement stable) ou toujours stable (elle sera dite inconditionnellement
stable).
Condition de stabilité

Considérons un probléme à la valeur initiale suivant :{
y′(x) = f(x, y(x)),

y(0) = y0, .

Si df
dy
< 0 : il existe un pas de discrétisation seuil hmax à partir duquel une méthode explicite

sera stable. La condition de stabilité s’écrit :

h < hmax =
2

max df
dy

Si df
dy
> 0

les méthodes explicites sont instables quelque soit le pas de discrétisation h. Les méthodes
sont dites inconditionnellement instables.
Dans certains cas, la dérivée df

dy
peut changer de signe. Le comportement de la méthode est

instable dans certains intervalles et stable dans d’autres.
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Cas particulier d’une EDO linéaire

Dans le cas particulier d’une EDO linéaire, la solution numérique satisfait une équation
récurrenteé linéaire à p+ 1 niveaux

apyn+p + ap−1yn+p+1 + ...+ a0yn = bn

Soient r1, r2, ..., rp les racines complexes de l’équation caractéristique associée :

apr
p + ap−1y

p−1 + ...+ a1y + a0 = 0

La condition de stabilité s’écrit : ∀i; |ri| < 1

– Ordre de précision d’une méthode

L’erreur de troncature ε est définie comme la différence entre la solution exacte ỹ et
l’approximation numérique obtenue yn, soit : εn = |ỹ(xn)− yn| = ϑ(hp). L’ordre de précision
de la mthode est donnée par l’entier p.

– Convergence et taux de convergence d’une méthode

Une méthode est convergente si, lorsque le pas de discrétisation tend vers 0, la solution
numérique tend vers la solution exacte de l’équation continue. Une méthode est convergente
à l’ordre l ssi : limn→∞ |εi| = ϑ(hl).

Résultat théorique : Une méthode stable et consistante est convergente.

2.5 Principale méthodes numériques

Les principales méthodes de résolution numériques des EDO son séparées deux grands types :
– Les méthodes à un pas :

Pour ces méthodes, le calcul de la valeur discréte yn+1 ou noeud xn+1 fait intervenie la
valeur yn obtenue a l’abscisse précédent . Les principales méthodes sont :

Méthodes d’Euler explicite et implicite.

Méthode d’Euler améliorée.

Méthode d’Euler cauchy.

Méthode de grank Nicholson.

Méthodes de runge et kutta.

– les métodes à pas multiples :
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Pour ces méthodes ,le calcul de la valeur discréte yn+1 ou noeud xn+1 fait intervenie
plusieres valeurs yn, yn−1, yn−2... obtenue a l’abscisse précédent .Les prinsipales méthodes
sont :

Méthode : d’Adams bashforth, moulton

Méthodes : de prediction-corrction

Méthodes : d’approximation de Picard

2.6 Méthodes à un Pas

Nous allons commencer par décrire une méthode très simple mais fondamentale : nous met-
trons à profit sa simplicité pour en analyser son erreur de discrétisation, sa consistance, sa
convergence et sa stabilité, autant de notions clefs dans l’analyse numérique des équations dif-
férentielles.
L’objectif de ce section est de décrire un certain nombre de méthodes permettant de résoudre
numériquement le probléme de cauchy de condition initial y(t0) = y0 pour une équation diffé-
rentielle.

y′ = f(t, y)

Dans ces méthode à un pas la valeur approchée de yn+1 de la fonction inconnue fait intervenir
xn, yn, h que l’ on peut écrire sous la forme :

La formulation général des méthodes à un pas explicite est :{
y0(donne)
yn+1 = yn + φ(xn, yn, h) .

(2.2)

ou la fonction φ définit la méthode utilisée.

Exemple 2.6.1. : stabilité dy
dt

= −λy ⇒ solution analytique y = y0e
λt ⇒ yn = y0(eλh)n

ui+1 = ui − λhui ⇒ solution numérique un = y0(1− λh)n Si λ > 0, la solution exacte vérifie
y(∞) = 0, Mais pour l’approximation, un → 0⇔ |1− λh| < 1⇔ 0 < h < 2

λ

Condition de stabilité :h < 2/λ (pas h petit) Mais, si h > 1/λ, alors (1− λh) < 0 : alternance
de signe de la solution un.
la formulation général des méthodes à un pas implicite est :
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{
y0(donne)

yn+1 = yn + φ(xn, yn, yn+1, h) .
(2.3)

L’obtention de la solution à chaque abscisse nécessite la résolution d’une équation. Ces méthodes
sont obtenues en intégrant l’equation différentielle et en utilisant des formules d’integration
numérique pour le seconde nembre .L’ordre du schéma est égal au degré de polynome pour
lequel l’integration est exact +1 .

Résultas théoriques :

1. Si la fonction φ est lipschitzienne par rapport à la deuxiemme variable alor les méthodes
exiplicite sont stable.

2. Les méthodes implicite sont toujours stable.

3. Les méthodes sont consistantes ssi ∀x ∈ [a, b], φ(x, y, 0) = f(x, y)

Exemple 2.6.2. stabilité
dy
dt

= −λy ⇒ solution analytique y = y0e
λt ⇒ yn = y0(eλh)n ui+1 = ui − λhui ⇒ solution

numérique ui+1 = ui
1+λh

un = ui
(1+λh)n

Si λ > 0, y(1) = 0, et aussi un → 0∀λ > 0,∀h > 0 solution stable.

2.7 Exemples des méthodes à un pas

2.7.1 Méthodes d’Euler explicite et implicite

Afin de remédier au problème d’instabilité soulevé ci-dessous, on a souvent recours à une mé-
thode de type explicite comme la suivante :{

y0(donne)
yn+1 = yn + hf(xn, yn) .

(2.4)

La méthode peut s’interpréter de plusieurs maniéres :

1. Via les formules d’intégration numérique : la méthode est le résultat de l’application de la
formule des rectangles basée au point xn.
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2. Géométriquement : la méthode revient à remplacer localement en chaque point xn la courbe
solution par sa tangente.

3. Via les développements de Taylor : la méthode provient du développement de Taylor
d’ordre 1 de la fonction y au voisinage de xn

Méthode implicite, d’ordre 1, dont l’algorithme est :{
y0(donne)

yn+1 = yn + hf(xn+1, yn+1) .
(2.5)

2.7.2 Méthode d’Euler amélioré

Méthode explicite dont l’algorithme est :
y0(donne)

yn+1 = yn + h
2
f(xn, yn)

yn+1 = yn + hf(xn + h
2
, yn+1),

(2.6)

Géométriquement, la méthode consiste à remplacer dans la méthode d’Euler la pente de la
tangente en (xn, yn) par la valeur corrigée au milieu de l’intervcalle [xn, xn+1] .

2.7.3 Méthode d’Euler-Cauchy

Méthode explicite dont l’algorithme est :
y0(donne)

yn+1 = yn + hf(xn, yn)

yn+1 = yn + h
2
[f(xn + h

2
yn) + f(xn+1 + h

2
yn+1)].

(2.7)

Géométriquement, la méthode consiste à remplacer dans la méthode d’Euler la pente de la
tangente en (xn; yn) par la moyenne de cette pente avec la valeur corrigée en xn+1.

2.7.4 Méthode de Crank-Nicholson

Méthode implicite, d’ordre 2, dont l’algorithme est :{
y0(donne)

yn+1 = yn + h
2
[f(xn + h

2
yn) + f(xn+1 + h

2
yn+1)]. .

(2.8)

Elle est obtenue en utilisant la formule d’intégration numérique des trapézes.
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Méthode des trapèzes

On veut calculer
∫ b
a
f(x)dx. On décompose l’intervalle [a, b] en a = x0 < x1 < ... < xn = b. On

a alors : ∫ b

a

f(x)dx =
n∑
i=1

∫ xi

xi+1

f(x)dx

On prend i = 1 et on remplace f par son interpolé linéaire aux points [xi−1, xi].∫ b

a

f(x)dx ' 1

2
xi − (xi−1)(f(xi + f(xi−1))

∫ b

a

f(x)dx '
n−1∑
i=1

hihi+1

2f(x)
+

1

2
(hnf(x0 + hnf(xn))

et dans le cas d’une subdivision reguliere (hi = h,∀i = 1, ..., n) :∫ b

a

f(x)dx ' h[
n−1∑
i=1

f(xi) +
1

2
(f(x0 + f(xn))]

2.7.5 Méthodes de Runge et Kutta

Dans les méthodes de résolution des problémes à valeurs initiales, le processus de calcul est un
processus finie. On avance de n pas, a partir du temps initial jusq’au temps final et on s’aréte.
chaque valeur est donc calculée une fois pour toues. sauf technique plus complexe d’adaptation
de maillage. il n’y a pas de réitération pour améliorer le résultat. Il faudra donc utiliser des
m ?thodes suffisamment précises. ceci explique le recours à des m?thodes d’ordre élevé. Les
méthodes de runge et kutta sont les généralisation de la méthode d’Euler à des ordres supérieurs
à 1. elle s’abtiennent à partir de formules d’integration numériques plus précises que la formule
de rectangles considérons tout d’abord l’utilisation de la formule des trapéze. Elle conduit à la
méthode {

y0(donne)

yn+1 = yn + h
2
[f(xn + h

2
yn) + f(xn+1 + h

2
yn+1)]. .

(2.9)

Cette méthode est une méthode implicite. Le calcul de la nouvelle valeur yn+1 nécessite la ré-
solution d’une équation. Si l’on veut obtenir une méthode explicite du méme ordre, on peut
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procéder de la maniére suivante :
y0(donne)

yn+1 = yn + hf(xn, yn)

yn+1 = yn + h
2
[f(xn + h

2
yn) + f(xn+1 + h

2
yn+1)].

(2.10)

Ceci peut s’interpréter comme une itération de point fixe (limitée ici a un pas) pour résoudre
l’équation du schéma implicite des trapéaze. on obtient ainsi la méthode de runge et kutta d’ordre
2 noté RK2,
De meme l’utilisation de la formule d’integration de Simpson est à la base de la formule de
runge et kutta d’ordre 4, noté RK4, c’est l’une des formules les plus utilisées. elle s’écrit :

y0donne

k1 = hf(xn, yn)

k2 = hf(xn + h
2
, yn + k1

2
)

k3 = hf(xn + h
2
, yn + k2

2
)

k4 = hf(xn + h, yn + k3)

kn+1 = yn + 1
6
(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

(2.11)

Remarque 2.7.1. On démontre, sous des hypothèses de régularité sur f, que les mé- thodes
de Runge-Kutta sont stables. Etant stables et consistantes, elles sont convergentes suivant un
principe général déjà mentionné pour les méthodes à un pas.
Conclusion : La méthode de Crank-Nicholson est d’ordre 2 et stable (au sens ci-dessus) pour
tout choix de h.

Ceci explique qu’elle soit souvent retenue. Dans la pratique, même une méthode d’ordre 2 se
révèle assez souvent insusante car nécessitant trop de pas de temps pour atteindre une
précision donnée

Il est alors nécessaire d’utiliser une méthode d’ordre supérieur : les plus courantes sont celles
de Runge-Kutta qui reposent sur des méthodes d’intégration numérique d’ordre supérieur.
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Étude De quelques méthodes numériques

à Pas Multiples

Avec la méthodes RK, on essais de gagner en prcision grâce à des étapes intermédiares. celle-ci
alourdisent les calculs en augmentant le nombre d’évaluation de f pour les méthodes explicites,
en augmentant la taille du systéme non-linéaire à résoudre pour les méthodes implicites. les
méthodes à pas multiples utilisent les valeurs des pas précédentes pour essayer de mieux prévoir
la valeur à calculer.

3.1 Méthode à Pas Multiples

Les méthodes à un pas utilisent seulement la valeur approchée yn de y(tn) pour calculer une
valeur approchée yn+1 de y(tn+1). Les méthodes à pas multiples utilisent aussi l’information
obtenue aux temps précédents tn−1, tn−2, ..., tn−r.

Nous décrirons ici les méthodes d’Adams qui consistent à remplacer f (t, y (t)) par un
polynéme d’interpolation aux points tn−r, tn−r+1, ..., tn−1, tn, (tn+1), dans le calcul de

y(tn+1) = y(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt.

Si Pn est le polynôme en question, les valeurs approchées yn seront obtenues par l’équation
approchée

yn+1 = yn+

∫ tn+1

tn

Pn(t)dt. (3.1)
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Les formules seront implicites ou explicites selon que tn+1 est l’un des points d’interpolation ou
non.
Méthode D’Adams

Principe :

les erreurs augmentent avec l’intégration, les points les plus proches de la valeur initiale ont
tendance à étre plus fiables. Pour calculer ui+1, on peut s’appuyer non seulement sur la
derniére valeur estimée ui, mais sur les m précédentes.

– si le calcul invoque la pente au point recherché f(ti+1, ui+1) la méthode est implicite ADAMS
MOULTON

– sinon elle est explicite : ADAMS-BASHFORTH . Dans les deux cas, il faut initialiser le calcul
par une méthode à un pas sur les m premiers points.

Le calcul réutilise les évaluations antérieures du second membre =⇒ stocker ces valeurs pour
économiser les calculs.

3.1.1 Méthode D’Adams-Bashforth

Description

On ne suppose plus ici que le pas hn soit nécessairment constant.Si z est une solution exacte de
l’équation ,on écret :

z(tn+1) = z(tn) +

∫ t(n+1)

tn

f(t, z(t))dt. (3.2)

Supposeons que pour 0 ≤ i ≤ r on ait déja calculé les points z(tn−i) et les pentes

fn−1 = f(tn−1, z(tn−1)).

L’idée de la méthode est d’approximer la fonction f(t, z(t)) sur [tn, tn+1] par son polynome
d’interpolation aux points tn, tn−1, ..., tn−r. Considérons donc le polynome pn,r(t) qui interpole
les points (tn−i, fn−1) pour 0 ≤ i ≤ r :

pn,r(t) =
∑
0≤i≤r

fn−1Ln,i,r(t), deg(pn,r) = r, (3.3)

ou Ln,i,r =
∏

0≤j≤r
t−tn−j

tn−i−tn−j
.on écrit maintenant :
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z(tn+1) = z(tn) +

∫ tn+1

tn

f(t, z(t))dt.

' z(tn) +

∫ t(n+1)

tn

pn,r(t)dt.

= z(tn) + hn
∑
0≤i≤r

bn,i,rfn,i

avec
bn,i,r =

1

hn

∫ tn+1

tn

Ln,i,r(t)dt.

L ’algorithme de la méthode d’Adams-Bashforth à r+1 pas (en abrégé ABr+1)va donc s’écrire :
yn+1 = yn + hn

∑
0≤i≤r bn,i,rfn−1, n ≥ r ;

tn+1 = tn + hn

fn+1 = f(tn+1, yn+1) .

(3.4)

L’intérét de cette méthode provient de sa relative simplicité et du fait qu’une seule évaluation
de la fonction f est nécessaire à chaque étape (contrairment aux méthodes de runge-kutta qui
en réclamaient plusieurs). Il va en résultar un gain asser important sur le temps de calcul.

Exemple 3.1.1.

r = 0 : On a pn,0(t) = constante = fn,d’ou AB1 : yn+1 = yn + hnfn.Il s’agit de la méthode
d’Euler
r = 1 : le polynome Pn,rest la fonction affine qui interpole (tn, fn)et(tn−1, fn−1) d’ou la for-
mules

pn,1(t) = fn +
fn − fn−1
tn − tn−1

(t− tn)∫ t(n+1)

tn

pn,1(t)dt = fnhn +
fn − fn−1
hn−1

[
1

2
(t− tn)2]

tn+1

tn

bn(fn +
hn

2hn−1
((fn − fn−1)))

L’algorythme s’écrit donc
yn+1 = yn + hn(fn + hn

2hn−1
(fn − fn−1)),

tn+1 = tn + hn

fn+1 = f(tn+1, yn+1) .

(3.5)
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Dans le cas ou le pas hn = hest constant,la formule de récurrence ce réduit à

yn+1 = yn + h(
3

2
fn −

1

2
fn−1)

–– De maniére général,lorsque le pas est constant les coefficients bn,i,r ne dépendent pas de n car
la méthode est invariante par translation .Pour les petites valeurs de r

Remarque 3.1.1. On a toujours
∑

0≤i≤r bn,i,r = 1 car pour fn = .. = fn−r = 1 on a
pn,r(t) ≡ 1 par cons ?quente ∫ tn+1

tn

pn,r(t)dt = hn = hn
∑
0≤i≤r

bn,i,r.1 (3.6)

comme on le verra plus loin, la quantité βr intervient dans le calcul de la constante de
stabiilité S.

Erreur de consistance et ordre la méthode ABr+1

soit z une solution exacte du probl ?me de cauchy. L’erreur de consistance est donnée par

en = z(tn+1)− yn+1

= z(tn+1)− (z(tn +

∫ tn+1

tn

pn,r(t)dt)

en =

∫ tn+1

tn

(z′(t)− pn,r(t))dt

oÙ pn,r est précisément le polynome d’interpolation de la fonction z′(t) = f(t, z(t)) aux points
tn−1, 0 ≤ i ≤ r. D’apret le théoreème de la moyenne, il exite un point θ ∈]tn, tn+1[tel que

en = hn(z′(θ)− pn,r(θ)

La formule donnant l’erreur d’interpolation implique

z′(θ)− pn,r(θ) =
1

(r + 1)!
zr+2(ξ)Πn,r(ξ)

ou ξ ∈]tn−r, tn+1[ est point interm?diare entre θ et les point tn−i et ou

πn,r =
∏

0≤i≤r

(t, tn−i)
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Si ξ ∈]tn−j, tn−j+1[, 0 ≤ j ≤ r on a l’in ?galit ? |ξ − tn−i| ≤ (1 + |j − i|)hmax

|πn,r(ξ)| ≤ hr+1
max(1 + j)...(1 + 1)1(1 + 1)...(1 + r − j)

= hr+1
max(1 + j)!(r − j + 1)! ≤ hr+1

max(r + 1)!

en majorant 2 par j + 2, ..., (r − j + 1) par(r + 1)

On déduit par conséquent :

|z′(θ)− pn,r(θ)|z(r+2)(ξ)|hr+1
max

ce qui donne la majoration cherchée de l’erreur de consistance

|en|z(r+2)(ξ)|hr+1
max ≤ chnh

r+1
max

avec
c = max

t∈[t0,t0+T ]
|zr+2(t)|.

La méthode d’adams-bashforth à r+1 pas est donc d’ordre r+1(le lecteur pourra vérifier à titre
d’exercice que l’ordre n’est pas ≥ r + 2 en consid ?rent le cas de la fonction f(t, y) = tr+1)
Phase d’intialisation -De ce qui précéde, il résult qu’on choisira une méthode de runge-kutta
d’ordre r + 1(ou r à la riguer) puor initailiser les premier valeurs y1, ...yr, f0, ..., fr.

Stabilité de la méthode ABr+1

Nous allon déontrer le résultat suivant :

Théoréme 3.1.1. [7] on suppose que f(t, y) est libtchizienne en y et que les sommes
∑

0≤i≤r |bn,i,r|
sont majorées indépendemment de n par une constante alors la méthodes d’adams-Bashforth à
r + 1 pas est stable, avec constante de satbilité

s = exp(βrkT )

Démonstration

Soit ỹn la suite récurrente perturbée telle que{
ỹn+1 = ỹn + hn

∑
0≤i≤r bn,i,rf̃n−i + εn,

f̃n−i = f(tn−i, ỹn−i).
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Posson

θn = max
0≤i≤n

|ỹi, yi|.

on a
|f̃n−i, fn−i| ≤ k|ỹn−i, yn−i| ≤ kθn

|ỹn−i, yn−i| ≤ θn + hn
∑
0≤i≤r

|bn,i,r|.kθn + |εn|

≤ (1 + βrkhn)θn + |εn|

Comme
θn+1 = max

0≤i≤n
(|ỹi+1, yi+1|, θn), ondduit.

θn+1 ≤ (1 + βrkhn)θn + |εn|

Le lemme de gronwall implique alors

θn ≤ ((βrk(tN − tr))(θr) +
∑

r≤n≤N

|εn|

Ce qui entraine bien la stabilité, avec constante S = exp(βrkt).on voit constante βr croit assez
vite quand r augement. La stabilité devient donc le moins en moins bonne quand le nombre
de pas augemente. cette stabilité médiocre est un des inconvénients les plus sériux des méthode
d’Adams-Bashforth lorsque r est grand. En pratique, on se limitera le plus souvent aux cas r = 1

ou r = 2.

3.1.2 Méthode d’Adams-Moulton

Description

L’idée en est la méme que celle des d’Adams Bashforth, mais on approxime ici f(t, z(t)) par
son polynome d’intepolation aux points tn+1, tn, ..., tn−r ; le point tn+1 est donc pris en plus. On
considére le polynome p∗n,r(t) de degré r+1 qui interpole les points (tn−i, fn−i) pour −1 ≤ i ≤ r :

p∗n,r(t) =
∑
−1≤i≤r

fn−iL
∗
n,i,r(t)
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d’ou
L∗n,i,r(t) =

∏
−1≤j≤r

t− tn,j
t− tn,i

On obtient donc
z(tn+1) = z(tn) + hn

∑
−1≤i≤r

b∗n,i,rfn−i

avec
b∗n,i,r =

1

hn

∫ tn+1

tn

L∗n,i,r(t)dt

L’algorithme correspondant AMR+1 s’écrit

yn+1 − hnb∗n,−1,rf(tn+1, yn+1) = yn + hn
∑
0≤i≤r

b∗n,i,rfn−i

On obsevera ici que yn+1 n’est pas donnée explictement en fonction des quantités yn, fn−i an-
térieurement calculées ; mais seulment comme solution d’une équation dont la résolution n’est
pas a priori immédiate. Pour cette raison, on dit que la méthode d’Adams-Moulton est une mé-
thode implicite (La méthode d’adams-bashforth est dite par opposition explicite). Pour résoudre
l’équation ci-dessus, on aura recours en général à une méthode itérative. Notons un la quantité
(explicite)

un = yn + hn
∑
0≤i≤r

b∗n,i,rfn−i

Le point yn+1 cherché est la solution x de l’équation

x = hnb
∗
n,−1,rf(tn+1, x)

On va donc calculer la suite itérée xp+1 = ϕ(xp) ou

ϕ(xp) = un + hnb
∗
n,−1,rf(tn+1, x)

Comme
ϕ(xp) = hnb

∗
n,−1,rf

′(tn+1, x)

l’pplication ϕ va étre contractante (avec une petite constante de Liptchiz) lorsque hn est assez
petit. Si est k-liptchizienne en y, il suffit que :
hn <

1
|b∗n,−1,r|k
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pour avoir convergence. la solution est alors unique d’aprés le théoréme du point fixe, et l’al-
gorithme itératif s’écrit on choisera une valeur initial x0 qui soit une approximation de (la
meilleure possible).
par exemple la valeur donnée par la méthode d’Adams-Bashforth : x0 = ynhn

∑
0≤i≤r bn,i,rfn−i.

On arréte l’itération pour |xp+1 − xp| ≤ 10−10.

3.2 Méthodes De prediction-corrction

3.2.1 Principe géneral

On se donne une méthode dite de prédiction (ou prédicteur), fournssant (explicitement) une
premiére valeur approchée pyn+1 à attiendre :

pyn+1 = prédiction de yn+1

fyn+1 = (tn+1, pyn+1) = prédiction de fn+1

En substituant la valeur pfn+1 ainsi trouver à fn+1 dans la formule d’Adams-Moulton, on obtient
alors une nouvelle valeur corrig ?eyn+1 qui est retenue en vue des calculs ultérieurs. De façon
précise, une méthode PECE (prédiction, évaluation, correction, évaluation) à r+1 pas va s’crire
de la maniére suivant : yn−r, fn−r, ..., yn, fn étant déja calculée, on pose

prdiction, on utilise à cette fin la méthode d’Adams-Bashforth de méme ordre pour calculer la valeur xn+1 qui constitue une approximation de x(tn+ 1)

valuation, grace à cette approximation on calcule la valeur f̂n+1 = f(tn+1, x̂n+1)

correction, en utilise f̂n+1 en lieu et place de fn+1pour valeur calculer xn+1

valuation, on calcule fn+1 = f(tn+1, x̂n+1),

Nous avons utilisé ici la méthode d’Adams-Moulton comme correcteur , mais cela pourrais étre a
priore n’importe quele autre méthode implicite Ici encore , le démarrage de l’algorythme PECE
néécessite le calcul pr ?alable des points yn, ..., yret des pentes f0,...,fr à l’aide d’une méthode à
un pas. On peut estimer que le coute en temps de calcul d’une méthode PECE est environ le
double de celui d’une méthode d’Adams-Bashforth d’ordre égal(mais on verra que la stabilité est
beacoup mielleure). Ce temps de calcul est général infériuer à celui des méthode de Runge-Kutta
sophistiquées (d’ordre ≥ 3)
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3.3 Méthode d’approximation de Picard

3.3.1 Description

La méthode des itération successives de Picard a été introduite par Emile Picard en 1891 ,
elle est utilisée pour prouvre l’existence et l’unicité de la solution des systémes d’équations
différentielles. L’idée d’Emile Picard est d’écrire une équation différentielle ordinaire du 1ere

ordre comme d’une formule de point fixe .En partent d’une fonction arbitraire , il itére l’équation
pour former des approximations successives [10].{

du
dt

= f(t, a),

u(t0) = u0,
(3.7)

La méthode de Picard démarre avec l’analyse de l’équation intégrale de Voltérra :

u(t) = u0 +

∫ t

0

f(s, u(s))ds (3.8)

Supposons que f(t, u) astiafait les condition de Lipschitz dans une autre t = 0 et u = u0

∀|t| ≤,∀|u− u0|,∀|u− ũ|δ0 : |f(t, u), f(t, ũ)| ≤ K|u− ũ|, Kconstantedelipschitz

Nous commencon avec la fonction u(t0) = u0 et nous aurons la relation itérative suivane :

un+1(t) = u0 +

∫ t

0

f(s, un(s))ds (3.9)

Pour un systéme différentiel du 1ere ordre du type :{
du
dv

= f(t, u, v),
du
dv

= g(t, u, v),

avec u(t0) = u0 et et v(t0) =0 Nous avons le systéme itératif suivant :{
un+1(t) = u0 +

∫ t
0
f(s, un(s))ds,

vn+1(t) = v0 +
∫ t
0
g(s, vn(s))ds,

Si t0 est asser petit, la nouvelle approximation un+1 appatient à la méme boule |u − ũ| ≤ δ0 ,
pour toute |t| ≤ t0 est une contraction dans le sense ou on a :

|
∫ t

0

f(s, u(s))ds−
∫ t

0

f(s, ũ(s))ds| ≤ ϕ sup |u(t)− ũ(t)| (3.10)
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ou ϕ = k, t0 < 1, afin que t0 < 1
k
aprés théoréme de point fixe de banach, il exictte alors une

unique solution u(t). L’erreur de l’approximation de la solution u(n)(t) est estimée par :

En = ‖u− u(n)‖ ≤ Mktn+1
0

(n+ 1)!
Avect0 <

1

k
,M = sup

t≤t0|u−u0|≤δ0
|f(t, u)|

Soit D un cylindre fermé contenu dans l’ouvert U de la forme

D = [t0; t0 + α]×B(y0; β)

ou B(y0; β) est la boule fermée de Rm définie par

B(y0 = {z ∈ Rm, ‖z − y0‖ ≤ β}

Supposons f continue sur U, elle est alors continue sur D, or D est fermé borné, donc f est
bornée

M = max
(t,y)
‖f(t, y)‖

Supposons que y soit une solution du probléme de Cauchy (1.5) au point (t0; y0) sur un intervalle
I = [t0; a[. On a en particulier, pour tout t ∈ I, (t; y(t)) ∈ U . On peut choisir a assez proche de
t0 tel que pour tout t ∈ [t0; a[, (t; y(t)) ∈ D (graphe de y dans D). Il résulte alors de l’quation
(1.6) que pour tout t ∈ [t0; a[ :

‖y(t)− y0‖ = ‖
∫ t

t0

f(s, y(s))ds‖

≤
∫ t

t0

‖f(s, y(s))‖ds

≤M |t− t0|

Lemme 3.3.1. Si
B(y0 = {z ∈ Rm, ‖z − y0‖ ≤ β}, β > 0

est un cylindre fermé contenu dans l’ouvert U et

M = max
(t,y)
‖f(t, y)‖

Toute solution y du probléme de Cauchy en (t0; y0) définie sur l’intervalle I = [t0; a[ quand elle
existe vérifie pour tout t ∈ I
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‖y(t)− y0‖ ≤M |t− t0|

à condition d’avoir a ≤ t0 + min{α, β
M
} On considére l’ensemble

f = {z ∈ c(I,Rm), z : I → R, I = [t0, a] un intervalle quelconque tel que
a ≤ t0 +min{α, β

M
, pour tout (t, z(t)) ∈ D et ‖z(t)−y0‖ ≤M(t− t0)} D’aprés le lemme (3.4.1).

Toute solution du probléme de Cauchy en (t0; y0) qui est définie sur un intervalle I = [t0, a] tel
que a ≤ t0 + min{α, β

M
} appartient à f

D’autre part, on considére l’opérateur

T : f→ f

z 7→ Tz = y0 +
∫ t
t0
f(s, z(s))ds

Cet opérateur est bien défini, en effet,

1. z ∈ F implique z ∈ C(I,Rm) et donc l’application t 7→ (t, z(t)) est continue. Par consé-
quent Tz = y0 +

∫ t
t0
f(s, z(s))ds

2. Pour tout z ∈ F ,Tz ∈ z ∈ F car :
– Tz est définie sur I = [t0, a], avec a ≤ t0 + min{α, β

M
}

– Tzf ∈ {z ∈ C(I,Rm)

Remarque 3.3.1. y ∈ F est solution du probléme de Cauchy sur (t0; y0) si et seulement si
Ty = y.

Lemme 3.3.2. Supposons f continue sur U et qu’il existe un cylindre fermé D = [t0; t0 + α]×
B(y0; β) contenu dans U sur lequel f(t; y) soit lipschisienne en y de rapport H, autrement dit
pour tout (t; y1) ∈ D, pour tout (t; y2) ∈ D

‖f(t, y1)− f(t, y2)‖ ≤ H‖y1 − y2‖,

dans ces conditions, si y1 et y2 sont deux fonctions quelconques de F définies sur un méme
intervalle I = [t0, a], avec a ≤ t0 + min{α, β

M
}

on a, pour tout n ∈ N∗, et pour tout t ∈ I

‖T ny2(t)− T ny1f(t)‖ ≤ 2MHn (t− t0)n+1

(n+ 1)!

avec M = sup(t,y)∈D ‖f(t, y)‖
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Lemme 3.3.3. Sous les hypothéses du lemme (3.4.1), supposons que y soit une solution du
probléme de Cauchy (1.5) au point (t0; y0), définie sur I = [t0, a], avec a ≤ t0 + min{α, β

M
}

Dans ce cas, si y1 est une fonction quelconque de F définie sur I, alors la suite (T ny1)n∈N

converge uniform?mentvers y.

Corollaire 3.3.1. (Unicité Locale) Sous les hypothéses du lemme (3.4.1), si le probléme de
Cauchy (1.5) en (t0; y0) admet une solution sur I = [t0, a], avec a ≤ t0 + min{α, β

M
} alors cette

solution est unique sur I.

Théoréme 3.3.1. (Existence locale) Sous les hypothéses du Lemme (3.4.1), soit y1 une fonction
quelconque de F définie sur un intervalle I = [t0, a], avec a ≤ t0+min{α, β

M
} La suite (T ny1)n ∈

N∗, converge uniformément vers une fonction y ∈ F qui est solution du probléme de Cauchy
en (t0; y0) sur I .

Théoréme 3.3.2. (Cauchy-Lipschitz-Picard), existence et unicité locale Soit y′ = f(t; y) une
équation différentielle, dans laquelle f est définie et continue sur un ouvert U de R × Rm et
(t0; y0) un point quelconque dans U. Supposons f lipschitzienne en y sur un cylindre D de la
forme

D = [t0; t0 + α]×B(y0; β) ⊂ U

et posons :
M = sup

(t,y)∈D
‖f(t, y)‖; a ≤ t0 + min{α, β

M
}Lasuite(T ny1)n ∈ N∗

Sous ces conditions, l’équation donnée admet dans chaque intervalle [t0; a[ une solution unique
y telle que y(t0) = t0. Autrement dit, toute solution du probléme de Cauchy au point (t0; y0)

coéncide avec y sur l’intervalle [t0; a[.

Remarque 3.3.2. 1. Les résultats de ces deux derniers paragraphes se transposent d’eux-
mémes au cas des solutions du probléme de Cauchy sur des intervalles situés àgauche de
t0.

2. ATTENTION : la continuité de f au voisinage de (t0; y0) ne suffit pas à avoir l’unicité
des solutions de Cauchy au point (t0; y0).

3. D’autres démonstrations du Théorème (3.4.2) sont possibles :
– en utilisant la méthode d’approximation d’Euler et le Lemme de Gronwall, ou bien
– en utilisant le théoréme du point fixe pour une application T n : F → F strictement
contractante.
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3.4 Comparaison des méthodes

Les méthodes les plus couramment utilisées sont celles de Runge-Kutta d’ordre 4 et les mé-
thodes de prédicteur-correcteur d’Adams d’ordre 4. Les codes les plus modernes utilisent de plus
un contrôle du pas ainsi qu’un contrôle de l’ordre à chaque étape, adaptant ainsi le pas et l’ordre
à la précision requise et aux irrégularités éventuellesde la solution. Des algorithmes multiples
assez sophistiqués utilisant ces idées ont été développés en particulier par Gear et fournissent
actuellement les méthodes les plus performantes. Signalons que, pour des problèmes mal condi-
tionnés (dits raides), on doit utiliser des méthodes moins performantes mais plus stables : les
plus eficaces sont celles des différentiations rétrogrades que nous ne développerons pas ici.

Elles sont evidemment completement implicites (les iterations eventuelles sont menees jusqu’a
la convergence). En ce qui concerne un choix entre les methodes de Runge-Kutta et celles
d’Adams, signalons les avantages et les inconvenients de chacune des methodes : de
Runge-Kutta : c’est une methode explicite, relativement stable et precise, facile a implementer
et aisement adaptable a un pas variable (donc controle de pas aise). De plus, elle est
"self-starting", c’est-a-dire qu’une seule valeur y0 ' y(0) sufft pourl’initier.

Elle présente cependant deux désavantages importants : chaque itération requiert 4 évaluations
de fonctions (pour atteindre l’ordre 4). De plus, on n’a aucun contrôle effectif de l’erreur
locale ce qui rend diffcile un bon contrôle du pas. On peut pallier ce dernier point en couplant
deux méthodes, mais ceci augmente encore le coût.

Adams : pour une précision d’ordre 4, une seule évaluation de fonction est nécessaire à chaque
pas dans la méthode explicite, ce qui est bien sûr remarquable. On perd en stabilité par rapport
à Runge-Kutta, mais on peut stabiliser en utilisant un correcteur. Ceci augmente le coût mais
permet aussi, par comparaison, une estimation de l’erreur locale.

Les diffcultés viennent d’une part de l’initiation : pour les méthodes à 4 pas, 4 valeurs sont
nécessaires pour initier la méthodes. On peut les obtenir par une méthode de Runge-Kutta
appliquée plusieurs fois. on peut aussi prendre une méthode à nombre de pas variables en
commençant par un pas et montant progressivement à 4. Il faut alors faire un contrôle sérieux
de l’erreur.

Un autre désavantage est que le fait de changer de pas apporte un surcoût important par la
nécessité de recalculer les coeffcients de la formule. Ceux que nous avons donnés (les bi;r)
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correcpondent à un pas constant. Ils sont extrêmement plus compliqués si les
tn+1, tn, tn−1, ..., tn−r correspondent à des accroissements variables. On préfère alors modifier
l’ordre (i.e. le nombre de pas) ce qui donne un surcoût de calcul très réduit. On prend alors le
risque d’augmenter l’instabilité...



Conclusion

En guisede conclusion , nous dirons que la resolution numirique des EDO ,a favorisé
l’emergonce des méthodes de plus en plus efficaces surtout avec l’affort des logitiels
informaticien. L’écriture d’un bon programme de résolution de systèmes différentiels passe par
la bonne compréhension des algorithmes élémentaires développés dans les paragraphes
précédents. On peut à partir de là écrire des algorithmes performants adaptés aux situations
particulières des utilisateurs en retenant les idées générales suivantes :

- Les méthodes implicites sont plus stables mais plus coûteuses que les explicites.

-Augmenter l’ordre augmente aussi l’instabilité.

- un contrôle du pas est généralement nécessaire, mais augmente considérablement le coût du
calcul.

- les problèmes raides (mal conditionnés) doivent être abordés avec beaucoup de circonspection
et des algorithmes spécifiques.

Comme perspection d’avenir, on souhaite traiter d’autres problémes en utilisant d’autres
méthodes plus performantes et mooins conteuses.
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