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Introduction générale

Introduction générale

Ce travail entre dans le cadre de préparation d’un diplome de master en
physique numérique. Une option déja nouvelle pour notre université ces
derniéres années ou nous espérons qu’elle va réussir via sa formation qui est
riche en modules indispensables pour comprendre ce mystére univers en se

basant sur la fameuse théorie dite théorie quantique des champs.

La théorie quantique des champs joue un role primordial en physique
générale. Elle a depuis presque un siecle accumulé des succes considérables tant
dans le domaine de la physique théorique que dans le domaine de la physique
des particules. Elle a permis 1'unification, en une seule théorie, de presque toutes
les interactions liant les objets physiques entre eux, aussi bien les interactions
fondamentales a caractére électromagnétique, nucléaire forte, nucléaire faible et
gravitationnelle. Elle a été vérifiée avec beaucoup plus de précision de toute
I'histoire de la physique et elle n'a jamais été mise en défaut selon les

expériences particulieres en physique des particules [1].

Avec la relativité générale, qui traite la gravitation d’une maniere
systématique. Elles forment les deux piliers paralleles de la physique générale
qui expliquent aussi bien tous les phénomeénes connus dans notre vie
quotidienne en allant des atomes aux étoiles c'est-a-dire de 1’infiniment petit a

I’infiniment grand.

Notre but principal n'est pas de présenter tous ces phénomenes d’une
maniere quantitative mais d'expliquer comment ¢a marche. La théorie quantique
ne s'est pas élaborée en un jour et beaucoup de travaux ont eut lieu de la part de

millier de chercheurs, encore maintenant, sur ses prolongements, ses fondements



Introduction générale

et méme sa compréhension [2]. Cela seul montre combien ce monde

microscopique est complexe et mystérieux.

Nous essayerons d'aborder tous les aspects touchés par la physique
quantique, depuis 1’équation de Schrodinger jusqu'a 1’équation de Dirac, en
passant par 1’équation de Klein Gordon. Nous mettrons l'accent principal, des le
début, sur la compréhension de beaucoup de phénomenes telle que le domaine
de la validité de 1’équation de Schrodinger, de Klein Gordon toute en jetant les
bases qui ne sont pas indispensables pour manipuler les concepts de cette

nouvelle physique quantique.

Nous pensons que cette présentation se veut abordable pour tous les
lecteurs que se soit étudiant de notre université de Saida ou d’autres. Bien sir
toute en se basant sur des formules mathématiques inspirées d’un langage

capable de nous décrire toute les informations possibles de tel ou tel phénomene.

Alors revenons a notre travail de master qui se base principalement sur la
résolution de 1'équation de Dirac. Cette fameuse équation qui a bouleversée toute
la physique quantique. Elle représente une équation d'onde relativiste dérivée
par le physicien britannique Paul Dirac en 1928. Elle décrit tous les particules de

spin ¥ telles que les électrons et les quarks.

Elle impliquait également l'existence d'une nouvelle forme de maticre
appelée antimaticre. Elle fourni également une justification théorique pour
lI'introduction de plusieurs fonctions d'ondes composantes dans la théorie
phénoménologique de Pauli; Les fonctions d'onde dans la théorie de Dirac sont
des vecteurs a quatre composantes complexes (connus sous le nom de

bispineurs), dont deux ressemblent a la fonction d'onde de Pauli dans la limite
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non relativiste, contrairement a 1'équation de Schrodinger qui décrit les fonctions

d'onde d'une seule valeur complexe.

Elle se réduit a I’équation d’Hermann Weyl pour décrire les particules sans
masse. Sa proposition par Dirac [3] été faite pour expliquer le comportement de
I'électron en mouvement relativiste en premier lieu et de permettre ainsi de
traiter I'atome d'une maniére conforme a la relativité en second. L’idée de Dirac
était d’introduire des corrections relatives au probleme des spectres atomiques.
Bien que les intentions originales de Dirac aient été satisfaites, son équation
avait des implications beaucoup plus profondes pour la structure de la matiére et
a introduit de nouvelles classes d'objets mathématiques qui sont maintenant des

éléments essentiels de la physique fondamentale.

Sa résolution numérique a une dimension ou a deux dimensions reste un
probléme trés important intervenant dans de nombreux calculs de physique
quantique, principalement dans le cadre de la physique des particules. De
maniere générale, la recherche des états propres repose principalement sur la

méthode utilisée (analytique ou numérique).

La méthode présentée ici [1-2- 3] permet un gain d'efficacité trés important,
car le nombre d'itérations suffisent a donner 1'énergie avec une précision bien

déterminée. Elle constitue un outil extrémement performant.

Ce manuscrit est organisé comme suit. Le chapitre I est un préliminaire. On
commencera par présenter 1’équation de Schrodinger d’une maniere équation du
mouvement déduite de la minimisation de 1’action qui porte une densité
lagrangienne, puis afin de motiver notre démarche nous allons présenter la
densité hamiltonienne sous une forme quantifie basée sur des opérateurs agissant

sur un espace dit espace de Fock.
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Nous allons aussi passer a travers des stations qui nous conduisent vers une
équation déduite selon le principe d’équivalence et qui sert a étudier des

particules relativistes ou I’énergie au repos n’est plus nulle.

Dans le chapitre II I’objectif est de construire une équation qui répond aux
questions soulevés par Schrodinger et Klein Gordon. Nous allons établir une
fameuse équation qui a vraiment bouleversée toute la physique de 1’époque dite

équation de Dirac.

Le chapitre III consiste a nous convertir tous ce que nous allons le voir aux
chapitres II a des équations numériques inspirées par des programmes écrit en
Fortran 77, ou nous allons étudier notre particule via son potentiel qui est de

type Coulombien.

Nous terminerons notre travail par une conclusion générale ou nous

donnerons un flash sur tous ce que nous avons fait aux chapitres précédents.

Références

[1] Polycopie en préparation ‘Théorie quantique et renormalisation’ S. Kouidri.

[2] B F Samsonovyz x, A A Pecheritsink, E O Pozdeevak andM L Glasser
European Journal of Physics 24 (2003) 435-441

[3] The Quantum Theory of the Hydrogen Atom Felix Nendzig January 31,
2014
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Chapitre I La source de I’équation de Dirac

I.1 Introduction

Le premier objectif de ce chapitre est d'exposer succinctement quelques
notions de base sur : comment réécrire 1’équation de Schrodinger et 1’équation
de Klein Gordon dans le langage de la théorie quantique des champs en
s’inspirant des équations d’Euler Lagrange déduite de la minimisation de
I’action. Il s'agira d'un survol, et la grande majorité du formalisme sera donné
avec démonstration et avec discussion détaillé en se basant sur des étapes
cruciales des débuts de la physique quantique. Nous nous insisterons plutot sur

les concepts de base qui vont nous servir par la suite aux chapitres qui suit.

Nous introduirons des notions de base, comme celles de particule quantique
ou de niveau d'énergie, qui reviendront de fagon récurrente tout au long de notre
travail. Nous nous appuierons sur la densit¢é Hamiltonienne, qui permet
d'expliquer de facon simple et convaincante la notion de quantification de
I’hamiltonien totale qui s’exprime via les opérateurs de création et d’annihilation

agissant sur un espace de Fock [1-4].

Dans un premier temps, nous commencerons notre travail par 1’équation de
Schrodinger en théorie quantique des champs. Pour cela nous allons essayer de
la quantifier en la considére comme une équation de champ ordinaire, en partant

d’un formalisme lagrangien basé sur la densité lagrangienne.

Dans un second temps, nous traiterons les champs de type scalaire
obéissant a 1’équation dite équation de Klein-Gordon. Nous en donnerons ici un

bref apercu.
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1.2 Formalisme

En partant de la densité lagrangienne qui s’écrit :

r %l Vv .
L =i — h2 2 — v (o)

Ou y est un champ scalaire complexe V(x) est le potentiel du systeme.

-1)

Et en utilisant les équations d’Euler Lagrange viay et y*, et les équations

donnant les moments conjugués 1y, et 7y,+, nous obtenons:

oL
™ = 300w

= it

oL
TC.,x = = 0
LAFTERTS)

( p ( oL ) oL 0
J a@mn) ~ o
3 ( daL ) oL 0
% Gaug) a9
En partant de 1’équation (I-4), nous aurons :
aL oL oL _
Jo (a(aow)) ~ 0 (a(aiw)) Top)

ifp* + V| vyt | + Vv aoy* = 0

Ty + V(YT = —ih Ly
2m ll) XIIJ— latl‘b

De la méme maniére I’équation (I-5) donne:

% (i) =% (G) ~ 50

1-2)

-3)

(I—4)

(I=5)

(I-6a)

(I-6b)

(I-6¢)

(I-72)
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0+ V|| + V() —ihsy =0 (I-7b)
Loy +veoy = i (1-7¢)

Qui n’est autre que 1’équation de Schrodinger.
1.3 Equation de Schrodinger

Généralement en mécanique quantique non-relativiste, on décrit le
mouvement d’une particule libre sans potentiel de masse m, d’impulsion p,
d’énergie E et de fonction d’onde ¥ (t,7) par une équation dynamique dite
I’équation de Schrodinger dépendante du temps ou équation de Schrodinger en

représentation de Heisenberg :

_hz —)2 . %
%V l/) =1 ot (1-8)

En effet a partir de la mécanique classique le mouvement d’une particule

libre de masse m, d’impulsion p et d’énergie cinétique E est régit par :
L =-f (1-9)

Alors en se basant sur le principe d’équivalence qui nécessité de remplacer

les grandeurs physiques par des opérateurs obéissant a la premicre quantification

[x,p] =ih (I-10a)
B> —ihV et E> ih= (I-10b)
Ou les fonctions d’ondes sont de type analytique.

L’application de ces opérateurs a la fonction d’onde ¥ (t,7) donne la fameuse
équation :

g2y = in 2 (1-4)

2m
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Qui se simplifie en utilisant le systéme unité A =c=1.
L’équation de Schrodinger devienne alors:
(I-11)

Et a partir de cette équation on peut obtenir I’équation dite de continuité densité

—courant, reliant la densité de probabilité p au vecteur courantj , donné par :

Vj+L =0 (1-12)

~

Ou p et J sont donnés par :
p=9Y =Y
J =+ (W Ty — i)
1.4 Les moments conjugués

La détermination des moments conjugués repose sur les équation dite de
Hamilton ou leurs forme donne les quantités 7y, et 7y, qui nous aide par la

suite a la détermination de la forme de la densité hamiltoniéne.

La densité hamiltonienne s’€écrit :

H = 1 dq + 0" — L (I-13)
H = it S — i 2 + 12 2 — v gy (I-14a)
H =m0y gy (I-14b)

L’hamiltonien total du champ de Schrédinger s’obtient en intégrant sa densité

sur toute 1’espace, en effet :

Hiptr = [ H d3x (1-15)
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R
En passant a I’espace des phases inspirés par les vecteurs d’onde k, via la

transformée de Fourier :

1 22

- —i % h
Y(x,t) = (2n)3fd3 k a(k)e "@kt=kX  gyec hw, = — (I-16)
Injectant I’équation (I-11) dans (I-10), nous obtenons :
a3k .
H= f(m)3 wra*(k)a(k) (I-17)
Il est bien entendu, que
[ d3xe % = (2m)3 = 53 (k) (I-18)

Ou 63 (k) est la fonction de Dirac.

I.5 Résolution de I’équation de Schrodinger

On consideére une particule de masse m dans une zone ou reégne un
potentiel indépendant du temps V(x) et on se propose de déterminer sa fonction

d’onde Y (x, t).
I.5.1 Séparation de variable

L’équation (I-7c) déja donne s’écrit par la substitution suivante :

P(x, ) = p(x)x(x) (I-20a)
ihp 2 = XAy + vyx (1-20b)

Divisions les deux membres de cette équation par le produitXi, on obtient

I’égalité suivante :

jpo X = lem 17 (1-21)
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Le membre de gauche est une fonction du temps, alors que le deuxiéme membre
est une fonction de I’espace. Pour que cette égalité soit satisfaite il faut que ces

deux membres soient égaux a une constante pres.

ih‘% — Edt (1-22)
(a+V)y =Ep (1-23)

La premiere équation se résout facilement:

E
—t

X(t) = X(0)e (1-24)

Ce qui donne pour Y (x, t)

Y0 ) = p(r)e it (1-25)

L’équation de Schrodinger (I-17) représente le régime stationnaire, ou état

statique dey (x, t).

Méme si cette équation décrit assez bien les €lectrons dans les atomes, les
physiciens se heurtent a des phénomenes incompris comme I’effet Zeeman
anormal, 1’expérience de Stern et Gerlach et la structure hyperfine des raies
spectrales qui ne trouvent une explication satisfaisante que par 1’introduction
d’une propriété supplémentaire de 1’électron : le spin, ou moment cinétique
intrinseque. Il faut donc ajouter ce terme supplémentaire dans I’équation de
Schrodinger pour prendre en compte cette variation d’énergie d’ou équation de

Pauli pour le calcul des spectres atomique [3].

Mais avant d’aller a cette affirmation, on devrait passer par une nouvelle
station dite aussi équation de Klein Gordon car si nous basons sur 1’équation de
Schrodiner elle décrit que les particules non relativistes, c’est pour ¢a nous

disons que I’équation est non relativiste, pour passer au cas relativiste et

10
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travailler avec des vitesses proches de la vitesse de la lumiere, nous devrons
reformuler notre lagrangien susceptible a donner une équation apte a décrire les
particules relativiste. Pour cela essayons de combiner notre mécanique
quantique décrite par Schrodinger et la relativité générale formulée par Albert

Einstein.

1.6 Théorie de la relativité

I.6.1 L’espace de Minkowski

Du nom de son inventeur Hermann Minkowski, est un espace
mathématique, et plus précisément un espace affine pseudo-euclidien a quatre
dimensions, modélisant 1'espace-temps de la relativité restreinte : les propriétés
géométriques de cet espace correspondent a des propriétés physiques présentes
dans cette théorie, la réciproque n'étant pas vraie car le réalisme physique n'est
pas entierement décrit par cette géométrisation, avant la physique classique est
également géométrisée, et ce depuis Isaac Newton, voire avant ; I'intérét de cette
géométrisation de la relativité restreinte est dans le fait que le temps lui-méme y
est représenté comme indissociablement lié a I'espace matériel, que les
propriétés abstraites de la relativité restreinte y trouvent une représentation
proche de la géométrie euclidienne, et que cela a aidé a la formulation de la

relativité générale.

Cet espace a été introduit des 1905 par Henri Poincaré, soit deux ans avant
les publications d’Hermann Minkowski sur ce sujet. La primeur de la découverte
est un sujet a débats, mais il semble, d'apres certains historiens des sciences, que
l'interprétation moderne de cet espace comme espace-temps physique, et non pas
convention calculatoire, est une idée de Minkowski, qui abandonna I'éther
électromagnétique, a la suite d'Einstein, alors que Poincaré n'y renonga jamais
vraiment, considérant que dans un référentiel quelconque les quantités mesurées

sont toujours « apparentes », alors que les quantités « réelles » sont mesurées

11
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dans le référentiel de 1’éther Poincaré aurait proposé cet espace comme une
présentation algébrique et géométrique possible, pratique d'un point de vue
calculatoire, mais axiomatique, c'est-a-dire conventionnelle, des propriétés
mathématiques liées au principe de relativité et a l'invariance des équations de
Maxwell par changement de référentiel inertiel, en privilégiant de maniere
conventionnelle comme réel le référentiel de 1'éther, c'est-a-dire un espace réel

qui serait classique.

Seul Hermann Minkowski aurait vu des 1907 que cet espace était un modele
expérimentable (et pas seulement conventionnel) d'un espace-temps ou espace et
temps sont liés dans les lois de la mécanique et y développa, entre autres, les
conditions de la causalit¢ et de la simultanéité suivant le référentiel de
I'observateur. Poincaré se rapprochera de ce point de vue en 1912, dans sa
derniére conférence intitulée L'espace et le temps prononcée a Londres, ou il
exprimera que 1'on peut définir un espace-temps a partir du groupe de symétrie
des lois de la physique, en posant cette fois le principe de relativité comme une

convention

1.6.2 Géométrisation de la physique relativiste

Les points géométriques représentent les événements physiques sont
repérés par quatre coordonnées (ct, X, y, z) : la coordonnée de temps et les trois
coordonnées d'espace. Les reperes mathématiques y représentent les référentiels
galiléens, et 1'obligation en mathématiques de choisir un repere, pour désigner
les points par des coordonnées, correspond a celle, en physique, de choisir un

référentiel pour 1'observateur, y compris pour le choix de la mesure du temps

Du point de vue du réalisme intuitif, la particularité mathématique de cet
espace affine tient a sa distance entre deux points, appelée pseudo-métrique, qui
a été construite par Hermann Minkowski pour étre invariante par les

changements de repere que sont les transformations de Lorentz. La pseudo-

12
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métrique est aussi appelée pseudo-norme quand on n'utilise que l'espace
vectoriel sous-jacent a l'espace affine. Cette pseudo-métrique correspond au
temps propre entre deux événements qui peuvent €tre causalement joints, ou

correspond a la distance propre entre eux s'ils ne le peuvent pas.

Si on imagine qu’un faisceau lumineux soit émis a I’instant t et se propage sur

I’axe sur I’axe a la vitesse constante de la lumiére, ¢ :
C=x/t, qu’on peut aussi écrire sous la forme : x=ct

Dans I’espace-temps de Minkowski, cette équation s’écrit :

ct = \/x2 + y? + z2 (1-26)
portant tout le carré pour supprimer de la racine on obtient :
(ct)? = x% + y? + 22

(ct)? —x?2—y2—2z2=0 (1-27)

Implicitement, des 1907 le temps joue un role sur la géométrie de 1’espace,
puisqu’il ajoute un supplémentaire i notre équation, c’t> une mesure de I’ espace-

temps.

Considérons deus des éveénements de coordonnées (X;y1z;) et (Xpy»Z3) et

remplacons les variables dans 1I’équation(I-21) :
Bs)? =c?(t, =) — [y = x1)* = 2 —y1)? — (22 —2)?]  (I-28a)
Et on posant que :
At=1t, —t; (1-28b)

Ax =xy — x4 (I-28¢)

13
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Ay =y, =» (I-28d)
Az =2z,— 2z (I-28e)
Donc la pseudo-métrique, notée As et définie par :
As? = —c?(At)? + (Ax)? + (Ay)? + (Az)? (I-29)
Ou bien :
As? = c?(At)? — (Ax)? — (Ay)? — (Az)? (1-30)

suivant la convention de signes (-, +, +, +) ou (-, +, +, +) choisie Cette définition
rend la pseudo-métrique identique a l'intervalle d'espace-temps qui est I'invariant
relativiste par changement de référentiel galiléen Un événement étant donné,
I'ensemble des événements physiquement joignables dans le futur et de ceux du
passé a partir desquels on pouvait joindre 1I'événement donné, forme un cone
dans l'espace de Minkowski, appelé cOone de lumiere, et permettant des
raisonnements purement géométriques par des dessins appelés diagrammes de

Minkowski.

Cet espace est pseudo-euclidien : bien que la métrique ne soit qu'une pseudo-
métrique, les géodésiques y sont les droites, ce qui fait dire que cet espace est
plat comme dans un espace euclidien. Les inégalités triangulaires qui y sont
valables montrent qu'un segment est le chemin le plus long entre deux points, ce

qui est une nette différence avec la géométrie euclidienne.

Dans cet espace, la dimension relative au temps peut étre considérée comme
un nombre imaginaire, alors que les trois autres coordonnées (spatiales) sont
toujours des nombres réels : ce choix modifie 1'écriture de la pseudo-norme et la

présentation des calculs, sans apporter plus de simplicité.

Un référentiel de l'espace (affine) de Minkowski est un référentiel galiléen pour

un observateur : choix d'un lieu et moment de référence, choix d'axes

14
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tridimensionnels et d'un temps. Un observateur, et son référentiel, étant plongé
dans cet espace, il repere un événement (point de l'espace-temps) par ses
coordonnées temporelle (t) et spatiales (x ,y , z) : un point M est noté par

M(ct: x;y; z) oubien M(x°, x1,x2,x3) est-ce sont des quadrivecteur.

1.6.3 Quadrivecteur

Dans La théorie de la relativité (restreinte, puis générale) élaborée par
Einstein ameéne a considérer les trois coordonnées d'espace (par exemple
hauteur, largeur, profondeur) et le temps comme formant un tout indissociable.
Dans le cas de la relativité restreinte, l'espace plat est l'espace-temps de

Minkowski a quatre dimensions.

En relativité restreinte, un quadrivecteur est alors un vecteur de l'espace-
temps de Minkowski de dimension quatre, avec quatre coordonnées : cela
signifie qu'en cas de changement de référentiel, les changements des
coordonnées se font par les transformations de Lorentz (c'est ce que 1'on nomme
la covariance des coordonnées), ce qui est équivalent a l'invariance de la pseudo-
norme par changement de référentiel. Exprimer dans une base vectorielle
donnée de l'espace-temps de Minkowski, on parle de quadrivecteurs

contravariants.

A partir de cette base et du produit scalaire de I'espace de Minkowski, on
construit une autre base vectorielle, dite covariante, permettant de d'écrire le
produit scalaire de manicre allégée c'est-a-dire exprimés dans cette seconde
base, les quadrivecteurs sont dits covariants, En relativité générale, un
quadrivecteur est un quadrivecteur de 1'espace tangent de la variété de dimension
quatre de ce théorie caractérisé par I’espace du temps et trois composants de

I’espace euclidien x, y, z et notée :
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o
I

=
a
(5'-

Il
N R

(1-31)

R atia
w N R

1.7 Métrique de Minkowski

En notant u et u des indices d'espace-temps a 4 dimensions la métrique

de Minkowski s'écrit, avec la signature (-,+,+,+)

—-1000
Nuw = 8 (1)(1) 8 (I-32)
0001
ou bien sous forme différentielle :
ds? = ndxtdx’ = —c*dt? + dx? + dy® + dz* (I-33)

Une autre possibilité est de choisir la signature (+,-,-,-) :

10 00
=070 1 0 34
00 0-1
La forme différentielle est alors :
ds? = ndxtdx’ = c?dt? — dx* — dy?* — dz* (I-35)

1.8 Equation de Klein-Gordon

Alors que la mécanique quantique traditionnelle se base principalement sur
le formalisme hamiltonien, c’est le Lagrangien qui joue un réle central en
théorie quantique des champs. Alors partant du lagrangien £ L d’un champ

scalaire réel :

L= %al‘gaa# — éngaz (I-36)
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Ou ¢@(x*) est un champ scalaire en utilisant la méme démarche décrite au

paravent relative a ¢ (x*), nous obtenons :

% (stim) =50 = ©
d,[0 @] + mP
de+m2p =0
(O +m?) e(x*) =0
Qui représente 1I’équation de Klein-Gordon
[] : est’opérateur d’alembertien
L1 0%9,=0°9, + 0'0;
.2 _%

at?

(I-37a)

(1-37b)

(1-382)

(I-38b)

(1-392)

(I-39b)

Cette équation est manifestement covariante du fait que I’opérateur [ est

invariant et que le champ ¢ (x*) est scalaire.

1.8.1 Son courant relatif

Le courant induit par I’équation (I-32b) est donné par :
J# = = (0t — Pt

En effet :
i

0" = (9" 0"y + o Oyp" — g, pary* +yp [Iy7)

2m
=— Oy - p'Oy=0

Ou I’on a utilisé I’équation de Klein-Gordon relative a Y et ™.
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La source de I’équation de Dirac

Chapitre 1
En posant : /° = p, on en deduit facilement que :

~fpdv=—[Tds=0 (I-42)

En utilisant de théoreme d’orstrogradski qui transforme les integrales surfaces

en integrales volume on obtient :
[Tds=[div] dv (I-43)

D’ou
%+ div] = 0 (1-44)
Revenous a I’équation de Klien-Gordon:
(O+ m?) p(x*)=0 (1-45)
Cecé donne :
ES=pfam?® (1-46)
Et donc
E=t p?+m (I-47)
De plus, le calcul du courant sur ’onde : ¢(x) =e!®¥~Et)
(1-48)

pﬂ

Donne :
p
! m) m

3=

JE=(

Et donc p = E / m peut etre soit positif soit négatif, tous depend du signe de E.
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1.8.2 Analyse de I’équation de Klein-Gordon

Maintenant apreés avoir déterminé notre fameuse équation via les
dérivées secondes relatives qui n’est autre que la version relativiste de
I’équation de Schrodinger dans le formalisme théorie quantique des champs du
fait quelle peut étre obtenue de la méme maniere que 1’équation de
Schrodinger mais en partant cette fois-ci de la relation énergie-impulsion

relativiste d’Einstein :
p*p, = m? (1-49)

En passant a la représentation suivante ou on remplace les opérateurs impulsions

par les dérivées covariantes :

, d 0 =
Pu — 16# Avec 6# =m= (E,V) (1-50)
- =2 _ 9Ly ]
p“ﬁl@”Aveca“—;— P V) (I1-51)

u

On aboutit a I’équation de Klein —Gordon :

(849, +m)$(x) = 0 = (02 + m)p(x) = 0 (1-52)
Ou ¢ (x) est la fonction d’onde de la particule relativiste.
Les solutions de cette équation sont de la forme :
¢(x) = Ne~H(E=PD) (I-53)
Avec E=F,/p? 4+ m?et N est un coefficient de normalisation.

Alors en plus des solutions d’énergie positive 1’équation de Klein-Gordon
possede aussi des solutions d’énergie négative a laquelle est associée une densité

de probabilité p négative donnée par :
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(.0 g
p=i(¢"—¢2) =2EINJ? (I-54)

Ce qui représente le 1 inconvénient le courant associe est donné par :

j=i(pVe* — ¢*Vo) = 2|N|*p (I-55)

Alors une densité de probalité negative pose un probléme pour la physique de
I’époque ce qui nous amene a aller a la théorie de Dirac qui se base sur
principalement sur I’introduction de la forme antiparticule dans 1’ordre de lever
cette inconsistance. D’ailleurs ces problemes d’énergie et de densité de
probabilité négative résolus ont conduit P.M.A. Dirac a chercher une nouvelle
version dite équation de Dirac, qui représente un point de départ des particules

de spin demi entier d’ou I’introduction du phénomene de I’antimatiére.

Notons que I’équation de Klein-Gordon est valable que pour les particules et

les antiparticules scalaires de spin entier en particulier les particules de spin 0.
1.9 Conclusion

Alors méme si les corrections de spin ajoutées aux corrections relativistes
donnent un excellent accord avec les mesures, I’équation de Klein-Gordon a
plusieurs défauts qui motivent Dirac a chercher une équation plus satisfaisante
dont le premier est que I’équation de Klein-Gordon est du second ordre en
temps, et la donnée de la fonction d’onde a I’instant initial ne permet pas de
prédire son évolution, contrairement a 1’équation de Schrédinger et dont le
second elle présente des solutions d’énergie négative ce qui a motivé Dirac a
réfléchir et a énoncer sa fameuse équation qui sera 1’objectif du chapitre II d’ou

Equation de Dirac et phénomene de I’antimatiere.
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Chapitre I1 Equation de Dirac et phénomene de ’antimatiere.

I1.1 Introduction

Maintenant apreés avoir achevé le chapitre I, nous entamons la partie
théorie quantique ol nous allons rappeler toutes les expressions vue en théorie
quantique des champs par la considération que les fonctions d’onde deviennent
des champs d’opérateurs et pas des fonctions analytiques satisfaisant a la
premiere quantification c'est-a-dire ils vont vérifier des regles de commutations
et d’anti-commutations obéissant aux systémes bosoniques et fermioniques d’ ol

la seconde quantification[1-2].

Et avec I'utilisation de la fameuse équation d’Albert Einstein qui exprime
la relation fondamentale du carrée de 1’énergie en fonction du carrée de
I’impulsion toute en fixant I’esprit a travailler avec les matrices de Pauli qui

définissent la partie demi entiere du moment cinétique de spin.

D’ailleurs cette dernieére version a été justifié par I’expérience de Stern et
Gerlach qui repose sur le fait qu’un jet d’atomes dans une zone ou regne un
champ magnétique provoque une division en deux taches une tiche positive

appelé up et une tiche négative appelé down.

Nous en donnerons ici deux démarche.
I1.2 La premiere démarche

Alors en partant de 1’équation de Schrodinger qui est simplement une
équation non relativiste, 1’idée de Dirac est de trouver une équation relativiste
pour les électrons libre sans potentiel, dont le processus est de remplacer le
terme p par ¢.pP et en se reposant sur I’équation relativiste donnant le carré de

I’énergie E en fonction du carré de son impulsion.

En se prenant en compte la relation fondamentale d’Albert Einstein et en

remplacant p par ¢.p dans I’équation suivante :
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E _p2 = (me)? (1I-1)
CZ
On aura :
E - > E N
(; —op ) (; +op ) = (mc)? (I1-2)
Ce qui donne :
.. 0 P et ., 0 P
(lha + LhaV) (lha — LhaV) @ = (mc)?e (I1-3)

Ou ¢ est la fonction d’onde appelé bispineur.

Cette équation conduit a des dérivées secondes en temps.
I1.3 Développement des fonctions

Ecrivant cette derniére équation en terme de -6/t = g(gauche) gy

représente la fonction d’onde gauche et (R = p(droite) qyj présente la

fonction d’onde droite définit par :

gD(Left) = ¢ (II 4)
@ (Right) — i (ih% — ih&V) pLern )
Et en incluant les deux composante de ¢/ et ¢ (Ri9hE) on obtient :
(ihai + ih&ﬁ) @RWMD) = mcpLeft)
¢ (I1-5)

0 — .
p 0 . > (Left) — (Right)
(Lh o LhaV) Q mce
Faisant la somme et la différence ca nous raméne a

ihGV(pLert) — pRighD) _ ih%(q)(Right) + @UerD) 4 me(pRight) 4 p(Lef)
hGV (Rt — (Lefo)) _ ih%(q)(Left) — @RIGhD) 4 e ((Right) _ (LefV))

(11-6)
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Posons pq = @Rt 4 g(Left) (11-7)

0p = (p(Right) _ (p(Left) (11-8)

On aboutit a :

- ihai Y AWAD, Pa
ot 5 = —mc (I1-9)
ihaV ih— ©p ©p

Ou @4 et @ représentent les fonctions a 4 composantes.

RééEcrivant la matrice sous la nouvelle forme :

- ihai — ihGV
M= ot 5 (I11-10)
iheV iho

En terme de matrice 4X 4 on aura :

a —

— ih= — ihaV e 2
o )= h[(_‘; ) +<a"° ) )] (I-11)

iheV ih— tov. 0 0 —

0 —ioc) O 1 o\ O
=(, )=t D5 11-12)
= pyr -2 (I-13)
dxH
Ou:
y 0 - iai 0 1 0

Yo = (i 9; 0); Y= (0 —1) (II-14)

Dénomment les matrices de Pauli dans la dimension 4.

L’équation résultante se simplifié a :
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(hy”% + mc) <¢A> = ( ’ ) (1-15)

Pp 0

Y

Posons ¥ = ( ) ¢a nous ramene a la fameuse équation :

¥
0
(hy“ =+ mc) ¥ =0 (1I-16)

Qui représente I’équation de Dirac relative a un systeme fermionique.

Apres avoir défini ces fonctions nous allons passer a déterminer le courant

résultant.
I1.4 Le courant associé

Nous revenons au probléme persistant de la densité de probabilité p et du
courant | qui a laissé Dirac a réfléchir de trouver une équation au premier ordre

du temps, alors partant de I’équation de continuité donné par Schrodinger via

son développement:

<

+V.j=0 (11-17)

Q

t

Notre probleme est de trouver une équation similaire, toute en se basant sur

I’équation de Dirac :
(h ﬂi+mc)lp=0 (II-18)
14 oxt

Et en portant son hermétique conjugué toute en savant que les matrices y sont

hermétique
yHT = y# (II-19)

ot
(OxH)*

YH+ %qﬁ =0 (11-20)
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Avec x* = (t,X) (I1-21)
x* = (—t,%) (I1-22)
Multipliant I’équation hermitique par y° = (; _2)

Ca nous conduit :

OWT i 0% o L me gt _
e et SRl e (I1-23)
v 0 L 0¥ . o0N2 . MC 4,0
axiyy+at(y)+h‘11y—0 (I1-24)
Or (y%9?%=-1
Etquey'y® = —y%!
—0W* o i, 0¥ o 0, MCiy+.0 _
—Sa VYt vy =¥y =0 (11-25)

Posons ¥ = W*y? qui présente I’adjoint conjugué de ¥, nous pouvons alors

réécrire 1’équation précédente comme :

—6? i _ 6$ 0 mc our _ _
e e AR G (11-26)
-0 mc—
—yH - — -
yr+ W = (11-27)

Multipliant 1’équation de Dirac 4 gauche par W et faisant la soustraction avec

cette derniere équation on obtient :

— 9 mec— oY mc—
uw__—_ —_— —_yH —_ — _
Yy axulp_l_ - lpl'l"l-axu)/ N Y - YY =0 (II-28)
— 9 Y
u__—_ - yH — -
Yy Py Y+ axu]/ Y =0 (II-29)
a —
5 (Pr¥) =0 (11-30)
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Posons :
]0 — @YOLIJ — llj+y0y01_lj
Ji = gtyOyiy
0, J* =0=0y°4+0J =0
2 [W* (y°)?W] + V(¥ Hy Oy iw)=0

-yt
at

I1.5 La solution de I’équation de Dirac

S0 _ ap =7
Y-V )=0=>_—-+VJ=0

(I1-31)
(11-32)

(11-33)

(11-34)

(1I-35)

Comme pour I’équation de Schrodinger, les solutions les plus simples de

I’équation de Dirac sont ceux pour une particule libre. On les considére comme

des spineurs constant multiplié par une fonction exponentielle d’une particule

libre.

Alors, en partant de I’équation de Dirac et nous tentons a développer cette

équation. En la transformant a une équation différentielle du second ordre, ce

qui nous amene a 1’équation de Klein-Gordon.

(4 2 =

Oxk h

Multipliant 12 par y¥ -2
v 0 ﬂi me =
yax"[y 6x”+ﬁ ¥=0

Kl mc d
vou_ 9 9 V— =
(V y axvaxﬂ-i_ h axv) 0
Or vV F) Wy = My
r y oxV - h
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(rrama=(5))¥=0 o
Et comme pour :
(rr s ())we=0 @
(D+(2)=> (26’“’6—vax—“ -2 ( )2> Y=0

5w_{1siu=v
" 0sip#Ev

(zaz—“az—u—z( )2)tp=o

Ce qui donne facilement

est le symbole de kronker

Ou on a pris la métrique :
w=(-1111)
Cette métrique peut prendre la forme suivante :

W= (1,-1,-1,-1)

(IZI + (%)2)111 =0

Cette fameuse équation dite de Klein-Gordon a comme solution :

, —-Et
Y(t,x) = upel(px I
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(11-40)

(11-41)

(11-42)

(11-43)

(11-44)

(11-45)

(11-46)

(I1-47)



Chapitre I1 Equation de Dirac et phénomene de ’antimatiere.

I1.6 La deuxiéme démarche

La deuxieéme démarche repose sur I’écriture directe de I’équation de

Dirac sous la forme suivante :

—~ > 3 i a
Hp(x) = (@.p + pm)p(x) = i 22 (11-48)
telle que E? = P2 + m?

Ou H est I’opérateur Hamiltonien, y(x) et m sont respectivement la fonction

d’onde et la masse de la particule relativiste, ﬁ est I’opérateur impulsion et @ et

P sont des coefficients a déterminer.
Or commeﬁ’ = —iV, I’équation de Dirac s’écrit explicitement comme:
s . 0P
(—ia. V+ fm) =i e (11-49)

Les coefficients a; (i = 1,2,3)et  ne peuvent pas étre des nombres. Ce sont des
matrices nxn et I’équation de Dirac peut-€tre considérée comme une équation

matricielle dans la quelle la fonction d’onde 1  est une matrice colonne a n

composantes :

<

Il
T
~_

<.
)

Pour que cette équation soit considérée comme 1’équation décrivant le
mouvement relativiste d’une particule libre de masse m, chacune des
composantes ; de la matrice colonne Y doit satisfaire a I’équation de

Klein-Gordon i.e. :
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(02 +m2)y; = 0= (=T2 + m2)y;(x) = T4 (11-50)

L application de 1’opérateur Hamiltonien H de I’équation de Dirac donné par :

(—i@. V+ fm) (~id@. T+ pm) p = 22 (11-51)

Soit donc explicitement :

1 0%y . oY
— i m(aiay + o) 5 — im ¥ (aif + fa) o+ fPmPY =

—92Y3r2 =—N2+m2y (11-52)

Cette relation impose donc, comme on peut le voir, des conditions sur les

coefficients a; et . de sorte que :

al‘aj + (Zjai = {(Zi,aj} = 26111 (II-53)
a; B+ Bai={a;, B} =0 (11-54)
al =p% =1 (11-55)

Ou I est 1a matrice identité.

La relation d’anti commutation{a;, 8} = 0, indique clairement que les
coefficients a; et  doivent étre des matrices et non des nombres. D’autre part
pour que l’opérateur Hamiltonien, H =(—ia. v+ pm), soit un opérateur
hermitien, il est nécessaire que les matrices a; et [ soient des matrices

hermitiennes i.e. B* = et a;™ = a;Vi = 1,2,3.

La plus simple forme qui nous permet de construire les matrices a; et 8
est la dimensionn = 4. Et avec le choix de la représentation dite de Dirac-Pauli,
les matrices [ et a; s’écrivent alors :

_ 0 I __(0j 0 .
B—(_I 0).ai—(0 ),1—1,2,3 (II-56)

l
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Ou [ et 0 sont respectivement les matrices unité et nulle 2X 2 et g; (i= 1,2,3)

sont les matrices de Pauli :

o1 = ((1) (1)) %2 = (—Oi _oi)' 03 = ((1) —01) (I-57)

Le fait que les matrices «;et [ soient d’ordre 4, conduit nécessairement, dans
I’équation de Dirac, a ce que la fonction d’onde de la particule soit une matrice

colonne a 4 éléments :

Yy

Y=\ v (II-58)
Y3
Yy

Cette forme est dite bispineur de Dirac.
I1.7 La forme covariante de I’équation de Dirac
en partant de :
(—id. V+ fm) =i 2 (I1-59)

Et en introduisant sous forme covariante des matrices y#(u = 0,1,2,3) , appelé

aussi matrice de Dirac.

On obtiendra

0

0 I

vo=p= (0 o) eripai=(_, =123 (I1-60)

Qui peut se mettre sous la forc ¢ ¢ ¢ me suivante :
yh=(B,pd) (u=123) (I1-61)
Avec ces matrices on peut maintenant faire des multiplications on :

. : 0 I
v = oYY = Cwmpe vy = ( ; 0) (I1-62)
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Ou eHVP7 est le tenseur antisymétrique de Levi-Civita défini par :

+1, si uvpo est une permutation paire de 0123
€uvps =\ —1, Si uvpao est une permuation impaire de 0123
0, si au moins deux indices sont égaux

Maintenant apres avoir consulté toutes les propriétés discute aux paravents, on

passera a réécrire 1’équation de Dirac sous forme covariante :

[—i (ﬁ% + ﬁ&.ﬁ) + ,BZm] =0 (11-63)
[—i(y°8y +y*0,) + m]y =0 (11-64)
= (iy#d, —-m)p =0 (11-65)

En utilisant la notation de Feynman y“au = 0, I’équation de Dirac covariante,

s’écrit sous la forme compacte :
(i60—m)y =0 (11-66)

Essayons maintenant de montrer que 1’équation de Dirac conduit, comme
I’équation de Schrodinger et de Klein-Gordon, a 1’équation de continuité de

densité-courant :

QD
©

+V.j=0 (11-67)

QD

t

Pour cela multipliant 1’équation de Dirac a gauche par J =yPTyPouytestle

complexe conjugué, transposé de Y *:

Yy a,p —mypp =0 (11-68)

D’autre part multipliant le complexe conjugué transposé Y™ de I’équation de

Dirac a droite pary°yi.e. :
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0, (Y)Y + myp = 0 (11-69)
la somme des ces deux expressions derniere donné la relation suivante :

i(Wy* 0,0 + 0, 0* () *yOw) = 0 (I1-70)
Or comme y%y° =I et comme y°(y#)*y° = y#, ¢ca va nous donner :
i(Wr*ap + 0,0y oy (Y Ty w) = i(yH o + apyHy) =
iau(ayﬂl/’) =
0 (I1-71)

Introduisant le quadrivecteur courant, j* = (p,]) = ﬁy“l/), avec p = $y°¢ =

Y = Y |;|? représentant la densité de probabilité et J = Py est le

vecteur courant. On a donc finalement 1’équation suivante :

%)

J* =0 (11-72)

Qui n’est autre que la forme covariante de 1I’équation de continuité. En effet en

développant cette équation, on obtient :

0
Bt = (l/JV ¢)+v B

QD
©

+V.J (11-73)

o))

t

Méme équation donnée par Schrodinger au chapitre 1.
I1.8 La transformation de I’équation de Dirac

Essayant maintenant d’utiliser les spineurs de Dirac, ne se transforment
donc pas comme des quadrivecteurs sous les transformations de Lorentz. La
transformation de Lorentz est définie comme : x* — x'#* = A", xV, il existe une

transformation correspondante ¥'(x’') = S¥(x) ou S est un opérateur de
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transformation linéaire, laissant 1’équation de Dirac invariante. Le principe
d’équivalence des référentiels garanti 1’existence d’un opérateur de
transformation inverse, permettant de passer de Y'(x') ayp(x)i.e.y(x) =

Sy’ (x") , avec SIS =1
Pour I’équation de Dirac exprimée dans un référentiel R:
(iy#9, —m) P(x) =0 (11-74)

Soit covariante, il faut que sa forme reste inchangée lorsqu’on passe dans un

autre référentiel R'i. e. que dans ce référentiel elle s’écrit :
(iyYo'y —m)yp'(x’) =0 (I-75)
]

; d
3, =—=A m/\'ﬁu (11-76)

ox'®

Et '(x") = Sy (x)

En utilisant maintenant la transformation de Lorentz inverse de

Y(x)i.e.S™1P'(x"), I'équation de Dirac dans le référentiel R prenne la forme:
(iy#9, —m)S~'y'(x") =0 (11-77)
Si on multiplie cette équation a gauche par S. on obtient alors :
(iSy#*s™o, —m)y'(x') = 0 (I1-78)

Qui peut s’écrire, en utilisant la transformée de Lorentz inverse

ded, i.e.A},0",, comme :

(iSy*S=*AY0", —m)yY'(x') =0 (11-79)
Pour que cette équation soit covariante sous les transformations de Lorentz,

il faut que :
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SYHSTIA, = yY
Soit vérifie :

SyrS™t = ALY

En effet si on multiple a droite Sy*S _1A}j =yY par g,,9*°y?, on aura :

SYSTIN.Gve 9"V =V 9ue g Y =V g™’
= SyHSTIALYC = 41gHP
En multipliant & gauche parSy, S ~1, on obtient :
41N, Py? =41Sy, S~ gHP = 41SyPS™!
Soit donc :
SyPS™t = A,Ly°
Qu’on peut la réécrire en changeant les indices :

Syrs™h = AyY

(I1-80)

(11-81)

(11-82)

(II-83)

(11-84)

(11-85)

(11-86)

Explicitant les transformations de Lorentz particulieres, ot on sait qu’ il y a

I’opération parité. La transformation de LorentzA*,, de cette opération discrete

qui consiste a inverser les coordonnées d’espace est donnée par :

1
_ 0
Alr‘v=Pliv: O O—
0 0
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La matrice S, qu’on notera Sp, correspondant a cette transformation, satisfaisant

dans ce cas, aux relations :

 pour 0 u=0

Splyhs, = {y (11-88)

—y* pour u=k=123
I1.9 L’étude de particules libres

Cherchons maintenant comment trouver les solutions de Dirac pour une

particule libre sous la forme d’une onde plane :
P(x) = u(p)e™P* = (&, t) = u(E,ple "E-PD (I1-89)

Ou x et p sont respectivement les quadrivecteurs position et impulsion. u(p)
est un spineur de Dirac (vecteur colonne a quatre composantes) indépendant
de x.

Remplagant 1 (x) par son expression onde plane 1’équation de Dirac on obtient :

(p —m)u(p) =0 avec p =y*p, (11-90)

Cette équation s’appelle aussi équation de Dirac dans I’espace des impulsions.

Développant cette équation, d’une maniére plus clair on aura :

(E —m)l —0.p (E —m)u, — (6.9)
(o ) () = (G ) = () o

Ou [ est la matrice unité 2x2. Les termes u, et ug sont deux matrices colonnes a

deux éléments correspondant respectivement aux deux composantes supérieurs

et inférieur du spineur de Dirac u.

Ou

—i
Uy = Ly = — ( Pz Px” py)uB (11-92)
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Et

_ @B _ 1 ( Pz DPx~ ipy)
Ug = Uy = —— (Px + ip, —p, Uy (I1-93)

On injectant I’expression de up en fonction de u, dans la premiere équation on

obtient:
E? —m? = (o. ﬁ)z = ﬁz (I11-94)

Cette relation, correspond a la relation usuelle d’énergie-impulsion relativiste,
montre que I’équation de Dirac admet, comme pour 1’équation de Klein-Gordon,

a deux solutions:

E = +/m? 4+ p? (I1-95)
Une solution d’énergie positive et une solution d’énergie négative.

En partant de la relation exprimant ug en fonction de u, obtenue plus haut et en

choisissant deux solutions ondes planes indépendantes, i.e.et en posant :

Uy =N ((1)) et w,=N ((1’) (11-96)

Ou N est un facteur de normalisation, on en deduit respectivement les

relations suivante:

[ o) [ 1

u1=N| et uzlew

E+m | E+m
\px'pr/ \ —Pz /
E+m

_—

(11-97)
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Avec E correspondant a la solution d’énergie positive, E = /m? + p? car
autrement les spineur u; et u, contiendraient des composantes infinies si on se
place dans le systeme de repos de la particule.

De méme en partant de la relation exprimant u, en fonction de ug et en posant :

Ugy =N ((1)) et up,=N (2) (11-98)

On obtient respectivement les relations :

Pz Px—ipy
E-m E-m
Uz = N | pxtiny [ et uy = N| =pz (I1-99)
E-m E-m
0 1

Avec E correspondant a la solution d’énergie, E = —/m? + p? pour la méme
raison invoquée plus haut.
Finalement on peut dire que pour une particule de masse m et d’impulsion p,

quatre solutions indépendantes,existe deux avec une énergie positive E =
Jm? + p? et deux avec une énergie négative E = —/m? + p2.

Le facteur de normalisation N est obtenu a partir de la normalisation des

spineurs de Dirac u;(i = 1,2,3,4) qui est donnée par :
ufu; = uu, = udus = ufu, = 2|E| (I1-100)

Ce qui nous amene a:

N=+VE +m (E > 0) pouru, etu, (II-101)
N=+—E +m (E < 0) pour us et u, (I1-102)
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Les quatres spineurs de Dirac, solutions de I’équation de Dirac dans I’espace des

impulsions, s’écrivent donc :

1 0
0 1

w=VvE+m| 2= |, u,=vVE+m| = (11-103)

E+m E+m

px+ipy TPz

E+m E+m

Px—iDy

—V_E+m| (I1-104)

= —E +m x+lpy —Z
\ ) ;
1

Pour une particule se propageant le long de I’axe z i.e.p = (0,0,p),les 4

spineurs de Dirac que nous venons d’obtenir s’écrivent :

1 0
0 1
=vVE+m p |, uu=vE+my (II-105)
E+m _~b
0 E+m
0
P P
u; =v—E+m S I u, =+vV—E+m Eam (I1-106)
5 1

0
0
0 (I1-107)
1

1
Avec comme valeurs propres sont + 5"

S,uy = +2 U1, Su3—+ S Us
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1 A 1
Szuz = _Euz > Szu4 = _Eu4

On en déduit donc que u, et u, représentent les deux états de spin d’une

particule d’énergie E = /m? + p? et u; et u, représentent les deux états de
spin d’une particule d’énergie E = —/m? + p>2.
I1.10 L’interprétation de la solution d’énergie négative

Les spineurs de Dirac usz et u, correspondant aux deux états de spin d’une
particule d’impulsion p et d’énergie négative E = —\/m? + p2.

Feynman proposerent dans les années 40 de reinterpréter ces deux états
comme représentant les deux états de spin d’une antiparticule d’énergie positive
E =./m?+ p? et d’impulsion p correspondant & une particules d’énergie
négative E = —\/m remontant le temps ie. d’impulsion —p. En d’autre

termes il faut réexprimer les deux solutions us et u, de I’équation de Dirac a

partir de la fonction d’onde ¥ (x) de départ en inversant les signes de E et p i.e. :
PY(x) = u(—p)e?* = u(—E,—p)eEt-7% (11-108)

Les solutions obtenues dans ce cas appelées dorénavant v, et v,, elles ont pour

expressions :
Px—iPy
v1(E,B) = uy(—E,—p) =VE+m zi" (1-109)
+m
]
Et
bz
S 5 E+m
V,(E,p) = uz(—E,—p) = VE + m| px+ivy (11I-110)
E
-;m
0
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Avec cette fois ci E = /m? + p2.
Le fait de relier v;a u, et v,a uz est motivé par les considérations suivantes :

Nous avons vu que pour une particule se propageant le long de I’axe z le spineur
de Dirac u, est un état propre de spin avec S, = —%i. e. dirigé le long - z. Or
sous la transformation (E,p) —» (—E,—p) le moment angulaire orbital
L= 7Ap change de signe et la conservation du moment angulaire total

-

J=L+Sne peut étre préservée (i.e. [H , ﬂ = () que si on fait la transformation

- -
S — —S§. appliquée a u, cette transformation conduit au spineur de Dirac v; qui
représente une antiparticule avec un spin dirigé suivant +z. ainsi le spin de

I’antiparticule associée au spineur de Dirac v; et le méme que le spin de la
: s . . . 1 R .
particule associé au spineur de Dirac uqi.e.S, = +2 De méme les spineurs
U, (antiparticule) et u, (particule) correspondent a deux états propres de spin

1
avec S, = -

En grosso modo on peut dire que, les spineurs de Dirac u, et u, correspondent
aux deux états de spin d’une particule de spin %, d’énergie E = \/m? + p? et
d’impulsion p(e.g.]’électron) et les spineurs de Dirac v, et v, correspondent aux
états de spin antiparticule de spin %, d’énergie E = \/m? + p? et d’impulsion

p(e.g. le positron).

Leurs expressions sont :

1 0
u =vVE+m| , Uy =VE+m| L (II-111)
E+m E+m
Px+ivy Pz
E+m E+m
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px—ipvy Pz
E+m E+m
vy =VE +m| -prz , U1 = VE + m| px+ iny (II-112)
E+m E+m
0 1
1 0

Ou u, et u, vérifié bien I’équation de Dirac :
(» —m)u; =0 (II-113)
p=(Ep) > —p=(-E-p),
L’équation de Dirac s’écrit maintenant:

(» + m)u,=0 (11-114)

D’autre part les spineurs adjoints ug et v, satisfaisant les équations suivantes :
u;(p—m)=0etvs(p+m) =0 (II-115)
I1.11 Conclusion

Ce que nous déduisons de ce chapitre est que Dirac a imaginé une
nouvelle interprétation au vide en disant qu’il correspond a une situation ou tous
les niveaux d’énergie négative sont occupés par les €lectrons. Si on lui ajoute un
électron, il a alors nécessairement une énergie positive grace au principe de
Pauli. Le vide est donc un gaz de Fermi completement dégénéré, et non
Observable. Si maintenant on retire un électron d’énergie négative, le trou ainsi
créé apparait comme une particule de charge opposée, d’énergie opposée, donc
positive, et d’impulsion opposée. A 1’époque, seules deux particules étaient

connues : I’électron et le proton. Pendant quelque temps, on a pu croire que les
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trous étaient les protons, et que la différence de masse entre protons et électrons
était due a la difficulté du trou de se déplacer dans la mer d’électrons d’énergie

négative. Cette théorie a été rapidement abandonnée apres calcul.

En 1931, Dirac émet alors une hypothese de I’existence d’un anti-électron,
qui serait 1’effet observable d’un trou dans la mer d’électrons d’énergie négative.
Avec cette théorie, on peut alors comprendre la création de paires et
I’annihilation électron-positron par 1’éjection d’un électron de la mer. C’était
une hypothese tres difficile a proposer immédiatement, dans un contexte ou
seules deux particules semblaient suffire pour décrire la matiere : 1’électron et le
proton. Le neutron ne sera découvert qu'en 1932. Cette imagination a
bouleversée toute la physique et ¢’est qu'un an plus tard, Anderson découvrait a
Caltech, indépendamment, une particule de méme masse que 1’électron, mais de
charge opposée. Une fois cette découverte confirmée par un autre groupe
Blackett et Occhialini a Cambridge, I’hypothese de Dirac est enfin acceptée d’ou

phénomene de I’antimatiere [1-12].

Apres avoir arrivé a ce stade, nous allons convertir tous ce que nous avons fait
théoriquement a des équations numériques accessibles aux calculs ce qui
constitue la partie la plus laborieuse de notre travail et ¢a sera le travail du

dernier chapitre.
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Chapitre II1 Résolution numérique de I’équation de Dirac

II1.1 introduction

Afin de déterminer les niveaux d'énergie d'une particule dans un
potentiel Coulombien V(r), nous avons résolu 1'équation de Dirac dont 1’idée est
de travailler avec une équation du 1% ordre dont le carré redonne 1’équation de
Klein-Gordon. Cette équation qui a bouleversé toute la physique que se soit
physique quantique ou physique générale a trouvé son explication que par
I’apport des matrices de Pauli. Ces matrices qui donnent une grande
signification physique a la grandeur moment cinétique de spin déja découvre par
I’expérience de Stern et Gerlach appartiennent a un groupe nommé SU(2).
D’ailleurs ce fameux groupe contient des matrices unitaires spéciales. Alors en
se rattachant au probleme mathématique 1i€ aux dérivés par rapport a I’espace et
le temps on peut facilement déterminer les solutions exactes de cette équation

importante. Nous en donnerons ici comment marche le processus.
I11.2 Méthode de calcul

Alors en partant de 1’équation suivante :

(Caxpx + mczﬁ)(p = (E - V(x))<p (III-1)

Ou on remplace les matrices o, et 8 par leurs expressions, on obtient alors :

(C Drrme (@) -E-ven(y)
(o Therme ()= Even(s)
O A L

Les deux équations ainsi obtenus s’écrivent comme :

{ copppy +mcp, = (E = V(x))p, (11-5)

CPAPx — mczpr = (E - V(x))pr
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(2) = c@apy = Epp —V(x)@pp + mciep

cpapy = (E —V(x) + mc®)gp
La composante @5 est :

oy = —SParx
B E-V(x)+mc?

Avec
E =&+ mc?

Finalement on obtiendra la fameuse expression :

$p = (L) Pa

e+2mc?-v(x)
., 0
Or p,= —lha
En insérant I’expression de ¢ du(2) dans(1), ce qui conduit :

cpppy + mc?p, = (E —V(x))pa

coppy = (E =V(x) —mc*)p,

-1
s+2mcz—V(x))

~1d%p doa (4
—cz(e + 2mc? — V(x)) _deA — mc? A(

dx dx

(5 - V(x))pr

(I11-6)

(I11-7)

(11-8)

(111-9)

(I11-10)

(I1-11)

(IM1-12)

(I11-13)

Apres avoir obtenus cette fameuse équation nous allons procéder les étapes de

£+2mc2—V(x))

d
résolution toute en négligeant le terme < ( =
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dd% =1etp,(0)=0 (II-14)

Comme premiere étape, ce qui nous simplifie notre démarche :

—c?(e + 2mc? — V(x))_l% = (e=V(0))pa (II-15)
L08 = — L (e +2me? — V() (e — V())ea (ILI-16)

La résolution numérique de cette équation repose sur le développement en série

de Taylor des composantes :

d h? d?
(1) Pax+h) = () +h=2 4 == (I11-17)

d h? g2
) @a(x—h) = @a(x) —h =2+ =4 oL (ITI-18)

En sommant les deux expressions on obtient :

2
Pa(x+h) + @a(x—h) = 20,(x) + h2 2 (I11-19)
d? h -h)-
d;PZA _ pa(x+h)+ <P}fllz(X )—2¢4(x) (I11-20)
Alors

47



Chapitre II1 Résolution numérique de I’équation de Dirac

d? (i) _ Pa(i+1)=29 4D+ @a(i-1)
dx? h?

(IM1-21)

Cette équation peut étre réécrire de facon a faire apparaitre une relation
de récurrence entre les valeurs de @ aux nceuds du maillage. Le pas de la
discrétisation est fixé a h et I’origine est définie par le point O.

Lors de Ila résolution numérique, I’algorithme débute ax = —2h.La
connaissance des deux premieres valeurs de ¢, ()(il s’agit de 'onde plane

écrite précédemment) permet d’initier la récurrence qui donne acceés a tous

les @, (1).

¢A(i+1)_2(f1,24(i)+ Pa(i-1) — _Ciz (E + 2mc? — V(X))(E - V(x))QDA (III-22)

I11.3 Résolution numérique

Résoudre ces équations numériquement revient a construire un
organigramme de calcul inspirés par un programme écrit en fortran 77 qui
repose sur la méthode des différences finis. Nous utilisons alors, notre

algorithme basé :

D’alleur, il semble pertinent d’appliquer la méthode de discrétisation de 1’espace
et des opérateurs. Sous les hypothéses que ¢ (x) est au moins de classe C2, un

développement de Taylor nous permet d’écrire les deux égalités suivantes [1]:
I11.4 Résolution de I’équation de Dirac pour une particule libre

Essayant de commencer par un cas libre ou le potentiel est pratiquement nul.

L’équation (I1I-1) deviendrait :

(coxpx + mc?B)e = (E — 0)¢ (I11-23)

Et apres un simple calcul basé sur la discrétisation de la fonction d’onde via ces

dérivées secondes on obtient :
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o, +1) - Zflg(i) tpai—1) _Ciz(g +2mc? — 0)(e — 0) 4 ()

Remplacant i+1 par i car i est un indice muet ceci donne :

@) =20, —1) + (i —2)
h2

= —Clz(g +2mc? = 0)(e —0)p, (I — 1)

@A) =20, —1) — @a(i—2) — Clz (e + 2mc?)h? (s (i—1) 111-24)

En appliquant notre organigramme on obtient des figures relatives a la variation
de la fonction d’onde via la distance et I’énergie. Notons ici que nous avons pris

comme condition initiales ¢,4(0) = 10.d0:

10 \ ]
| — Phi ]
o(r) 51 |- ve) 1
04 R II————= -
5] :' _
V() i
-10 : _
15 | -

Figure III-1 : Présentation du potentiel Coulombien de I’atome d’hélium.
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La figure (III-1) montre I’évolution du potentiel Coulombien et la fonction
d’onde de la particule. Nous pouvons dire que notre fonction prenne sa valeur
maximale quand le potentiel n’a aucun effet sur la particule comme la montre la
figure. Sa comportement tend vers z€ro au fur a mesure ou le potentiel prend

certaine valeurs bien spécifique.

Figure III-2a : Evolution de la fonction d’onde déduite des particules qui
proviennent des différentes especes d’atomes : hydrogeéne, helium et

lithium.

a : est le rayon de Bohr.
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60 - My =

Densité

40 4 ~. .

20 4 .

Figure III-2b : Evolution de la densité pour les différentes espéces

d’atomes : hydrogene, helium et lithium.

Les figures (III-2a) et (III-2b) justifient bien ce que nous avons dis auparavant
(Figure (ITI-1)) mais ci nous avons fait des calculs pour trois différents especes
I’hydrogene, I’hélium et le lithium. Ce que nous pouvons tirés de ces figures est
que fur a mesure qu’on s’éloigne de I’élément le plus léger I’hydrogene la
fonction d’onde diminue dans son amplitude d’ou sa densité suit le méme

comportement ceci est dii au faite qu’on a négligé I'effet de la dérivée de

£+2mcz—V(x))_1> (d(g(r,z,c.e))‘l)
= [———=—"— ) car
dx dx

d
I’inverse de la fonction générahsée( (

elle présente un intérét primordial dans I’amélioration des amplitudes.
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III.5 Interprétation des résultats pour le cas d’un potentiel

Coulombien

La méme chose ici nous avons pris@,(0) = 10.d0. La figure III-1, montre
I’évolution de la fonction d’onde ¢(r) en fonction de r pour différent type

d’atomes hydrogene=H, Hélium=He et le Lithium=L.1i.

On remarque que la courbe en ligne continue spécifie la variation de la fonction
d’onde de I’hydrogeéne en fonction de r présente un seul lobe relative au
nombre d’électrons qu’elle contient. Pour I’Hélium, la courbe en pointillé

montre que la fonction d’onde a deux lobes relatifs aux nombres d’¢é de 1’atome

La courbe en tiret discontinue montre la variation de ¢(r) en fonction de r
pour le Lithuim cette fonction présente trois lobes et au fur a mesure qu’on
s’éloigné du centre du noyau de chaque atome la fonction d’onde tend a

s’annuler.

Avec une méthode d’analyse reposant sur le comportement des trois fonctions
©ny (1), @ne(r), @i () on peut dire que ces fonctions ont un comportement de

la fonction de Bessel relative a I’ordre 0.

Jo(r) = \/% cos(r — =) (I11-25)
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| ! I ! I ! I ! 1

———————— Lithium
~ Helium
Hydrogene ||

4 : : ; : : —_— .
0.5
0,0 0.1 02 p(g) 02 0.4

Figure II1-3 : Evolution de la fonction d’onde déduite des particules qui
proviennent des différentes especes d’atomes : hydrogene, helium et

lithium.

Le calcul de la densité relative a cette derniere fonction d’onde repose en
premier lieu sur le calcul de sa norme en s’appuyant sur les composantes de

cette fonction pour différents ordre.

S=X(@@? + - 1)) (I11-26)

Ou h est le pas du calcul.
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| T T T T T T T T r T
o7 ]
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Figure I11-4 : Evolution de la somme de la densité pour les différentes

especes d’atomes : hydrogene, helium et lithium.
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Figure I11-5 : Evolution de la norme de la densité pour les différentes

especes d’atomes : hydrogene, helium et lithium.

Elle passe de I’origine r = 0 ol s=0 puis elle augmente au fur a mesure qu’on
augmente 7 puis elle sature pour chaque atome choisie : Hydrogene est moins

sature par rapport a I’He et le lithium.

He est moins saturé par rapport au li ce qui nous permettre de dire que en
s’éloignant de Hydrogene, le premier élément du tableau de Mendeleiev en
passant par I’'He, Li ,Be, B, C, N, O, F on remarque que cette somme qui n’est
autre que la norme de la fonction d’onde commence a saturer élément par

élément.
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II1.6 Organigramme de calcul

Lire le pas dx, le nombre diviseur N, les
énergies e; et e; la masse m

Méthode des différences finies
Pai+1) —20,(D+ pai—1)
h2
1
= —C—Z(s +2mc? — V() (e — V(%) pa
Calcul des énergies et leur fonction d’onde

Calculs des énergies et leurs fonctions d’onde
correspondants ey = e; + de




Chapitre II1 Résolution numérique de I’équation de Dirac

I11.7 Résolution de I’équation de Dirac d’une maniere générale

Revenons a notre équation (II1-13) ou en tenant compte de la dérivée premiere et

£+2mcz—V(x))_1>

pd M pd . d d
de la dérivée de la fonction —24 ( (
dx dx

Alors apres avoir aboutit a 1’équation généralisée qui donne les dérivées
seconde et premiere en fonction de la composante de la fonction d’onde solution
de I’équation de Dirac, nous pouvons alors expliciter les dérivées secondes et

premiers et calculez les différentes quantités inspirés par :

_CZ dz(pA _ : i 1 d(pA B
(E+zmer—v) dxz T dx [(E+2mc2—V(x) - TE V(x))pa (I11-26)
Calculons alors :

4 1 _4a {) _flg-g'f
dx [(E+2mC2—V(X)] - dx (g - gz (III‘27)

Avec f=1, g = E+2mc? — V()

a(f ~[-V'®)]
—(=) = I11-28
ax (g) (E+2ch—V(x)2 ( )

OrVx)="%/y, 2V'(x) = -2z (_—1) = Z/x2

x2

Ceci donne :

d (f "%/ 2
2 (L) = 111-29
dx (g) (E+2mcz—V(x)2 ( )

dpa(®) _ eai+D)-pa(i-1)

I o (II1-30)
Ceci h : est le pas de discrétisation
d*@a(x) _ Pali+D) 294D +pa(i-1) (I1-31)

dx? h2
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Remplagant alors tous ce que nous avons trouvés dans I’équation (I11-26)

Nous obtenons :

—c2

E+2mc2-V(x)

Posons :

E-V(x) =B (I11-32)
mc? =c (I1-33)
E+2mc?>—-V(x)=D (I11-34)

Pai+1)—294(D)+@(i—1) /2 Pai+1)—@4(i-1)
A=C

2 - ] + B, (i)(I1-35)

Remplagant alors (i+1) par (i) :

wA(i)—z<pA(;1)+<pA<i—2) A= {;z [mﬁ)-:A(i‘Z)] + B, (i — 1)(111-36)

Z/x2

h

- % 0, (i — 2) (I1-37)

P _ M2C] _ 20aG-D) , _ 0ali-2)
h2 [A'l D h2 A- h2 A

. zZ
= 240) [A —h /’If C] 2D A - ai - 2) [— -2 ;:2] (I1-38)

Ici pour une bonne convergence nous avons pris ¢@4(0) = 0.d0:
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Figure I1I-6 : Evolution de la fonction d’onde pour les différentes espéces

d’atomes : hydrogene, helium et lithium.
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100 A, —iH
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Figure II1-7 : Evolution de la densité pour les différentes especes d’atomes :

hydrogene, helium et lithium.

L’analyse des figures (III-6) et (III-7) de fonction d’onde et de leurs densités qui
correspond aux probabilités de présence des électrons pour les trois types
d’atome 1’hydrogene, I’helium et le lithium donne que leurs comportement est
de type de Bessel méme résultats données par la référence [1]. D’ailleurs 1’effet

-1
e+2mc? —V(x)) _
dx ) -

d
de la dérivée de I’inverse de la fonction généralisée ( (

(d(g (r.z,ce))™ !

Tx ) est dominant pour ce cas.
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Figure I11-8 : Evolution de la fonction d’onde via I’éne
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Figure II1-9 : Evolution de la fonction d’onde via I’énergie
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Figure I11-10 : Evolution de la fonction d’onde via I’énergie.

Le fait que la fonction d’onde diminue au fur & mesure que 1’énergie augmente
via les trois figures (III-8), (I11-9) et (III-10) montre bien qu’a des énergies tres
basse les états électroniques deviennent plus occupés d’ou une densité
maximale et le fait que I’énergie agrandit les états deviennent des états excités

d’ou des états anti liantes c’est que la probabilité tend vers zéro pour ces états.

Tableau 1 : L’intensité des pics déduit de nos calculs de la fonction d’onde

Pics A B C Ad Bd Cd
u.a. 9.92 4.93 3.30 98.40 24.30 10.89
H He Li H He Li
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IT1.8 Conclusion

Apres avoir achevé notre travail, nous déduisons de cette étude que notre
équation de Dirac décrit bien le phénomeéne de I’antimatiére. L’analyse des pics
déduits de nos calculs numériques montre bien qu’au fur a mesure qu’on
s’éloigne de 1’hydrogene la fonction d’onde diminue ce qui est le résultat des
états des ions hydrogénoides décrit par les références [2-7]. Nous avons utilisé
les unités atomiques pour pouvoir évaluer les valeurs des énergies
correspondantes via leurs fonctions d’onde associés. Ce travail de résolution
présente un axe de recherche parmi les plus grand axes en physique quantique
qui traite I’équation de Dirac d’une maniere dérivée premiére. On aurait pu aussi
utilisés des matrices et décrivez les fonctions d’ondes comme des vecteurs

colonne ce qui revient a déterminer 1’équation aux valeurs propresHy = E.
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Conclusion générale

Ce travail de mémoire entre dans le cadre de la préparation d’un diplome
de master en physique numérique et a été pour moi 1’occasion d’aborder un

certain nombre de solutions de 1'équation de Dirac via des calculs numériques.

Avec l'invention de l'ordinateur, qui a permis d'élargir largement les
possibilités d'applications, la programmation est devenue l'un des étapes
essentielles pour déterminer la solution de beaucoup de probléme non seulement

en physique mais dans toutes les sciences.

L'équation de Dirac était notre premier pas d'aborder ce travail d'une
maniere rigoureuse. Sa solution numérique nous renseigne sur l'état de la
fonction d'onde ainsi que sur sa densité de probabilité via des potentiels de type
Coulombien et afin de réaliser cet objectif nous avons dans un premier temps
réécris I’équation de Schrodinger et 1’équation de Klein Gordon via le langage
de la théorie quantique des champs pour pouvoir les quantifier selon 1’écriture
de leurs hamiltoniens qui n’est autre que l'intégrale de sa densité réécrite en
termes d’opérateurs de création et d’annihilation agissant sur un espace de Fock.
Cette forme nous a permet de réduire le hamiltonien a une quantité quantique

accessible a la résolution.

Nous avons levés I’indétermination qui a été mené par Klein Gordon en
termes de densité négative et processus d’énergie négative en s’inspirant de

I’idée de Dirac d’ou équation de Dirac et phénomene de I’antimatiere.

Notre dernicre étape était basée sur la programmation ou on écrit des
programmes inspirés par le langage fortran 77 et a ce stade nous avons pu

résoudre cette fameuse équation d'une maniére numérique.
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Enfin nous avons présentés nos résultats numériques via d'autres travaux
données par la référence [1] ou la conclusion était un bon accord avec ces

derniers.

Cette résolution est amené a déduire des équations de types différentielles
notamment 1’équation de Dirac ol le nombre d'itérations nécessaires peut
atteindre une grande valeur. Cela vient du fait qu'il faut choisir une base ou ici
nous avons commencé par le cas ou la particule était libre. Nous avons construit
une base obéissant aux deux relations fondamentales relation
d’orthogonalisation et relation de fermeture des fonctions propres de
I’hamiltonien de Dirac libre ce qui est fastidieux. Avec cette méthode, le nombre
d'itérations diminue, 1'énergie est obtenue avec une précision bien respectée

selon notre condition posée via 1’écart.

Cela constitue donc un gain de temps précieux. Nous avons testés la
méthode dans le cas d'un potentiel Coulombien ou nous avons traités le

probleme de la singularité avec précaution en utilisant le pas sur les énergies.
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Appendice

Le calcul des matrices y* repose sur les démonstrations suivantes via leurs

propriétés :

Yo =y% 0 =1 (A-1)
yit = —yi, (¥ = —1( = 1,2,3) (A-2)
yEr = yOyty® = p Ry = y Ok (A-3)
v’y =vty? +voy# = 2971 (A-4)
[v2, [r*,v¥1] = 4(g”"y” — g"Pv*) (A-5)
°)? =1L, y>* =y° (A-6)
{r’v"}=0 (A-7)

De méme elle vérifiait :
YHy, =41 (A-8)
Y*VVu = —2¥, (A-9)
Y*VuYoVu = 49vpl (A-10)
Y*VYoVoVu = —2YsYoVo (A-11)
Y 0apyYy =0 (A-12)

Ou 0,4 est le tenseur antisymétrique définit par :

Oap = 5 [Var Vg (A-13)

Les matrices y satisfont également les propriétés de trace suivantes :
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Tr [y#y"] = 49" (A-14)
Tr [y*y¥yPy?] = 4(g*" %% — g** g** + g7 g**) (A-15)
Tr [y#lyﬂz ___y#2n+1] =0 (A_16)

Tr [y”—lyﬂz ".)/M-Zn]
= g”l#ZTr [y‘u3y“4 ___)/:uzn] - g/r‘lllZTr [yll?,y.uzl- _"y.uzn] + ...

+(_1)kgu1ﬂk Tr [yﬂZyﬂ3 ___]/.uk—lyﬂk+1 ___VMZn]
+g“1#2nTr[y”1y“2 ___')/#271-1] — 0 (A_17)

Calcul de trace on vérifie que :

Tr[y5] =0 (A-18)

Tr [y#y°] = 0 (A-19)

Tr [y*y"y®] =0 (A-20)

Tr [y*y*yPy°] =0 (A-21)
Tr [yHy"yPy°y®] = 4ieh"P? (A-22)

Propriétés des spineurs
Les spineurs vérifien
Ugu, = 2més

vU, = —2mé! (A-23)

Ou s et r sont des indices de spin et §; est le symbol de kronecker.

Et obéissent aussi a la relation :
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Y2 usty = (p+m)et Yiuug = (p—m) (A-24)

leurs produit de ces est nul.
D’autre on peut montrer que :
(P tm)? =2m(p+tm) (A-25)

les quadrivecteurs courants pour une particule et une antiparticule libre décrites
par I’équation de Dirac peuvent étre obtenue a partir de I’expression  des
spineurs de Diracu, et u, pour la particule et v; et v, pour I’antiparticule. En

effetona:
usy#u, = 2p*és (A-26)

Ou s et r sont les indices de spin prenant les valeurs 1 et 2 et §7 est le symbol de

Kronecker.

Ainsi les courantsu;y*u,, u,y*u, pour la particule etv,y*v,, v,y*v, pour
I’antiparticule sont chacun proportionnel au quadrivecteur énergie-impulsion de

la particule ou de I’antiparticule.
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Résumé

Notre objectif dans le présent travail est de résoudre 1'équation de Dirac en
présence d'un potentiel colombien. Dans un premier temps, nous avons
déterminé sa solution pour un potentiel nul. Dans un second temps, nous allons
donner une solution pour deux cas: 1'un, lorsque nous négligeons la premiere
dérivée d'une certaine quantité, exprimée en fonction de l'inverse de la fonction
généralisée g (1, z, ¢, e) , Et la seconde, nous prenons en compte la premiére
dérivée pour toutes les quantités. Enfin, nous avons interprété nos résultats et

comparé a d'autres travaux.

Abstract

Our aim in the present work is to solve the Dirac equation in the presence of
a Colombian potential. For the first time, we determined its solution for zero
potential. In the second time, we shall give a solution for two cases: one, when
we neglect the first derivative of a certain quantity, which is expressed as a
function of the inverse of the generalized function g (r, z, c, ), and the second,
we take into account the first derivative for all quantities. finally, We have

interpreted our results and compared to other works.



