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Introduction

L’objectif de ce mémoire est d’étudier les applications harmoniques et les applications
biharmoniques entre variétés riemanniennes produit muni d’une métrique tordue généralisé,
Plus particuliérement, nous caractérisons ’harmonicité et la biharmonicité de quelque appli-
cations a I’aide de la fonction de distorsion. Les résultats trouvés sont une généralisations des
résultats connus dans le cas du produit tordu.(voir [3|-[4]-[19])

Rappelons qu’une application ¢ : (M™, g) — (N", h) de classe C* est dite harmonique
si elle est un point critique de la fonctionnelle énergie F(¢) définie par

1
B0) = [ 1do [ du, (1)
M
c’est a dire si elle est solution de I’équation d’Euler-Lagrange associée a (1)
7(¢) =Tr,Vdp =0 (2)

ot 7(¢) est appelé le champ de tension de ¢. Si (2°)1<i<m €t (¥*)1<a<n sont des coordonnées
locales respectivement sur M et N, I’équation (2) devient :

DP9

()" = A¢® + ¢g"Tg, 0T 0w

=0,1<a<n (3)

ot A¢® =

ﬁaﬁ;i(\/ |9 ‘gij%) est le Laplacien sur (M,g) et I'j, sont les symboles de

Christoffel de (N, h). L’équation (3) montre en particulier que les applications harmoniques
sont les solutions d’un systéme elliptique non linéaire du second ordre. On rencontre les
applications harmonique aussi bien en géométrie qu’en physique ot elles sont utilisées comme
modeles pour les cristaux liqudes.

Plus généralement, une application ¢ : (M™, g) — (N™, h) de classe C* est dite bihar-
monique si elle est point critique de la fonctionnelle biénergie Fy(¢) définie par,

1
Ba¢) =5 [ 17(0) [ du, (1
M
c’est dire si elle est solution de ’équation d’Euler-Lagrange associée a (4)

72(¢) = =Trg(V?)*7(9) — Try R (7(9), dg)d¢ = 0, (5)

Il est clair que toute application harmonique est biharmonique. L’equation (5) montre que les
applications biharmoniques sont solutions d’un systéme elliptique non linéaire d’ordre quatre.
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Le mémoire présenté se compose de cing chapitres .

Le premier chapitre d’écrit le cadre général ot on définit quelques outils fondamentaux de
la géométrie riemannienne, ces outils seront utiles pour la suite de ce travail.

Dans le deuxiéme chapitre, nous introduisons la notion d’applications harmoniques et
applications biharmoniques qui sont le but de ce travail dont on cite quelques propriétés.

Au troisiéme chapitre, I’étude porte sur les expressions explicites des opérateurs Laplacien
et bilaplacien en introduisant la géométrie des variétés produit tordu, ces expressions sont
données en fonction de la distorsion.

L’étude du produit tordu généralisé fait ’objet du quatrieme chapitre, cette étude nous
permet de trouver les formules générales de connexion, le tenseur de courbure et de la courbure
de Ricci. Ces formules généralisent les résultats obtenus dans le cas du produit tordu.

Le point essentiel de ce travail est exposé dans le cinquiéme chapitre ot on étudie I’harrmo-
nicite et la biharmonicité de quelque applications définies sur des variété munies d’un produit
tordu généralisé. Ces résultats nous ont permis de construire quelques exemples pour ce type
d’applications et d’étudier en particulier le cas des applications conforme.



Chapitre 1
(énéralités

1.0.1 Notations et définitions

Soit M une variété differentiable , notons par :
C*(M) I'ensemble des fonctions de classe C*° sur M .
H(M), (M) lensemble des champs de vecteurs sur M.
TpM espace des vecteurs tangents a M ou point p € M.
H*(M) = Q(M) est 'ensemble des formes différentielles de degré 1 sur M ,(dual de H(M)).
T IM =TpM @ ... ToM @ TsM @ ... @ TM (r et s fois).
T3 M =U,en T M le fibré vectoriel des tenseurs de type (r,s).

I'? I'espace des sections C'*° de fibré (TéT’S)M ,m, M) , appellé espace des champs de tenseurs
sur M.

) =C(M), Ty =H(M),TY=H (M) =QM).

Relativement & une carte (U, z') au voisinage d'un poit p € M , un vecteur t € T, [ET’S)M
(resp.un champs de tenseur 7" € I'}(M))s’ecrit :

aj (p) @ dr’* ® ... ® da’

s

0 , :
S e P @ () B © . © da”

o 3G, € Ret Tpjy € O(M)

E]

1.1 Variété Riemannienne

1.1.1 Meétrique Riemannienne

Dans cette section, on rappelle les propriétés d’une métrique Riemannienne g sur une
variété différentiable M.

Définition 1.1.1. Soit M une variété de dimension n et de classe C*°. Une métrique Rie-
mannienne est champ de tenseur g de type (0,2) :

g:H(M)* — C™(M)
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tel que pour tout p € M [’application :

gp T, M @T,M — R
(Xp, Yp) +— p(Xp,Yp) = g(X,Y),

verifie :
1. gp(Xp, Yp) = 9(X,Y),
2. gp induit une forme bilineaire non dégénéréé sur T,M.
3. gp(Xp, Xp) >0, (g, définie positive) pour tout X, # 0
ou X, Y € H(M).

Exemple 1.1.1. R" muni du produit scalaire canonique <,>grn, noté go. Si A = (ay, ..., a,) €
T.R™ et B = (by,...,b,) € T,R"(T,R" = R™), alors :

90(A, B) = Z aib;
i=1

et
9ij(x) = goles, €;) = 0y
Proposition 1.1.1. Soit M une variété paracompacte. Si (Uy, V0 )acs est un atlas de M,
alors il existe :
1. (Wg,3)pes un atlas de M localement fini et plus fin que (Uy, Va)acr-
2. (f3)pes une partition de 'unité subordonnée ou recouvrement (Ws)g € J
(support(fz) C W, VB € J).

Théoréme 1.1.1. Toute variété paracompacte M, admet une métrique Riemannienne.

Preuve : Soit (U,, 1p)penm un atlas de M tel que pour tout p € M, on p € U,. D’aprés la
proposition 1.1.1
il existe un atlas localement fini (W3, s)ges plus fin que (U,, v, )pen €t une partition de
I'unité (fs)ses tel que :
support(fs) C Wy

soit <, >rm la métrique euclidiénne sur R”. On definit alors
g5 : H(M)?* — C>®(M)

par

gB(aﬂfz"a_l'j): 0, stnon

o 0 {fg(p).dm sip e Ws

alors la métrique : g : H(M)? — C>°(M) sur M définie par :

gzzgﬁ (1.1)

BeJ
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Proposition 1.1.2. Ezpression de la métrique dans un changement de coordonneés
Soient (U, @) et (V,1) deuz cartes autour dep € U C M de base locale de champs de vecteurs

o) o) o) 0 : S -
(6_117 s m) et (a—yl, s %) respectivement. Alors pour tout changement de coordonneés :

r—y=1op ! (x)

tel que o(p) = x = (z',...,a"),et Y(p) =y = (¥, ...,y"),on a :

oyr oyt _
g’L] Zy ygkl)

ox; O,
kl=1 ¢ J

ot g;() = 9p( g 7)€t Gu(P) = 95,7 77

Exemple 1.1.2. Considérons la paramétrisation de la sphére S™, issue de la projection sté-
réographique :
Y =o¢y : R* — R

telle que :
21, 21, |z * —
T) = [RRRS ) = sy Iny In
en utilisant la proposition 1.1.2 on obtient :
46,
gij(z) = —9
’ (I (1> +1)

Définition 1.1.2. (Image directe de champ de vecteurs)
Soit ¢ : (M, g) — (N, h) un différomorphisme, on définit l’application :

¢t H(M) — H(M)
X — ¢(X)=déoXog!
tel que pour tout f € C*°(N)

(G (X))(f) = X(fod)oo™

Lemme 1.1.1. Soit ¢ : (M,g9) — (N, h) un différomorphisme, alors ¢, est un homomor-
phisme d’algebre de Lie :

O [ X, Y] = [0.(X), 6:(Y)]
pour tout X, Y € H(M).

1.1.2 Fibré vectoriel

Une fibré vectoriel est une variété différentiable, qui ressemble localement au produit
cartésien d’'un ouvert de M et d’'un espace vectoriel. C’est une généralisation du produit
cartésien M x F', ou M est une variété et F' un espace vectoriel. M étant la base et I la fibre.

Définition 1.1.3. Un fibré vectoriel de rang r, au-dessus d’une variété M est un triplet
(E,7, M) tel que :
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1. m: E — M est une application surjective appelée projection canonique
2. E—{x} =7n"Yx) est un espace vectoriel de dimension r, pour tout x € E

3. ¥Yx € M il existe un ouvert U, voisinage de x et un difféomorphisme
¢: 7N U) — UxR"
tel que :
T=P oy
ot
P1 UxR — U
est la premiére projection
M est dit base du fibré, E, la fibre au-dessus de x et E [’espace total.

Exemple 1.1.3. e fibré tangent a une variété M.

T™ = | J T,M
zeM
T:ITM — M
V, W(V;):x

la projection cannonique.

Définition 1.1.4. Soit (E,m, M) un fibré vectoriel. Une section d’un fibré vectoriel (E, 7, M),
est une application de calsse C*
o: M — F

tel que :
Too = idy

L’ensemble de toutes les sections lisses d’un fibré (E,m, M) est noté : I'(E) =T'(E, 7, M)
I'(E) est un C*(M) — module.
Le produit d’une section o € I'(E) et d’une fonction f € C*°(M) est donné par :

(fo)(z) = f(z).0(x)
Définition 1.1.5. Un morphisme entre deux fibré (E,w, M), (E, 7', M) est un couple d’ap-
plications différentiables (F, f) tel que :
1. le diagramme suivent
f:M H]\lf
est commutatif .
2. F . E, — E}(I) est lineaire

si de plus les applications F et f sont des difféomorphismes, alors le couple (F, f) set
dit un isomorphisme de fibrés.

Un fibré (E,m, M) isomorphe a M x R" est dit fibré trivial.
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1.1.3 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.1.6. Soit (E,m, M) un fibré vectoriel au dessus de M. Une connexion sur
(E,7, M) est une application :

VH(M)xD(E) — I(E)
(X,V) — VxV

tel que :
1 VOV 4 gW) = AVxV + uV W,
2. V(fV) = X(/)V + L9V,
3. VixagyY = fVXV 4+ g.VyV
pour tout : \,u € R, XY e H(M), V,IWW € I'(E) et f,g € C®(M).

Définition 1.1.7. Une section V € T'(E) est dite paralléle par rapport a V si
VxV =0
VX € H(M).

Définition 1.1.8. Soient M une variété différentiable et V une connexion sur le fibré (T M, m, M).
La torsion de V est un champs de type (1,2) défini par :

T(X,)Y)=VxY —-VyX —[X,Y].
La connexion V est dite sans torsion si :
T(X,Y)=0

pour tout X, Y € H(M).
V est dite compatible avec une métrique g, si pour tout champs de vecteurs X,Y, 7 € H(M),
on a :

X(g(V,2)=g(VxY,Z) +g(Y,VxZ) (1.2)

c’est a dire :
VXg =0

Théoréme 1.1.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, ’application :
V:HM)x H(M)— H(M)
donnée par la formule de Kozul :
1

est une connexion sur le fibré (T M,m, M), appelée connexion de Levi-Civita
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Théoréme 1.1.3. Si (M, g) est une variété Riemannienne, alors la connexion de levi-Civita
est ['unique connexion compatible avec la métrique g et sans torsion.

preuve : D’aprés la formulle de Kosul, nous avons :
1
9(VxY,2) = g(VyZ,Y) = 519(Z,[X,Y]) = 9(Z,[Y, X]) = g(Z, [ X, Y])}
donc V est de torsion nulle. De plus
1
9(VxY,Z) +9(VxZ)Y) = S{X(g(Y, 2)) + X(9(2,Y))} = X(9(Y, Z))
ce qui prouve que V est compatible avec la metrique riemannienne g. O

1.1.4 Coefficients de Christoffel

Soient (M, g) une variété riemannienne de dimension m et V sa connexion de Levi-civita
associeé. Si (U, p) est une carte locale de M de base locale de champs de vecteurs associé
(01,02, ..., O ). Alors d’apré la formule de Kozul, on obtent :

29(Va,, 05, 0k) = 0i9(0;, Ok) + 0;9(0;, Or) — Okg(0;, 0;) (1.4)
on pose :
Vo,0; = T30,

la formule (1.4) devient :

29(T3,05, Ok) = 0igj1. + 09ik — Okgij

[79a = %(&‘gjk + 09ir. — Ongij)
on déduit : 1
I = QQSk(aigjk + 0j9ik — OrGij) (1.5)
ott (¢°%) désigne la matrice inverse de (gs)
[';; sont appelés les cofficients de Christoffel.

Remarque 1.1.1. :

1. L’egalité (1.5) prouve lunicité de la connexion de Levi-civita .

2. 81 la variété (R", g) est munie de la métrique euclidienne g;; = d;; alors les coéfficients
de Christoffel sont nulls :
I, =0
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1.1.5 Image inverse d’un tenseur métrique

Soient (IV, h) une variété riemannienne, M une variété différentiable et f: M — N une
application de classe C'*°.

Proposition 1.1.3. Si f est une immersion en tout point x € M, alors

ffh:T,MxT,M — C*(M)
(XaY) — hf(x)(drf(X)admf(Y))

est un tenseur métrique sur M, appelé image inverse de h par ['tmmersion f.

Expresion locale de la matrice de f*h :

Soient (U, ) € atl(M,z) et (V,4) € atl(N,z). Notons par H = (h;;);; la matrice de h
relativement & (V, ), H = (l;;)w la matrice de f*h relativement a (U, ¢) et alors pour tout
X, Y eTxM on a:

FUXY) = hpe(def(X), da f(Y))
= < Hf(z).Dxf.X, Dme >
— t(sz.Y).Hf(x).Dxf.X
= <! Dxf.Hf(x).Dxf.X, Y >
— < H(z).X,)Y >
d’ou
H(x) =" D,f.H(f(x)).D.f
~ afs afk (1.6)
hij = a—xi-hska—xj
avec D, f = (3_fj)ij = (Qlofoe )y

ox; ox; )
Conséquence :

Si M est une sous-variété régulicre d’une variété Riemannienne (N,h) et i : N — M
désigne 'immersion canonique, alors pour tout X,Y € T, M, on a :

P ha(dad (X), dui(Y)) = ha(X, V),

donc :
i*he (X,Y) = h(X,Y)

1.2 Tenseur de courbure

Définition 1.2.1. Soient (M, g) une variété Riemannienne et V la connexion de Levi-Civita,
alors l'application
R:H (M) — H(M)
définie par :
R(X,)Y)Z =VxVyZ —NyVxZ —Vixy|Z (1.7)

est un champ de tenseur de type (3,1) appelé tenseur de courbure.
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Proposition 1.2.1. Soient (M, g) une variété riemannienne et V la connexion de Levi-Civta
associée, alors la tenseur de courbure R est une application C*(M) — multilinaire et on a :
R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z

- G(R(X,Y)Z,W) = —g(R(X. Y)W, Z)

- g(R(Xv Y)Z’ W) + g(R(Z7 X)K W) + g(R(K Z)X7 W) =0

-g(RX,Y)Z, W) =g(R(Z,W)X,Y)
pour tout X, Y, Z, W € H(M)

1.2.1 Tenseur de courbure Riemannienne

Soient (M, g) une variété riemannienne et R son tenseur de courbure associé. On défint
un tenseur de type (0,4), appelé aussi tenseur de courbure de Riemannienne par :

R(X,Y,Z,W) = g(R(X,Y)Z,W).
Si (04, ..., On) désigne la base locale de champe de vecteurs, alors :

R(@Z, 8j, ak, as) = Rijks
9(R(0;, 07) 0, 05)
= g(Rlitjkatv as)

d’ou localement, on a :
t
Rijks = gts~Rijk;

Proposition 1.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, localement on a :
Rijhs = D 95pl0T5, = 05 + Y (T35 = TipT5,) (1.8)
s=1 r=1

1.2.2 Courbure sectionnelle

Soit (M, g) une variété Riemannienne. Pour tout € M, on pose :
Go(T, M) I'ensemble des sous espace vectoriels de T, M de dimension 2
Go(T.M) ={V(X,Y) C T, M}, ou V(X,Y) est le sous espace de dimension 2 engendré par
X et Y lineairement independant.

Définition 1.2.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tout x € M, on définit :
K, :Gy(T,M) — R

par

_ 9(RX,Y)Y, X)

ot | X = g.(X, X). K, est appellé courbure sectionnelle en x.

Remarque 1.2.1. :
L X P |Y P =g.(X,Y)? =0 si et seulement si X/]Y ie INER: X =\Y
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2. Le signe de K, dépend du signe de tenseur de courbure Riemannien g(R(X,Y)Y, X).

3. K,(V(X,Y)) désigne la courbure suivant l’espace tangent a 2 dimension (plan), d’ou
le nom sectionnelle, et elle ne dépend pas de la représentation {X,Y} qui engendre

V(X,Y)
En effet

1) g, est une forme bilineaire symetrique définie positive non dégénérée, donc le seul
élément isotrope est 0 i.e kerg, = istrope(g,) = {0} et

X+ #£0 ssi g (X +AY, X +AY)#0
ssi A2 | Y |2 4200 (X, Y)+ | X [*#£0
ssic A =g (X,Y) = | Y 2. | X ’<0

donc pour touts vecteurs X,Y € T, M non lineairement dépendant, nous avons
[ X P Y P =0.(X,Y)? > 0....(%)
2) d’aprés (*), nous déduisons que la signe de K, dépend de signe de g(R(X,Y)Y, X).

Proposition 1.2.3. Soient {X,Y} et {X',Y'} deux familles libres de T,M engendrant le
méme sous espace vectoriel V(X,Y) =V (X',Y"), alors :

g(R(X,Y)Y, X) B g(R(X, Y)Y X"
| X PJY P2 —g(X,Y)2 | X 2| Y |2 —g.(X,Y')2

Corollaire 1.2.1. Pour tout X € M, on a :
K.(V)=¢.(R(X, Y)Y, X)

ot {X,Y} est une base orthonormale par rapport g,.

1.2.3 Tenseur de Ricci

Introduction : Soient E un espace préhilbertien de dimension m et A : £ — FE une
application lineaire, alors :

1. relativement & une base orthonormale {ey, ...,e,,} de E, on a :
m
TraceA = Z < Ae;,e; >
i=1
2. Si{e1,...,en} est une base de E et (a;;);; la matrice associeé a A, alors
m
TraceA = Z Qi
i=1
est indépendante de la base choisie :

Trace(P~'AP) = TraceA.
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3. Soit X € H(M), alors :
wy : H(M) — C*(M)
Y +— wx(Y)="Trace(R(.,X)Y)
wyx est une forme lineaire sur M (wyx € H*(M)), ou

Ro(, X)Y :T.M — T,M
V — R(V,X,)Y,

est une application linéaire.
Définition 1.2.3. Le tenseur de Ricci est un tenseur de type (1,1) défini par
Ricc: H(M) — H(M)
X — fwx)
et on a pour tout X,Y € H(M) :
g(Ricc(X),Y) =g(f(wx),Y) =wx(Y) = Trace(R(., X)Y)

Proposition 1.2.4. Soient (M, g) une variété Riemannienne, x € M et {ey, ..., e, } une base
orthonormale de T, M, alors :

m

Rice,(X) = Z R(X,,ei)e;

i=1
(écriture indépendante de la base ortonormale).

Preuve :
pour tout Y € H(M), on a :

9z(Rice,(X),Y,) = TmceR( X.)Y.

d’ou :



1.2 Tenseur de courbure 16

Définition 1.2.4. (Tenseur de courbure de Ricci)
Soit (M, g) une variété Riemannienne. Le tenseur de courbure de Ricci est défini par :
Ricc: H(M) x H(M) — C*(M)
(X,Y) — Ricci(X,Y)=TraceR(.,X)Y

Proposition 1.2.5. Soit x € M et {ey, ..., e,,} une base orthonormale de T, M, alors :
Rice,(X,Y) =Y g(R(X,,e:)e;, Yy)
i=1

Définition 1.2.5. (Courbure scalaire)
Soient (M,g) une variété Riemannienne, x € M et {e1,...,en} une base orthonormale de
T,M, alors la courbure scalaire est définie par :

m m
= E 5 g(R(ei,e))e;, e;)

j=1 i=1
Remarque 1.2.2. 0, est indépendante du choix de la base orthonormale {ey, ..., en}.

En effet
Soit {e7, ..., €, } une base orthonormale, nous avons :

f:in:g 6276J 6]761) = Zm:TTaceR(.,e_j)e_j

j=1 i=1 jfl

= Zzg e’L?ej 6]761)

jl’Ll

= E E g e]aez 6276])
7j=1 =1
m

= Z TraceR(.,e;)e;

jfl

= ZZg (ej,€i)e;, ;)

7j=1 =1

Remarque 1.2.3. Si (M, g) une variété Riemannienne, de courbure sectionnelle constante

K, alors :
o(x) =m(m—-1)K

est une fonction constante pour tout x € M.
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1.3 Opérateurs sur une variété Riemannienne

1.3.1 Les isomorphismes canoniques

Soit (M™, g) une variété Riemannienne de dimension m, en tout point z € M, g, est une
forme billineaire symetrique non dégénéreé sur 7, M, alors on peut identifier T, M et T M
par l'insomorphisme :

fe : ToM — T,M
wy o (w)
tel que
9t (we), X)) = wa(Xaz)
L’inverse de # et noté b, définit par :
by T, M — ToM
X, — b(Xy)

tel que

On peut définir les opérateurs cannonique de la facon suivante :
fo: H' (M) — H(M)

w — W)

tel que
(ﬁ(w))x = Jjac(wac)a
et :
by H(M) — H*(M)
tel que
Ve e M

Proposition 1.3.1. Les opérateurs § et b sont des isomorphismes, 'un est l'inverse de l’autre
et ils vérifient les équations :

VXY € H(M) et w e H*(M)
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Proposition 1.3.2. Soit (M™, g) une variété Riemannienne de dimension m, alors pour tous
X e H(M) et we H*(M) on a localement :

0
= qYw; 1.
) = gy (19)
(X)) = gy X'da'. (1.10)
Preuve :

Soient (U, ) une carte locale sur M et (%, o %), (resp (dz?, ...,dx™)) une base locale

de champ de vecteurs (resp des 1-formes différentielles) relativement a la carte (U, ¢). Si :
w o= wdx

o,
= ¥
o= )

alors pour tout j =1,...,mon a :

mwm%>=m£?
(W)

d’ou ‘ B
(B(w))" = g7 wj,

ol (g“) est la matrice inverse de (g;;), il vient que :

1) = g (111)

D’un calcul analogue on obtient :
(X) = gi; X'da' (1.12)
g

1.3.2 L’opérateur gradient sur une variété Riemannienne

Définition 1.3.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne. L’opérateur gradient not grad est
défini par :

grad : C*(M) — H(M)
[ — gradf = t(df)

Ou df est la différentielle de la fonction f
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Proposition 1.3.3. Ezpression du gradient en coordonneés locales

gradf = g" g; ai% (1.13)
Preuve : Localement on a : 6f
df = d;vj
En utiltisant la proposition 1.3.2, on obtlent :
ool = 55 5
O

Propriétés 1.3.1. Pour tout f1, fo € C*(M), on a :
1. grad(fi + f2) = gradf; + gradfs
2. grad(fi.fz) = fagradfi + figradfs
8. (gradfi)(fe) = (gradfs)(f1)

Preuve :

G Ofitf) O
Dgrad(fi+ f2) = g% =57 55
JOR O 0 0
_ (g0 YL ij 22

(9" 5052 9 50 5
= gradf; + gradfs,

_ s 0(fix fa) O
Ngrad(fi.fo) = o7 DEZI) E
ofy 0 . 0ft 0
] ij g 2J1
9N owi gw 9 g
= fogradf, + frgradfs

Horadi)(f) = o0 207 ()
5 O Ofs
"Oxd Ol
5 b Of)
Ol Ol
= (gradf2)(f1)
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1.3.3 L’opérateur divergence sur une variété Riemannienne

Définition 1.3.2. Soient (M, g) une variété Riemannienne et V sa connexion de Levi-civita
associée. On définit l'opérateur divergence noté div par :

div: H(M) — C*(M)
X +— trace(VX)

localement on a

div(X) = trace(VX) = dxi(V%X)
cette défintion est indépendante de la carte choisie.

Propriété 1.3.1. Premiére expression de la divergence en coordonneés locales.
Soit (M, g) une variété Riemannienne. $i X = X'..2 € H(M), alors
ox?
8%

divX = + X'T; (1.14)
preuve :

divX = da'(V_o X)

Ox;

.o,
— . J_—
= dxl(Va%X axj)
. 0X7 9 .0
= v — I —
0X" L
= X1,
81’1' * K

g

Propriété 1.3.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors pour touts X,Y € H(M) et
feC>M), ona:

1. div(X +Y) =div(X) + div(Y)
2. div(fX) = fdiv(z)+ X(f)

Définition 1.3.3. Soit (M, g) une variété Riemannienne. On appellé forme volume naturelle
associeé a la métrique g, la forme w définie localement par :

w = 1/ det(gi;)dx" A dz® A ... A dx"

Remarque 1.3.1. La forme volume ne dépend pas du choix de la carte.

Exemple 1.3.1. 1. On considere la variété R muni de la métrique euclidienne

(gij) = da® + dy?

w = 1\/det(g;;)dx" A dz?® = dx' A da?
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en coordonneés polaires :
g = dr* + r*df?

et
w=rdr \df

2. On considére la sphére S muni de la métrique

g = df* + sin® 0d?

w = 1/det(g;;)d0 N\ dp =| sinf | df A dy

Proposition 1.3.4. Deuzieme expression locale de la divergence
Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors pour tout X € H(M), localement on a :

divX = \/ﬁaii(\/det(gij))(i) (1.15)

Lemme 1.3.1. Soit (M, g) une variété Riemannienne, alors localement on a :

T (V2(00) = ett) 3T (1.16)

Preuve du lemme 1.3.1 :
De la formule de Kozul, on obtient :

donc

e 10 9 oy 9 o
gl = 2<8xi (grt) + oz, (915) Bz, (9i5))

d’ou :

9]
Tigij + Tign = %(gu) (1.17)
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En utilisant Pexpression explicite du déterminant et la formule (1.3.1) on a :

1 0
5o (y/det(a,) 2W(m< )

zm Z glo (1)- gno(n))
= Z Z gla 0 A Y9jo(§)---Gno(n)
2\/ det(gw 8 !

UES]l

1
- U F sSo F s GJno(n
QWZZZ 91 kjg @+ ka()g]) Gno(n)

€Sy j=1 s=1

1
2\ /det(g) ZZZ& 7)9100)-+-(Fijs0())---Gnotm) +

€Sy j=1 s=1

1
QW Z ZZ 910 Fka( )gsy) -Gno(n)

O'ESnj 1 s=1

1
N ZZZ )00+ (L9105~ Gnat +

j=1 s= IUGSn

1

j=1 s=1 o0€S,

1
= 5 \/WZZF D £(0)91001) - Gsog) -+ Gnotm) +

jlsl o€Sn

1
QWZZP Z gla(l) “Yso(j)---Gno(n)

7j=1 s=1 oESH

= Z Z T3, Sidet(g,5) + T3, 63det (g;5))

2\/det9w =1 s=1

= —— 2l 5det ;
det(gij) Z (931

= 4/ d@t(gu> Z FZ]
j=1

Preuve de la proposition 1.3.4
Par défintion on a :

div(X) = Z%f+22xjrjj
— Or;
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en utilisant le Lemme 1.3.1, on obtient :

div(X) = detg w/det Gij Z o —l—ZXﬂ/det Gij ZF
ij
/ 8X’ T
= det gU det gm Z 8[EZ d@t(gl])X )
= T 2 X

en utilisant la convention d’einstein, on déduit que

1 0

v det(gi;) Oy,

div(X) = ——(1/det(gi;))

1.3.4 L’operateur Laplacien sur une variété Riemannienne

Définition 1.3.4. Soit (M, g) une variété Riemannienne, l'opérateur Laplacien sur M est
défini par :
A:C®(M) — C*°(M)
[ A(f) = div(gradf)

Propriétés 1.3.2. Soit (M, g) une variété Riemannienne. pour tout fi, fo € C*°(M), on a :
L A(fi+ f2) =Af +Af
2. A(fi.fa) = L fi + filfo + 2g(gradfi, gradfs)

Preuve : 1)

Alfit fa) = div(grad(fi + f2))
= div(grad(fi) + div(grad(fs)
= A(f) +A(f)

2) En utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et la formule X (f) = g(gradf, X),
on obtient :

A(fi-f2) = div(grad(fi.f2))
= div(fogradf; + frgradfs)
= div(fagradfi) + div(figradfi)
= fAfi+ [iAfe +2g(gradfi, gradfs)
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Proposition 1.3.5. (Premiére Expression locale du Laplacien)
Soit (M, g) une variété Riemannienne et f € C®(M), alors :
i O°f of
A(f) = g" —TF 1.18
() =6 G~ i) (115)
Preuve : On a :
A(f) = div(grad(f))
a , ., Of o Of
— _Z (qm ) e qgfm 2L
ox; (g axm) i 0T,
a , .. 0f o Of :
—  _Z (ym e, g™ im 1.19
ox; (9 )8a:m g 0T, +9 0x;0x,, ( )
de la formule : '
glpgpk = 5ki
on obtient : 9 5
ip — _ 4P
ar. (9%)gpr = =9 oz, (9pk)
d’ont
g , ’ 0
7 (tm — W km
59" 979" 5~ (o)
= —gP (T, + Tgp)
= —g"T0 — gemll (1.20)
en substituant (1.20) dans (1.19), on déduit :
) af . Of ) 82f
A —  _grpm o ksz m
) ) 82f af
— (., ,im —_Tm
g (gng 8331837771 zpa$m)
w02 of
— P m _ pm Z)
g (&Uﬁxm P P &Um)
2
= (2o
O0x;0x, POx,,
O
Proposition 1.3.6. Deuziéeme expression locale du Laplacien
Soient (M, g) une variété Riemannienne et f € C*(M), alors :
1 0 af
A(f) = ——— = (\Jdet(gi;) =2 1.21
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La preuve découle directement de la proposition 1.3.4.

Exemple 1.3.2. R™ muni de la métrique euclidienne. Si f € C®(R") et tout X = (X!, ..., X") €
H(R™), alors :

0 0
gard(f) = (555 € i)
— 90X’
div(X) = Z o
A = Y27

Exemple 1.3.3. Soient S? la sphere muni de la métrique gg = df +sin? Ody en coordonnées
sphérique et f : 8> — R est une application de classe C™, on a :

g1 =1, g1a=go1 =0, gop =sin’0

If, =0, I'% =0, I'y, = —cosf.sinf, I3, =0

en utilisant la formul (1.18), on obtient :

)
= g9 — k2L
_O*f 1 0%f of
062 - sin? § Op? oo 9%

1.4 Le fibré Inverse

Définition 1.4.1. Soient (M, g), (N, h) deuz variétés Riemanniennes et p : (M, g) — (N, h)
une application différentiable. On note :

QD_I(TN) = {(ZL’, U)/ZL’ S M7 (S Tcp(x)N}
munt de la projection canonique :

n:¢ ' (TN) — M

(5,0) — n@v) =2

@ Y (TN) est appelé fibré inverse (ou pull-back) induit de TN par .

Définition 1.4.2. Une variation de Uapplication ¢ : M — N est une famille
or: M x (—€,¢) — N, e>0

telle que :

Yo =@
Opt(z
2682 | o= v(x) € Ty N
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Remarque 1.4.1.

o:M —s ¢ Y(TN)

ot "=°

est une section de ' (TN).
Inversement si N une variété complete, alors pour tout V € T'(o ' (TN)), il existe

() = ETPy(x (tV)
tel que :
O ()
ot

Proposition 1.4.1. Si N est une variété complete et ¢ : M — N est une application C°,
alors tout section o € ¢~ (T'N) est de la forme :

|t:0: Vx

o: M —s ¢ YTN)
Opi()
ot

Définition 1.4.3. (Métrique sur le fibré inverse)
La métrique sur le fibré inverse o= (T'N) est définie pour tout V,W € T'(¢~1(T'N)) par :

x li=0€ To(@) N

< V, W >,= hw(z)(‘/;c, Wx)
onxr €M

Définition 1.4.4. (Connezion sur le fibré inverse)
Soient M, N deux variétés différentiables, VY une connexion linéaire sur N et ¢ : M — N
est une application C*. La connexion inverse est définie par :

V? . I(TM) xT(¢ Y (TN)) — T(p *(TN))
(X,V) — VXV

tel que : B
(VEV)e = (V%(X)V)w( )

o V € H(N) est un champ de vecteurs verifiant Vop=V.

En coordonneés locales, si X = Xia%i et V =y« aﬂ, alors
_ 9 VYL 9 8P 0
NooV)ew) = X A9 Xiva Tl
(Vdgo(X) )<P( ) axz 83/’8 ay + ax a,ﬁ’ayry
0 o~ 0 64,0 0
= X' « X F7 1.22
-0 0 8g0 8
= X' X2 yory
P I PR T el

L ’équation (1.22) montre que la connezion V¥ est bien définie .
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Proposition 1.4.2. Soient M, N deux variété différentiables, V™ une connexion linéaire sur
N et p: M — N est une application C*, alors pour tout X, Y € T'(TM) on a :

Vidp(Y) = Vido(X) — dp([X,Y]) = 0 (1.23)

Définition 1.4.5. (Seconde forme fondamentale)
Soient (M, g), (N, h) deux variétés Riemanniennes et p : M — N est une application C™.

La second forme fondamentale de ¢ est la dériveé covariant de la 1-fome dyp noteé 6dg0 et
définie pour tout X, Y € I'(TM), on a :

Vdp(X,Y) = (Vxdp)(Y) = Vidp(Y) — dp(VYY) (1.24)

Remarque 1.4.2. De la formule (1.23), on déduit que la seconde formr fondamentale est
sumétrique, pour tout X,Y € I'(T'M), on a :

Vdip(X,Y) = Vde(Y, X)
Proposition 1.4.3. Si p: M — N,¢p: N — P sont deux applications C'*°, alors :

Vd( o p) = di(Vdy) + Vdi(dyp, dp)

Preuve : Des défintions de la connexion pull-back et la seconde forme fondamentale, on
a pour tout X, Y € I'(T'M) :
Vd(o@)(X,Y) = V{¥di(de(Y)) — d(dp(VYY))
= ng(d@(X))d¢(d¢(Y)) - d@/)(dSD(Vg(JY))
= VY dild(Y)) — di(dp(VAY)
= Vdy(dp(X),dp(Y) + d (VY xdp(Y)) — dip(dp(VYY))
= Vdy(dp(X), dp(Y)) + d (Vi de(Y) = dp(VY))
= Vdy(dp(X),dp(Y)) + di(Vdp(X,Y))



Chapitre 2

Application harmoniques et
bi-harmoniques

Le but de ce chapitre est d’introduire les notions d’applications harmoniques et biharmo-
niques entre variétés Riemanniennes.

2.1 Application harmoniques

Définition 2.1.1. Soit ¢ : (M,g) — (N, h) est une application de classe C* entre deux
variétés Riemanniennes de dimension m et n resppectivement. On appelle la densité de o
l'application

e(p) : M — Ry

définie pour tout x € M par
1
e()(@) =5 [ duip [

ot | dyp | est la norme de Hilbert Schmidt de la differentielle d,p de ¢ au point x.
Si{e;}1<i<cm est une base orthonormée de T, M, on a

‘ deO |2 = t?“gQO*h
— Z h(d,e(e;), dyp(ei))
=1

Si{zi}rcicm et {y* hi<icn sont les coordonneés locales autour de x € M et p(x) € N respec-
tivement, alors

1509 aSOﬁ
| dop = 07 5= o 55 |o has(0(2))

L’énergie de lapplication ¢ sur un domain compact D dans M est définie par

1
E(€07D):/e(@)vg:§/ |dac90 |2 Vg
D D

Une variation de application @ est une application de classe C*°,
¢p:MXx(—ee) — N , €>0
(z,t) — wu(z)
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telle que (p¢) est une famille des application de classe C™ sur M, et oy = .
Soit v € T(¢'TN) définie par

o) = Sale) leo

— 0,4

>£Mm€%mN

Définition 2.1.2. Application harmonique.
Une application ¢ : (M, g) — (N, h) de classe C* est dit harmonique si

d
—E(pt, D) |1=0=
Bl D) lizo=0

pour toute domaine compact D dans M et tout variation (¢;) a support inclue dans D.

Proposition 2.1.1. (Premiére variation d’energie).
Soient ¢ : (M,g9) — (N,h) une application différentiable et (¢¢) une variation de ¢ a
supports inclu dans D. Alors

d

EE(%»D) lt=0= —/Dh(UvT(SO))Ug‘

ot v(z) = Zpy(x) |i—o et T(p) = tryVdy est le champ de tension de Uapplication .

Preuve : Soit {e;} une base orthonormée sur M et {4} base sur (—e, €), alors {(e;, 0), (0, %)}

est une base locale orthonormée pour la métrique diagonale sur la variété produit M x (—e, €),
et on a le crochet de Lie [(e;,0), (0, 4)] = 0, pour tout i = 1,...,m on a dé(e;,0) = dip(e;) et

d 7 dt
d¢(07 E) =v.

En effet, remarquons que
do(e;,0) : M x (—e,e) — TN

do(€i,0) w0y = dedo(es|s) + dopo(0) formule de Leibnis
= dx¢0(€z|x)

d
= o )limo

= v(z)
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avec ¢o(z) = ¢(x,0) et ¢, (t) = ¢(x,1). Donc,

d 1d
7 E(py, D) 1= = T Dh(dsﬁt(ei)»@t(ez‘))vg lt=0
1d
= 37 Dh(d¢(€i,0)7d¢(€i»0))vg |i=0
1

d
- _/ Z1Udo(ei; 0), dd(es, 0)) [i=o v
WV, 4 dd(ei, 0), di(ei; 0)) li=o Vg

AV, 000, ), d0(es, 0) o vy

I
o\c\u\

h(VfL(ei)v, dp(e:))vg
= / h(VZuv,de(e;))v,
D
soit w(*) = h(v,dp(x)), 1-forme sur M, alors

divw = (V,w)(e;)
= e;(w(e)) —w(Vee;)
= ei(h(v,dp(e;))) — h(v,de(Ve,e:))
= W(VZv,dp(e)) + h(v, 7(¢))

et comme |[ p divwug = 0, on obtient

GED) o= = [ b,y

Ul
Théoréme 2.1.1. Une application différentiable ¢ : (M, g) — (N, h) est harmonique si et

seulement si T(¢) =0

2.1.1 Exemples d’applications harmoniques

Exemple 2.1.1. Tout application constante ¢ : (M, g) — (N, h) est harmonique

Exemple 2.1.2. Le seconde forme fondamentale de application identité
Idy : (M, g) — (M, g) est nulle, car Idy; est totalement géodésique, donc Idy; est harmo-
nique.

Exemple 2.1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne. Pour tout fonction f : M — R et



2.1 Application harmoniques 31

(e;) une base ortthonormée sur M on a

T(f) = tr,Vdf
= Vdf(ei,ei)
= V6df(e:) — df (Ve
= eile(f) = (Ve (f)
= ¢g(Ve,gradf,e;)
= div(gradf)
= A(f)

Exemple 2.1.4. Soit R" muni de la métrique canonique gy et soit ¢ : (M,g) — (R", go)
une application différentiable, p(x) = (©*(2),...,¢"(x)), d’aprés la formule (1.18) et comme

¥Tl;=0,0na
2 o a
— g v f _aiplf,w_
(¥) =9 (6xi8xj Oxk Y >8y7 oY

c’est a dire,
T(p) = (A(@Y), .., Al¢™))

Exemple 2.1.5. Soit M = (a,b) un intervalle sur R. Alors le courbe v : (a,b) — (N, h) est
harmonique si
PV N pa DAY
pe &9 _
a TR a

donc, v est harmonique si et seulement si c’est une géodésique.

Exemple 2.1.6. Soit l'application de Hopf
$: 8% — 2

ot (a,b) = ka+1b et o : [0, 5] — [0, 7] telle que a(0) = 0 et a(F) = 7.
Soient,
ggs = ds* + cos® sda® + sin? sdb?

la métrique Riemannienne sur S° et
he = do? + sin? ady)?

une métrique Riemannienne sur S%. On a

=0 eg=_L 0 o 10 5 3
{e1 = 5,60 = —5-.e3 = 5-5;} est une basee orthonormée sur S°.

{fi= 8%7 fo= ﬁ%} est une basee orthonormée sur S2.
dg(er) = o'z

dd(ez) = zss 3y

do(es) = 557y

Ve er =0
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Ve,0 = tans 88
Ve, 63 — cot 3
Ve o =0
va(?p = sinacosa%
( ) o 8
2
VE,dp(es) = ~Eingena o
in o]
83d¢(€3) - SCOSQCSOSQ%
ou o = Z—OS‘. En remplacant dans [’expresion
3
T(¢) =) {Vido(e:) — dp(Vee:)}
i=1
on obtient

k2 2 0
cos?s  sin? s)> dav
Exemple 2.1.7. Soient N une variété Riemannienne et M une sous-variété de N.
Sii: M — N est l'inection canonique, alors la sous-variété M est minimale si et seulement
si i est harmonique. En effet

m(¢) = (a”(s) + o/(s)(cot s — tan s) — sin a cos o

Vdi =
d'ou, (i) = H
Exemple 2.1.8. Soient (M, g) et (N,h) des variétés Riemanniennes. Si o : M — N est

une plongement régulier isométrique, c’est a dire, ¢ est une plongement régulier tel que pour
toutpe M, X,Y e I'(TM) on a

9p(Xp, Yp) = () (dp(X), dip(Y)).

Alors, (M) est une sous-variété de N, de plus p(M) est minimale si et seulemet si ’appli-
cation o est harmonique.

En effet, si V¢M) est la connexion de Levi-Civita associée a la métrique induite por h sur
©(M), et B désigne la deuxieme forme fondamentale de (M) sur N, alors

B(dp(X),dg(Y)) = (Vi xde(¥))*
= ViLaode(Y) = (VX ode(Y))"
= Vidp(Y) — Vi dp(Y)
= V§dp(Y) — dp(VYY)
Vde(X,Y), X,Y e T(TM)

Soit (e;) une base orthonormée sur M, comme application ¢ est isométrique, on a (dp(e;))
une base orthonormée sur o(M), d’ot

H = traceB (courbure moyenne)

= B(dp(e;), dp(ei))
= Vdp(e;,e;)

= 7(p).
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Exemple 2.1.9. Soit M une variété Riemannienne et g la métrique Riemannienne induite
sur la sphére unitté S™ par linjection canonique i : S™ — R Soit ¢ + M — S™ une
application de classe C™, posons ) = i0 ¢ : M — R alors ¢ et harmonique si et
seulement si

T(Y) =~ [dy [P
En effet,
T(¢) = (i 0 p) = di(7(p)) + trVdi(de, dp),
donc, ¢ et harmonique si et seulement si

() = trVdi(dy,dy)
— ZVdi(dgo(ei),dQO(ei))

ot (e;) est une base orthonormée de T,M,x € M,

n+1
0

(W) = = gldple),dp(e:)) Ny~ ou N = in@xi
Py =1

= —Z |do | 9(z)  (Ny@) = ¥(x))

= —|dp [ ¥(z)
= —|dv [ ¥(2)

Remarque 2.1.1. La composée de deux applications harmoniques n’est pas en général une

application harmonique. En particulier si ¢ est totalement géodésique c’est a dire (Vdiy = 0),
alors 1 o ¢ et harmonique.

Exemple 2.1.10. Soit la application ,
¢: (R, dr?) — (R",dz*+ dy?)
r — (z,0)
on a,

0’z 0°0
7(90) = (E’@)

=0

et soit ’application,
G (RYda® +dy?) — (R, dZ?)

(z,y) — 2" =y’

on a,
T(¥) = A()

0? o?
v 0
dz?  dy?
= 2-2=0
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alors les deuz application ¢ et 1) sont harmoniques, mais la composée,

Yoyp: (R dr?) — (R,dZ?)

CL’P—>CL’2

n’est pas harmonique car T(¢ o ) = 2

2.2 Applications conformes

Nous rappelons d’abord la définition des applications conformes et quelques propriétés.

Définition 2.2.1. Soient (M™,g) et (N™, h) deux variété riemanniennes, une application
¢ € C®(M"™,N") est dite conforme s’il existe une fonction X\ : M — R de classe C* telle
que pour touts XY € T'(TM) :

h(dp(X), dp(Y)) = Ng(X,Y)
La fonction \ est appelée la dilatation de ¢.

Remarque 2.2.1. I| est immédiat que [’énergie d’une application conforme est égale a
1 1
e(¢) = = | do |*= =n\?
(6) =5 | do ['= §

et le champ de tension est donné par :

7(¢) = (2 — n)do(gradln \)

Corollaire 2.2.1. Soit ¢ : (M",g) — (N",h) une submersion conforme, alors ¢ est har-
monique si et seulement st n = 2 ou la dilatation \ est constante.

pour la preuve (voir [23] )

2.3 Applications biharmoniques

Soit M = (M™,g) et N = (N", h) deux variétés Riemanniennes, et soit ¢ : M — N une
application différentiable. La bienergie de 'application ¢ sur un domaine compact D dans M
est définie par

B D)= 5 [ 17(0) P vy

ou 7(¢) est le champ de tension de 'application ¢ et v, est la forme volume sur M associée
a la métrique g.
Définition 2.3.1. L’application o : M — N est dite biharmonique si

d

%EQ(%J D)lt:o

pour tout domaine compact D dans M et pour toute variation (p;) a support inclu dans D.
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Proposition 2.3.1. (Premiére variation de la biénergie).
Soit ¢ : M — N wune application différentiable et {p}ier, I =] — €, €[, une variation de ¢ d
support inclue dans D. Alors

%E2((Pt;D)|to :/Dh(U,TQ(SO))Ug

ot v(x) = %gpt li=o et

7a(p) = try(V#)*7(p) + try RV (7(0), dp)dy

est le champ de bitension de Uapplication ¢. O, try(V¥)*r(p) = VEVET(@) — VéyeiT(w)
try RN (1(),dp)dp = RN(1(p),dp(e;))dp(e;) et RN désigne le tenseur de courbure de la
variété N.

Preuve : Soit {¢;} une variation de ¢ a support inclu dans un domaine compact D de

M, on a
d 1d
ZBy(¢y, D), = ——
dt 2(S0t7 )|t:0 2dt D

et pour tout (x,t) € M x| — ¢, €[, on a
Vd¢((el7 0)7 (ei7 0))(Ji,t) = T(gpt)ﬂf

%%h(vaz(b((ei? 0)7 (eiv O))a Vd(b((ei? 0)7 (€i7 O))) |t=0: h(V?O7%)Vd¢<<€¢, 0)7 (eiv O>)7 Vd(b((ei’ 0)7 (€i7 O)))
et

h(T(p0), T(¢1))vg

Vi 2, Vdo((€:,0), (e,0) = V{4 {V, 0d0((€:,0)) = dd(V e, 0)(ei, 0))}
- v?&%)v?@ivo)dgb(ei’ 0) — v?o,%)dgb(v(em)(ei» 0))
_ RO, %), (66, 0))d6(e1,0) + V2, V2 o d6(e:,0)
V10,8099 0 = Vo 0)d0(0 %)

comme [(0, 4), (¢;,0)] = 0 et on pose V., (e, 0) = (V¥e;,0) en (z,0), donc

V0 VA6(e:,0), 6:,0)) = RO, ). (e1,0)d(es,0) + VY, V2, do(0, )
d’ou,
WV, 4 V(€1 0). 1,0)), Vdo((e0,0), (¢,0))) o = A(R(v. dp(en))dp(e0). 7(9)) + h(VE Vv 7(¢)
= h(R(dp(e;), (), dp(e:) + ei(h(VED, T(9)))

—h(VZv,VET(p))
= W(R(1(p),de(e;))de(e;),v) + ei(h(VEv, T(p)))
—ei(h(v, VET(9))) + h(v, VEVET(0))
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si on pose w(.) = h(V¥u,7(p)) et n(.) = h(v, V¥7(p)) deux 1-formes sur M, alors

divw = ei(w(ei))Zei(h(vfivaT(S@)))
divn = Gi(n(ei)):Bi(h(vavéT(@)))

%E2(90t>D)t=0 = 1/ C‘Zth( (©:), (1)) |e=0 vy
/ {h(tryR(1(p),dp)de,v) + h(tr,(V?)1(p),v) v,

= [ haleow,)

O
La premiére variation de la biénergie nous permet de caractérise les applications biharmo-
niques

Théoréme 2.3.1. Une application différentiable ¢ : (M,g) — (N, h) est biharmonique si
et seulement si

Ta(p) =0

Remarque 2.3.1. Soit lapplication ¢ : (M, g) — (N, h) et (U, x"), (V,y*) deuz carte locales
en p dans M et en p(p) dans N respectivement. Alors :

N
027 orer? N 290ﬁ N 0p°0 17,
@) = 9 (G + 2 o0+ G o0 4T i
orPorr N N M oo 0% N Op“0pP N 0
re.re — Fk a9 )Y : : o )_
e Dxidgi P ve <0$1 T OxK as) =7 Oxidxi P ) Oye o
ot 85890
N
& _ Al 0¢°0¢°
T =AY+ FB& o0xiozI
2) Uapplication ¢ et biharmonique si et seulement si 7(p) € kerJ,, ot
J, i T (TN)) — (g '(TN))
Vo J, (V) =tr,(V?)?V + tr,RY(V,dp)dp
2.3.1 Exemples d’applications biharmoniques
Exemple 2.3.1. Tout application harmonique et biharmonique.
Exemple 2.3.2. Considérons application différentiable :
p: (Mg — R
p — )= (P ¢" b))
Alors 15(0) = (12(ph), ..., T2(™)) donc ¢ biharmonique si et seulement si les applications

w1 =1,...,n sont biharmoniques.
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Exemple 2.3.3. Le simple exemple d’une application biharmonique, les polyndémes de degrés
3 et 2 sur R

Exemple 2.3.4. Soit 'application :
2 (Mag) - (Snah)
@ et biharmonique si et seulement si :

trg(V)*7(p) + 2e(p) (@) — trah(r(y), dp)dp = 0

En effet, remarque que la sphée unité S™ a courbure constante égale a 1 d’ou d’aprés la
formule :

On a:
trg R (1(), dp)dp = try(h(de, d)T(0) — h(T(p), de)dyp)

= | dy > 7(p) — tryh(1(), dp)dyp
= 2e(p)7(p) — tryh(r(v), dp)dp

Exemple 2.3.5. Soit M™ ' une hypersurface de la sphére unité (S™, h), alors l'injection
canonique i : M"t — S™ munie de la métrique induite g est biharmonique. En effet on a :

(1) = tr,Vdi=tr,B=H
(i) = try(V)*H + tr,RY" (H, di)di

est
H=(1-nN.
Alors, pour une base orthonormée {e;}~' sur M avec (V¥e;), =0,2 € M on a :
trg(V'?’H = (1-n)VLVIN =(1-n)VZ' VN =(1-n)V:'¢
(L—n)((VZe) +(VEe)")
= (1-n)H+VYe)=(1-n)H
et, comme S™ est courbure constante on a :
tryR" (H,di)di = R° (H,di(e;))di(e;) = R (H,&)é;
= (n—1DH—(1-n)gN,¢e)e; = (n—1)H

d’ot : T5(i) =0



Chapitre 3

(Géométrie des variétés Produits

3.1 Variété Produit

Introduiction :
Soient (M, g) et (N,h) deux variétés Riemannienne, le produit tordu M X N munie de
la métrique G2 = g + (for)?h ou f est une fonction positive sur M, appelée fonction de
distorsion. La notion du produit tordu joue un réle important dans le domaine de la géométrie
différentielle et celui de la physique.
Dans ce chapitre, on s’interesse aux variétés riemannienne produits et les variétés produit
tordus. On calcul les connexions, les Tenseurs de Torsion et de courbure, ainsi que l'opérateur
Laplacien et bilaplacien .

e Notion de Variété Produit.

Définition 3.1.1.  Soient M et N deux variété de classe C* le produit M x N munie de
atlas W défini par

W = {(U xVipxo¢) /[ (U)e€atl(M),(V,¢) € atl(N)}

est dit variété produit

Propriété 3.1.1. St M et N sont deux variété différentiables, alors

1. Les deux projections m: M X N — M etn: M X N — N sont des submersions.

2. Pour tout (x,y) € M x N le sous-espace M x {y} et {x} x N sont deux sous-variétés
de M x N.

3. Pour tout (z,y) € M x N on a :

ToyyM x N = T,M x T,N
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4. Soient X et'Y deuzr champ de vecteurs sur M et N respectivement, le couple (X,Y)
défini par

(X,)Y): MxN — TMxTN
(z,y) — (X&,Y))

est un champ de vecteur sur la variété produit M x N

Remarque 3.1.1.  Les applications

X — X =(X,0)

H(N) — H(M x N)
Y +— }/}:(O,Y)

définissent des relevement de champs de vecteurs a H(M x N) tel que :

d(x’y)W(X) =Xorm et d(x’y)n(X) =0
d(z,y)n(?) =Yo n et d(x’y)ﬂ(?) =0
Proposition 3.1.1.  Soient X1, Xy € H(M), Y1,Ys € H(N), f € C®(M) et g € C®(N)
on a:
1) Xi(for)=(Xi(f))om et Xi(gon) =0
2)Yi(gon) = (Yi(g))on et Yi(fom) =0

[3/{\/17 E{Q] = ([Xh X2]7O)
94 191, 93] = (0., )

[Xb }/}1] =0
4) JXi=(fomXy et g¥i = (gonV
Remarque 3.1.2. Si (8%1, ...... , %) et (8%17 ...... , %) sont deux base locales des champs

de vecteurs relativement aux cartes (U, p) et (V, 1)) respectivement alors

9 0 9 0

TR T .
est la base locale de champ de vecteurs sur M x N relativement a la carte
(UxV,px)eatl(M x N)
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Proposition 3.1.2. Soient Sy, Sy deuz tenseurs de type (0,7) ou (1,r), alors S; = S, si et
seulement si, pour tout X1,.., X, € H(M) et Y1,..,Y, € H(N), on a

510?/17 )3\(_7/") = SQ(%, 7:)_(\_;‘)
et N N R R
S (Vay s V) = Sy(Va, o V)

La Connexion Lineaire

Proposition 3.1.3.  Soient VM) et VV) des connexions linéaires sur (M,g) et (N,h)
respectivement, alors il existe une unique connexion linéaire produit V sur M x N telle que
pour tous X1, Xo € H(M) et Y1,Ys € H(N), on a

V(X17Y1)(X2a}/2) = (Vé\ng%()) + (0, V%Yg)
Vel = (0.V31)

Vgl = VypXy=0

Le Tenseur de Torsion

Proposition 3.1.4.  Soient T et Ty deux tenseurs de torsions sur M et N respectivement,
alors le tenseur de torsion sur M x N defini par

T = <TM,0> + (o,TN) - (TM,TN>

Preuve : Par application de la Proposition 3.1.2, si X7, Xy, € H(M) et Y1,Y, € H(N) on

T(X1,Xs) = VgXo— VX —[X1, X))

- (v)f‘éXQ,o) - (vﬁgxl,o) . ([Xl,Xg],O>

_ (v%xg — VY X — (X, X)) 0)

_ <TM(X1,X2),O>

= (T, Tw)(X1, Xo)

et
T(V1,Va) = VgVs— VeV — [V, V)]

= (07w (1. Y2)
= (T, Ty)(V1.12))
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Le Tenseur De Courbure

Proposition 3.1.5.  Soient Ry et Ry sont deux tenseurs de courbures sur M et N res-
pectivement, alors le tenseur de courbure sur M x N est donné par

R = (Ry, Ry)
Preuve : Méme démonstration que celle donnée dans la Proposition 3.1.4
Remarque 3.1.3.  De la proposition 3.1.4, on déduit que la variété M X N est sans torsion

si et seulement si les variétés M et N sont sans torsion.

3.1.1 Meétrique Diagonale Produit

Définition 3.1.2.  Soient (M, g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes de dimension m
et n respectivement, alors la métrique Riemannienne produit sur M x N est definie par

G=mn"g+n"h

oum:MXN — Metn: M x N — N désignent la premiére et la deuxieme projection
canonique.

De la Définition 3.1.2, on déduit la propositin suivante

Proposition 3.1.6.  Pour tout X1, Xo € H(M) et Y1,Y> € H(N) on a

) = g(X1, Y1)+ h(X2,Ys)
G(X1,X2) = g(X1,Xa)
Y2) = h(Y1,Y2)
) = 0

ot X = (X,Y1) et Y = (X3, Ya).

Proposition 3.1.7.  Soient (M, g) et (N, h) deux variétés Riemanniennes de connezxion de
Levi-Civita VM et VY respectivement, alors la connexion de levi-civita sur M x N associé

a la metrique produit G = g + n*h conicide avec la connexion définie dans la Proposition
3.1.3, i.e :

Vi = (VA Y1,0)
VY = (0, VA, Y2)
VeXo=Ve X, =0

pour tout X1,Y1 € H(M) et X5,Ys € H(N).
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Preuve :
Utilusant la formule de koszul
aTTZ) - YT (60 7) 7 (65, 2) - 7(605.7)
(7 5. 5) + 6(7 . 5) - (%15, 7) |
- %{Xﬂgm, 20) + Vilg(X1, 20)) = Zug(X:, )
+9(2y, [ X1, 1)) + 9(Y1, [Z1, Xa]) — g(Xy, Y3, Zl])}
= 9<V)AéY1,Z1>
- G((v%}q,O),Z)).
° G(V;{lﬁ,Z) = 0.
¢ G(VgYaZ)) = 0.
e A SR A IR ACE XA BACERS)
(7 5. ) (7 2. ) - (5 5.7}
- %{Xg(h(n, %)) + Y3 (h(Xs. 22)) = 25 (h(X2,Y5))
+h(2,[X0,Ya]) + (Y2, [ 22, Xa] ) = B (X, [YQ,ZQJ)}
= (Vi %)
= G((0,VY,12). %))
«G(VehaZi) = G(Vgh) =G(Vgh, Z1) = G(Vg T Z) =0
VX1, Y1, Z0 € H(M) et Xo,Ys, Z, € H(N) 0
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3.1.2 L’Opérateur Laplacien
1)Si I € C®(M)etly e C°(N), alorslyor € C°(M x N) et lyon e C°(M x N)

M x N-— M

l
NL

R

Mx N-L1—=N

l

R

a: MxN — R
(z,y) +— a(z,y)

est une application de classe C*°, alors

ay: M — R
r — afz,y)
a, N — R

y — afz,y)
sont des applications C'°.

On cherche a calculer le Laplacien des applications [; o 7, [y o, et a. On a le résultat
suivant

Proposition 3.1.8.
A(lyom)=Ap(l}) o

A(lz0n) = An(lz) o
(Aa)(z,y) = (Amay) (@) + (Avas)(y)

Démonstration.  Soient (ey,..,em) (resp (€m1, .., €min)) une base orthonormale locale de

~

champs de vecteurs sur la variété Riemannienne (M, g) (resp (N, h)), alors (€1, .., €my €mats - Emin)
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est une base orthonormale locale de la variété Riemannienne produit (M x N,G), et on a

A(a) = trace(Vda)

m n+m

= Y (Vada)@) + Y (Vada)(@)
= D (EE(@) = Y ([da(Vad) + D7 @E() = Y_(da(Vad)
= > {(eleda) — day (Ve } + 3 {(eeilan) - dan(Vie) |

= Aup(ay) +An(ay)

3.2 Produit Tordu de Variétés Riemanniennes

Définition 3.2.1.  Soient (M, g)et (N, h) deuzx varietes riemanniennes de dimension m et
n respectivement et f € C°(M) une fonction strictement positive. La variété produit tordu
M X2 N est definie comme étant la variété M x N munie de la métrique G telle que

Gp=1"g+(fo T)*n*h
oum:MXxXN— Metn: M x N — N désignent les projections canoniques.

Si X,)Y e HM x N) on a

G (X, Y) — g(dﬂ(X),dﬂY)) +(fo 7r)2h<dn(X),d77(Y)>

Remarque 3.2.1.  Relativement a des cartes locales (U, z") € atl(M) et (V,y") € atl(N),
la matrice associée a G2 est donnée par

Gij 0
0 f* hy
gl 0
< 0 f—2 . hlk: )

La connexion de levi-civita de M X ;2 N peut étre maintenant rapprochée a celle de M et
de N comme suit.

et la matrice inverse

3.2.1 Connexion de Levi-Civita de la Variété Produit Tordu

Proposition 3.2.1.  Soient (M, g) et (N,h) deuz variétés riemanniennes. Si V désigne
la connezion de Levi-Civita associé a la variété produit (M x N,G), alors la connexion de
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Levi-Civita ¥V asoociée & la variété produit tordu (M x g2 N,Gy2) est donnée par
v/ 1 2 1 2 1 2
VxY = V¥ + 5 X () (0.0) + g ¥i()(0.X2) = (X, Ya) (grad( ), 0)
pour tout X1,Y1 € H(M), Xo,Yo € H(N), X = (X1,Xs) et Y = (Y1, Y5).

Preuve :
Soient X1,Y1,Z1 € H(M) et Xy,Y2,Zy € H(N), on pose X = (X1,Xs), Y = (Y1,Y2) et
Z = (Zy1,Z,) des champs de vecteurs sur M x 2 N. De la formule de Koszule on obtient

2Gp(VxY,Z) = X(Gp(Y,2)+Y(Gp(X,2) - Z(Gp(X,Y))

+Gp(Z,[X,Y)) + Ga(Y,[Z,X]) — Gye (X, Y, Z))
= X(9g(\V1,Z) om+ fPomh(Yy, Zy) on) +

Y(g(X1, Z1)om + f?o m.h( Xy, Z3) om) —
Z(g(le }/1) oT + f2 O W.h(XQ,}/z) O 77)
+9(Z1, [ X1, Y1]) o + f2 o m.h(Zy, [X2,Ys]) 0on
+9(Y1,[Z1, X1]) o+ f* o m.h(Ya, [Z, X5]) o)
—g(Xl, [Yi, Zl]) o — f2 o 7T.h(X2, D/Q, ZQ]) o 77

2Gp(VxY,Z) = 29(V¥YL, Z) o+ 2f2 o m.h(VA, Ya, Z5) o1y
+X1(f?) o m.h(Ya, Zs) o+ Yi(f?) o m.h(Xs, Zy) o
—Zl(fQ) om.h(Xs,Ys)on

— 2G ;s ((vﬁén,v%n),z) FR(XL(F2) 0 m.Ys + Yi(f2) 0 1. X, Zo) 01
—g(h(X2,Ya) 0 n.grad(f?), Zy) o m

— 2sz<( Yl,v Ys), )—i—sz(XL]g)ow.Yg—i—Yl](tJ; )o7r.X2,Z)
—Gp2(W(Xy, Ys) 0 n.grad(f?), Z)
d’ou
2G4 (VxY,Z) = 2Gp ((vﬁ({Yl,VQQYg) + (X;;Jj) Yy + 12(;;2) Xz

—%(h(X2, ;) o n.grad(f). 2)



3.2 Produit Tordu de Variétés Riemanniennes 46

3.2.2 Tenseur de Courbure du Produit Tordu

Proposition 3.2.2.  Soient (M, g) et (N,h) deuz variétés Riemanniennes. Si R et R dé-
signent les tenseurs de courbures de la variété Riemannienne produit (M x N,G) et de la
variété Riemannienne produit (M X2 N, G s2) respectivement, alors

E(X, Y) _ R(X, Y) = 35 { (v gradf? — 2—fQY1( f2)gmdf2,o) A, (0,X2)

—<V§égmdf2 — z—ﬂYl(fQ)gmde, 0) NG, (0, Yg)

5 f2|gradf 2(0,%:) Acy. (01@)}

(X hapY)2=Gp(2Y)X - Gp(2.X)Y

ol

pour tout X1,Y1 € H(M), Xo,Ys € H(N), X = (X1, X5) et Y = (Y1, Y5).

Preuve :
Soient X1,Y1,Z1 € H(M) et Xy,Y2,Zy € H(N), on pose X = (X1,X5), Y = (Y1,Y2) et
Z: (ZhZQ)

E(X,Y)Z - é((Xl,XQ),(Yl,YQ))Z
= ﬁ(fhfﬁ)Z + E(E,%)Z + E(@,ﬁ)Z + E()/(Z,@Z
Développant chaque terme de la derniére équation
1) E(E,ﬁ)z - é(ﬂ,ﬁ)% + ﬁ(ﬁ,ﬁ)i

0 F(ERVE = G572Vl
= v¥vY Z1 VEVY 2 — VX, v %1

= (Ru(X1,Y1)71,0
( )
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~ ~ — ~ ~ o~ ~

e PRI [Xl,mfz)?

= Vg 2 Zy — V= 212 Zy — 2f 2
2 2
=[xy + R vy
WX XY |
4f? 2f? ’
=0
de a) et b) on déduit que :
E(Z,ﬁ)z - <RM(X1,Y1)Zl,O> (3.1)
2) E(E,%)Z - é(z,fz)z + E(E,E)Z
a) ﬁ(fh Y2>71 = VeVsZ - ViVsZ - Vg ak
N 2
= Vg Z;g{; )%, - Ve VY 7
- iz 20y L,
[ N 2 2]
- 5 XA - VEA - g,
. i i
= QLf? g(V)]\égmde,Z1> — X;L(f]; )g<gmdf2,Z1> Y,

2 ~
= <2f2 [VXlgmde X;% >gmdf2} : Z1>Y2

- in (gl = 5] o) (50) ) 0)
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—~

b) E(J’E,SE)Z = VY32~ VY5 2%~ Vg 12
= h(Ys, Z X+(F2) ~
= V5 (0,V§,2) - M(grade,O) Vs ;5{; )22
X1(f%) on h(Ya, Z2) o ur
- 212 VY2Z2 - Tvxlgrade
Xi(f? h(Ya, Z
— ;;J; ) Vi Zo — h(¥2. 2,) 22 2)gradf2]
WYy, Z X,(f2) h(Ya, Z
= ( 22 Q)V)]\égmde—i- ;;J;) ( 22 2>gmdf2
WY, Zy) | om s Xa(f?) 5
- 2 vX1 a’df 2f2 df
— 1 M 2 1(f2) 2
- G(f2 <(07}/2)7(07 ZQ)) (2_f2 [VXlgTadf 2f2 df i|,0

de a) et b) on déduit

E(}Z,%)Z = sz<(2f2[VX1gradf —

~Gps ((0, Y2), (0, ZQ>> (2 72 |V gradf? -

-3t

) R(%0)2 - AT+ R(T0) 2

fi(?(;,?g)Z = 2f2 (V gmde

/Zvl — ng)?

1
XngQZl(fQ)

1
2_FZI(f2)

1

—2—ng (%)

1
2
0

~ ~

Zy —

a) E(E,g)i 6)’563,\ V=
Ve ~Vess 27

h(Y;
(0, V¥, Y2) — (2

(0.0 %) -

Xi(f?)
212

[X2,Y2]

! Z(f)X; —

X3))

h(Ys, X

WW@»@@NMQ

Xl(fQ)gradfz} ’ O)

212
() gradf?, o) N (02)  (32)

Z
1

3

(gradf?, 0)]

(f3)[X2, Yz]

fwww@rﬁﬂmmﬂﬂm

() (07 (VX,Y2) = V3, X5) — [Xg,Yz]))
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D) R(%.%)% = VgVsZ - Vg

_ |97’ch[{2|2 G2 <(0, Y3), (0, Zz)) (0,X2) — Gz ((O, X3), (0, Zz)) (0,Y5)
= (0, Ry (Xa, Y2)ZQ) — %]M|g7“adf2|2<0,X2) /\ng <O, Y2>
V<~V Zs h(Ys, Z2)

V&V (gradf2,())>

Vely = 65(\2((0,%222)—

h(Xs, VY Z,) h(Ya, Zs) =
_ N N _ ’ Yo 2 . 2y 42 - 2
_ (o,vxgang) e (gmdf ,0) ——=Vg (gmdf ,0)
X (h(Y2, Z2)) 2
_f@’wf ’0)
-~ = ~ hXs, 7
VEV@ZQ = Vg((U,VﬁQZg)——( 22 2)(gradf2,0)>
h(Yas, V. Z Xo, Zs) =
— (0.viviz) - M TRA) (g, 0) - PR G (g, o)
2V X2 2 2 2
Ya(h(Xy, Z2)) 2
_f@r‘wf ’0>
= = h([ X3, Ya], Z5)
VmZ = —(0.Vm%) + =22 (gradf?, 0)
~ radf?( f? 1
Vs (oraar0) = 0,30 = lgradrPo.x)
~ radf?( f? 1
Vs <g7“adf2,0> = %(O,Yg) = 2—J02|gradf2|2(0,Y2)

(X, VY Zy) — Xo(h(Ya, Za)) + h(Ya, VY, Z3) + Ya(h(Xa, Z2)) + W([ X2, Ya], Z2) = O

D’ou
1

E()/(\Z,?Q)Z = (O,RN(X2,Y2)22) - 4_f2

]gradf2‘2<O,X2) NG, (O,Yz) (3.3)

Y R(%0)7 = B(%0) 7+ 7(% 7))
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0 R(TT)% - Ve¥d-5Vsh - Vnnh
_ %A(v,ﬂ,{zl,O)—%Yl 2;2))(
VR Zi(f*) Zi(f? 4PN+
_ V%Zl(f2)+Y1(f2)Zl(f2) @A) NPLS) |
B 212 2 f4 212 Af4 2
[ 2 2
- m VA ) + AR 5,
- , N
— 2%02 _ — g(V%gmdfg,Zl) - Y;% )g<gmdf2,Zl> X,
f2
- _Gf2<2f2 [Vyl adf* - <fz)g df} Zl) (O X2>
b R(XoN)Z = VeVsZo-ViViZ - Vig sl
~  Yi(f? h(Xs, Z.
= Vg 12(;;)22 Ve ((O,VQQZQ)—Mgmdf?,O))
2 h
B YIQ(fj;) vy, z, - 122 Zg)gmdle
- Yl;}f;?) VX, Zo + —h(X;’ Z2) V¥ gradf?
= —h(X;’ Z) Vi‘é{growlf2 — YQ(fo) adf ]
Yi(f
= Gy ((O,XQ), (O,Zg)) <2f2 [Vylgmde 12202 >gmdf } >
De a) et b) on déduit
f?()@,ﬁ)Z Y (Vj\yfgradf — 2—ﬁ§ﬁ(f2)gradf2,0> NG, <0,X2> (3.4)

Des formules (1.5), (1.6), (1.7) et (1.8) on obtient

}N%(X, Y) - R(X, Y) = 3 { (v{‘,{gmdf - 2—fQY1( f2)gmdf2,0> NG (o,XQ)

—<VAX41gmdf2 - 2—j_12Yl(fQ)gmalfQ7 O) NG o (O, Yg)

2f2|gradf2|2<0 X2> A (0 1@)}
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3.2.3 L’Opérateur Laplacien dans le Produit Tordu

Proposition 3.2.3.  Soient (M.g), (N, h) deuzx variétés riemanniennes. Ay, Ay désignent
les operateurs laplaciens sur M et N respectivement. St

a:Mxp N — R
(z,y) — alz,y)

est une application de classe C*°, alors

Aa) = <AM(ay),O> ( fQAN(ax)> +n<day(gmdln f),O)
ot A désigne 'operateur laplacien sur la variété produit tordu M Xy N.
Pour simplifier, on écrit

A@QZAM(y+2AN(y+n@m@mmﬂﬁ

f
Preuve :  Soit {e1,...e;)} (vesp {bmi1.-.-bpim} ) une base locale ortonormale sur M (
resp N). On pose
. — ¢ = (e:,0), si i=1,...m
Y Shim = 20bi),  si i=mA 1 ntm.

Alors {(h1, ..., hyp+n } est une base locale ortonormale sur la variété produit tordue M X ;2 N.
On a

m+n

Z hi(hi(a) — (Vi hi) ().

Remarquons que l;;( f)=0,o0na

o) = fj{ Nelei><@>}+i§1{%a<a<a>>—%(%zi)(a)}
- fj{ (ei(a)) >—<<v¥ei><ay>,o>}+%g‘;{m,bxbm»—<o,<vzész-><ax>>}
mflh bi, bi)((gradf?)(ay), 0)
- <AM<;;+> f2<o An(aw) + 3 (gradf)(oy),0)
= (Awla,).0) + ? 7 (0 8n(a) + 575 (day larads?).0)

- (AM(ay) > 7 (O AN(aw)> —|—n<day(gmdlnf),0>
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De la Proposition 3.2.3, on déduit.

Corollaire 3.2.1.
— a harmonique si et seulement si

e g,y sont harmoniques ;
o day(gradlnf) =0

— Si f est constante, alors o harmonique si et seulement si o, et oy, sont harmoniques.
1.€
(Ala) =0) & (Ay() =0 et An(a) =0).
pour tout v € M ety € N.

3.2.4 L’Opérateur Bilaplacien dans le Produit Tordu
Définition 3.2.2.  soit (P,h) une variété Riemannienne. L’Operateur Bilaplacien d’une
application ¢ : (P,h) — R est defini par

A2(q) = A(A(a))

ot A désigne l'opérateur Laplacien sur la variété (P, h).

Proposition 3.2.4.

o) = 5(30)

=A<>+fA<> E

dlnf(gmdAN( )) + n(AM +

4 —
f2

QAN> <dMa(gradln f)) - PAN( a)Ap(In f)

AN( )|g7“ad1nf|2

S [Au(an(@) + Ax(au(a))] +
nf2 ;
+ndln f(grad(AM(Oz) + ndyao(gradln f)))

Preuve :

A2a) = &(&(oo)
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1) Calcul de T}
T = AM(E(Q))

= A (@) + Au(F5Ax(0)) + niy (dualgradin 1))

72
= A3 (a)+ AM(%)AN(Q) + %AM (AN(a)) + 2g <grad%,gradAN(oz)>
+nA (dMa(gradln f)>
4 2 1
= Afi(a) + g Ax(a)lgradin [~ G Ax(@)Aw(n ) + o (Av(e)
—%dM lnf(gmdMAN(a)) + nAy (dMa(gmdln f))
avec,
grad% = ;—22grad In f
1 2
AM(F) = F(2|gradlnf\2 - AM(lnf))

lgradln f|* = g(gradln f,gradln f).
2) Calcul de Ty
T2 = AN <£(Oz>>
1

= Ax(Au(a)) + Ax(1An(@) +nax((@ualgradin f))

f2
= Ay <AM(a)> + %A?V(a) +nly <dMa(gmd1n f))
%Tz = %AN (AM(Q)) + %A?v(&) + %AN (dMa(gmdln f)>

3) Calcul de T3

T, = dy (A(a)) (gmd In f)
- g(gmd(AM(a) v %AN(@) + ndyra(gradin f))  gradln f>
_ g(gmdAM(a), gradln f) n g(gmd%AN(a), gradln f)
tng (gmd(dMa(gmd In f)), gradIn f)
— dyln f(grad(AM(a)> + %dM In f(gradAN(a)>

—%AN(aﬂgmdln fI? 4+ ndy lnf(gmd(dMa(gradln f)))



3.2 Produit Tordu de Variétés Riemanniennes 54

finalement

A2a) = E(&a))

= Aj(a)+ %A?\/(@) + % [AM(AN(Q)) + AN(AM(@))} + 4}—22”AN(04)|gradln fI?
+nf—_22dln f(gradan(a)) +n (A + %A@ (dwalgradin f)) - %AN(a)AM(ln f)

T A

Applications I :

Soient I € C®(M) et ly € C*°(N) alors ljomr € C®(M xp2N) et lyon e C®(Mxsp2N)

MXf2NL>M

l
gt

R
Mxp NI N

l

R
Proposition 3.2.5.
Alljor) = Ay(l)om+ndl(gradln f)or (3.5)
Azon) = FAn()on (3.)
A2(Liom) = A2(L)om+n|Ay(dh(gradln £)) + d(In f)(gradAy (i) o w)}
+n2dlnf<g7’ad(dMl1(gradln f))) (3.7)
A(lyon) = %A?\,(ZQ) on+ 4}—22”AN(12)\gmdln fI?
—%ANU»AMW) (3.8)

Corollaire 3.2.2. Si l; et ly sont harmoniques, alors

Allyor) = ndly(gradln f)on

A(lyon) = 0.

A’(lyor) = n.Ay(dh(gradln f)) + n2dlnf<gmd(dMl1(gmdln f)))
A’(lyon) = 0.
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Corollaire 3.2.3. :

1) sily harmonique alors ly o m harmonique (donc biharmonique)

2) si f est constante alors Iy o m harmonique (donc biharmonique)

3) si ly harmonique, alors [y o7 est biharmonique non harmonique si et seulement si

dly(gradln f) # 0,
Ane(dly (gradin £)) + ndIn f(grad(dMll(grad In f))) ~0.

Applications II :
Soient Iy € C®(M) et I, € C*°(N), alors il existe « € C*°(M x 2 N) définie par :

(07 M Xf2 N — R
(z,y) — a(z,y) =L(r).l(y)

Proposition 3.2.6.

Ala) = (ngM(ll),o) + (0, %AN(ZQ)) + nly (dll(gmdln f),o)

En abreviation, on note
Ala) =1 [AM(ll) + n.dly (gradln f)] + %AN(JQ)
Aa) = 5(8(11.52))
i
IE
+%AN(l2) |:AM(Z1) + (n — 1)dl1(g7’adln f) + 11(2 — n).]gradln f’Q — llAM(ln f>‘|
+n.ly ldlnf(gmd(AM(ll) + n.dly(gradln f))) + Ay (dly(gradin f))]

= LAY (L) + 5A% (L)

Preuve :
D’aprés le Proposition 3.2.3

ﬁ(@) = (AM(%),O) + (O, %AN(QI» + n(day(gmdln f),O)

pour a(x,y) = l1(x)l2(y) on a

A(a) = A(lllg)

= (Bu),0) + (o %AN(ll.lg)) +n(d(ts ) (gradn £),0)

= (1u(1).0) + (0, 55 Av(0)) + nda(d(0) gradin £),0)

_ [AM(ll) + n.dly(gradln f)] n %AN(JQ)
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avec
grad(ly.ly) = ly.gradly + l;.gradly

Ay(lde) = L.Ay(l) + LAM(L) +29(gradly, gradls)
——

~~
=0 =0

- lgAM(h)
AN(ll'ZQ) = ll.AN(lg) + l2 AN(ll) + 2h(g7’adl1, gradlg)
N / NS v

~
=0

=0

== llAN<l2)

et D’apres le Proposition 3.2.4
£2<l1.l2) - E(z(hb))

— A2(IiD) + %A?V(zl.zg) T % [AM(AN(ll.lg)) T AN(AM(zl.zz))}
4 — 2n

2
—l—anlnf(gradAN(ll.lg)) + = An(d)lgradin f

—%AN(ZI.ZQ)AM(ln f)+ n(AM + %AN) (dM(ll-lz)(gmd In f))
+ndIn f(grad(AM(ll.lg) + ndylyla(gradIn f)))

avec

Apr(An(l11) + An(Anr(lrds)) = 284 (11).Ax(Io)

dlnf(gradAN(ll.l2)> = g(gradln f, gradAn(ly.03))

= An(la).g(gradln f,grad(ly)) + lig(gradln f, grad(An(l2)))
= An(ly).dly(gradln f)

Apn(dpr(lh.lo)(gradin f)) = lo. Ay (dli(gradin f))
An(du(l-lo)(gradn f)) = An(l2).dh(gradln f)

dIn f(grad(AM(ll.ZQ)+ndM(l1.l2)(gradln f)>> — lrdIn f(grad(AM(ll)+n.dll(grad1n f)))
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2
A(ldy) = B3.AY (L) + %.A?V(lz) + %AM(ll)AN(lg)
+nf—22dl1(g7“ad1n ).An() + %AN(lgﬂgmdlnﬂ?

_%AN(lz)AM(ln ) + nlo. A (dly (gradin f)) + %AN(ZQ).dll(gmd In f)

—i—n(lQ).dlnf(gmd(AM(h) + ndly(gradln f)))

2
— A% )+ k)
+%AN(ZQ) [AM(ll) + (n—1).dly(gradln f) +1,(2 — n).|gradIn f|* — [;Ap(In f)}

il [d In f<gmd<AM(l1) + n.dly (gradn f))) + Ay (dly (gradIn f))}

Corollaire 3.2.4. Sil; et ly sont harmoniques, alors

A(ly.ly) = nly.dly(gradln f)

A%(l1.l) = nly.|Ay(dli(gradin f)) + nd lnf(grad(dll(gradln f)))}

Corollaire 3.2.5. :
1) Sily et ly sont harmoniques alors a = ly.ly est biharmonique non harmonique si et
seulement si

ly.dly(gradln f) # 0,
Ap(dly(gradln f)) + ndlnf(gmd(dll(gmdln f))) = 0.

2) si f est constante alors o = ly.ly harmonique (donc biharmonique)



Chapitre 4

Variété Produit Tordu Généralisé

4.1 Meétrique Riemannienne du Produit Tordu Généralisé

Définition 4.1.1.  Soient (M, g) et (N, h) deuz variétés Riemanniennes de dimension m et
n respectivement et f une fonction strictement positive de classe C*> sur M x N, la métrique
Riemannienne produit tordu généralisé sur M Xy N est definie par

Gy=1"g+ (f)*nh

Gr(X,Y) = g(dn(X),dn(Y)) + (f)*h(dn(X), dn(Y))

4.2 Connexion de levi-civita de la variété Produit Tordu
Généralisé
Proposition 4.2.1.  Soient (M, g) et (N,h) deuz variété Riemannienne. Si ¥V désigne la

connezion de levi-civit associé a la variété (M x; N,Gy), alors pour tout X;,Y; € H(M),

X2, Yo € H(N) on a :

VxY = VxY + X(In £)(0,Y3) + Y(In £)(0, X,)
_%h<X2, Ys)(grady f?, %gradez)

oun X = (X1, Xp) et Y = (Y1,Y5).
Preuve :

Soient X1,Y1,71 € H(M) et X5,Y5, Zs € H(N), on pose X = (X1, X3), Y = (Y1,Y3) et
Z = (Zy,%5) . De la formule de koszul on obtient
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2G4 (VxY,Z) = X(G4(Y,2) +Y(Gy(X, 2)) = Z(G(X,Y))
+G(Z,[X.Y]) + Gy (Y, 2. X)) = Gy (X, [, Z])

= X(g(V1, Z1) om + f2.h(Ya, Za) o) +
Y(g(Xy1, Z1) o+ f.h(X2, Zo) o) —
Z(g(X1,Y1) om + f2.h(X3,Y2) o)
+9(Zy, [ X0, Yi]) o + f2.h(Za, [ X2, Ya]) 01
+9(Y1,[Z, Xa]) o + f2.0(Ya, [Z2, Xa]) 0 1)
—9(X1, Y1, Z1]) om — f2.1(Xy, [Ya, Za]) 01

2G4(VxY,Z) = Xi(g(V1,Z1) o) + 2. X5 (h(Ya, Z) o ) + X (f?).h(Ya, Z5)

+Y1(g(X1, Z1) o) + 2 Ya(h(X2, Za) o) + Y (f?).h(X2, Zo)

= —Zi(g(Y1, X1) om) — f2.Z3(h(Ya, X2) 0 ) — Z(f?).h(Y2, Xs)
+9(Z1,[X1,Y1]) o7 + fAh(Zs, [ X3, Ya]) o
+9(Y1,[Z1, Xa]) o + f2.h(Y2, [ Zo, Xo]) o
—g(X1, V1, Z1]) o — f2.h(Xo, [Ya, Z5]) o1

= 29(VX\ Y1, Z1) o + 2f* h(VY, Y2, Z2) o1
+X(f%).h(Ya, Zo) + Y (f?).0( X2, Z2) — Z(f?).h(Y2, Xs)

h
h

Graces au formules suivantes,

X(f2).h(Ya, Za) = 2X (In )G ((0,Ys), 2)

Y (f2).1h(Xa, Zo) = 2Y (In f)G;((0, X2), 2)
Z(f?).h(X2,Y2) = h(X2,Y2)G((grad f?, %gmdeQ)a Z)
Gi(VY*NY,Z) = G;((VXY1, V,Y2), (Z1, Z2))

= g(VE Y1, Z1) o+ fAR(VE,Ya, Zo) o

on obtient :

Gi(VxY,Z) = GHVNY, Z)+G(X(In £).(0,Y3), Z) + G¢(Y(In f).(0, X2), Z)

1
f2
ey (V%XNY + X (In £).(0,Y2) + Y (In £).(0, X»)

1
—Gf(Eh(Xg,Yg).(gradeQ gradeQ),Z)

1 1
~ 5P, Ya).(gradu £, Z5grad ), 7)
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Remarque 4.2.1. D’aprés la proposition 4.2.1 on a :
1. St f: (z,y) € M x N — f(x,y)) = f(x), alors

VxY = VxY + Xi(In f) (o, Y2> L Yi(n f) (o,Xg) - %h()@, Ys) (gmdM(f2), 0)

On retrouve la formule de la connexion de Levi-Civita du produit tordu.

2. Si f:(v,y) € M x N — f(x,y)) = f(y), alors

VY = ViV + Xo(ln f) (o, Yg) + Ya(In f) (o,XQ) _ %h(XQ, Ys) (0, igmdN(ﬂ))

£2
= (VY1,Vy,Y2)

On retrouve la formule de la connexion de Levi-Civita du produit des variété Rieman-

nienne (M, g) et (N, f?h), avec

Vi, Ya = VA Ys + Xy (In f)Ys + Ya(In f) Xy — h(Xy, Ya)grady In f

formule de la connexion de Levi-Civita de la déformation conforme de la métrique h
par la fonction f?

Lemme 4.2.1. Pour tout X1,Y, € H(M) et X5,Y, € H(N), on a :

1. Vix,0(Y1,0) = (VA Y1,0).

2. Vix,0)(0,Y2) = Xi(In f)(0, Y2).

3. Vi(0,x,)(Y1,0) = Yi(In f)(0, X5)

4. Vi0,x)(0,Ys) = (0V Yg)-i-)@(lﬂf)(() Ys)+Ya(In £)(0, Xo)— h(Xg,Y'g)(grade2,#gradf2)
Proposition 4.2.2. Pour tout X;,Y; € H(M) et X5,Ys € H(N), on a :

E((Xho)v(yho))(ZlvO) = leo)v Y1,0 (Zla ) V(Yl (Zlv ) [Xl Y11,0 )(Zlvo>
= (VXIV%Zh ) (V V)Aézb ) (V (X1 Yl]Zlvo)
= (RM<X17Y1)2170)

R((X1,0), (Y1,0))(0, Z3) = Vix,.00V 11,00 (0, Z2) — Y1 0V x1,0(0, Z3) = Viix,.v11,0)(0, Z2)
vxl 0Yi(In £)(0, Zy) = Vv, o)Xl(hlf)(O Z3) — [ X1, Y1](In £)(0, Z»)

Yi(ln f)V(x,.0)(0, Z2) — X1(In )V (v1.0)(0, Z2)
Yi(In f) X1 (In f)(0, Z2) — Xl(lnf)yl(lnf)(oa Zs)
0
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F((X1’O)7(07}/2))(Zl, ) (X1,0) V(OYQ (Zlao) VOYQ)V X1,0 (Z170)
0Z1(In £)(0,Y2) = Vo) (VX, Z1,0)

v

Vix,

X210 £)(0,Y5) + 2400 ) ¥ x,0(0, ) — Viay (V.0
X,

(x

{x

(Z1(In £))(0,Y2) + X1 (In f) Z1(In f)(0,Y2) — V¥, Z1(In £)(0, Y2)
((Z1(In f)) + X1 (In f) Zy(In f) = (VE, Z1)(In £)}(0, Y2)
1(g(Z1, gradyIn f)) + Xq1(In f)g(Z1, grady In f)
(VXlzl)(ln £)3(0,Y3)
={g (Zl,VxlgradM In f) 4+ Xi(In f)g(Z1, grady In £)}(0,Ys)

e} ((vﬁé grada In f + X1 (In f)grady In f,0), Z> (0, Ys)

4.3 Tenseur de Courbure du Produit Tordu Généralisé

Proposition 4.3.1. Soient (M,g) et (N,h) deux variétés Riemanniennes. Si R et R dé-
signent les tenseurs de courbures de la variété Riemannienne produit (M x N,G) et de la
variété Riemannienne produit (M x s N, Gy) respectivement, alors

R(X,Y)— R(X,Y) = (Vylgrady In f + Yi(In f)grady In f,0) A, (0, X>)
— (V¥ grady In f + X1 (In f)grady In f,0) Na; (0,Y3)

1
TP

- (0, V%gmdN In f — Xo(In f)grady In f) Ag, (0,Y3) (4.5)

(0, V%grad]v In f — Ys(In f)grady In f) Ag, (0, Xz)

= (f* [ gradyIn f |* + | grady In f [*)(0, X5) A, (0,Y3)

+ X1 (evIn £)) + Xl (1)) 0, Y2) = Yo (in £)) + Ya(eas (i £))] (0, X2)
Preuve :

Solent X3,Y1, 2y € H(M) et Xo,Y5,Zy € H(N), on pose X = (X1,X5), Y = (¥1,Y3) et
Z = (ZhZZ)

T%(X,Y)Z - E((Xl,XQ),(Yl,YQ))Z
= R(X.0)Z2+R(X, %) 7+ R(% )7+ R(% V2) 2

En développant chaque membre on obtient :
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—~

E(E,ﬁ)z = VngZ—nggZ—W[g,m&
= (VX, V31 Z1,0) = (Vy, V¥, Z1,0) = (V[X, ;) 21, 0)
= (RM(X1,Y1)Z,,0)

VeZs = Vx,(Yi(lnf)Z)
= Xi(Yi(In £))Z2 + X1(In f)Yi(In f) Z,
et par conséquant
VoVeZy, = Vy(Xi(Inf)Z)
= Yi(Xi(In f))Z; + Yi(ln /)X (In f)Z,

et
V[)’(?’?‘HZQ = [Xh}/l]Z2
d’ou o
R(X1,Y1)Zy =0
on déduit alors que L
R(Xh}/l)Z = (RM(X17}/1>2170)
de méme facon on obtient ,
}_%()?/1,?2)2 = g(V%gradM In f+ Xi(In f)grady In f, Z1)(0, Ys)
= Gy ((V)]\égradM In f+ Xi(In f)grady In f,0), Z) (0,Y5)

et

R(X1,Y2)Zy = —f2h(Ya, Zo)(VY grady In f + X1 (In f)grady In f,0)
+X1(Z2(In £))(0, Y2)
= —Gf(}//\g, Z) (V¥ grady In f + X1 (In f)grady In f,0)
+X1(Z2(In £))(0,Y2)

Vi VyZe = Xu(ln f) (0, Vi, Zo + Zs(In f))?g + Y5(In f)z — h(Ya, Z5)(0, grady In f)]

FX (V0 /)7 + Xa(Zalln )Ty — 3h(Ys, Z2)(V Y, gradye f2,0)
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on déduit alors que
R(X1,Y2)Z = —((VX grada In f + X1(In f)gradas In f,0) Ag, (0,Y2))Z + X1(Zs(In £))Ys

De méme facon

R(X5,Y1)Z = (V¥ gradysIn f + Yi(In f)grada In f,0) A, (0, X2))Z — Yi(Zs(In £)) X5

et
E(E, ?2)71 = Xo(Z1(In f))?z — Y2(Z1(In f)))/(;

R(Xs,Y2)Zy = (0, RN (X5, Y3) Zo) — h(Ya, Z5)(0, VN, grady In f) + h(Xa, Z5)(0, VA grady In f)
+ h(Xo(In f)Ys — Yo(In )Xo, Z5)(0, grady In f)
— W(V{ grady In f — Ya(In f)grady In f, Z5)(0, Xa)
+ h(VY, gradyIn f — Xo(In f)grady In f, Z5)(0, Y>)
— (f* | gradysIn f |* 4 | grady In f |*)[h(Ya, Z2)(0, X3) — h(Xa, Z5)(0,Y5)]

avec
V@VEZ = (0, VX,V Z2) + Xo(In f)(0, Vi Zo) + Ya(In £)(0, VY, Z2) 4+ Z>(In £)(0, VX, Y2)
1
— 5h(Y2, 22)|(0,29%,grady In f) = Xa(n f)(grada /%, 0)|

(VX,25)(In f) + 2Ya(ln ) Zo(1n f) = (f* | gradagIn f | + | gradyIn f [2)h(Ya, 22)] %,

— % [h(V%ZQ, X5) + Yao(In f)h(Xa, Z3) + Zo(In f)R(Xs, Ys)

+ Xo(h(Ya, 22))| (gradas 2, 2grady n f) + | Zo(in ) Xa(In /) + X(Zo(1n )] V5

+ [Va(in £)Xa(n f) + Xa(Ya(n )]
et

—~

VmmZe = —(0,V%,1,)2) — (X2, Yal(In ) Zy — Zo(In £)(0, [ X2, Ya))

+%h([X2, Ya], Zs)(grady 2, 2grady In f)
donc
R(X3,Y2)Z = (0, RN (X5,Y2)Za) + Xa(Z1(In £))(0,Y5) = Ya(Zu(In £)(0, Xo)
% (0, Vi, grady In f — Ya(In f)grady In f) Ag, (0, X5)
— (0, VY, grady In f — X5(In f)grady In f) Ag, (0,Y2)

= (f* [ gradyIn f [* + | grady In f [*)(0, X5) A, (0,Y3)
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4.4  Courbure de Ricci du Variété Produit Tordu Géné-
ralisé

Proposition 4.4.1. La courbure de Ricci d’une variété Produit Tordu Généralise (M X
N,Gy) est donnée par :

Rie(Xy, Y1) = Ric™ (X, Y1) — ng(VY grady In f + X, (In f)grady In f, )
Ric(X1,Ys) = —nX1(Ya(In f))

Ric(Xy, Y1) = h(Xy, grady(Yi(In f))) — nXa(Yi(In f))

Ric(Xg, Va) = Ric™(Xs, Ya) + (2 — n)h(VY,gradyIn f — Xo(In f)grady In f,Ys)

4 h(Xs, Ya) [(2 —n) | gradyIn f 2 +nf? | gradaIn f |2 —Ax(n f) — f2Auy(In f)]

telle que X, Y € H(M x N)

Preuve :
En utilisant la proposition 4.3.1, et la définition de la courbure de Ricci, on a

= G;((RM(E;, X111, O)E) —~ Fg(V%gmdM In f + Xy (In f)grady In f,Y1)Gs(F;, F})

=g(Ru(E;, X1)Y1, E;) — ng(V)AégradM In f+ Xi(In f)grady In f,Y7)
= Ric™(X1,Y1) — ng(VY grady In f + X1 (In f)grady In f,Y1),

Ric(X1,Ys) :Gf(R(E“Xl)Yg,E)Jr 7 Gf(R(FZ,Xl)? F)
e h(YQ,E-)Gf((V%gradM In f 4+ X1(In f)grady In f,0), F})
- %Xl%anf))czf@ﬁ)
= —nXi1(Yz(In f))

et

Rice(X2, Y1) = Gy(R(E;, Xo)V1, By) + — 7 L Gy(R(E, TV, F)
= g(Vigrady In f + Ei(In f)gradM In f,Yl)Gf()/(\g,E)
1 ~ o~
7 Fi(Yi(In £))Gy(X, F) — f2 Xo(Yi(In f))Gy(F, Fr)

= F(Yi(In f))h(Xa, F;) — nXo(Ya(In f))
= h(Xy, grady(Yi(In f))) — nXa(Yi(In f))
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~
i

— — e~ 1 ~ o~
G (R(Ey, X5)Ya, Er) = — f2h(X, Y2)G (Vi grady In f + Ei(In f)grady In f,0))
+ Ei(Ya(In £))G (X, E;)
— h(Xy, V) [AM(ln £+ | gradaIn f |2 ]

1 ~ — o~ o~
FGf(R(Fi, X5)Ys, F;) = RicV (X5, Ys) + (2 — n)h(Ya, VY, grady In f — Xo(In f)grady In f)
+ h(X5,Y3) [(2 —n) | gradyInf |* =Ax(In f) +nf? | grady In f |?

avec

~—

G ((0, V%gradN In f),
h(f;, Y2)Gs((0, V¥, grady In f),
h(FZ7 )/2>Gf<X27

i) = f2AN(ln f)
D) = Ph(VE,gradyn f,Y;)
) - f2h(X2,Y2)

oy &y

h(Fi(In f) Xy — Xo(In f)F;, Y2)G¢((0, grady In f), }A?’Z) = f2[ | grady In f |* h(X5,Y5)

— Xa(In f)Ya(ln /)|
et
WV} grady In f = Fin fgrady In £, Y2)G(F, X3) = 2 [V, grady In /.Y2)
— Xo(ln )Y (ln f)|
donc

Ric(Xy,Ys) = RicY (Xy, Ya) + (2 — n)h(VY, grady In f — Xy(In f)grady In f, Y3)
+ (X, V) [(2 —n) | gradyIn f [ +nf? | gradyIn f 2 —Ax(n f) — f2Ap(In f)]
O



Chapitre 5

Les applications harmoniques et
biharmoniques sur les variétés produit
tordu généralisé

Dons ce chapitre, on s’intéresse a I’étude de ’harmonicité et la biharmonicité de quelques
applications définies sur des variétés muni d’un métrique tordue généralisée .

Dons un premier lieu, nous allons calculer le champ de tension des ces applications afin
de déterminer la condition d’harmonicité.

5.1 Les applications harmoniques sur les variétés produit
tordu généralisé

Soient (M, g),(N,h) et (P, k) trois variétés Riemanniennes de dimensions m,n et s res-
pectivement.

Comme premiéres applications, nous allons traiter le cas ou la variété d’arrivée est munie
d’une métrique tordue généralisée.

5.1.1 L’harmonicité de 'application ¢ : (M, g) — (N x; P,Gy)
Soit ¢ une application définie par
¢:(M,g) — (N x;PGy)
z — (o(z), ()

avec ¢ : (M,g9) — (N,h) et ¥ : (M,g9) — (P, k) deux applications régulieres et G =
h + f?k la métrique définie sur N x; P avec f € C®°(N x P).

Proposition 5.1.1. Le champ de tension de ¢ est donné par la formule suivante.
7(6) = (7). 7(¥) ) +2(0, dv(gradu(in f 0 9)))

— e(w) (grady o o, F3oradef* o 0)
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Preuve :
Soit (e;); une base ortonormale sur M, telle que pour tout i, 7 = 1...m, on a Vé‘fej =0 en un
point xg € M.

En calculant en ce point et par définition du champ de tension, nous avons

T(¢) = tryVde
= Ve, do(e;) — dp(VVe,)

— Vastenauten(dip(es), dv(en) = (dp(V2es), du(Tie))

= Vst (e, do(e)) + 2dple) dw(ez))(lnf)(O di(e.)
— (v >(gmde o g goradpf* o) = (dp(Ve), du(V2ler)
(7' ) +2(0 dy(grady(In f o )))

—e(v) (gmdNﬂ o . Joradef* o)

Cb

OJ
De la proposition 5.1.1, on déduit la remarque suivante

Remarque 5.1.1. Si la fonction de la distortion est constante, alors le champ de tension de
¢ est donné par :

r(6) = (7(9). 7(¥))

donc ¢ est harmonique (resp biharmonique) si et seulement si ¢ et ¢ sont harmoniques
(resp biharmoniques).

Dons le cas ou ¢ est 'inclusion, nous obtenons les résultats suivants.
Proposition 5.1.2. Le champ de tension de application ¢ définie par :
¢:(M,g) — (M x;N,Gy)
r — (p(x),y0) avec yo fize sur N

est donné par :
7(¢) = (7(¢),0)

Donc ¢ est harmonique (resp biharmonique) si et seulement si ¢ est harmonique (resp bihar-
monique)

Preuve :
Appliquant la proposition 5.1.1, pour ¢ est constante remarquons que

dy(grady(Infop)) =0 et e(yp) =0

on a

De méme, nous avons
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Proposition 5.1.3. Le champ de tension de lapplication ¢ définie par :

¢: (N, h) — (M x;N,Gy)
y — (20,%(y))

est donné par :

1
(6) = (0.7)) + 2(0.d(grady (in £ 0 ))) = e(w) (gradus . grady f* o)
Preuve : Grace a la proposition 5.1.1, pour ¢ est constante remarquons que

grady(Infogp)=0 et 7(p) =0

7(¢) = (0,7(¥)) + 2(0, dy(grady(In f o ¢))> —e() (gmdeQ, %gmd]\,fz o zﬁ)

g

Remarque 5.1.2. D’aprés la proposition 5.1.3, Si ¢ = Idy on a e(y) = 5. Par suite, le
champ de tension de ¢ est donné par

7(6) = —5 (grady f*,0) + (2= n)(0, grady In f)

On peut présenter quelques cas particuliers comme suit

1. Sila dimension de la variété N égal a2 on a 7(¢) = —(grady f2,0), donc ¢ harmonique
si et seulement si f dépend seulement de y.

2. Si feC®M) on art(p) =—%(gradyf?,0).

3. Si fe C®(N)onart(¢p)=(2—n)0,gradyIn f) ,donc ¢ harmonique si et seulement
st dimN =2 .

De plus, si ¢ est une application conforme, nous montrons le résultat suivant.

Proposition 5.1.4. Soit ¢ une application conforme de la dilatation X\, alors le champ de
tension de 'application ¢ définie par :

¢:(Myg) — (M x;M,Gy)
r — (), 0(r))

est donné par
7(¢) = (2 —m) (d(p(gmdln A), dp(gradln )\)) +2(0,dp(gradln f o ¢))

UV 2 1 2
5 A (gmdf ,ngmdf > oY
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En effet, ¢ est une application conforme de dilatation A, donc le champ de tension est

donné par
(@) = (2 — m)dp(gradln \)

d’aprés la formule (5.1) du proposition 5.1.1. nous obtenons
7(¢) = (2 —m) (dgp(gmd In \), do(gradin )\)) +2(0,dp(gradln f o ¢))

5.2)
_ My o 1 2 (
5 A (gradf ,f29mdf > o

Remarque 5.1.3. Si f est une fonction constante, alors le champ de tension de ¢ est donné
par

7(¢) = (2 —m) (dgp(grad In M), de(gradln A))

Corollaire 5.1.1. L’application ¢ est harmonique si et seulement si la dilatation )\ est
constante ou la dimension de la variété M est égale a 2.

D’une maniére analogue, nous étudions le cas ou la variété de départ est munie d'une
métrique tordue généralisé.

5.1.2 L’harmonicité de 'application ¢ : (M x; N,Gy) — (P, k)
Soit ¢ une application définie par.
¢2 (M XfN,Gf) — (P,k)
(z,y) — o(z,y)
On note ¢x l'application définie par :
¢N : (th) - (ka)
y — on(y) = o(z,y)
et ¢y définie comme

¢M:(M7g> - <P>k>
r — oy(z) = d(z,y).

do(X,0) = do (X)
dp(0,Y) = don(Y)
En calculant le champ de tension de cette application, nous avons trouvé le résultat suivant.

Pour X € H(M),Y € H(N), on a

Proposition 5.1.5. Le champ de tension de ’application ¢ est donné par

75 (r(0x) + (n = 2don(gradyn ) (53

(5.4)

7(¢) = 7(dnm) + ndou(grady In f) +
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Preuve :
Soit (E;); (resp(Fj);) une base orthonormale locale de champ de vecteur sur la variété
(M, g) (resp(N,h)), alors (Uy...Upyr,) est une base orthonormale locale de la variété produit
tordu généralisé. ou U; = (E;,0) sii=1,..m et U, = %(O,FZ-) sit=m+1,....m+n.
Par définition, nous avons.

7(¢) = tre,Vdo

= Vdo(U;, Uy)
= (V(Ei,O)dﬂEﬁ 0) — do(V(g,0)(Es, 0)))
. ,1\:1 >
1 1 1— 1
—|—\<?V(07Fi)?d(b(0, FZ) - d¢(?v(07Fi)?(07 Fl)))/

bt
En développant terme a terme cette équation, nous avons :
71 = V(,0d¢(E;, 0) — dd(V (5, 0)(Ei, 0))

= Vi dou (Ei) — do(Vi i, 0)
= Vi (540 (E;) — don (Vi E;)

= 7(¢nm)
et
Ty = Vimsde(0, ) — dof Lo, m)
2 — f l)f ) : ,Fi)f y L4 ’
T:l TZZ
Remarquons que,
Too1 = £ [P0, ) + }VOF 46(0. F)]
1r 1
= [ ~ FP)dox(F) + ?vdw rydon(F)|
= f2d¢N(gTadN In f) + 72 Vcazw(F don(Fi)
et
Toos = AoV 0.y +(0. FY)
2-2 = 7 (O,Fi)f , 45
— ao(Fi f><0 F)+ £0.VEE) + 2l f)0,F) - %(gmde% Sporady )
1 2 |
- d¢< F2(0.grady I f) + 250, VIR + 550, gradyn f) — 55 (gradus f*, S grad %))
=5 d¢N(VNF) ndéns(grady In f) + 1;—2nd¢N(gradN In f).
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Il suit que :

T2 = T271_T272

= %T((b]\/) + ndoy(grady In f) + nf—2 2d¢N(gTadN In f)
Finalement, nous déduisons que :
7(¢) = 7(dm) + nddrr(gradus In f) + %(T(@v) + (n = 2)don(grady In f)) (5.5)

O
Remarque 5.1.4. :

1. Sv f est une fonction de clase C* sur M on a

1

7(¢) = 7(¢m) + ndon(grady In f) + ﬁT(QSN)'

2. Si f est une fonction de clase C*° sur N on a
1
7

Comme applications, nous allons calculer les champs de tension de la premiére et de la
deuxiéme projection.

7(6) = 7(6a) + 7 (7(6x) + (n = 2don{grady n f)).

Proposition 5.1.6. Le champ de tension de la deuxieme projection n définie par :

n:(Mx;N,Gf) — (N,h)
(,y) — nlz,y) =y
est donné par :
n—2

T(n) = Tgrad]v In f

Preuve :
En utilisant la formule (5.5), et remarquons que pour ¢ = 1 , ¢ est constant et ¢y = Idy,
donc

n—2
T(n) = Tgrad]v In f
Ul

Corollaire 5.1.2. La deuzieme projection est harmonique ( resp biharmonique) si et seule-
ment si dimN = 2 ou f € C*(M).
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Proposition 5.1.7. Le champ de tension de la premiére projection w définie par

m: (M x;NGy) — (M,g)
(,y) — w(z,y) =2
est donné par :
7(m) = n.grady In f
la démonstration est analogue a celle de la proposition 5.1.6.
Corollaire 5.1.3. La premieré projection est harmonique si et seulement si f € C°(N).
De plus, si ¢ est une application a variables séparables, alors on arrive au résultat suivant

Proposition 5.1.8. Soit ¢ est une application définie par :

6: (M x; NG;) — (Pk)
— d(z,y) = i (x).01a(y)

avec 11,1y Vérifie
M X f2 N - M

l
gt

P

MXf2NL>N

l
SNE

P

Un calcul stmple nous permet de déterminer le champ de tension des application ¢ , Iy o et
ly om. Plus précisément, nous avons

7(¢) = Iy (Tul) + ndly (grady In f)) + %(T(zg) + (n — 2)dly(grady In f))
T(lyom) =7(ly) om + ndly(grady In f) o
(I on) = %(T(zg) o1+ (n — 2)dly(gradyIn f) o )

Preuve :
D’aprés la formule (5.3) de la proposition 5.1.5, ¢ est une application & variables séparables
¢ = ly.l5, alors

7(onr) = lor(ly)  dp)M(grady In f) = ladl (grady In f)
T(¢n) = Lr(ls)  dp)N(grady In f) = lLidly(grady In f)

donc

7(¢) = Iy <T(zl) + ndly (grady In f)) + %(r(zg) + (n — 2)dly(grady In f))

Comme cas particulier, nous obtenons le corollaire suivant
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Corollaire 5.1.4. :

1. Sily est harmonique, alors l; o ™ harmonique si et seulement si f est de clace C* sur

N.

2. Sily est harmonique, alors ls om harmonique si et seulement si f est de clace C™ sur
M ou dimN = 2.

Dans le cas ou l'application ¢ dépend seulement de la premiére variable, nous montrons
le résultat suivant

Proposition 5.1.9. Soit v : (M, g) — (P, k) une application réguliére, le champ de tension
de l'application ¢ définie par :

¢: (M x;N,Gy) — (P k)
(z,y) — o(z)
est donné par
7(9) = 7(¢) + n.de(grady In f).
De plus, St ¢ est une application conforme de la dilatation A, alors on a :

7(¢) = (2 — m)dp(grady In \) + n.dp(grady In f)
Preuve :
Gréce la I’équation (5.3) de la proposition 5.1.5 si ¢(z,y) = ¢(z) donc
Oy = @ et ¢y est constante alors T(¢py) =0, doy(gradyIn f) =0 d’ou
7(¢) = 7(p) + n.dp(grady In f).

Si ¢ est conforme de dilatation A, alors 7(¢) = (2 — m)dp(grady In ), donc

7(¢) = do(grady In(AN2~™.f™))
Ul

Corollaire 5.1.5. Si p est une application conforme de la dilatation A, alors ¢ est harmonique
si et seulement si f*.\2~™ dépend seulement de y

De méme, si ¢ dépend seulement de la deuxiéme variable, on a :

Proposition 5.1.10. Soit 1) : (N,h) — (P, k) une application defférentiable, le champ de
tenston de ’application ¢ définie par :
(b: (M XfN,Gf) — (P,k)
(z,y) — ¥(y)

est donné par .
7(6) = 5 (r() + (0~ 2).db(grady n f))

St 1 est une application conforme de la dilatation p on a :

(n—2)

7(¢) = 2

(dw(gmdN In f) — dy(grady In u))
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Preuve :
D’apres la formule (5.3) de la proposition 5.1.5 si ¢(x,y) = ¥ (y) donc
dn = 1 et ¢y est constante, alors 7(¢pp) =0, doy(gradyIn f) =0 d’ou
1

m(9) = (W) +(n - 2).dy(grady In f).

Si 1 est conforme de dilatation pu, alors 7(¢) = (2 — n)dp(grady In p), donc

r(8) = dip(grady 1n<£>)

g

Corollaire 5.1.6. :
Si 1 est une application conforme de la dilatation u, alors ¢ est harmonique si et seulement
f

si (£)"? dépend seulement de x.

Exemple 5.1.1. Soit ’application

¢ (R"—{0}) xy (R" = {0}) — (R"—{0}) n=3

X

(z,y) +— 7]

On sait que Uapplication ¢ : R™ — {0} — R™ — {0} définie par

olo) = o

est une application conforme de la dilation \ = #
1l suit que ¢ est harmonique si et seulement si

fr=aly) |z P

Enfin comme cas général, nous allons étudier ’harmonicité des applications qui agissent
entre deux variétés ot chacune est munie d’une métrique tordue généralisée.

5.1.3 L’harmonicité de 'application ¢ : (M x;N,Gf) — (P X, B, Qq)
Soit ¢ une application définie par :

¢ (M XfNaGf) - (P XaBaQa)
(z,y) — (p(2),9(y))
telle que ¢ : (M, g) — (P, k) et ¢ : (N, h) — (B, q) sont deux applications réguliéres et

Gy = g+ f*h la métrique sur M x; N avec f € C®(M x N) et Q, = k + aq la métrique
sur P X, B. avec a € C*(P x B)



5.1 Les applications harmoniques sur les variétés produit tordu généralisé 75

Proposition 5.1.11. Le champ de tension de 'application ¢ est donné par

7(6) = (r(¢) + n(dp(gradysIn 1), 0)
+ 55 (0.7 + (= 2)0.dw(grady n 1) 5.6

+2(0, dy(grady(Ina o ¥))) — e(¥)(gradpa?, %gradBof)]

Preuve :
Soient (£;); (resp(F});) une base orthonormale locale de champ de vecteur sur la variété

(M, g) (resp(N,h)), est V(respV) désigne la connexion sur la variété (M, g) (resp(N, h))

7(¢) = trg,Vdg
- (V?Ei,o)d¢(Ei7 0) = do(V (5,0)(E;, 0))

(.

\—

+ (Vi 79900 F) = do( ;¥ 0y 0.5)
Da

En développant les termes de cette équation, on obtient :

Dy = V(5,0d9(E;, 0) — dd(V (5,0)(E;, 0))
= V (de(E;) 0)(d90(E) 0) — d¢(V%Eiv 0)
(V Ez)d <E1)7 0) o (dgp(v]\E/{Ez)v O)

et

1

Dy = ? Fi(l)d¢<07 Fz) + %ﬁ(O,dw F) (O,dYﬂ(Fi))}

f

—fi<o,dwgmdmnf>> 73 (0. 90 () + 200(F) (1 0) 0, ()

— Sald(F), db(F)) (gradpo®, 5 gradno?)
_ —%(O,dw(gmd]vlnf)) fl [0,V () + 200, di(grady(n v 0 )
—e(¥)(gradpa?, %gradBof)}



5.1 Les applications harmoniques sur les variétés produit tordu généralisé 76

et

D2 2_d¢( vOF ( ))

1—
[y
H 230, F) + fv(OF (0, F))}

( (0, gradyIn f) + (0 V%Fz) — g(gradeQ, %gradeQ))
fﬂ [(0.4(V3 ) + (1 = )(0. dis(grady n 1))] — n(dip(grady 1n £).0)

Ce qui donne

Dy =Dy — Doy
= % [(0, (1)) + (n — 2)(0, dy(grady In f)) — e(v)(gradpa?, &gradgof)

+2(0, dy(grady(Ina 0 1)) | + n(dp(grady In f),0)

Finalement, il suit que :

7(¢) = (7(), 0) + n(dp(grady In f),0)
+ 55 (07w + (1 =200, dvtgradyn )

+2(0, dyp(grady(Ina 0 ¥))) — e(¥)(gradpa?, %gmdgaﬂ)]

Dons le cas particulier ot ¢ et i sont les applications identités, nous obtenons .
Proposition 5.1.12. Le champ de tension de ’application ¢ définie par :
¢p=1I1dso: (M xy N,Gy) — (M x4 N,G,)
(z,y) — (z,9)
n—2 f
7(p) = n(gmdM Inf— ngmdMa O) e (O,gmdN ln(a)) (5.7)

En effet si ¢ et ¢ sont les applications identités, alors d’apres la formule (5.6) de la
proposition 5.1.11 on a

7(¢) = n(gradyIn f,0) + %[(n —2)(0,gradyIn f) + 2(0, grady In @)

—5(gradia®,0) = n(0, grady lna)]

n —

f2

= n(grady(f? —a?),0) + 2(0>97’adN In g)

Box
De I’équation (5.7), nous déduisons le corollaire suivant.



5.1 Les applications harmoniques sur les variétés produit tordu généralisé 7T

[P =a® =5y
Corollaire 5.1.7. L’application ¢ = Idy , est harmonique si et seulement si § A

L= (o)

= 2

Proposition 5.1.13. Si ¢ et ¢ sont deux applications harmoniques, alors les champs de
tensions des applications

¢1 : (M XfN,Gf) — (MXN,G)
(z,y) +— (p(),%(y))
et

¢o: (M X N,G) — (M x,N,G,)
(z,y) — (o(@),¥())

sont donnés par

(n—2)

T(¢1) = n(dp(grady In f),0) + f2

(0,dy(grady In f))

7(p2) = 2(0, dyp(grady(Ina 0 ¥))) — e(v)(gradyo?, %grad]vof)

Proposition 5.1.14. Soit ¢ (respy) une application conforme de la dilation X (resp ),
alors le champ de tension de 'application ¢ définie par

¢:(Mx;N,Gf) — (PxB,Q)
(z,y) +— (p(x),¥(y))

est donné par
7(¢) = ((2 — m)dp(grady In \) + nd(p(grady In f)),0)

9 _
f2n [(O,dw(grad]vln%)) .

(5.8)

+

preuve :
@ 1 sont deux applications conformes de la dilation A, p respectivement, alors

7(p) = (2—m)dp(grady In\)
() = (2—=n)dy(gradyIn))

7(¢) = (2—m)(dp(grady InX),0) + n(de(grady In f),0)
1

F((O, dy(grady Inp)) + (0, dypgrady In f))
2—n

= (dp(grady In(\>"™.f")),0) + T(O, diy(grady ln('%)))
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[P =aly)
Corollaire 5.1.8. ¢ est harmonique si et seulement si ¢ A\ ce que donne la
b= p(x)

condition suivante
oz(y)ﬁ(x)” — )\2—m'un
Comme exemple, nous avons.

Exemple 5.1.2. Soit l'application

¢ (R —{0}) s (R" ={0}) — (R" —{0}) x (R" = {0})

z Y
(z,y) — (13
[z | [y [?
donc ¢ est harmonique si et seulement si
2(2—m) 1

8) =l 5 oly) = o

Maintenant, nous allons passer & I’étudie de la biharmonicite de ces applications, cette
étude passe par le calcul du champ de bitension de chaque application

5.2 Les applications biharmoniques sur les variétés pro-
duit tordu généralisé

Comme premier résultat, nous montre le théoréme suivant.

Théoréme 5.2.1. Soit (M,g) une variété riemannienne de dimension n. Les champs de
tention et de bitension de 'application ¢ define par :

¢:(M,g) — (M x; M, Gy)

r — (z,7)

_ _@(

(i)7(0) 5 gradf?,0) + (4 —m)(0, gradln f)

(i3) 72 (p) = mf? [(gmd(A(ln f)) + 2Rici(gradln f)) + (6 — m)A(In f)gradln f,0)

— mf?
L (grad| gradin f 2),0)]

+ (m—4) [(o, grad(A(In f)) + 2Rici(gradIn f)) — 4A(In f)gradIn f) (5.9)

5
+ §(O,gmd(l gradln f |*)) +

+ m2__9(0,97”ad(\ gradln f %)) + (4 —m) | gradln f |* (0, gradIn f)]

— f* | gradln f > [(m?(%2 — 1) +2m — 8)(gradln f,0) + 2m(m — 6)(0, gradln f)
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preuve :
(i) D’aprés la proposition 5.1.1, le champ de tension est donné par

T(¢) = —g(grade, 0) 4+ (4 —m)(0, gradln f)

(ii) soit (E;) une base orthonormale sur la variété M , par définition du champ de bitension
NOUS avons

7o(¢) = —trg(V?)*1(9) — tryR(7(¢), do)do, (5.10)

un premier calcul donne

V%, (gradf?,0) = f*|2E,(In f)(gradln f,0) + (Vg,gradln f,0)

(5.11)
+ | gradln f |* (0, E;)
et
V4.0, gradIn f) = E;(In £)[(0, gradIn f) — f*(gradIn f,0)] (5.12)
+ (0, Vg, gradln f)+ | gradIn f |* (0, E;)
posons
V = 2E;(In f)(gradln f,0) + (VggradIn f,0)+ | gradln f | (0, E;)
et
W = E;(In )[(0, grad1n f) — f>(gradIn f,0)] + (0, Vg gradln f)+ | gradIn f |* (0, E;)
d’on,

V= vgﬂv = f*|(grad(A(In f)) + Rici(gradln f),0) + 2A(In f)(gradIn f,0)
+2(grad(| gradin f ),0) + > (0, grad(| gradin f )

+ | gradIn f |? [(T — m)(0, gradIn f) + (4 — mf?)(gradln f,0)

W= V%L_W = 3(0, grad(| gradIn f |*)) + (0, grad(A(In f)) + Rici(gradln f))
+(5—m) | gradln f |* (0, gradln f) — f2A(In f)(gradIn f,0)
+ f? | gradIn f |* |(3 — m)(gradln f,0) + (0, gradIn f) + %(grad(] gradln f |*),0)|.
Finalement
try(V)2r(¢) = —mV + (4 — m)W. (5.13)
Ensuite
R((gradf?,0), (E;, E))(E;, E;) = f*(Rici(gradln f),0)

— 20, grad(| gradln f [*)+ | gradln f |* gradln f) (5.14)

1
+mf2(§grad(| gradln f |*)+ | gradIn f |* gradln f,0)
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et

E((Oa gradln f)a (Eza EZ))(EH EZ) = (07 RiCi(gradln f))
+ f2(%grad(| gradln f |*)+ | gradIn f |* gradIn f,0)
i (5.15)
—4A(In £)(0, gradIn f) + STm(O,gmd(] gradln f |*))

+((1=m)f*—1) | gradln f |* (0, gradIn f)
En substituant les équations (5.13),(5.14) et (5.15) dans I’équation (5.10), on obtient I’équa-
tion (5.9) O

Proposition 5.2.1. Soient (M, g),(N,h) deuz variétés Riemanniennes de dimension m,n
respectivement. Le champ de bitension de linclusion ¢ définie par :

¢:(N,h) — (M xyN,Gy)

y = (‘T07 y)

est :

7(6) = —”22f “(gradu(| gradasIn £ [7),0) + (n — 2)(0, gradu(Ax(in f) + 2Rici(grady In f))
2 [QnQ £2 | gradysIn f |2 —4Ax(In f) + (2 — 4n — 4) | grady In f |2 } (gradas In £, 0)
+[(2=n)? | gradyn f P =202 = n)Ax(in f) + 20(n — 4)f* | gradyIn f | ](0, gradyIn f)
+ 1 f2[(0, grady (| grada n f [2) + (grady In f)(x(n f))(0,%)|
Lz 2)2(6 = (0, grady(| gradyn f 2

preuve :

D’apre la remarque 5.1.2, on a :

7(¢) = —nf?(grady;In f,0) + (2 — n)(0, grady In f).

Soit (F})1<i<n une bas orthonormale sur N telle que pour tout 4,j =1,...,n, on a Vg F; =0
en un point yy € N.En calculant en ce points, on a.

7o(¢) = —tri(V?)*7(9) — traR(7(¢), do)d.
Premiérement, nous avons

V5,7(8) = —nf* 2B (n f)(gradun £,0)+ | gradyIn f * (0, F,)

+ (2= n)|(0, Vi grady n f)+ | gradyn f [* (0, F)

~ FE(n f)(grada o £,0)]
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d’ou

tr(V2)27(6) = —nf? [(o, grady (] grady In f |?) + (6 — n) | grady In f |? grady In f)
+ (2 =n)(0,trp(VY)?grady In f + 2grady (| grady In f |*))
+(2-n) [(2 —n) | gradyIn f [2 —f? | gradyIn f |2 —A(ln f)} (0, grady In f)
_ [4AN(1n £)— (nf)? | gradaIn f 2 —(n® — 4n — 4) | grady In f |? } .

Ensuite,

R((f*gradln f,0), (0, F}))(0, F;) = —nf*(= gradM(| gradyIn f )4 | grady In f |* grady In f,0)

+fgmdMlnf( i(In £))(0, F;)
et

R((0, gradln f), (0, F;))(0, F}) = (0, Ricci™ (grady In f) +

—n
grady(| grady In f |?))

+ (1 —=n)f?| gradyIn f |*> —Ax(In f)| (0, grady In f)
O

Proposition 5.2.2. D’aprés la proposition 5.2.1 et si la dimension de la variété N est égale
a2, ona:

7(¢) = —2f*(grada In f,0)
et
To(¢) = —2f*(grady (| gradyIn f [2),0) + 8% | gradyIn f | (0, grady In f)

—f? [8]”2 | gradyIn f |> —4An(In f) — 8 | gradyIn f |? ] (gradysIn f,0)

+2f%(0, grad(| gradyIn f 7))
Remarque 5.2.1.

1. Si la fonction de la distorsion f € C*°(M), alors le champs de tension et de bitension
est donné par :

7(¢) = —nf?(grady In £,0)
“ mo(¢) = —2f4(g7"adM(] gradyIn f |*) — 4 | grady In f |* grady In f, 0).
2. SifeC®(N)ona: )
7(¢) = (2 —n)(0, grady In f)
To (¢ —2) ( ,grady(A(In f)) + 2Ricci(grady In f)
—2) [ (2—n) | gradyln f |* —2Ax(In f)} (0, grady In f)

( 2)(6

(5.16)

)(O grady (| gradyIn f )

Regardons maintenant le cas ol la variété de départ est munie d’une métrique tordue
généralisée
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5.2.1 L’biharmonicité de I’application ¢ : (M x; N,Gy) — (P, k)

En utilisant la proposition 5.1.5 on a :

r(@) = m(ou) + ndou(gradasln f) + 55 (7(6x) + (n — 2dox(gradyn )

Pour étudier la biharmonicite de cette application, nous avons besoin du lemme suivant

Lemme 5.2.1. Pour tout A € C°(M x N) et o0 € T'(¢"'TP) on a :

Jo(A0) = Mgy (0) + Ap(N)o + 2V, o

+n [(gmdM In f)(N)o + AV?%CIM lnfa}

1 .
+th Moy (0) + Ax (o + 2V 5000 (5.17)

n—2

+ o [(gmdN In f)(A\)o + )\V;{fldN 1nf0]
preuve :

Soient (E;)1<i<m, (resp (Fj)igj<n) une bas orthonormale sur M, (resp N)

Js(Ao) = trg,(V?)*(Ao) + trGRP (Ao, do)de

tre, (V) (Ao) = [V?Ei,o)vfm)m - V%(Ei,m(&,oﬁ"}
* [%V?07Fj>%V?O,FJ->M - V%O,Fﬂ}m,mm}
or
Vi oVinort = Au(No+2Vos, o+ AV Vo
los 1o 1 o
?V(Oij)?V(QFj))\J = 7 [AN(ln o = (gradyIn f)(A)o — AV R, 0
+ 2V AT F AV Vo,
et
—V% 10 F_))\a = n_—21 [(gradN In f)(A\)o + )\V¢,{f1dN lnfo-i|
10,y 705 f g

+n [(gradM In f)(A)o + )\V;{‘ZdM lnfa} :
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et
— 1 1—n
—V%(OvFj)?(O, F;) = ?(O,gmdN In f) — n(grady, 0)

par définition du tenseur de courbure, on a,

trG ;R (Ao, dg)do = AtrgRP(o, déy)déar + A b B (o, dow)doy.

12
O
Proposition 5.2.3. Le champ de bitension de [’application ¢ est donné par :
T2(¢) = TQ(¢M) - nJ¢M (d(bM (gTCLdM In f)) o nvgradM lnfv
+ 5 [2(03) = (1= 2) Ty (dn(grady I ) = (0 = 6) V210 W
_ (2( —n) | gradyIn f | —2AN(lnf))W} (5.18)

fg [J¢N(V) (n— 2)vgrad1\1 1an + sz(W) +(n — 4)V§%dM 1an

+ (2(2—n) | grady In f |? —ZAM(lnf))W]

avec V= 1(dnr) + ndda(grady In f) et W = 1(dn) + (n — 2)don(grady In f).

preuve :
posons

V = 1(én) + ndoa(grady In f)
et
W =7(¢n) + (n — 2)don(grady In f).
En utilisant la formule du champ de tension de ’application ¢ de la proposition 5.1.5, le
lemme 5.2.1 et le fait que

72(9) = = Js(7(¢))

nous avons

Jo(V) = (¢M) +ndsy, (d¢M(9mdM Inf)) —nVoe, .,V
f2 J¢N (V) - f vf;]”\(;dN In f

estpour/\:#etJ:W,

To(5W) = 55 [a0n) + (0 = 2o (diy (grada n £)) = (n = )V 1, W

f2
—2((4=n) | gradyIn f [> =Ax(In f))W}
1
+ 7 |:J¢M(W) (n— )ngdM 1an]

2

R [(2 —n) | gradyIn f |* —Apy(In f)]W
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g

Remarque 5.2.2. D’aprés la proposition 5.2.3 en prenant f € C®(M), alors le champ
bi-tension de ¢ est égal a :

—4
72(¢) = 7a(dnr) + %Tg(@fw) = ndyy, (dar(gradar o f)) = Vi, 1V — %Vﬁﬂédk, n 7 (0N)
1

= 3 [Foa (V) oy (7(6)) + (202 = m) | gradagln £ P =20 (1 ) ()]

¢ Sif € C®°(N), alors le champ bitension de ¢ est donné par :

n(6) = alonn) ~
+ 52 [a(0w) = (1 = 2oy (@0 gradyIn £) = (0 = 6) V5 W
— (24 —n) | gradyIn f |* —2Ax(In f))W

o (W) + Jo (7(601)) + (0 = 2) V001 7(001)|

Proposition 5.2.4. Soit ¢ : (M, g) — (P, k) une application réguliére, alors le champ de
bitension de ’application ¢ définie par

¢: (M x;N,Gy) — (P K)
(,y) — oz, y) = p(x)
est donné par :

7—2(¢) = 7—2(%0) - TLJ‘p(d(,D(gTCLdM In f)) - nvjradM lnfv

St est une application conforme de la dilation A\, on a :

72(¢) = —Jp(dip(grady (N~ ")) = nV5 o, 1 pdo(gradag In(A* 7)) (5.19)

En ce qui concerne la preuve on utilise le lemme précédent.

Théoréme 5.2.2. Soit ¢ : (M™,g) — (P™, k) (m > 3) une application conforme de la
dilatation X, alors ¢ est biharmonique si et seulement si la dilatation X et la fonction de
distorsion f satisfaient

grad(AIn N>~ f") + 2Ricci™ (gradIn N2~ f) + 2n(2 — m)V gradin sgrad In A

2
—m)(2 —
+4AnV graamagradln f + %gradﬂ gradln f |*) + (6 m)2( m)grad(| gradln X |?)

+[(2=m)? | gradln X |* —n® | gradln f > +2A(In \*7™ f™")] grad In A
+2n[(2—m) | gradln X |* +ndn f(gradIn \)] gradln f = 0.

(5.20)

Pour la démonstration du Théoréme 5.2.2, nous avons besoin de deux lemmes.

Lemme 5.2.2. Soit v : (M, g) — (N, h) une application conforme de la dilatation X, pour
tout X e (TM) et f € C*(M), on a :

h(V xdo(gradf),dp(Y)) = N2df (gradln N g(X,Y) + Ng(Vxgradf,Y)

+NM[X(In )Y (f) — X(f)Y (In\)] (5:21)



5.2 Les applications biharmoniques sur les variétés produit tordu généralisé 85

Preuve du Lemme 5.2.2.
pour tout X € I'(T'M), on a

WV xdp(gradf), dp(Y)) — h(Vyde(gradf), de(X)) = X (XNg(gradf,Y)) — h(de(gradf), V xde(Y))
— Y (Xg(gradf, X)) + h(de(gradf ), Vydp(X))
= X()\Q)g(gradf, Y)+ )\Qg(VXgradf, Y)
+ Ng(gradf, VxY) =Y (X*)g(gradf, X)
— Ng(Vygradf, X) — Ng(gradf, Vy X)
- )\QQ(gradf, [Xa Y])
d’ou,
WV xdp(gradf),de(Y)) = h(Vydp(gradf), de(X)) + 202X (In A)Y (f) =Y (In A) X (f)]
comme
WVydg(gradf), de(X)) = h(Vde(gradf,Y), de(X)) + Ng(Vygradf, X)
= WV graapdp(Y), dp(X)) — N29(V gragt Y, X) + N g(Vygradf, X)
= gradf(Ng(X,Y)) — h(dp(Y), Vgragrde(X))
- )‘2g(vgr‘adf}/’ X) + Azg(ngradbﬂ X)
= 2)%df (grad\)g(X,Y) + N°g(V gragr X, Y) + N2g(Vy gradf, X)
— h(dp(Y), Vdp(X, gradf)) — Ng(Y, Vgraqr X)
= 2X%df (grad)\)g(X,Y) + 2Xg(Vygradf, X) — h(de(Y), V xdp(gradf))

il suit que,

h(V xdp(gradf),dp(Y)) = )\2df(grad InA)g(X,Y)+ )\QQ(VXgTadf, Y)
XX I NY(f) — X ()Y (In \)]
Ce qui achéve la preuve du Lemme 5.2.2. O

Lemme 5.2.3. Soit ¢ : (M, g) — (N, h) une application conforme de la dilatation X\ alors
pour tout X € I'(T'M) et f € C°(M), nous avons

h(< Vi, Vdf >, dp(X)) = 2229(V graamrgradf, X) — XA(fg(gradn X, X)  (5.22)
ou
< Vdp,Vdf >= Vdp(e;, e;)Vdf(e;, ej)

(€i)1<i<m €tant une base orthonormale sur M.

Preuve du Lemme 5.2.3.

pour tout X € I'(T'M), nous avons

< Vdp,Vdf > = Vdp(e;,e;)Vdf(e;,ej)
Vdy(e;, Ve, gradf)
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= h(Vdp(es, Ve,gradf), dp(X))
= h(V,,do(V.gradf),dp(X)) — h(dp(Ve, Ve, gradf ), dp(X))
= €ei(Ng(Ve,gradf, X)) = Ng(Ve,Vegradf, X) — h(dp(Ve,gradf), Ve, dp(X))
= 2)X%9(V graamagradf, X) + N>g(V., Ve, gradf, X) + N g(V.,gradf, V., X)
— h(dp(Ve,gradf), Vdp(e;, X)) = Ng(Ve,gradf, Ve, X) — Ng(Ve, Ve, gradf, X)
= 20%9(Vgraamagradf, X) — X(NA(f)) + M(Vxdp(Ve,gradf), de(e;))
= 2)X%9(V graamagradf, X) — X (NA(f)) + h(Vdp(X, V., gradf), dp(e;)) + N g(Vx Ve, gradf, e;)
= 2)0%9(V graamagradf, X) — X (XN2A(f)) + N2g(Vx Ve, gradf, e;)
+ h(vVe graardp(X), dep(e;)) — )‘29(vVe grad X, €i)
= 2)0%9(V graamagradf, X) — X (XN2A(f)) + N?g(Vx V.. gradf, e;)
+ Ve gradf (Ng(X, e;)) — h(de(X), Vv, gragrdp(e:) — Ng(Vv, gradgr X, €)

= 2029(V gragmagradf, X) — X (N2A(f)) + N g(Vx V., gradf, e;)

— h(dp(X), Vdp(e;, Ve gradf)) + Ve gradf (X*)g(X, e;)
2T = AX*g(V graamrgradf, X) — 22*A(f)g(gradIn \, X)

donc
T = ZAQg(ngdlnAgradf, X)— )\QA(f)g(gradln A X) (5.23)

Ce qui achéve la preuve du Lemme 5.2.3. Il

Preuve de Théoréme 5.2.2.
D’aprés la formule 5.19, le champ de bitension de ’application ¢,égale

7a(¢) = —Jo(dp(grady In(p)) = nVg o4, 1 pdeo(grada In(p)) ot = > f"
donc ¢ biharmonique si et seulement si

k(72(¢), do(X)) =
pour tout X € I'(T'(M x N))

k(72(9), do(X)) = k(Jo(dp(grady In(p))), dp(X))
A1V g gy m pdp(grady In(p)), do(X))

d’aprés la formule [voir la [23]. la formule (2.47)]

Jo(do(grady In(p))) = de(gradA(ln p)) + 2dp(Ricci™ (gradn 1))
+Vgradin (@) +2 < Vdo, Vdln p >

d’onl
k(12(0), do(X)) = k(dp(gradA(In p)), dp(X)) +2 k(dp(Ricei™ (gradin p)), dp( X))
+ k<vgmdlnu’r(901)a dp(X)) + 2k(< Vdp, VdIn >,2d¢(X)2

+ nk<vgradM lnfdgp(gradM hl(/l)), dgb(X)Z

-~

T5
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donc
T, = Ng(gradA(Inp), X,)
= Ng(gradA(In \*>"™f"), X)
et
Ty = 2Xg(Ricci™ (gradln \*~™f™), X1)
En utilisant I’égalité (5.21) du lemme 5.2.2, nous obtenons
TS - k(vgradlnuT(SO)v d¢(X))
= (2= m)k(Vgradgmpde(gradin A), do(X))

N (2—=m) | gradln X |* g(gradln p, X1) +n(2 — m)g(V graam rgradIn \)

(2

2
Tm)g(gmdﬂ gradln \ |2),X1).

Gréace a I'égalité (5.22) du lemme 5.2.3, nous déduisons que

_I_

T, = 2k(<Vdp,Vdlnpu >,do(X))
4n)\2g(ngd1n>\gmdln f,X1)+2(2— m)AQg(grad(] gradln \ \2),X1)
—2X?A(In p)g(gradln X, X;)

Enfin, I’équation (5.21) du lemme 5.2.2 nous donne :

2

Ty = A2 [n[(Q —m) | dgradIln X |* +2dIn f(gradln \)]g(gradln f, X,) + %g(gradﬂ gradln f ), X;)
n(2 — m)g(Vgraam rgradin X\, X;) — n? | gradln f |* g(gradln X, X,),

d’ont

grad(Aln N>~ f") + 2Ricci™ (gradIn N>~ ) + 2n(2 — m)V graam rgrad In A

2
_ 9 _
+4nV gradamrgradln f + %gmdﬂ gradln f [*) + (6 m>2( m)gmd(| gradln X |?)

+[(2=m)* | gradln X |* —n® | gradln f |* +2A(In \*™™ f*)] grad In A
+2n[(2 —m) | gradln X |* +ndln f(gradln )\)]gmd Inf=0

Ce qui achéve la preuve du Théoréme 5.2.2. O

Corollaire 5.2.1. D’aprés le Théoréme 5.2.2, Si @ est une application biharmonique non
harmonique. Donc ¢ biharmonique si et seulement si la dilatation \ et la fonction de distorsion
f vérifient l’équation suivante

grad(Aln f) + 2Ricci™ (gradIn f) + 2(2 — m)V gradin fgradIn A
+2(2 —m) | gradln X |* gradIn f — 2A(In f)gradIn A
+2ndIn f(gradin N)gradln f —n | gradIn f |* gradln X (5.24)

+4V graamagradIn f + ggradﬂ gradln f |*) =0



5.2 Les applications biharmoniques sur les variétés produit tordu généralisé 88

Exemple 5.2.1. Nous considérons l'inversion ¢ : R™ — {0} — R™ — {0} définie par

X

p(r) = B
Linversion ¢ est conforme de dilatation X\, égale a
1 1
)\ = — = —
@) =1E =

@ est biharmonique non harmonique si et seulement si m =4 (voir [23])
Dons la suite, on prend m=/, alors

0: (RN ={0}) x; N* — (R"—{0})
[ ]2

telle que In f est radiale In f = a(r) et o € C*([0,4+00[,R), f depend seulement de x

(z,y) +—

gradln f = o/2
or
| gradn f [* = (o)
grad(] gradln f |?) = 20/0/’2
or
Alnf = o/’+§o/
r
3 3 ,.0
Al — n e " = / .
grad(Aln f) (" + o - o >8r

posons In A = B(r).
Donc ¢ biharmonique si et seulement si v satisfait l’equation différentielle ordinaire sui-

vente.

1 15 2n

" +ndd — —a’ — —a ——(a/)*=0 (5.25)
r r r
Finalement ¢ biharmonique si et seulement si
_4
fla) =l

Proposition 5.2.5. Soit ¢ : (N,h) — (P, k) une application régulié¢re, alors le champ de
bitension de l’application ¢ définie par

¢: (M xyN,Gy) — (PK)
(z,y) — o(x,y) =(y)

est donné par :

n() = 5 [r) = (0 = 2Juldv(gradyin f)) = (1= )V, 1 W
—(2(4 —=n) | gradyIn f |* —2AN(In f))W]
—% (2 —n) | grady In f | —Ap(In f)]W
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Si 1) est une application conforme de la dilation p, on a
-2
2(0) = = [Jo(@blgradyin L))+ (0= 6)V32 1, s (grad(in D))
+(2(4 = n) | gradyn f " =2Ax(In f))dv(grady (In £>ﬂ

2(n —2) ) ¥
- S @) gradiin £ P A (in )] di(grady(in )

Proposition 5.2.6. Le champ de tension et le champ de bitension de la de la deuziéeme

projection n sont donnés par :

2
r grady In f

7(n) = f_2
et
n—=6

grady (| grady In f |?)

To(n) = _nJ;Z [gmdN(AN(ln 1)) + 2Ricci(grady) In f +

+ ((4=n) | gradyIn f |* =Ay(In f))grady In f}

_ 2(”}; 2) [(2 —n) | gradyIn f > —Ap(In f)] grady ln f

Proposition 5.2.7. De méme pour la premiére projection m, nous avons

T(m) = n.gradyn f
2
To(m) = —%gmdMﬂ gradyIn f [*) — n.grady (A (In f)) — 2n.Ricci(grady In f)
En effet

D’aprés la propostion 5.2.4 le champ de bitension de I’application ¢ est donné par
72(¢) = 7(¢) — ndy(grady In f) =Ny 00,V

Sig=mona

To(m) = —ndy(gradyInf)— n2ngdM i fgrady In f

2
= —%gmdM(]gmdM In f1?) — ngraday (A(ln f)) — 2nRicc™ (grady In f)

Proposition 5.2.8. Le champ de bitension de 'application définie par :
qb . (M XfN,Gf) — (M X N,G)
(r,y) — (2,9(y))

avec 1 est harmonique, est donné par
2

To(0) = —(ngradM(A(ln ) + 2nRicci™ (grady In f) + %gradMﬂ grady;In f |?), 0>

+ ”f—_42 (0. Ju(d(gradyIn 1)) = (0 = 6V} 10 st (gradn n f) )
1 2 = D Av(n )+ 2w ) + (0~ 4) | gradyIn f |
+ (n—2) | grady In f |* | (0, dip(grady In f))

(5.26)
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preuve :

En effet, le champ de tension de ¢ est donné par
n—2
7(¢) = n(grady In f,0) + T(O’ diy(grady In f)).

Soit (E;)i1<i<m »(resp (Fj)1<j<n) une base orthonormale sur M, (resp N). Par définition, nous
avons

Ts(r(9)) = —tre,(V2)*(r(9)) — trGR(r(), d)de

tre, (V)(r(6)) = [V?EZ_7O)V?EZ_’0)T(¢) -Vi L (Ei’O)Aa]
loo Lo ¢
+ [EV(O,Fj)?V(OvFj)T(Qb) B vv}(o,pj)}(oij)T((b)]

2
= <ntrg(VM)ngdM In f+ %gmdM(! grady In f [?), 0)
n—

" TQ <0’ tri(V?) dip(grady In f) + (n - G)V;bmdN I pd¥(grady In f>>
2(n —2)

-

+(n = 2) | gradyIn f 2] (0, di(grady n f)

et par définition du tenseur de courbure de la variété prduit, on a :

[AN(ln £+ FAu(nf) + (n—4) | gradyIn f 2

trG;R(7(¢), dp)dp = n(Ricci™ (grady In f),0) + ”f—_42(0, try RN (di(grady In f)))

O
Corollaire 5.2.2. D’aprés la formule (5.26), si la variété N est une surface (dimN =2 ),
alors le champ de bitension de ['application ¢ est donné par
To(@) = —2(gradM(A(1n ) 4 2Ricci™ (grady; In f) + grady (| grady In f |*), O) (5.27)
Exemple 5.2.2. Soit la application ¢ défine par
¢:R"—{0} x; N* — R"—{0} x N?
(z,y) — (2,9(y))
le champ de tension et le champ de bitension sont donnés par les équations suivantes
7(¢) = 2(gradln f,0)
72(¢) = 2(grad(A(In f)) + grad(| gard1n f 7))
A(ln f)+ | gardIn f = a(y)
gradln f #0

Siln f est radiale In f = a(r) ou r = |z|, alors ¢ est biharmonique non harmonique si et
sulemet si

d’ou ¢ biharmonique non harmonique si et sulemet si

Fla) = fafe-"
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