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0.1 Introduction

Ce travail est consacré a I’étude de la stabilité et I'instabilité des files d’attente
dans le cas aléatoire, car ici nous traitons le cas déterministe et le cas probabiliste,
il s’agit des systémes composés de deux stations, chaque station est équipée d’un
seul serveur fonctionnant avec la discipline avec non préemption et d’une file
d’attente de longueur non bornée devant chaque station. Le cheminement dun
client d’'une station a ’autre est représenté par une chaine de Markov et aucune
distinction n’est faite entre les caractéristiques probabilistes des clients, la loi de
probabilité conditionnelle des X; alors la propriété suivante :

IP{XZ’—H/Xla X27 '-'7Xi} - IP{XH-I/XZ'}

pour ¢ > 1 quelconque, pour représenter le départ vers "l'extérieur" du réseau.
Ainsi nous admettons des systémes ouverts. Toujours dans le cas probabiliste, les
temps de service a chaque file seront indépendants enter eux. Posséde la propriété
intéressante d’avoir une solution stationnaire. C’est pourquoi il est trés souvent
utilisé pour la modélisation des systémes informatiques ou de télé comunication.

Le chapitre 1 est consacré a I’étude des chaines de Markov qui ont large champ
d’applications dans la modélisation de systémes réels et qui se caractérisent par
la propriété de mémoire a court terme.

La file d’attente GI/GI/1 est analysée dans le chapitre 2. Le cadre naturel
de I’étude est celui de marches aléatoires. La factorisation de Wiener-Hopf est
démontrée et utilisée pour déterminer la loi du maximum d’une marche aléatoire.
Cela permet d’obtenir la loi a I’équilibre des variables de cette file d’attente :
temps d’attente, nombre de clients,...

Dans le chapitre 3, on prouve que la stabilité de réseau de files d’attente a
2-stations avec H-classes de clients, fonctionnant sous une discipline de service
(SBP) avec non préemption, dépend des distributions des interarrivées et des
temps de service. En particulier, notre résultat montre que les conditions des
moyennes d’interarrivées et de service ne sont pas suffisantes pour déterminer
la stabilité d’un réseau de files d’attente, sous une discipline particuliére. Nous
montrons que quand toutes les distributions sont exponentielles, le réseau est
instable dans le sens que, avec une probabilité 1, le nombre total des clients
dans le réseau tend vers l'infini quand ¢ tend vers l'infini. Nous prouvons que
le méme réseau avec des interarrivées et des temps de service déterministes est
stable. Finalement, nous prouvons que le méme réseau, avec des interarrivées et
des temps de service déterministe est instable quand il suit la discipline de service
(SBP) avec préempotion.



Chapitre 1

Chaine de Markov

1.1 Défintion et premiéres propriétés

Dans tout ce chapitre, E est un espace fini ou dénombrable, qui est muni de
la tribu P(E). Une matrice stochastique sur E est une famille (Q(z,y); =,y € E)
de nombres réels satisfaisant les deux conditions :

(i) 0 < Q(zx,y) pour tous z,y € E.

(ii) pour tout = € E, ZQ(z,y) =1

yeE
Cette notion est équivalente a celle de probabilité de transition de E dans E : si

on pose

vz, A) = ZQ(Q;,y), reE, ACE.

yeA

On voit que v est une probabilité de transition de F dans F, et inversement si on
part d’une telle probabilité de transition v, la formule Q(x,y) = v(z, y) définit une
matrice stochastique sur E. Pour tout entier n > 1, on peut définit @, = (Q)" :
Q1 = @, et ensuite par récurrence,

Quir(z,y) =Y Qulz,9)Q(2,y).

z€E
On vérifie que @), est encore une matrice stochastique sur E. On pose aussi
QO(ZL',Z/) = ]l{x:y}~

Pour toute fonction f: F — R, on notera Q) f la fonction définie par

Qf(x) =) _Qz,y)f(y).

yelr
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Définition 1.1.1. Soit QQ une matrice stochastique sur E, et soit (X,)nen un
processus aléatoire ¢ valeurs dans E. On dit que (X, )nen est une chaine de Markov
de transition Q) si pour tout entier n > 0, la loi conditionnelle de X, .1 connaissant
(Xo, X1, ..., Xp) est Q(X,,,y). De maniére équivalente, cela signifie que

P(Xn+1 = y/XO = xOle = I, 7Xn = mn) = Q(xnay)a
pour tous To, Ty, ..., Tn,y C E tel que P(Xy = x9, X1 = x1,..., X, = x,) > 0.

Proposition 1.1.1. Un processus (X, )new G valeurs dans E est une chaine de
Markov de matrice de transition () ssi, pour tout n > 0 et pour tous
Loy L1y ooy Tn, Y Q E,

P(XO = xO,X1 =T, 7Xn = .C(}n) = P(XO = ﬂfo)Q(ﬂfo,371)@(5(71,!172)“‘@(37”,1,wn).

En particulier, on a si P(Xy = xo) >0,
P(X,, = x,/Xo = x9) = Q(x0, z,).

Preuve . Si (X,,)n,en est une chaine de Markov de transition @ la formule
donnée est immeédiate par récurrence sur n en écrivant :

P(Xo =29, X1 = @1, -, X = iUn,Xn+1 = $n+1) = P(Xo =20, X1 =1, -, X, = xn)
XP(XnJrl = anrl/XO = $0,X1 =X, 7Xn

Inversement, si la formule donnée est vraie, on vérifie immédiatement que

P(XO - $0)Q($0,!L‘1) e Q(In—la xn)Q(xm y)

PXpp=y/Xo=20, X1 =a1,...,. Xy =1p,) =
(Xn1 =y/Xo =20, X1 =11 n) P(Xo=20)Q(x0,21) - - - Q(Tp_1,%n)

La derniére asertion s’abtient en remarquant que
Q(ﬁoa mn) = Z Q($O7xl)Q(mla$2) T Q(xn—lyxn)'
T1,22,...,kpn—1E€EE

Proposition 1.1.2. Soit (X,,),en une chaine de Markov de transition Q.
(i) Pour tout n > 0 et toute fonction mesurable f : E — Ry,

Elf(Xn1)/Xo, X1, - Xn] = B[f (Xn11)/ X0] = QF (Xa).

Plus généralement, pour tout sous-ensemble fini {iy,...,ix} de {0,1,...n — 1},
on a

E[f(Xn+1)/Xi17X17 -~-7Xik7Xn] = Qf(Xn)'

= xn)
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(ii) Pour tous les entiers n > 0,p > 0 et pour tous y1,...,y, € E,

P(Xn—l-l = Y1, -"7Xn+p = yp/X07 aXn) = Q(Xl = yl)Q(yhyQ) T Q(yp—layp)7

et donc
P(Xontp = Yp/Xn) = Qp(Tn, yp)-

Si on pose Y, = X+, pour tout p € N le processus (Y,),en est encore une chaine
de Markov de matrice de transition Q).

Preuve . (i) D’aprés la définition,

ELf (Xnt1)/ Xo, X1, 000y Xa] = Y Q. 9) f(y) = QF(Xn),

yerR

Ensuite, si {i1, ..., } est un sous-ensemble fini de {0, 1,...,n — 1}, on a

Elf(Xns1)/Xo, Xa, oo, Xiy, X = EE[f(Xni1)/Xos X1, oo, Xn/ Xiy, X1y Xy, X
= E[Qf(Xn+1)/Xi1vX17 "'7XikvX7L]

(ii) I1 découle immédiatement de la proposition précédente

P(Xn—H =1, -‘-7Xn+p = yp/XO = T, - Xn - xn) - Q(Xl - ?A)Q(yl, y2>"'Q(yp—17 yp)-

La formule pour P(X,4, = y,/X,) en découle en sommant sur les choix possibles
de y1,...,yp—1 € E. Enfin, pour la derniere assertion, on déduit de ce qui précede
que

PYo=yo,Y1=1y1,...Y, =yp) = P(X5, = 40)Q(X1 = y1)Q(y1,¥2) - - - Q(Yp—1, Yp)

et on utilise la caractérisation donnée dans la proposition précédente.

1.2 La chaine de Markov canonique

Proposition 1.2.1. Soit () une matrice stochastique sur E. On peut trouver un
espace de probabilité (Q/, F, Pl) sur lequel il existe, pour tout x € E, un processus
(X5)nen qui est une chaine de Markov de transition Q, issue de X* = .

Preuve . On peut prendre Q' = [0, 1], muni la tribu borélienne et de la mesure
de Lebesgue. A partir de développement dyadique(propre) d’un réel w € [0, 1],

w= Z@n(w)T"’l? en € {0,1}.
n=0
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on construit une suite (£,,)en de v.a. indépendantes de méme loi
Ple,=1)=¢, =0) =1/2.

Si ¢ est une injection de NxIN dans IN, les v.a. 1; ; = €, ), 1, J € IN sont(évidemment)
encore indépendantes et de méme loi. En posont

U, = i 77i,j2_j_17
n=0

on obtient une suite Uy, Uy, Uy, ... de v.a. indépendantes de loi uniforme sur [0, 1]
p

(pour voir que U; suit la loi uniforme, noter que Zmﬂ_j_l) a méme loi que
n=0

Z £,(w)27"" 1 pour tout entier p, et faire tendre p vers 0o). Soit Y1, Yo, ..., Yk, -..

une énumération des éléments de E. Fixons aussi x € E. On pose X? = x puis

Xf = Yi; St Z Q(mayj) <U < Z Q(xvyj)v

1<j<k 1<j<k

de sort qu’il est clair que P(X{ = y) = Q(x,y) pour tout y € E. On continue par
récurrence en posant

X yk)‘% Z Q 7y] <Un+1< Z Q 7yj)

1<5<k 1<5<k

En utilisant 'indépendance des v.a. U;, on vérifie trés facilement que pour tout
kE>1,

P(X? =y \ X§ =x0,..., XJ = x,)

n

= P( Z Q(xn,yj) < Upp < Z Q(xn, y) \ X§ =20, X{ =21,..., X, =2

1<j<k 1<j<k

( Z Q(xnvyj) < Un+l < Z Q($n7yj))

1<j<k 1<j<k

- Q(‘rny ?/k)>

de sorte que (X7 )nen est une chaine de Markov de transition Q.



1.2 La chaine de Markov canonique 10

Théoréme 1.2.1. soit () une matrice stochastique sur E. Pour tout v € FE,
il existe une unique probabilité, notée P,, sur Q = EWN telle que sous P, le
processus des coordonnées (X, )new est une chaine de Markov de transition Q, et
P,(Xo=2)=1.

Preuve . Soit x € E. La proposition précédente permet de construire sur
un espace de probabilité (', F ', P') un processus (X%),en qui est une chaine de
Markov de transition @) telle que X = x. On définit alors P, comme la mesure
image de P’ par I’appliction

Q = Q.
W= (XE(W))nen-
Cette application est mesurable grace au lemme précédent. On a

P.(Xg=2)=P(Xj=2x) =1,

et de plus pour tous xq, xo, ...,z, € E,

P, (Xo =20, X1 =21,...., Xy = ) = P(X§ =20, XT = 21, ..., X] = 1)
= P/(X(g)c = QTO)Q(JTO,%) te Q(xn—laxn)
= ]P$<Xg - :UO)Q<:U07 xl) e Q(xnfla xn)a

ce qui montre que sous PP, le processus des coordonnées est une chaine de
Markov de transition (). Pour l'unicité, on remarque que si P/, est une autre
mesure de probabilité satisfaisant la propriété du théoreme, les mesures P, et
IP’,, coincident sur les cylindres. Or les cylindres forment une classe stable par
intersection finie et qui engendre la tribu F.

Théoréme 1.2.2. (Propriété de Markov simple)
Soitent F et G deux fonctions mesurables positives sur €2 et soit n > 0. Sup-
posons que F est F,-mesurable. Alors, pour tout v € E,

E,[F.G 00,] = E,[FEx, [G]].

De maniére équivalente,

E:c[G © Hn/}—n] = ]EXn[G]7

ce qu’on peut traduire en disant que la loi conditionnelle de 0,(w) connaissant
(Xl, XQ, ,Xn) est IPXn-

Remarque 1.2.1. Cet énoncé se généralise aussitot au cas ot on romplace I,
par I, pour n’importe quelle loi initiale p. Il en sera de méme pour l’énoncé
sutvant.
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Preuve .
Il suffit de montrer la premiére assertion, et pour cela de traiter le cas ou

F= 1{X0:$0,X1:$1,---7Xn::vn}

pour xg, x1,...,x, € E. Considérons d’abord le cas ot GG est de méme type :

G = ]]'{XO:y07X1:y17”~7Xp:yp}

oup >0etyo,.. vy, €L Danscecas,siyec L,

Ey[G] = ]l{yozy}Q(yO =) Q(yp—la yp)

et par ailleurs

Em[FG o en] - ]P:E<X0 = Xy, Xl = T, 7Xn = Tn, Xn = Yo, Xn—H = Yn+1, -'-7Xn+p = yp)
= ]l{xozx}Q(xO =x1) - Q(Tno1, xn)]l{yOan}Q(yO =) Q(yp—lv yp)
de sort qu’on obtient facilement le résultat. Un argument de classe monotone

montre ensuite que le résultat reste vrai pour toute fonction G = 14, A € F, ce
qui permet de conclure.

Théoréme 1.2.3. (Propriété de Markov forte)

Soit T un temps d’arrét de la filtration (F,). Soitent F' et G deux fonctions
mesurables positives sur ). Supposons que F est Fp-mesurable. Alors, pour tout
r € F,

Ex[]l{TQ,O}F.G o QT] = Em[]l{T<oo}FEXT [G]]

De maniere équivalente,

Eo[1{r<o}G 0 07/ Fr] = 1 (<o} Ex, [G].

Remarque 1.2.2. La v.a. Xrp, définie sur l'ensomble Fr-mesurable {T'" < oo},
est Fr-mesurable. La v.a. Ex, |G|, définie aussi sur l'ensemble {T < oo}, est la
composée des applications w — Xr(w) et x — E,[G].

Preuve . Pour tout entier n > 0,
Ex[]l{T:n}FG O QT] = Ez []I{T:n}FG o Qn] == Em []l{T:n}FEX" [GH,

d’aprés la proprié¢té de Markov simple appliqée en observant que 1Lyr—,,F' est
Fn-mesurable parce que est Fr-mesurable. Il suffit ensuite de sommer 1’égalité
obtenue sur toutes valeurs de n € IN.
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Corollaire 1.2.1. Conditionnellement a [’événement {1; < oo}, la suite transla-

tée (Xr,,,)(r > 0) est une chaine de Markov, de matrice de transition P et d’état

initial j. De plus, la suite translatée (Xr,, )(r > 0) est indépendante de la tribu
Ur,.

J

Posons 07,{ X1 = ji, ..., Xo = jr} = {Xr1,,, = j1, .., X1y, = Jjr}. L'opérateur
07, est un opérateur de transition, qui fait subir & chacun des indices des X; une
translation égale a T}.

P{QTj{Xl :j17~-~7X7‘ :]T}/ﬂ < OO} = P{Xl :jl, -~-7X7" :jT/XO :]}

Si B est événement appartenant a U, on peut donner un sens a 7, B a I'aide du
processus canonique et montre que 1’'on a

P{0r,B/T; < oo} = P{B/X, = j}.

Nous nous contentons d’utiliser I’equation précédente pour les seuls événements
{N; = k}, o k est un entier positif, fini ou infini et ot IV, est le nombre de retours
dans I’état j apres I'instant 0, & savoir

Ny => Ix,-;

n>1

Le translaté 07, { N; = k} est obtenu en faisant subit a tous les événements { N, =
J} apparaissant dans la définition de N; la translation 6. On a donc, avec

NP =Y Tog it = D L snmi-

n>1 n>1

La relation : 07, {N; = k} = {N] = k} La propriété de Markov forte, dans la
forme précédente, permet d’écrire

P{N| = k/T; < o0} = P{N; = k/X, = j}.

, . ) . .. _

Or, N; est le nombre de retours en j, aprés une premier en j, soit V; = E Iix, =+
1<n<T;

N J’ Comme il ne peut y avoir de retours en j strictement avant 7}, on a encore

N - L+ N si T < oo
10 , sinon .

D’Ofl P{NJ = k?—f—l/T'] < OO} = P{N] = k’/XO :]} = Pj{Nj = k‘} pour

......

de sorte que P = P = P%. La probabilité f;; = P/{T; < oo} a été considérée
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en 'equation précédente. Comme {7; < oo} = {7I; > 1}, on en déduit, pour
0<k<oo,

PN, =k+1} =Pi{N,=k+1,N,>1}
= PI{N; = k+1,T; < 00}
= Pj{Tj<oo}Pj{Nj =k+ 1/T] < OO}
= [ PP{N; = k}.

Comme P/{N; =0} = P/{N,; = co} = 1 — f;, deux cas se présentent :
(1) ou bien f;; = 1, 'état j est récurrent et alors P/{N; = k} = 0 pour tout
k < 0o, ce qui entraine P/{N; = oo} = 1;
(2) oubien a = f;; < 1, I'état j est transient et P/{N; = k} = a*—a*™! pour tout
k < oo. Cette derniére propriété entraine que P/{N; = oo} = 1— Z (1—a)a® = 0.

k<oo
Ainsi

N - 1, si PH{T; < oo} =1;
10, st PHT < oo} < 1.
On ne peut donc avoir 0 < P/{N; = oo} < 1. Enfin, comme E[N;] =
]E[Z Iix,=pp] = ZPj{Xn = j} = ZPJ»(Z), on retrouve bien les critéres de
n>1 n>1 n>1
récurrence du théoréme sous la forme : E[N;] = oo si j est récurrent, tandis que

E[N;] = f;;/(1 — f;;) < oo si j est transient. Exprimons ces résultats dans un
théoréme.

Théoréme 1.2.4. Dans une chaine de Markov homogene, il n’y a que deux sortes
d’états : les états récurrentes et les états transients. Soient j un état transient et
a = fj; = P{T; < oo} la probabilité d’au moins un retour de la chaine dans
létat j. Alors a < 1 et le nombre aléatoire N; de retours de la chaine dans l’état
7 suit la loi géométrique :

PI{N; =k} = (1 — a)d", (k> 0).

Proposition 1.2.2. Soit j un état récurrent et k # j tel que j — k, alors k — 7,
de sorte que k est aussi récurrent et dans la méme classe que j. En particulier,
une chaine de Markov ne peut aller d’un état récurrent vers un état transient.

Preuve .

Supposons que pour n > 1 on ait Pk(:,T;') > 0. Il s’agit de montrer que l'on a
Pk(?) > 0 pour un certain m > 1. Il suffit de démontrer la propriété pour n = 1,
soit P ; > 0. Si P'on avait P{X,, = j/X, = k} = P,SZ.L) = 0 pour tout m > 1,
on aurait P{N; = co/Xo = k} < > P = 0. De la, P{N; = 00/X, = j} =

m>1
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ij,lP{Nj =o00/Xg =1} < ZPJZ =1—p;r <1 et jne serait pas récurrent,

1£k 1£k
contrairement a 1’hypothése.

Proposition 1.2.3. Soit R l’ensemble des états récurrents d’une chaine de Mar-
kov finie. Alors, avec une probabilité égale a 1, la chaine se trouve dans R au bout
d’un temps fini.

Corollaire 1.2.2. Soit T un temps d’arrét tel que P,(T < oo) = 1. Supposons
qu’il existe y € E tel que P, (X7 = y) = 1. Alors sous P, 0r(w) est indépendant
de Fr et de la lov P,

Preuve .
Avec les notations du théoréeme, on a

B, [F.G(0r(w))] = B [FE,[G]] = E, [F]E,[G]

d’ou les assertions de 1’énoncé.

1.3 La classification des états

Proposition 1.3.1. Soit

H,=inf{n>1:X, =z}

N, = ZO ]I{Xn=$}7

soitz € E. On a :
(1) Ou bien P,(H, < c0) =1, alors

N, =00, P,—p.s
dans ce cas x est dit récurrent.
(2) Ou bien P,(H, < o0) < 1, et alors

N, <oo, P, p.s

et plus précisement E,[N,] = 1/P.(H, = 00) < 00, dans ce cas x est dit
transitoire.

Preuve . Pour tout entier k£ > 1, la propriété de Markov forte montre que

P(N, > k+1) E.[1#, <o} LN, >k} © Om,]
B [11#, <o} Ex[Lin, >4}
E,

(H, < 00)P.(N, > k).
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Puisque P(N, > 1) = 1, une rimmédiate donne P(N, > k) = E,(H, < oo)f1. Si
E,.(H, < co) = 11il en découle aussitot que P(N, = c0) = 1. Si E,(H, < 00) < 1,
on trouve

= 1
P(N, > k)= - < 0.
; E,(H, = oc0) =

Définition 1.3.1. On dit que [’état j est accessible a partir de [’état i, ou est
conséquent de l’état i, s’il existe un entier n > 0 tel que PZ(?) > 1. On écrit :
T 7.

Propriété 1.3.1. La relation d’accessibilité entre état est réflexive et transitive.

Preuve .
Comme pg)j) = P{Xy, = i/Xo = i} = 1 pour tout état i, on a bien i — i.
Ensuite, si ¢ — [ et [ — j, alors pﬁ?) > 0 et pgz) > 0 pour certains entiers

m,n > 0. On en tire :

(m+” szkp,g)>pzl)plj>0 d'ou i —j.
keE

Propriété 1.3.2. Soitent i,j deux €états; les deux propriétés suivantes sont équi-
valentes :

(a) létat j accessible a partir de l'état i, soit i — j.

(b) le processus, partant de i, passe par j avec une probabilité strictement
positive.

Preuve . D’abord, (a) = (b) est évident. Montrons que (a) = (b). Sous
I'hypotheése (a), pour tout n > 0, on a : pi; = 0. Soit A I'événement le processus
passe par j. Alors P{A/X, = i} = P{> {X, = j}/Xo =i} = Y P{X, =

n>0 n>0

j/Xo=1i}= sz(? = 0; d’ou la propriété (b).

n>0

Définition 1.3.2. On dit que deux état communiquent et l’on écrit © — j, si on
a ala fois :1— j et j — 1.

Définition 1.3.3. La relation de communication entre états est une relation
d’équivalence.

Définition 1.3.4. Sl n’y a qu’une seule classe pour la relation de communica-
tion, autrement dit, si tous les états communiquent entrs eux, la chaine est dit
wrréductible.
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Définition 1.3.5. La noyau potentiel de la chaine est la fonction U : E X E —
[0, 00] définie par
U(x,y) = E[N,].

Proposition 1.3.2. (i) Pour tous x,y € E,

= Qulx,y),

(11) Uz, x) = 0o si et seulement si x est récurrent.
(111) Pour tous x,y € E, avec x # vy,

Ulz,y) = P.(H, < o0)U(y,y).

Preuve . La propriété (i) est obtenue en écrivant :

=B Moyl =Y PolXu=3) = Qulz,y).
n=0 n=0 n=0

La propriété (i7) est une conséquance immédiate de la proposition précédente et
de la définition de U.
Enfin (i77) découle de le propriété de Markov forte :

Ew[Ny] = Ez[]l{Hz<00}Ny © eHy] = Ew[ﬂ{Hz<00}Ey[NyH = IPa:(Hy < OO)U(%?J)'

Lemme 1.3.1. Soit x € R et soit y un autre point de E tel que U(x,y) > 0.
Alors y € R et Py(H, < 00) =1, donc en particulier U(z,y) > 0.

On note R 'ensemble des états (points) récurrents.
Preuve . Montrons d’abord que P,(H, < co) = 1. Pour cela on écrit

0="DP,(N, < o0) +(Hy < 00,H, 00y, = 00)

x[]l{Hy<oo}]l{Hx } © QHy]
+(Hy < oo) (Hx = 00)
L’hypotheése U(z,y) > 0 entraine P,(H, < oo) > 0. On conclus que P,(H, =
o0) = 0. Ensuite, on peut trouver des entiers ny,ny > 1 tels que @, (x,y) > 0, et

Qs (y, ) > 0.
Pour tout entier p > 0, on a alors

an—l—p—i—m (y7 y) 2 an (y7 I)Qp('ra x)@?n (JI, y),

v

P
E
E
P

et donc
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Uly,y) > ZQm+p+m(y Y) = Qn,(y, ZQp 2,2))Qu, (v, y) =

p=0 p=0
puisque x € R entraine Z Qp(z,z) =U(x,x) = o0.
p=0
Définition 1.3.6. La chaine est dite irréductible si U(z,y) > 0 pour tous x,y € F

Corollaire 1.3.1. Si la chaine est irréductible :
(1) Ou bien tous les états sont récurrentes, il existe une seul classe de récur-
rence et on a pour tout v € E

P,(N, =o00,Vy € E) = 1.
(2) Ou bien tous les états sont transitoires et alors, pour tout x € E
P,(N, < oc0,Vy € E) =1.
Lorsque E est fini, seul le premier cas peut se produire.

Preuve . Puisque U(z,y) > 0 pour tous z,y € E, on voit aussi qu’il y a une
seule classe de récurrence.
Si E est fini et si on suppose que tous les états transitoires, on a

P, —p.s, ZNy < 00,

yeE
ce qui est absurde puisque
SN =D ey = DD ey = 0
yeE yeE n=0 n=0 yek

Une chaine de Markov irréductible dont les états sont récurrents sera dite récur-
rente irréductible.

1.4 Récurrence positive, récrrence nulle

Théoréme 1.4.1. Supposons la chaine récurrente irréductible. Alors la mesure
mwvariante est unique a une constante multiplicative prés.
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Preuve . Soit p une mesure invariante. On montre par récurrence que, pour
tout entier P > 0, pour tous x,y € E

P/\ (Hy—1)

m(y) > Z Lix,=y]- (1.1)

D’abord, si y = x, 'inégalité est 1mmed1ate. On suppose donc y # z. Sip =0,
I'inégalité (1.1) est triviale. On suppose que I'inégalité (1.1) est vraie a 'ordre p.
Alors,

p/\ (Hz—1)

zeE

) Z Z E,[1ix,=zk<H,-1}]Q(2,Y)

z€FE k=0

P
x) Z Z ]Ex[]I{Xk:Z’KSHI—l}H{Xk+1:y}:|

zeE k=0
pA(Hz—1)
x)ZEx[ Z ]]'{Xk+1:y}]
z€EE k=0
p“l‘l/\Hw
)Y B Y Ty,
zeE k=0

ce qui donne le résultat voulu a l'ordre p 4 1, on a utilisé le fait que I’événement
{Xk = 2,k < Hy, — 1} est Fp-mesurable pour appliquer la propriété de Markov a
I'instant k. En faisant tendre p vers +00 dans (1.1) on trouve

Hy—1

p(y) > p(@)E[ D L=yl

Fixons x € E. La mesure

H;—1

= Eu[ ) Tixmy)]
k=0
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est invariante, on a u(y) > u(z)v,.(y) pour tout y € E. Donc, pour tout n > 1,

u(z) =Y n(2)Qu(z,2) 2 Y pl@)ve(2)Qul(z,2) = plx)ve(z) = p(z)

zeE zeE

ce qui montre que 'égalité u(x) = p(z)v,(z) a lieu pour tout z tel que Q,(z,x) >
0.

I'irréductibilité assure pour tout z € FE on peut trouver un entier n tel que
Qn(z,x) > 0, et on conclut donc que p = p(zx)v,, ce qui termine la preuve.

Corollaire 1.4.1. Supposons la chaine récurrente irréductible. Alors :
(1) Ou bien il existe une mesure de probabilité invariante u, et on a pour tout

r el )
E, H,) = —.
A=
(1i) Ou bien toute mesure invariante a une masse totale infinie, et on a pour
tout v € I,

E.[H,] = cc.
La chaine est dite récurrente positive dans le cas (i) et récurrente nulle dans le

cas (i1).

Proposition 1.4.1. Supposons la chaine est irréductible. S’il existe une mesure
invariante finie, la chaine est récurrente (et donc récurrente positive).

Preuve . Soit v une mesure invariante finie, et soit y € E tel que vy(y) > 0.
Pour tout x € E,

> Qulwy) = Ulz,y) <Uly,y).

On multiplie les deux membres de cette inégalité par v(z) et on somme sur toutes
les valeurs de x € E. Il vient

> " 1Quly) < A(E)U ().

Puisque 7 est invariante on a 7@, (y) = v(y) > 0, pour tout n > 0. On conclut
donc que

Y(E)U(y,y) = oo.

Comme v(FE) < oo, cela entraine que U(y, y) = oo. Donc y est récurrent et puisque
la chaine est irréductible elle est récurrente.
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1.5 Mesures invariantes

Définition 1.5.1. Soit u une mesure positive sur E, telle que u(x) < oo pour tout
x € E et u n'est pas la mesure identiquement nulle. On dit que p est invariante
pour la matrice de transition () si

Yy e B, ply) =Y n@)Q(w,y).

Définition 1.5.2. Soit 1 une mesure positive non triviale sur E, telle que p(x) <
oo pour tout x € E. On dit que p est réversible si

Voe,y € B, p()Q(x,y) = u(y)Q(y, x).

Proposition 1.5.1. Tout mesure réversible est invariante.

Preuve . Si p est réversible,

D @, y) =Y ny)Qy, x) = u(y).

zeE el

En revanche, il existe des mesures invariantes qui ne sont pas réversibles : nous
avons vu que la mesure de comptage est invariante pour toute marche aléatoire
sur Z?, cependant elle n’est réversible que si la loi de saut 7 est symétrique

(v(z) = 7(=2)).

Définition 1.5.3. Soit G un ensemble mesurable de £.
(1) G est dit irréductible si Vo € E, P{1g < 0o} > 0.
(2) G est dit récurrente si Vo € E, P,(limsup{X, € G}) = 1 ou de fagon

équivalente P,{1q¢ < oo} = 1.

Remarque 1.5.1. Un ensemble mesurable G récurrent est en particulier irréduc-
tible.

Définition 1.5.4. X est dit p-irréductible s’il existe une mesure o-finie ¢ définie
sur (E,&) telle que VG € &, si p{G} > 0 alors G irréductible.

1.5.1 Les mesures exessives

Définition 1.5.5. Une mesure o-finie est dite exessive pour P si mP < m.
-On dit que m est exessive pour la chaine X.

-Sim est une mesure positive infinie, en définit une mesure de probabilité P, sur
(2, A) par :

P, (A) /E P,(A)dm(z),  VAeA
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1.5.2 Les fonctions harmoniques

Définition 1.5.6. Une fonction bornée f € & est dite harmonique si Pf = f.
St fe&y et Pf<f onditquef est surharmonique.

Définition 1.5.7. Une fonction f : E — Ry est dit harmonique (resp. surhar-
monique) si on a pour tout x € E,

flx) =Qf(x)  (resp. f(x) = Qf(x)).

Plus généralement, st F' C E, on dit que f est harmonique sur F (resp. surhar-
monique sur F') si la propriété f(x) = Qf(z) (resp. f(z) > Qf(x)) est vraie pour
F.

Proposition 1.5.2. (i) La fonction f est harmonique (resp. surharmonique) ssi,
pour tout © € E, le processus (f(X,))nen est une martingale (resp. surmartingale)

sous P, relativement a la filtration F,.
(i) Soit F C E et G = E\ F.On note Tg; le temps d’arrét

Te =inf{n >0: X, € G}.

Alors si f est harmonique (resp. surharmonique) sur F, le processus (f(Xnarg))nen
est une martingale (resp. surmartingale) sous P, pour tout x € F.

Preuve . (i) supposons d’abord f harmonique. Alors, d’apreés la proposition
précédente

Ee[f(Xnt1/Fn)l = Qf (wn) = f(n),

et en conséquence E,[f(X,)] = E.[f(Xo)] = f(z), donc f(X,) € L.
L’inversement, supposons que f(X,) est une martingale sous P,. Il vient immé-
diatement que

Le cas d’une fonction surharmonique est traité de la méme fagon.
(77) Traitons le cas d’une fonction harmonique. On écrit pour x € F,

Ex[f(X(n—i-l)/\TG/Fn)] = E:E[f<Xn+l)]l{TG>n}/fn] + Ex[f(XTG]]-{Tng}>/JT:n]
= ]l{Tg>n}Ex[f(Xn+1)/]:n] + f(XTG)]l{TGSn}
- ]l{Tg>n}Qf(Xn) + f(XTg)ﬂ{Tn>n}
= ]l{Tg>n}f(Xn) + f(XTG>]1{Tg>n}
= f(X’I’L/\Tg)'

On utilisé le fait que f(X7,) L <ny = f(Xroanlirg<n)) est Fp-mesurable.
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Théoréme 1.5.1. Soit F' un sous-ensemble non vide de E et G = E \ F. Soit
g : G — R, une fonction bornée.
(1) La fonction

h(z) = Ex[g(XTG)]l{Tg<oo}]a rek

est harmonique sur F.

(11) Supposons Tg < oo, P,-p.s. pour tout x € F. Alors la fonction h est
l'unique fonction bornée sur E qui

-est harmonique sur E.

-coincide avec g sur G.

Preuve . (i) On remarque que si z € F' on a P,-p.s.

g(XTG)]l{TG<OO} = g(XTG © 91)]]‘{TG061<00}'

Autrement dit, si U(w) = g(Xr,(w)) {1, w)<oc}, o0 a U = U o 61, P,-p.s Donc,
pour x € F', d’aprés le théoréme précédente,

ce qui montre que h est harmonique sur F.
(77) 11 est trivial que h(x) = g(z) si x € G. Soit A’ une autre fonction harmonique
sur F', bornée sur F et coincide avec g sur G. Si x € F', d’aprés la proposition
précédente, Y, = h/(X a7, ) est une martingale sous P,. Cette martingale est bor-
née, donc uniformément intégrable, et converge P,- p.s. vers h/(X7,.) = g(Xr,).
On a donc

W(x) = B [Yo] = EulYa] = Eulg(X1,)] = (o).

1.6 Ensembles clos

Définition 1.6.1. Un ensemble C d’état est dit clos (ou fermé), si pour tout
ieCettoutj¢C, ona:p;,;=0.

Proposition 1.6.1. i C' est un ensemble clos, alors aucun état n’apportenant
pas a C n’est accessible a partir d’un état de C'; autrement dit, pour tout i € C,
et tout j & C et tout n > 1 on a pi; = 0. En particulier, pour tout i € C, on a :

Zpi:’f = 1, ce qui montre que la restriction de la chaine aux seuls états de C

keC
définit une chaine de Markov homogéne, ayant C' comme ensemble d’états.
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Preuve . Pourn >2, 1€ CetjeC;ona:

n n—1 n—1
Pi; = E PikPy ; + E PikPg; -
keC keC

Dans la premiére somme, p?-' est nul, par récurrence ; dans la seconde somme
) k,j ? ) )

\ . , .

pikx Vest, par définition. D’ou py ; = 0 et aussi

Tout ensemble réduit a un état absorbant est clos. Tout ensemble d’états absor-
bants est aussi clos.

Proposition 1.6.2. Tout ensemble clos est une réunion de classes indécompo-
sable.

Preuve . Soit ¢ un état d’un ensemble clos C. d’aprés la proposition précé-
dente, 8’1l existe n > 1 est un état j tel que p}’; > 0 alors j € C'. Donc C' contient
tous les états j tels que ¢ — 7 et par suite toute la classe indécomposable a laquelle
appartient <.

Remarque 1.6.1. La réciproque n’est pas vraie : une réunion de classes indé-
composables n’est pas nécessairement close. Par exemple, avec E = {0,1,2,...} et
le graphe associé 0 - 1 — 2 — ... =& n — ..., chacun des états est transient et
forme a lui seul une classe transient. Aucune de ces classes n’est pas close.

En revanche, pour tout n > 0 l’ensemble C,, = {n,n+1, ...}, réunion de classes
transientes, est néanmois clos.

Remarque 1.6.2. Une classe indécomposable close peut étre récurrente ou tarn-
siente. Par exemple, dans la promenade au hasard sur 7. il n’y a qu’une seule
classe et elle est transiente.

Proposition 1.6.3. Toute classe récurrente est close.

Preuve . Cette proposition résulte de la proposition précédente, ou l'on a
démontré que si ¢ est récurrent et si ¢ — j avec j # i, alors j — i. soit C la
clsse récurrente qui contient ¢ et j ¢ C. Si l'on avait p;; > 0, on aurait i — j
et donc 7 — i, par la proposition précédente. L’état j appartiendrait & C, une
contradiction.
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1.7 Comportement asymptotique

Théoréme 1.7.1. Supposons la chaine récurrente irréductible, et soit p une me-
sure invariant. Soient f et g deux fonctions positives sur E telles que [ fdp < 0o
et 0 < fgd,u < 00. Alors, pour tout x € E on a P,-p.s.

— s d-00 d

k;O s J fdu
J gdp

> 9(X)

k=0

Corollaire 1.7.1. Si la chaine de Markov est irréductible et récurrente positive,
et si o désigne l'unique probabilité invariante, on a P,-p.s.

1 B n—-+00
W20 [ i

Le corollaire découle immédiatement du théoréme en prenant ¢ = 1 dans
I’énencé.
Preuve du théoréme 7 : On définit les temps d’arrét T, = 0,77 = H, et
par récurrence
Toy1 =inf{k > T, : X} =z}

Le temps T, est 'instant du n-iéme retour en z de la chaine. Puisque 'état x est
récurrent, tous ces temps d’arrét sont finis p.s. On pose aussi pour tout k > 0,

Ty —1

Zu(f) = Y f(Xa)

n=T}
Lemme 1.7.1. Les v.a. Z(f), k=0,1,2, ..., sont indépendantes et de méme loi.

Preuve . Soient gg, g1, go, ..., des fonctions masurables bornées sur R, . il suffit
de montrer que, pour tout entier £ > 0, on a

k k
E[][9:(Z()] = [ Eelai(Zo(1))].
=0 i=0
On démontre cette identité par récurrence sur k. Pour £ = 0 il n'y a rien a

montrer. Pour passer de 'ordre £ — 1 a l'ordre k, on observe que :
1) Les v.a. Zo(f), Z1(f), .., Zk—1(f) sont Fr,-mesurables.
2) La suite translatée 6, (w) est indépendante de Fr, et de loi P,.
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3) On a Zy(f) = Zo(f) o 07, par construction.

Il découle de tout ceci que

EI[H gi( ng z gk ZO fo‘ng ng z gk(ZO(f))]

d’ott le résultat voulu a l'ordre k. Nous revenons a la preuve du théoréme. Si v,
désinge comme précédemment la mesure invariante construite dans le théoréeme
précédente, on a p = u(x)v, puisque v,(x) = 1 et que toutes les mesures inva-
riantes sont proportionnelles.

On observer alors que

EJZ()) =B Y 3 @) i) = Y valy) = 1%

k=0 yeFE yeE ,u(l‘)

Le lemme précédente et la loi forte des grands nombres montrent ensuite que

P,-p.s.
1 [ fdu
W0y

Pour tout entier n, notons n,(n) le nombre de retours en z effectués par la chaine
avant I'instant n, de sorte que T, (n) < TN, (n)+1. En écrivant

TNy (n)-1 n TNg(ny+1—1
SoOorXe Y fX) DD f(X%)
N S N Nm)

ce qui équivaut a

Nz(n)—1 n Ng(n)
>z Yofa) Y %)
DO D AR AR

on déduit que P, p.s.

Nz(n)
f(Xy) — / fdu'

S|
()
=
o

k=

Il suffit ensuite d’utiliser le méme résultat avec f remplacée par g pour finir
la preuve.
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1.8 L’a-périodicité

Théoréme 1.8.1. Supposons que X est p-irréductible. Il existe un entier d € IN”
et une suite G1,Ga, ..., G4 d’ensembles mesurables de £ tels que

(a) Vo € Gi, P(x,Guyny) = Li=1,....,d ot (i + 1) =i + 1[d]

(b) Vensemble G = [ =% Gi|¢ est p-négligeable.
Si{d G, k=1---,d} estune autre collection vérifiant (a) et (b), alorsd = d' et
les familles {G;,i = 1,--- ,d} et {G},i =1--- ,d'} sontidentiques a des ensembles
négligeables pres.

Visiblement, le nombre entier d caractérise la chaine X, il est appelé la période
de X. (G1, Gy, ..., Gy) est une cycle de langueur d.

Définition 1.8.1. La chaine de Markov X = (z(n),n € IN) est dit a-périodique
sid=1.

Définition 1.8.2. Soit x un point récurrente, et
L,={n>0 : Q(z,z)> 0}.
La période de x, notée d(x), est le PGC'D de L,.

Proposition 1.8.1. Supposons la chaine récurrente irréductible.

(i) Tous les points ont méme période, appelée la période de la chaine et notée
d.

(11) Sid =1 (la chaine est alors dite apériodique), pour tous x,y € E, il existe
un entier ng tel que Qn(x,y) > 0 pour tout n > ny.

Preuve . (i) soient z,y € E. Puisque la chaine est irréductible, il existe deux
entier n; et ny tels que Q,, (z,y) > 0 et Qn,(z,y) > 0. Mais alors, si n € L,, on
ang +n+nyg € L, ce que entraine que L, — L, C L, — L, et donc d(y) divise
d(x). Par symétrie on a d(y) = d(x).

(17) clairement, il suffit traiter le cas ou y = z. Puisque d(x) = 1, on peut trouver
deux entiers ni,mq > 0 tels que 1 = n; = my et

in(x,x) >0, le(l‘,l’) > 0.

Si mq; = 0, donc ny; = 1 le résultat est évident ng = 0. Si m; > 0 alors, pour tout
je€{0,1,....m; — 1}, ona

Quz15(2, ) = Qjny+(my—jyma (%, ) > 0.

Il en découle que, si ng = m? on a pour tout entier j > 0,

Qno+j(z,z) > 0.
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Théoréme 1.8.2. Supposons la chaine iwrréductible, récurrente positive et apério-
dique. Alors, si p désigne 'unique probabilité invariante, on a pour tout v € E,

> Po(Xn =y) — uly)] "= 0.
el

Preuve . La formule

Q(z1,22), (y1,12)) = Q(z1,y1)Q(2, y2)

définit une matrice stochastique sur le Ex E. On note (X}, X2)new, (Pe1.29)) (21,02)cExE)

la chaine de Markov canonique associés. Remarquons @) est irréductible : si (z1, x2), (y1,y2) €
E x E, la propotion précédente (ii) permet de trouver deux entiers n; et ny tels

que Q,(x1,71) > 0 pour tout n > ny, et Q,(x2,y2) > 0 pour tout n > ny. Si

n > ny V ny, on a par définition Q,((z1,22), (y1,72)) > 0. De plus la mesure

produit z ® u est invariante pour Q :

Z (1) () Q(1, Y1) Q (w2, yo) Z (1) Q (21, y1) Z 1(72)Q (2, y2)

(z1,22)EEXE T1€E z2€E

= (Y1) p(y2).-

La proposition précédente permet de conclure que la chaine (X}, X?2) est ré-
currente positive. Observons maintenant que

Po(X, =) —1(y) = Pugs, (X7 = y)—Puss, (Xp = y) = Eues, [Lixz—y}—Lix1y }.

Introduisons le temps d’arrét 7' = inf{n > 0 : X} = X?}. Alors, I'égalité préce-
dente montre que

P.(Xo =y) = 1(y) = Epgs, [Lrsny (Lixz=y} — Tixa=y})]

Z HRb: ﬂ{T kX}= Xzfz}(]l{XQ*y} 1{X%:y}]'
€E

b
II

Mais, pour tout k£ € {0,1,...,n} et tout z € E la propriété de Markov entraine

que
E;@éz [1 {Tzk,Xé:X,%:z}]l{X%:y}] E 26,1 {T=k,X}=X}=2} Qn-1(2,y)
= BEugs, [Lirp x)=x2=3 Lix1=y }]

et donc la deuxiéme terme de la somme dans 1'égalité précédente est nul. On
obtient ainsi que

Y IP(Xn=y) = )] =Y [Bpes [Mirsm (ixz=y} — Lixa=y D]

yer yeE

< FBues Mrsny (L=} + Lixai—y )]

yekr

= QPM@)&z (T > n)

qui tend vers 0 quand n — oo, grace a la récurrence de la chaine (X}, X?2).
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Définition 1.8.3. Soit j un état de retour; on appelle période de 7, le p.g.c.d.
de tous les entiers n > 1 pour lesquels p%-) > 0. On note d(j) la période de j. Si
d(j) =d > 2, on dit que j est périodique de période d; si d =1, on dit que j est
agyém'odique. Si j est un état de non-retour, a savoir que, pour tout n > 1, on a
pjzf) =0, on pose d(j) = +o0.

Théoréme 1.8.3. Si ¢ est périodique de période d finie et si i — j, 7 # i, alors j
est ausst périodique de période d. La périodicité est une propriété de classe.

Preuve . Si i — j, alors il existe deux entiers n et m tels que pl(-z) > 0 et

pg-f?) > 0.

Comme i est de période d(i) = d, il existe aussi un entier s > 1 tel que pgf-) > 0.
On a donc pETrH") > p%)pgi)pgg) 5‘? >0 = pff)

p§?+2s+n) < 0.

La période d(j) de j divise donc a la fois m+2s+n et m+s+n, donc aussi leur
différence s, et en particulier la période d(i) de i. De la méme fagon, on montre

que d(i) divise d(7). Ainsi d(j) = d(i) = d.

> 0. Comme p > (0, on a aussi :

Théoréme 1.8.4. Soit C' une classe indécomposable, de période d > 2. Il existe
une partition de C' en sous-classes I'g,I'1, ..., I'q_1 telles que les seules transitions
possibles, dans la classe C' soient la transitions allant d’un état de I'; a un état de
L1 pouri=0,1,...,d—1 avec la convention que les indices 1 sont pres modulo d.
Les sous-classes I'g, 'y, ..., T'y_1 sont appelées les sous-classes cyclique de la classe
indécomposable C'.

Ce théoréme prend son importance, si la classe C' est récurrente ; dans ce cas,
tout conséquent d’'un état de C, situé dans I';, est encore un état de C, situé dans
I'; 11, les indices étant pris modulo d. Le passage de I'; a ;11 est obligatoire, seul
reste aléatoire le choix de I'état dans I'; ;.

1.9 Lois de probabilité stationnaires

Dans ce paragraphe, il est commode de noter les loi de probabilité u sur
'ensemble E' comme des vecteurs-lignes u = (ug, uq, ...), ot u; > 0 et Z u; = 1.
i

Définition 1.9.1. Soit u une loi de probabilité sur ’ensemble des états. Elle est
dite stationnaire, si u = u.P, ou, de facon équivalente, si pour tout j € E, on a

uj = E Ui j.

el
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Supposons qu’il existe une loi de probabilité stationnaire u ; pour tout n > 0,
on a aussi : u = u.P". Il en résulte que si en prend u comme loi de probabilité
initiale, soit u(®) = w, alors la loi de probabilité de X,,, qui est donnée par ™ =
p9 P est indépendante de n et égale a u(?), soit P{X,, =i} = P{X, =i} = /LEO).
De facon générale, si I'on prend u comme loi de probabilité initiale, la chaine de
Markov devient un processus stationnaire, c¢’est-a-dire, pour tout n > 0 et tout
k>0,ona:L(X,, .., Xn) = L(Xo, ..., Xi). En effet, P{X,, = ig, ..., Xpsr =
Zk} = P{Xn = iO}P{XWH = U1y ey Xy = Zk/Xn = iO} = Mgg)pimii”'pik—lyik =
P{XO = Zo}P{Xl = il,...,Xk = Zk/XO = ZQ} = P{XO = io,...,Xk = Zk} D’ou
terminologie.

Remarque 1.9.1. Il n’existe pas nécessairement de loi de probabilité stationnaire.
Par exemple, avec E =N et le graphe associé

0—=21—=22—...—17— ..

le systéeme u; = Zuipijj (¢ > 0) se réduit a ug = 0,u; = uj_y (j>1).
i>0
Les u; sont donc identiquement nuls et u n’est pas une loi de probabilité sur E.

Remarque 1.9.2. [l péut exister une infinité de lois de probabilité stationnaires.
Par exemple, dans le modéle de la ruine du joueur, on vérifie que, pour tout o tel
que 0 < a < 1, la loi u = (e, 0,...,0,1 — «) est une loi de probabilité stationnaire.
Le probleme de [’existence et de ['unicité des solutions du systéme a €té résolu
dans le cas fini. Dans le cas infini dénombrable. La situation est plus complexe.
Nous ne donnerons que quelques indictions. Traitons tout d’abord le cas fini.
dans ce dernier cas, le fait que la matrice de transition est a coefficients réels
positifs joue un role essentiel. Les résultats donnés ci-aprés reposent sur la théorie
de Perron-Frobenuis des matrices a coefficients positifs. Les résultats utiles pour
la présente étude sont donnés dans les compléments de ce chapitre.

Rapplons qu’une suite (ay,) (n > 1) de nombres réels converge au sens de
Cesaro vers a, si la suite des moyennes ((a1 + az + ... + a,)/n) (n>1)
converge vers a, au sens ordinaire. On écrit indéfféremment

a, = a, ngrfoo ca, = a.

Lemme 1.9.1. Si le nombre des états est fini, alors P™ — 11. De plus, la matrice
I est stochastique et l'on a : TI'P = PII =11 et I1? = II.

Preuve . soit £ I’ensemble (fini) des états de la chaine. La relation P — II
@ + ... —i—pfz))/n — M5,

signifie que pour tout couple d’états (,j) on a : (p; +p;;

ou Il = (ﬂ-i,j) ((Z,]) € EQ)
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. . . 2 n
Maintenant, pour tout i € F, on a : Zwm = Zhﬁn(pi’j —|—p§’j) + ... +p§7j))/n =
JEE jEE
hZIlZ(pi’j —l—pg? + . —i—pgz))/n = liyrlnl = 1. Ensuite, P"*! = PP = P.P".
JEE
Le résultat s’en déduit en prenant la limite de ces deux expressions au sens de
Cesaro.

(n)

Lemme 1.9.2. S [’état j est transient, alors pour tout v € E, on a pf; — 0,
d’ou pﬁf;) — 0.
Preuve . D’aprés la propostion précédente, on sait que pg? — 0, d’ou pg’"j) —

0.

Remarque 1.9.3. Le précédent lemme est encore vrai lorsque E est infini dé-
nombrable.

Lemme 1.9.3. Supposons que la chaine est irréductible et posséde un nombre fini
d’états. Alors, pour tout couple (i,7) d’état,

1

J\J

7
ot M;; = E(Tj] est le temps de retour moyen de j en j.

Preuve . d’aprés le corollaire précédente, la matrice M = (M, ;, (i,7) € E?)
est & coefficients finis. Divisons les deux membres de lidentité M + (P + ... +
PM)A = nU+P"M, établie dans le théoréme précédente, par n et faisons relation
mijM;; =1, ou encore m; ; = 1/M; ; = m; > 0.

Lemme 1.9.4. Ce lemme est encore vrai dans le cas infini, dénombrable, si le
processus est irréductible et positif.

Théoréme 1.9.1. Si la chaine de Markov a un ensemble fini d’états, alors

(1) (Ezistence) il existe au moins une loi de probabilité stationnaire ; de fagon
précisé, a toute loi de probabilité initiale ), on peut associé une loi de probabilité
stationnaire donnée par : u = ,u(O)H.

(2) (Unicité) les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

(a) la loi de probabilité est unique;

(b) pour tout (i,j) € E* on a : m;; = 7 ;

(c) le processus n’admet qu’une seul classe récurrente.
Si l'une des trois propriétés est vérifiée, 'unique loi de probabilité stationnaire
est donnée par u; = 7;,(j € E); en autre, cette loi de probabilité est portée par
l'unique classe récurrente, c¢’est-a-dire, en désignant par C cette classe, on a les
équivalences : j € C& m; >0et j€C& m =0.
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Preuve . (1) Comme P" — II, d’aprés 3, il suffit de vérifier que u = p(O1I
est solution de u = u.P. Or uP = (uOm).P = pO(TIP) = pOT = w.
(2) (a) = (b). Supposons que la loi de probabilité stationnaire u = u(OII soit
unique. Alors elle doit étre indépendante de la loi de probabilité initiale x(¥). En
faisant successivement p(® = (1,0, ...,0),...,u¥) = (0,...,0,1), on voit que I'on a
Uj =T = T25 = vy d’on (b)
(b) = (a).Soit u une loi de probabilié¢ stationnaire ; pour tout n > 0, elle vérifie u =
uP™, d’ott en prenant la limite au sens de Cesaro, u = ull. Utilisons maintenant
I'hypothése (b) : pour tout j € E, on a: u; = Zuim-,j = Zumj = (Z u;)m; =

i€E i€E i€E

7;. La loi de probabilité u est unique et pour tout j € £/ on a u; = 7;.
(¢) = (b). Soit C I'unique classe récurrente et 7T la réunion des classes transientes.
Trois cas sont a considérer :
(4) i arbitraire, j € T, alors p;;
(1) i,7 € C, alors pz(»j;-) — m; > 0, car la restriction du processus a classe C est
irréductible. On peut donc faire usage du lemme précédente.
(1i1) i € T,j € C, alors pgg) — m; > 0, en faisant usage de 'argument suivant.

) = m;, d’apres le lemme précédente.

Comume ( ) (m),_ (k) (m) (k)
m+k m k m k
Di; = sz',z Dy +sz‘,l Pi;
lec leT
on a :
L~ (mh) m) 1 X~ k) ) L~ #)
Ezp@j :Zpi,l (gzpm‘)"i_zpu (EZPM).
k=1 leC k=1 leT k=1

Fixons m et faisons tendre n vers l'infini. D’aprés le nombre de gauche de la précé-
dente relation tend 7, ; et la seconds expression entre parenthéses tend vers 7; > 0.
Comme C et 7 sont des ensembles finis, donc aussi les sommes les concernant,

On obtient :
g =P+ > pi)my.
leC leT

Faisons alors tendre m vers l'infini. Comme, pour tout [ € 7, on a p(T) — 0

)

et que les sommes qui interviennent sont sur des ensembles finis, il vient

Dij = Dj > 0.

(b) = (c¢). Démontrons (¢) = (b). Supposons que le processus admette au moins
deux classes récurrentes Ci,Co. En numérotant les états dans 'ordre C,Cs, R =
E\ (€1 UCy), les matrices P™ tels que (n > 0) et II sont toutes de la forme :

Ci Co R
Ci ... 0 O
C; 0 ... O

R
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On voit que , pour la matrice IT; les lignes d’indice dans C; ne correspondent
pas avec celles d’indices dans Cy. On a donc (b).

Théoréme 1.9.2. Considérons une chaine de Markov irréductible, dont [’en-
semble E des états est fini. Alors il existe une seule loi de probabilité stationnaire
u donnée, par tout 1 € E, par

1

Uy = T =

Remarque 1.9.4. On peut démontrer ['unicité d’une loi de probabilité, dans le cas
d’un processus a une infinité dénombrable d’états, a condition qu’il soit irréductible
et positif (et non seulement récurrent).

1.9.1 Ergodicité

Définition 1.9.2. On dit q’un état est ergodique s’il est récurrent positif et apé-
riodique.

L’ergodicité est une propriété de classe, puisque c’est le cas pour récurrence, la
positivité et la périodicité une classe contenant un état ergodique est dite classe
ergodique. Si ’ensemble des états est fini, si le processus irréductible et si lui méme
une seul classe donc il est fermé et a-périodique, alors cette classe est ergodique.
On dit aussi que la processus est ergodique.

1.10 Temps d’atteinte

On a introduit le temps d’atteinte de la chaine de Markov (X,,),>o dans I’état
J, comme état la variable aléatoire

T; =inf{n >1: X, = j}.

On a posé également fi(’?) = P{T; = n/X, = j}, une probabilité que 'on note
également P'{T; = n}, en prenant, comme loi initiale de la chaine, la loi de
probabilité singuliére ¢;.

'espérence mathématique de Tj par rapport a la loi P est notée M, ; = E'[Tj].
C’est le temps d’atteinte moyen dans j a pertir de 7. Rappellons que 1’on a posé
fii =2 n>1 i(,?), de sorte que si f;; < 1, il vient M; ; =occ et f;; =1, on a

BT = nf,
n>1

une quantité qui peut étre finie ou infinie. La quantité M, ; est appellée temps de
retour moyen dans 7 ; U'inverse 1/M;; est la fréquence moyenne de retour en 7. (Si
Mi,i = 00, On pose 1/M2,7,)
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Définition 1.10.1. On dit que l’état @ est positif, st M;,; < oo et qu’il est nul si
Mm‘ = OQ.

Théoréme 1.10.1. (Critére de positivité)
Soit i un état; si lim sup PZ(?) > 0, l’état 1 est positif;
n——+00

st lim sup Pi(?) =0, l'état est nul.
n——+0o0o ’

Notons que 7 est transient, on sait que Pf? — 0, d’aprés la proposition précé-
dente. Donc tout état transient est nul.

Théoréme 1.10.2. La propriété de positivité (de nullité) est une propriété de
classe.

Preuve . Ce théoréme est une conséquence du critére de positivité. En effet,
si j est un état nul et si j — ¢ avec ¢ # 7, il existe des entiers ny, ny tels que pour
tout n > 0, on ait Pj(f) >0 et Pz(;”) >0 et Pj(gﬁmm) > ]3](?2)132(?1)3(?) Alors
lim Pf;) =0 = lim Pl(?) = 0 et 'état i est nul aussi.

Si M;,; est fini, on a forcément f;; = 1. Donc tout état positif est récurrent. De
meéme, si f;; < 1, on a M;; = oo; d’ol tout état transient est nul. Il y a donc
des classes récurrentes positives, des classes récurrentes nulles et toutes les classes
transientes sont nulles. En revanche, lorsque I’ensemble des états est fini. Il n’y
a pas de classe récurrente nulle, ou encore il y a identité entre état positifs et
récurrents, d’une part, et état nuls et transtients, d’autre part. On peut vérifier
cette derniére propriété de fagon suivante. Soit ¢ un état récurrente et C' la classe
(forcément finie) qui le contient. Si C' ne contient que 7, on a Pl(?) , pour tout n > 0
et i est forcément positif. Si C' une classe récurrente nulle et si elle contient au

mois deux états, prenons 7 € C, j # i. Comme Pz(;”rm) > PZ(?) Pj(;”) on prenant

m tel que Pj(gl) > 0, on en déduit lim Pf? = 0. De méme lim Pj(? = 0. Or
Z PZ(’;) = card(C), d’on lim Z PZ(?) = card(C') > 0, une contradiction.
i,jeC ijeC
Théoréme 1.10.3. Les temps d’atteinte moyens M, ; vérifient dans [1,00] la
relation
Mij; =1+ Zpi,kMk,j- (1.2)
k#j

Preuve . On suppose que la chaine est en ¢ & I'instant 0 et on fait un condi-
tionnement par rapport a la variable X;. Alors M, ; = E'[T}] = E'[E(T;/X4]] =
pi,jEi[Tj/Xﬂ+Zpi,kEi[Tj/X1 =kl = pz‘,j-1+2pi,k(1+Mk,j) = 1+Zpi,kMk,j'

oy oy kg
On peut récrire (1.2) sous forme matricielle comme suit : posons M = (M; ;), puis
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notons M? la matrice obtenue de M en remplacant les coefficients diagonaux par
0 et U la mtrice dont tous les coefficients sont égaux a 1. Alors (1.2) se écrit :

M =U+PM°.

Si la chaine de Markov est irréductible et si seule classe dont elle est formée
est positive, alors , par définition, tous les coefficients diagonaux M ; sont finis.
Notons A la mtrice digonale dont les coefficients diagonaux sont les M; ;. On peut
écrire M° = M — A; d’ou

M=U+PM-A). (1.3)

Théoréme 1.10.4. Si la chaine est irréductible et si seul classe dont elle est
formée est positive, alors la matrice M est a coefficients finis.

Preuve . En itérant (1.3), on obtient M = U+PM —PA =U+P(U+PM —
PA) —PA, dou, puisque PU = U, l'intération M = 2U + P2M — (P + P?)A =
coo=nU+P"M — (P+---+P")A. Comme (P +---+P")A est une matrice a
coefficients finis, on en déduit :

M+ (P+---+P")A=nU+P"M.

En prenant le coefficient diagonal en (4, ), on obtient, pour tout n > 1, l'identité :
M+ (pii+---+ p(n))Mm =n-+ sz(.;?)Mm, ou encore, pour tout n > 1,

k

(L4 pig + -+ )My =n+ > pld) M. (1.4)
k

Soit alors j un état différrent de 7. Par hypothése, ¢ — j et donc il existe
ng > 1 tel que a = pEZ»O) > 0. L’identité (1.4) pour n = ny donne : co >

(I +pii+ - —i—pgﬁ)Mm =ng + Z}?EZ,Z"))M,CZ > no + aM;,;. D’ou M;; est fini et

1 s —
k
comme ¢ et 7 sont arbitraires, le théoréme est démontré.

Corollaire 1.10.1. Soit C' une classe positive. Alors tous les coefficients M, ;,
pour i et 7 dans C, sont finis.

Preuve . En effet, la classe est forcément récurrent ; elle est donc close et la
restriction de la chaine aux seuls état de C' est irréductible et formée évidemment
d’une seul classe positive.

Corollaire 1.10.2. Si une chaine est irréductible et a un nombre fini d’états,
alors la matrice M est a coefficient finis.
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Preuve . La seule classe indécomposable dont la chaine est formée et néces-
sairement récurrente, donc positive. Le précédent théoréme s’applique.

Corollaire 1.10.3. Si une chaine est irréductible et a un nombre fini r d’états
et si de plus sa matrice de transition P est bistochastique (i.e. la somme des
coefficients par colonne vaut 1), alors les cefficients diagonauz M;; de la matrice
M sont tous égaux a r.

Preuve . En effet, M;; =1+ Zpi,ijJ: d’ot1, en somment sur ¢, la relation

k#j
Z M;; =r+ Z Zpi,ij,j =r+ Z M ;,
i k#£j i k#j

d'ou M, ; =r, pour tout j=1,..r.

Définition 1.10.2. (Loi de probabilité conditionnelle du temps d’atteinte) pour
tout couple (i,7) d’états et tout n > 1, on pose :

3 = P{T; = n/X, = 0}.

Ainsi, fl(’;)(n > 0) est la probabilité pour que le processus, partant de l’état i,
atteigne l’état j, pour la premiére fois, a linstant n. Pour couple d’états (i,7), on
pose, par convention, fi(,(])‘) = 0.

Théoréme 1.10.5. Pour tout entier n > 1, on a l'identité :
(n) _ (k) (n—k)
Py = Z f” bi; -
k=0

Puisque fl-{g) = 0;; (symbole de kronecker ,qui vaut 1 sii = j et 0 autrement) cette
tdentité est encore valable pour n =0 et i # j.

Preuve . Le processus passe de ¢ & 7 en n étapes si et seulment si s’il passe
de ¢ & j pour la premiére fois en k étapes (0 < k < n) et s'il passe ensuite de j a
j en les (n — k) suivantes. Ces chemins, pour des k distincts, sont disjoints et la
probabilité d’une chemin pour k fixé est fi(f;)pz(g*k).
Ce raisonnement intuitif peut étre rendu rigoureux de la fagon suivante. Comme,
pour n > 1,

{Xn:j}:i{Tj:kvXn:j}—i_{Tj:n}
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on en déduit

n—1

k=1

n—1
= S PT; = k/Xo = i}P{X, = /T, = k, Xo = i} + £,
k=1

Or, pour 1 < k <n—1,'événemet {T; = k, Xy = i} est de la forme {A, X} =
j}, ou A appartient & U,_y C Uy. Par conséquent ;

P{X, =j/T; =k Xo=1i} = P{X, = j/A X}, = j} = p" ")

5]

Comme P{X, =j/Xo=1i} = pgz) et P{T; =k/Xo=1i} = fz-(f;), il en résulte
n—1 n—1
(n) _ (k) (n—k) (n) _ (k) _(n)
Dij = Z figpiy "l = Z fig Pij -
k=0 k=0

1.11 Retournement du temps

Théoréme 1.11.1. On suppose que P est irréductible et ayant une probabilité
invariante w. Soit (X,) une chaine de Markov de loi initial m et de matrice de
transition P. Alors la suite (Y,,n < N) est une chaine de Markov de loi initial w

et de matrice de transition P ou
TDij = TPi;-
Preuve . On vérifie facilement que P est bien une matrice stochastique et que

]P(YN = iN, ,YE) = ’Lo) = IP(XO = iN; ---;XN - ZO)

= Tin_1Pinin_1Pi1io

Tiny_1Pin_1inPin_1iny_2---Pirig

= Pin_1in-+-Pigir Tig -

1.12 Chaine de Harris

Définition 1.12.1. Une chaine de Markov x = (x(n),n € IN) est dit récurrente
au sens de Harris (CMRH) s’il existe une mesure @ o-finie définie sur (E,E) telle
que :

Ve € EVG € &, G est récurrent chaque fois que o{G} > 0. Dans ce cas , ¢ est
appelée "mesure de récurrence de X ".
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Une mesure o-finie notée p et définie sur (£, ) est dite invariante si

VG e &, u{G} = /E,u(da:)P(x,G).

Comme 'inique le théoréme ci-dessous, la notation de récurrence au sens de Harris
est trés interessante car elle garantit I'existence d’une mesure invariante. Mais il
n’est pas toujours facile d’expliciter la mesure de récurrence. Pour plus de détails
sur la notation de récurrnce au sens de Harris.

Lemme 1.12.1. supposons que X est p-irréductible et que VG € £, G est récur-
rent chaque fois que p{G} > 0. Alors, X est une CMRH.

Preuve . ¢ est la mesure récurrence.

Théoréme 1.12.1. X est supposée p-irréductible. Soit n(x) une fonction mesu-
rable définie de E dans IN. x est récurrente positive au sens de Harris s’il existe
ensemble petit G, une fonction positive H non bornée en dehors de G et une
constante strictement positive c tels que

Vo e E, /EP”(QC) (z,d2"YH(2') < H(z) — n(z) 4+ clg(x).

Dans ce cas, Vo € E,E,(1q) < H(x) + ¢ ot 7¢ = inf{n € N, X(n) € G}.
Preuve . Voir par exemple [22]

Définition 1.12.2. Soit ¢ est une mesure o-finie non nulle sur (2, A), X est ¢
récurrente ou récurrente au sens de Harris si

VAe & [¢p(A) >0=Vz e E, P,(limsup(X, € A)) =1]

SVAe& [¢p(A)>0=Vr e E, P, ((X, <)) =1],
et S4 =1inf{n: X, € A}.

Théoréme 1.12.2. 57l existe un ensemble mesurable petit G € £ tel que sup e E,(7¢(1)) <
o0 ot 7¢(1) = inf{n € N : X(n) € G}, alors X est une chaine de Markov récur-
rente positive au sens de Harris.

Lemme 1.12.2. Si X = {x,}, est ¢ récurrente, il existe une mesure o-finie
positive non nulle m équivalente a M, est invariante par P, (mP =m), ou

Vo= 3 [ otdoPia.),

m est l'unique mesure o-finie a une constante multiplicative prés.
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Lemme 1.12.3. Pour ¢ €)0,1], il eziste deux fonctions mesurables strictement
positive a. et b. telle que
U.> a.® b.v.

Proposition 1.12.1. 1] existe une fonction hg € U, , strictement positive et stric-
tement inférieur a 1, et une mesure mgy équivalente a v telle que

Uho Z Uho (hO) ® mo.

Preuve . Si on remplace a. par inf (%c, a.) dans le lemme précédente, on va
supposer que ¢ > 2a.. Soit hg = a.; alors on a :

1 1
Uh() Z Uholc—hoUc Z §CUh0UC Z §CUh0(h0 ® bcy)

et il reste de poser my = %cbcu, pour completer la preuve.

Théoréme 1.12.3. Les assertions suivantes sont équivalantes :

(i) X est récurrente au sens de Harris avec une mesure invariante m.

(11) 1l existe une fonction positive hy € U et une mesure non nulle mq telle
que Upy(ho) = 1 sur E et Up, > 1 ® my.

(111) Il existe une mesure positive non nulle my telle que

P[SA <OO] :UA(]IA) =1.

Preuve . Il est clair que (i) implique (éi7), et (i) implique (7). Il reste de
montrer que (ii¢) implique (7).
Si on a (7ii), X est mi-irréductible. Par la proposition 15, il existe une fonction
positive h, € U, et une mesure my équivalente a m; telle que Uy, > Uy, (ho®@my).
I faut montrer que Uy, (hg) = 1. Lorsque hg est strictement positive il y a un
nombre a €]0, 1] telle que 'ensemble A = {hy > a} est mji-mesurable. Puisque
ho > aly, on a Uy, (ho) > Uar,(al 4) ; appliquant & les noyaus Uy et Uyg,, 00 a

UaﬂA = Z(l — Oz)n(UAIA)nUA.
n>0
Il result que
Uar,(aly) = aZ(l — )" (Ualy)"™ =« Z(l —a)"=1.
n>0 n>0
Ce qui termine la preuve.

Théoréme 1.12.4. Une chaine de Markov X récurrente au sens de Harris admet,
a une constant multiplicative prés, une unique mesure invariante j. De plus, si ¢
est une mesure de récurrence, alors VG € €, p{G} > 0 si o{G} > 0 ot p est
une mesure de récurrence.
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Définition 1.12.3. Supposons que X est une CM RH et que sa mesure invariante
1 est finie. Alors X est dite récurrente positive au sens de Harris. Si en plus X
est a-périodique, elle est dite ergodique au sens de Harris.

Dans ce cas, la mesure invariante est normalisable en une loi de probabilité p
appelée la loi stationnaire de X. L’énoncé de quelques autres propriétés intérés-
santes des CM RH terminera ce paragraphe.

Théoréme 1.12.5. Si X est ergodique au sens de Harris de distribution station-
naire w, alors Vx € E, la distribution P™(z,.) de X(n) converge en variation
totale vers u, En particulier.

Vi e E, VG e &, P'(x,G) "25° 1(Q).

Définition 1.12.4. Si m est une mesure bornée, on dit que X est récurrente
positive(ergodique). Si m est une mesure non bornée, on dit que X est récurrente
nulle.

Il est clair que la chaine de Harris est irréductible.

Théoréme 1.12.6. Si X est récurrente positive au sens de Harris, alors pour
tout fonction f € L'(u)

%Zf(X(k)) n2Eeo u(f) = /fd,u, P, —ps.Vx e E.
k=0

Théoréme 1.12.7. Soit X est p-irréductible alors :

(1) Ou bien G = ZP” est un noyau propre(c’est-a-dire 3E,, € £; E, C
k=0
E,iq. H E,=E, et G(x, E,) bornée.

nelN

(2) Ou bien IE' € £, (CE') =0, E' absorbant, alors X est p-récurrente.

Preuve . Soit hy est la fonction dans la proposition 15. Soit Uy, (ho) = 1

©-P.S.
(1) Supposons que : 1 — Uy, (hg) n’est pas p-négligeable, ce qui implique que

< h0m07 1-— Uho(ho) >=c>0

puisque
Uho > Uny(ho) @ my,

on a

(Uh0]h0)2]l = Uho(ho) - UhoIho<]l - Uho(ho)) < (1 - C)(Uho (ho))
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et (UngIny)"1 < (1= )" (Uny(ho)) et on a Gho = ho+ Y (UpyIny)"Uny (o), alors
n>0

Ghy est une fonction bornée, ce qui implique (1).

(2) Dans l'autre cas, Up,(hg) = 1 ¢-p.s, U'ensemple F' = {Uy,(hy) = 1} telle
que ¢(CF) =0, et on affirme qu'il est un ensemble absorbant. I.’équation Uy, =
P+ PI,_p,Uy, implique 1 — Uy, (ho) > P((1 — ho)(1 — Up,(ho)))(z) ; pour z € F,
premier membre de l'inégalité est nul, P(x,.) est nul en dohors de l’ensemble
{(T—ho)(1=Upy(ho)) = 0} qui est égal a F', puisque hy < 1 sur E, et P(z, E) =1,
parce que Up,(hg) = 1. Et par conséquant P(x, F'), alors F' est un ensemble
absorbant.

Proposition 1.12.2. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) Les fonctions harmoniques bornées sont constantes.
(ii) La o-algébre T trivial.
(11i) Tout ensemble soit récurrent, soit transient.

Proposition 1.12.3. Si X est une chaine de Harris, m est l'unique mesure o-
finie P exessive.

Preuve . \ est une mesure o-finie exessive et hy est une fonction, la mesure
hoX est o-finie, la proposition 16 implique que

hoA > (hoA)UpoIng > ... = (ho\)(UpgIpy)" > ...
on passe a la limite, par le lemme de Fatou
h())\ Z )\(ho)(h()m)

alors A(hg) < oo, d’autre part hoA n’est pas o-finie, puisque m(hg) = 1, ce qui
termine la preuve.

Lemme 1.12.4. soit A € £, P, [Sa < 00| est supermartingale converge p.s. vers
Lray quand n tend vers linfinie.

Preuve . Pour tout v on a P, p.s.

IPXn [SA < OO] - Ey[]l{SA09n<oo}/-Fn]
- Eu[]l{n+SA06n<oo}/-Fn])

I'ensemble {n+S406,, < oo} converge vers R(A) quand n — oo, alors 'expression
ci-dessus converge vers I, [1ga)/Fy] P,-p.s, tells que R(A) € F.

Proposition 1.12.4. Soit X une chaine de Markov récurrente au sens de Harris
(1) L’ensemble A est transient.
(11) P[S4 < 00] =0 p.s.
(iii) m(A) = 0.
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Preuve . (i) implique (iii), on suppose que m(A) = 0, alors pour tout k,
E,.[14(X,)] = km(A) = 0. Mais si A est récurrent, le premier membre de ’égalité
tend vers l'infini qui est impossible, donc (éi7) implique (7). Si A est récurrent,
on a P[S, < oo] =1, alors (ii) implique (i) supposons que m({z, P,[S4 < oo] >
0}) > 0. Il existe un réel a > 0 telle que m({P,[Sa < oo} > a}) > 0, puisque X
est de Harris, on a

limsup Py, [Sa <oo]>a>0 p.s

n—oo

et par le lemme 9 on a L) > 0 p.s, Px,[R(A)] = 1 pour tout x € E, 'ensemble
A est récurrent, donc (i) implique (ii).

1.13 Reécurrence au sens de Harris en temps continu

Presque toutes les définions et propriétés du paragraphe précédente sont vraies
en temps continu. Soit (€2, .4, P) un espace de probabilité muni d’une filtration
(A(t),t > 0) telle que A = V>0 A(t), X = (X (t),t > 0) un processus markovien
par rapport a (A(t),t > 0) homogene défini sur (2, .4, P) et a valeurs dans (£, &)
un espace métrique séparable complet et £ sa tribu borélienne. (P,,z € E) est la
famille de probabilités sur (E, ) telle que

Ve e E.NG e &, P{G/X(0) =0} =P, {G},
{P'(x,G), teR,,x€E, Ge&}
est le semi-groupe de transition de X
P'(z,G) =P, {X(t) € G}.

Une mesure non nulle p définie sur (E, &) est dite invariante pour X si elle est
o-finie et

w(G) = /EPt(:E,G)u(dx), (teRy, Ge&).

Comme en temps discret, on note 7¢ = inf{t > 0, X(¢) € G} le premier temps
d’entrée dans G € £

Définition 1.13.1. Supposons qu’il existe une mesure o-finie @ sur (E,E) telle
que
VG el oG)>0= P{rg<oo}=1, VrekE.

Le processus X est alors dit récurrent au sens de Harris dont ¢ est une mesure
de récurrence.
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Dans ce cas, X admet, a une constante multiplicative prés, une unique mesure
invariante p (voir par exemple [15]). X est dit récurrent positif au sens de Harris
si en plus p est finie. Elle est donc normalisable en une loi de probabilité appelée
disribution stationnaire de X. Supposons que X est récurrent positif et soit y sa
loi stationnaire. Pour tout fonction mesurable f définie sur (F, ), on définit

u(f) = [E f(@)u(de)

lorsque l'intégrale a un sens. On a la propriété ergodique suivante :
1 t
si p(]f]) < o0, alors tlim ;/ f(X(s))ds = u(f), Pe-p.s.Vo € E (voir par exemple
—00 0
[1])-

Définition 1.13.2. Un ensemble mesurable G € £ est dite petit pour le processus
X s’il existe une mesure de probabilité a sur (R,B(Ry)) et une mesure y, non
triviale sur (E,E) telles que

Vi€ G, VG €€, / P!, GNa(dt) > 11a(G). (1.5)
0

Quand (1.5) a lieu, nous dirons que G est p,-petit. Le lemme suivant est est
un critére de récurrence positive au sens de Harris.

Lemme 1.13.1. Soit G un ensemble petit fermé de £. On suppose que Vx €
E, P{rec < oo} =1 (G est récurrent) et que pour un 6 > 0, sup,cq Ex(1¢(5)) <
oo ot 7¢(0) = inf{t > 6, X(t) € G}.

Alors, x est récurrent positif au sens de Harris.

Preuve . Voir par exemple [23].



Chapitre 2

La file GI/GI/1 et la maximum
d’une marche aléatoire

2.1 Reésultats généraux sur la file GI/GI/1

Les clients arrivent aux instants t,, n € IN et le client d’indice n requiert le
service de temps o,. les suites des interarrivées (7,) = (t,41 — t,) des clients a
la file d’attente et de leurs temps de services (o,) sont supposées étre i.i.d et
indépendantes; 7, est la durée entre les arrivées des clients d’indice n et n + 1.
Les arrivées multiples sont exclues et donc P(my > 0) = 1. La charge de la file
sera notée E(o)

o
p= B(r) AE(0).
Pour n > 1, W, est le temps d’attente du n-iéme client quand le client d’indice
0 attend la quantité w. A linstant ¢, + W, + o, le n-iéme client quitte la file
d’attente, I'instant de début de service du (n + 1)-iéme client est t,,1 + W41
est donc égal au max(t,,41,t, + Wy, + 0,). La suite (W,,) vérifie donc la relation
suivante :

WO = w, Wn = (Wn,1 + o, — Tn>+, (21)

quand n > 1, avec at = max(0, a) pour a € R.
En posant X, = o, — 7,, S, désigne la suite des sommes partielles associées,
n

S, = ZXk, So = 0, n > 1. Les variables sans indice X, o, 7 utilisées sont

k=1
des variables géniriques indépendantes de méme loi que les variables Xy, og, 7o

respectivement, enfin F, désigne la tribu engendrée par Xy, ..., X,,.

Proposition 2.1.1. 1. Si p < 1, (W,) est une chaine de Markov ergodique au
sens de Harris. Cette suite converge en loi vers une unique variable W telle que
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w2 W+ X)*, (2.2)

avec W et X = o — 7 indépendants. De plus P(W =0) >0 et W a méme loi
que la mazimum de la chaine aléatoire associée a (X,,),
loi

W = supS,.

n>0
2. 51 p>1, la chaine de Markov est transiente et P-presque stirement,

lim Wa _ E(o) — E(7).

n—oo N

Preuve . Par récurrence sur la relation (2.1),
Wn = (anl + Wn)Jra

il est clair que (W,,, W,,_1) sont des variables indépendantes, et donc que (W,,) a
la propriété de Markov. En itérant (2.1), I'identité suivante s’obtient facilement
par récurrence,

W, = sup (i X))V (w+ iXZ) (2.3)

2<k<n+1

Si E(c — 1) < 0, la loi des grands nombres montre que E = converge
n
i=1

p.s. vers la moyenne de X;, E(oc — 7) < 0. En particulier, P-p.s. la quantité

w4+ S, =w-+ Z X; tend vers —oo, donc ne contribue plus la borne supérieure
i=1
(2.3) a partir d'un certain rang; P-presque strement, la variable W, ne dépend
plus de w pour n suffisamment grand.
Les hypothéses d’indépendance et d’équidistribution des suites de variables
(0;) et (7;) donnent l'identité

(X17 X27 7Xn) léi <Xn7 anla "'7X1>7
d’on, avec la relation (2.3),

W, 2 sup Sk(w + Sp). (2.4)

0<k<n-—1

La suite (W,,) converge donc en loi vers sup{S,/n > 0} qui est fini P-p.s.
puisque la marche aléatoire converge p.s. vers —oo. La chaine de Markov (W,,) a
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donc une probabilité invariante et toutes ces trajectoires se rejoignent indépen-
damment du point initial. La proposition 3.13 de [1] assure que (W) est une
chaine de Markov Harris ergodique. L’équation (2.2) est 'equation de mesure
invariante de cette chaine de Markov. Si P(W = 0) = 0, ’équation (2.2) peut
s’écrire '
WEW+ X,

en prenant la transformée de Fourier, on obtient E(exp(£X)) = 1 pour Re(§) = 0,
soit X = 0, P-p.s., d’aprés 'unicité de la transformée de Fourier. En particulier
E(X) =0, et donc p = 1, contradiction. La partie a) est montrée.

Si p > 1, l'identité (2.3) montre que W,, > w + ZXZ- en utilisant encore la
1

loi des grands nombres, P-p.s.,

W,
liminf — > E(c) — E(1) >0
n—+oo N
En particulier, P-p.s. W,, > 0 a partir d’un certain rang (aléatoire) ng, en sommant
la relation (2.1) entre ng et n, il vient

Wn:Wno_l' ina

no+1

d’ou la derniére de la proposition.

Sip<letG(x)=PWW <x), 'équation ci-dessous est la version analytique
de (2.2)

x
G(x)=0,2 <0 et G(z)= / Gz —y)X(dy),z >0, (2.5)
—0oQ
ou X (dy) est la distribution de X = o — 7. Une technique d’analyse complexe
peut étre utilisée pour résoudre (2.5), voir par exemple Gakhov [14]. Ce type d’ap-
proche présente toute fois 'inconvénient de perdre 'interprétation probabliste de
(2.5). Une technique de marches aléatoires sera introduite pour traiter cette équa-
tion.
Le critique p = 1 n’est pas pris en considération dans la proposition précédente.
Dans le cas ot les services et les interarrivées sont i.i.d. et indépendants, la propo-
sition ci-dessous montre que cette file d’attente est en fait instable prouvu que les
variables o ou 7 ne soient pas constantes. La différences avec les cas p > 1 réside
dans le taux d’explosion de la file : quand p > 1, le temps d’attente du n-iéme
client croit linéairement en n ; dans le cas critique, la croissance est seulement de

lordre /n.
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Proposition 2.1.2. (File GI/GI/1 : la cas critique.) Sip =1 et o et T sont de
carré intégrable et si l'une des deuz variables est non dégénérée, la suite (W, /\/n)
converge en loi vers la valeur absolue d’une variable gaussienne centrée de méme
variance que o — T.

Preuve . Comme Wy, la relation (2.4) montre que W,, a méme loi que

V, = sup S;.
0<k<n
Sin = +/E((c —7)?), pour n > 0 on définit la fonction continue Y;,(¢) sur [0, 1]

valant Sy /(ny/n) au point k/n pour k = 0, ..., n et linéaire entre ces points,

Vill) = = (Sou + (= ) X, t€0.1]

ou [t] désigne la partie entiére de ¢. Les maxima de la fonction t — Y,,(¢) sont
nécessairement atteints aux points k/n, k = 0, ...,n, on en déduit 1'égalité

Va
= sup Y,(s).
nv/n ogsgl (5)

Le théoréme de Donsker, voir Billingsey [4] par exemple, établit la convergence en
distribution de la suite des processus (Y,,(t)) vers un mouvement brownien (B(t)).
Si C[0, 1] est 'espace des fonctions continues sur [0, 1] muni de la norme uniforme,
la fonctionnelle

g — sup g(s),
0<s<1

est continue bornée sur C[0, 1]. Par conséquent, pour toute fonction f continue
bornée sur R, la fonctionnelle

g—f (Oiuglg(S)),

est continue bornée sur C0, 1], ainsi

lim E(f( sup Yu(s))) = E(f( sup B(s))).

n—+00 0<s<1 0<s<1

La variable supg<,<; Y (s) converge en loi vers supy<,<; B(s) qui a méme loi que
|B(1)|, voir Rogers et Williams [28] par exemple.



2.2 Factorisation de Wiener-Hopf 47

2.2 Factorisation de Wiener-Hopf

Cette section est consacrée a un résultat classique de marche aléatoire qui
permet d’exprimer la loi stationnaire du temps d’attente. L’approche probabiliste
exposée ici est due a Feller, nous suivons principalement la présentation due a
Neveu [19].

Le petit lemme élémentaire suivant traduit la propriété de Markov forte d’une
marche aléatoire.

Lemme 2.2.1. Si v : Q — N U {+oo} est un temps d’arrét relativement a la
filtration (F,) tel que P(v < oo) > 0, sachant I’événement {v < oo}, la suite
(Syin —Sy) est indépendante du couple (S,,v) et a méme loi que la marche aléa-
toire initiale (Sy,).

Preuve . En effet, si p € IN et f, g sont deux fonctions boréliennes positives
définies respectivement sur les ensembles RN et R,

E(f(Sysn + S,,)g(Sl,)]l{l,:p}) = E(f(Spsn — Sp)Q(Sp)ﬂ{u:p})-

La variable g(S,)1{,=p) est Fp-mesurable et f(S,i, +5,) ne dépend que des Xy,
k > p+ 1, I'indépendance des (X,,) donne 'égalité

E(f(Squn + Su)g(su)]l{uzp}) = E(f(‘sn)E(g(Su)]l{u:p})a

et donc le lemme.

Théoréme 2.2.1. (Factorisation de Wiener-Hopf). Pour tout u € C tel que
|u| < 1, il existe deuzx uniques fonctions ¢ (u,.) et ¢_(u,.) vérifiant les conditions
suivantes :

a) pour £ € C tel que Re(§) =0,

1
1 — uE(e¢X)
b) les fonctions ¢4 (u,.) et ¢_(u,.) sont respectivement harmonique dans le

demi-plan droit { Re(§) > 0} et dans le demi-plan gauche {Re(§) < 0} et continues
bornées ainsi que leur inverse dans la fermeture de ce domaine; de plus,

lim ¢y (u,§) = 1.

Re(§)—+o00

= ¢+(U, €>¢_(U,£), (26)

Preuve . La variable v_ désigne le temps d’atteinte du demi-axe négatif,
v_ = inf{k > 0/Sr < 0}, avec la convention inf ) = +o0. Il est clair que v_ est
un temps d’arrét relativement a la filtration (F,).
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L’indépendance et 1'équidistribution des (X,,) donnent Iidentité
1
E n,—&{Sn) § n —&£X\\n __
E(n>0“ ) ) n>ou Bl = 1 —ulE(e %)

en séparant les v_ premiers termes de la somme précédente, il vient

E(Zu”e_w" = Z u'e 55”)—1—15] (u"—e” Zu e "*”*‘S”f)).

n>0 0<n<v_ n>0

Le lemme 11 montre que les variables (v_,S, ) et la suite (S,4,_ — S,_) sont
indépendantes et (S,+, — S, ) a méme loi que (5,,). Le derniér terme de ’égalité

précédente vaut donc
E(u e &5 Z u’"e %),

on obtient ainsi

1 . E(20§n<u_ une—ﬁsn) (2 7)
1 —uBE(e¥0) 1 —-E(u-e & '
En posant
1
(u, &) = — ,
¢ ( 5) 1 _ E(uu_e £Sv_

comme S, < 0et v_ >1, il est clair que
0<1—|ul <[l —E=e ) <1+]ul;

la fonction ¢_(u, .) est par conséquent continue sur { Re(§) < 0}, harmonique sur
{Re(&) < 0} et bornée sur {Re(£) < 0} ainsi que son inverse.
L’équation (2.7) suggére de pose

i (u, &) =B( Y u'e ),

0<n<v_

par définition de v_, cette fonction s’exprime comme

¢ (u, &) = Z E(une_ésn]l{Sl>0,...,Sn71>0,Sn>0})'

n>0

Il reste de & montrer que ¢, posséde les bonnes propriétés sur {Re(§) < 0}. Le
vecteur (X1, Xo, ..., X,,) ayant méme loi que (X,,, X,,_1, ..., X1), on a I’égalité

loz
(Sns 118,50, 150,5,50}) = (Sns 1{8,581,80 580 _1,..,80 >0} )}
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la fonction ¢_(u,.) peut donc s’écrire comme

01 (u,6) =Y E(u"e (5,58, 8,550 1,.5.50))-

n>0
Si v4 désigne le premier temps de record de la marche aléatoire (S,,),
vy = inf{k: > O/Sk > Sk—l, ,Sk > Sl,Sk > SO = 0},

la condition initiale Sy = 0 montre que v, est aussi temps d’atteinte du demi- plan
strictement positif v, = inf{k > 0/S, > 0}. La fonction ¢, peut donc découper
de la fagon suivante :

04 (u,€) = Blure 5 Yy un e 05 g g 5,08, s,s0)). (28)

nZqu

La somme dans ’équation (2.8) porte sur tous les instants ot la marche aléa-
toire attient un record. Pour n > v, l'inégalité S,, > S,, entraine S, > Sy pour
tout k < v, ; les instants records de la marche aléatoire (S,,) aprés 'instant n = v
sont donc aussi les instants de records associés a la marche aléatoire translatée

(Sn+y+ — SV+), d’ou

¢4 (u,§) = 14
vy —£Sy n—vi _g(Sn_SV )
E(urre vy " um e L8, =80, >Su1=Suy sSn—Suy >80, +1—Suy soSn—Sy, >0})-
n>vi

En utilisant & nouveau le lemme 11, il vient

01 (u,€) =1+ BE(u e S B u"e 5" 1,55, 1...5,55.5.50))
n>0

1 (e ), (1, €).
La représentation de ¢ (u,.) est donc analogue a celle ¢_(u,.),

1
— E(uv+e™%4+)’

¢+(u7 5) = 1

en particulier cette fonction et son inverse sont holomorphes sur {Re(§) < 0} et
continues bornées sur {Re(§) > 0}. Comme S,, > 0 si v < 400, on en déduit

lim ¢ (u,&) =1

Re(§)—+o0

La preuve de I'existence de deux fonctions vérifiant a) et b) est donc achevée.



2.2 Factorisation de Wiener-Hopf 50

Unicité. Si ¢4, 1_ sont deux autres fonctions vérifiant a) et b), la relation (2.6)
donne pour |u| < 1 et Re(§) =0,

¢+<u7§) — ¢_(U,f)
(bJr (U, f) 1/}* (U, 5) ’
La fonction H définie par
Yoy (u,€)
) G st Re(§) =20,
e = { S R <o

est holomorphe sur C—{Re(¢) = 0} et continue sur , donc holomorphe sur C tout
entier, en utilisant le théoréme de Morera par exemple (voir Rudin [29]). Cette
fonction étant bornée, le théoréme de Liouville montre que H est une fonction
constante, or

im  H(E) = fm %8 g
Re(£)—+00 Re(&)—4o00 Py (u, &)
ainsi H =1, soit ¥, = ¢4 et Y_ = ¢_. La preuve du théoréeme est terminée.

Dans la preuve du théoréme précédent, la propostion suivante a été montrée au
passage.

Proposition 2.2.1. Pour |u| < 1, les fonctions ¢, (u,.) et ¢_(u,.) de la décom-
position du théoréme précédent s’expriment sous la forme

1 n €S,
¢+(U,€) = 1— ]E(uy+€_§su+) B E(O<;V_u € i )7
pour Re(§) > 0, et
1
¢*(u7€> = 1 . ]E(uy_efé“sy_)

pour Re(&) <0, avec
vy =inf{k > 0/S, >0} et v_ =inf{k > 0/S, <0}.
Par conséquent, pour |u| <1 et Re(§) =0,
1 1 1
1—ub(e€%) — 1 - B(ure o) 1 E(u-e =)’

La décomposition qui été obtenue en ¢, et ¢_ ou encore en v, et v_ n’est pas
complétement symétrique. Les instants ou la marche atteint 0 ont été arbitraire-
ment au "—" de la décompostion, ce qui entraine que S,, < 0siv_ est finiet S,_
si v est fini, d’otl la condition

(2.9)

lim u,&) = 1.
Re(g)%mm( 3
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Cette différence n’intervient pas si la loi de X ne charge pas les points; dans ce
cas, la décomposition est symétrique.

Le lemme de Spitzer. La proposition précédente donne une interprétation pro-
babiliste des deux fonctions ¢, et ¢_ de la décomposition de Wiener-Hopf. On
peut aussi obtenir cette décomposition de la fagon suivante : pour |u| < let £ € C
tel que Re(§) =0,

1
m = exp(—log(1l — uE(exp(—£X))))
+oo
= exp(_ —E(exp(—¢X))")
n=1
+oo
= exp(Y_ —E(exp(—€5,))).
n=1
par conséquent
1 <X un
m = exp(; %E(GXP(_fSn)]l{Spo}))
+oo
< exp(Y —E(exp(—8,) s, <0)))-
n=1

Si on définit respectivement ¢, et ¢_ comme les deux fonctions du membre droit
de l'identité précédente, elles satisfont clairement les conditions du théoréme 27.
On obtient donc un autre expression probabiliste des fonctions ¢, et ¢_. Pour
les questions abordées dans ce chapitre, cette représentation sera cependant peu
utile : 'expression des exp(—£X)1g,~03) n'est, en général, pas facile a obtenir;
cela ne permet donc pas I'expliciter la décomposition. Et réciproquement, si la dé-
composition est connue, cette formulation donne peu d’informations sur la marche
aléatoire. La représentation de la proposition 21 permet d’obtenir les loi jointes
respectives de (v4,5,,) et (v_,S,_).

2.3 Application a la file GI/GI/1

La loi maximum d’une marche aléatoire est aussi la loi du temps stationnaire
de file GI/GI/1 d’aprés la proposition 19. Cette loi s’exprime a l'aide de la dé-
composition de Wiener-Hopf.

Proposition 2.3.1. Si W, = 0, la loi de la suite (W,,) des temps d’attente des
clients d’une file GI/GI/1 vérifie pour |u| < 1 et Re(§) >0,
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_ "E(e~Wr) = ¢+ (u,§)
(1—u ;u E(e = (w0 (2.10)

ot ¢4 (u,.) est la fonction définie sur le demi-plan droit de la factorisation de
Wiener-Hopf de la variable X = o1 — 1. En particulier, sous la condition p < 1,
la transformée de Laplace de la loi stationnaire du temps d’attente est donnée par

—EWN 1 ¢+ (u, §)
Bl = I w0y
pour Re(§) > 0.

Preuve . La suite (IV,,) définie par (2.1) est une fonctionnelle de la marche
aléatoire (.S,). On décompose de la méme fagon que dans la preuve précédente,

Z ute W = Z uteWn 4= Z e Wrotn (2.11)

n>0 0<n<iry n>0

pour n < v_, par définition de v_, S; > 0 pour tout k < n, et d’aprés la
relation (2.1)

Wo = SQ, Wl ( ) Sl, W2 (51 + X2)+ = SQ, ceey

pour n < v_; de plus

1
Sh,s

WZ/_ = (Su_fl + XV_)+ = (SI/_)+ = 07

le client d’indice v_ est le premier client aprés 0 a ne pas attendre. Le premier
terme du membre de droite de I'égalité (2.11) peut s’écrire

Z ue 5,

0<n<v

La suite (W,_.,) vérifie W, = 0 et pour n > 0,

Wuf—i-n—i-l = (Wu7+n1 + Xl/,+n+1)+7

qui n’est autre que la relation (2.1) pour la suite translatée (X,_,,). La suite
(W,_4n) est donc la suite (W,,) associée & (X, ;). Le lemme 11 montre que
(W,_1n) a méme loi que (W,,) et est indépendant de v. En prenant I'espérance de
l'identité (2.11), il vient

Zu" _SW” = Z ute e )+ E(u Zu" —an )

n>0 O<n<u_ n>0
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par conséquent,

E( Z u"e_gs")

n —§Wn _ 0<n<1;
E(Q_u 1 — B(u-)

n>0

La représentation de ¢, de la proposition 21 donne

1 —E(u")
1—u

¢+(u7 0) = )
et égale I'égalité (2.10).
Sous I'hypothése p < 1, d’aprés la proposition 19, la suite (W),,) converge en loi
vers W, soit
lim E(e ") = E(e™*")

)
n—+400

pour tout £ tel que Re(§) > 0; il est facile d’en déduire la relation suivante :

lim(1 — u) ZU"E W) = B(e™W),

u—)l
n>0

la proposition est établie.

2.4 Les cycles d’occupation

Au cours de la preuve de la proposition 21, il a été montré que si v_ est fini,
v_ est 'indice du premier client aprés 0 qui n’attend pas. La variable ¢, est par
conséquent la durée du premier cycle d’occupation de la file d’attente et a ¢t =¢,_,
un nouveau cycle d’occupation commence. La charge totale traitée pendant cette

v_

premiére période vaut Z o; et la quantité —S, = Z o; n'est autre que le

temps de liberté du servleur pendant le premier cycle d’occupation.

Sous I’hypothése p < 1, les périodes d’occupation sont P-presque stirment
finies. Le deuxiéme cycle d’occupation est une fonction de la suite (opau, ;s Toav, )
qui est indépendante de la suite finie (0,7, , Tha, d’aprés le lemme 11. Les cycles
d’occupation sont donc indépendants et équidistribués. De la proposition 21, on
déduit le résultat suivant :

Proposition 2.4.1. Sous la condition p < 1, la transformée de Laplace de la
durée I d’une période de vacances est donnée par

_ . 1
SR o)
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pour Re(§) > 0, et la fonction génératrice du mombre de clients servis pendant

une période d’occupation par
1
Eu-)=1— ———.
SN (X)

2.5 Le nombre de clients

Sip <1 et le temps d’attente W, du client 0 suit la loi du temps d’attente
stationnaire W, la relation

W2 W+ x)t

montre que pour tout n € IN, le temps d’attente W,, du n-iéme client a méme loi
que W. La variable Z,, désigne le nombre de clients a l'arrivée du n-iéme client.
Clairement, si 1 < k& < n, le n-iéme client trouve au moins £ clients dans la file
d’attente a son arrivée si le client arrivé a ¢,,_, n’est pas encore partie, ainsi

]P<Zn > k) = IP(tn—k + Wik + On—k+1 > tn)

n
- IP(Wn—k: + On—k+1 — Tn—k+1 > Z Tz);
i=n—k+2
les variables W, , 0p—gt+1, 7i, n—k+1 < i < n, étant indépendantes, on en
déduit I'égalité
k—1
IP(Zn > k’) = IP(WQ + 09— T > ZTZ)

i=1

n
Si k > 2, la variable t,,_1 = Zﬁ est IP-p.s. strictement positive, par conséquent,

=1
IP(Zn > k) = IP(WO + 09 — 7'0)Jr > tkfl) = IP(W > tkfl),

d’aprés la relation (2.2). L’égalité précédente montre que la variable Z,, converge
en loi quand n tend vers l'infini, d’ou I'identité

P(Q>k)=P(W > t,_),

ou @ est la loi asymptotique des (Q,,); cette relation est aussi vraie pour k = 1
puisque {Q > 1} = {W > 1}.

Proposition 2.5.1. Sous la condition p < 1, si () est le nombre de clients dans
la file d’attente a ’équilibre que trouve un client a son arrivée, alors pour k > 1,

P(Q > k) = P(W > t,_,), (2.12)
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ou ty_1 est la somme de (k — 1) variables indépendantes de méme loi que T
et W est une variable aléatoire indépendante de tj,_; distribuée suivant la lot du
temps d’attente stationnaire.

La distribution de la loi du temps d’attente a 1’équilibre donne la distribution
du nombre de clients que trouve un client & son arrivée.

2.6 La charge de la file d’attente

La charge V (t) de la file d’attente & 'instant ¢ est la somme des services restant
a effectuer par le service a ce instant. C’est aussi le temps qu’il faudrait attendre
pour que la file se vide s’il n’y avait plus d’arrivées apres t.
La charge juste avant l'arrivée d’un client est par conséquent le temps d’attente
de ce client, pour n € N, V(t,) = W,,; W, est la charge vue par un client qui
arrive et V' (t) est la charge vue par un observateur extérieur.
L’indépendance du temps d’attente et de la valeur du service d’un client pour la
discipline FIFO parmet de récrire la formule de Takacs de la facon suivante :

1—E(e %)

5 )
pour Re(£) > 0. La loi du temps d’attente a 1’équilibre donne la loi de la charge
stationnaire.

E(e ) =1 - AE(0) + AE(e™*") (2.13)

2.7 Représentations de la loi de W

La condition p < 1 est supposée étre satisfait dans cette partie.
1. La représentation de ¢, de la proposition 21, pour |u| < 1 et Re(§) > 0,

Or(w,§) =E( Y et

0<n<v_

et la proposition 22 donnent

W 1—u
- _ n 76 n .
E(e=W 11L1_>m1 E( u —1 ")

0<n<v_

comme W, = 5, pour 0 < n < v_, il vient

E( Y et

0<n<v_

E(e™") = E()




2.7 Représentations de la loi de W 56

La variable v_ est le temps de retour a 0 de la chaine de Markov (W,,), I’équa-
tion ci-dessus n’est que la représentation habituelle de la mesure invariante d’une
chaine de Markov.

2. Une autre expression de la fonction ¢, est donnée par la proposition 21,

1

¢+(U7€> = 1 E(u”+e’55"+)’

la proposition 22 montre que si pour Re(&) > 0,

1 — E(u"+ 1—-1P
E(e ") = lim (“7 )S _ 7(? < +00) :
u—=1 ] — E(uv+e 8 )  1—E(e &S Lo, <io0})

en particulier, comme S, si v, < 400, en faisant tendre Re(§) vers I'infini, il
vient

P(W =0)=P(ry = +00). (2.14)
Si a = P(vy < +00), on obient

1—-a
1 —aE(e %+ | vy < +00)

J’_
= Za”(l — )E(e™%+ | vy < 400)",
n=0

E(e=") =
(2.15)

autrement dit, la proposition suivante est vérifiée.

Proposition 2.7.1. Si (Z;) est une suite i.i.d de variables aléatoires indépen-
dantes, distribuées comme S,, sachant I’événement {vy < 4oo}, le temps d’at-
tente stationnaire W a méme que

ot G est une variable géométrique de paramétre P(v, < 4+00) indépendante de la
loi suite (Z;).

L’identité précédente est facile a obtenir directement. La proposition 19 montre
que la loi de W est celle du maximum de la marche aléatoire (.S,,) associée & 0 —7
partant de O.

Si la marche aléatoire passe au-dessus de 0, i.e. sur I'événement {v, < 400},
partant de ¢ = v, a la position S,,, la marche repart comme de t = 0 en 0,
indépendamment du passé (lemme 11). Partant de cette position, si la marche
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passe encore au-dessous de 0, le maximum sera au moins égal a la somme de deux
variables indépendantes distribuées comme S, sachant 'événemet {v; < +oo},
et ainsi de suite. Le maximum s’écrit donc comme une somme géométrique de
variables indépendantes de méme loi que S,, sachant {v, < +oo}. Le paramétre
de la variable géométrique étant P(v, < 400), d’ou la représentation précédente
de la loi de W.



Chapitre 3

Stabilité et instabilité d’un réseau a
deux stations et cinq files d’attente

3.1 Le modéle d’un réseau de file d’attente et ré-
sultats principaux

On considére le modeéle de file d’attente & deux stations et cinqg files d’attente
suivante :

o=1
——3 M1=0.4

m3=0.4 m2=0.1

mé=0.1 m5=0.4 e
(N

Station A Station B

FIGURE 3.1 — Le réseau de Lu-kumar.

Les clients arrivent de 'extérieur et suivent l'itinéraire suivant : (1, A) — (2, B) —
(3,A) — (4, A) — (5, B) formant ainsi 5 files d’attente ou bien classes.
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La file 1 est ’ensemble des clients venant de 'extérieur et attendant leurs tours
devant A, ..., la classe 5 est ’ensemble des clients qui attendant devant B avant de
quitter le réseau. Nous désignons par my la moyenne de temps de service consa-
cré au client qui se trouve dans la classe k, est une suite de variables aléatoires
1.2.d. les temps des interarrivées des clients venant de 'extérieur sont également

supposés égaux a «y ou des variables aléatoires i.7.d. de moyenne —. Nous sup-
«

posons de plus que les temps de services sont mutuellement indépen%iantes. Elles
sont des constantes ou bien des variables exponentielles. Nous référons au ré-
seau associé comme réseau déterministe ou réseau exponentiel. Maintenant, nous
discutons la discipline de service. Quand la station A ou B termine le service
d’'un client, elle doit sélectionner la classe & servir. Nous supposons que notre
réseau suit la discipline (SBP), abréviation de non-idling static buffer priority,
m={(A : (1,3,4),(B : (2,5))}. Sous cette discipline, les ordres de priorité dans
les stations A et B sont respectivement 1, 3,4 et 5, 2. Le terme "nonidling policy"
signifie que les stations n’ont pas le droit de prendre un temps de repos, sauf s’il
n’y a pas de clients. Cette discipline est bien définie a condition qu’aucun client
d’une classe prioritaire n’arrive au moment ot la station sert un client d’une classe
inférieure. Nous somme amenés a considérer des modéles avec non-préemption et
avec préemption. Sous la discipline de service avec non-préemption, le service n’in-
terrompe pas le service d’un client d’une classe inférieur pour servir un client de
la classe prioritaire. Dans le cas contraire, la discipline est appelée discipline avec
préemption. La section 3.2 est consacrée au réseau déterministe sous la discipline
(SBP) avec sans préemption et dans la section 3.3, on étudie le réseau exponen-
tiel sous la méme discipline mais sans préemption. Dans la suit, Zj(t) représente
le nombre de clients (ou bien langueur de la file) dans la classe k a l'instant ¢, et
Z(t) = (Z1(t), Zs(t), Z3(t), Z4(t), Z5(t)) est le vecteur correspondant, on note par
|Z(t)| le nombre totale des services dans le réseau a l'instant ¢.

3.2 Le réseau déterministe

On considére un réseau déterministe qui suit la discipline (SBP) avec non
préemption. L’état du systéme a l'instant ¢ est donc complétement déterminée
par le vecteur (71, ..., Zs,a).

Théoréme 3.2.1. pour un réseau déterministe qui suit la discipline de service
(SBP), sans préemption, commengons par un €état quelconque, il existe un temps
fini a lequel le réseau entre dans un a-orbit, avec 0 < a < 0.1.

Lemme 3.2.1. Commengons par un état initial (0,0,0,1,0;a) avec 0 < a < 0.1,
la trajectoire du réseau retourne a cette état initial aprés une minute.
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Preuve . la preuve est suivi de simplifié et examiné la suite des états qui sont
visité par le réseau a la premiére minute.

Temps Etat

0 (0,0,0,1,0;a)

a (1,0,0,1,0;1)

0.1 (1,0,0,0,1;a+0.9)
0.5 (0,1,0,0,0;a + 0.5)
0.6 (0,0,1,0,0 a+0.4)
1.0 (0,0,0,1,0;a)

Définition 3.2.1. (1) Un état (21, Zo, Z3, Z4, Z5,a) est dit régulier s’il existe
t > 1 tel que
Z(t) - <217 ZQ? Z37 Z47 Z57a)'

(2) Un état de type 1 est un état de la forme (0,0,0,n,0;a) avecn > 0 et 0 <
a<1.
(8) Un état de type 2 est un état de la forme (0,1,0,m,0;a) avecn > 0 et 0 <
a<1.

Lemme 3.2.2. (1) Pour un état régulier de type 1, on amn >1,0<a <0.1.
(2) Pour un état régulier de type 2, on a 0 < a < 0.6.

Lemme 3.2.3. Commencgons par un état régulier de type 1, le réseau entre dans
un a-orbite pendant (n — 1) minutes.

Preuve . sin = 1, la preuve est suit notre définition d’un a-orbite. Pour n > 2
la preuve est suit l’observation la suite des états suivantes :

Temps Etat

0 (0,0,0,n,0;a)

a (1,0,0,n,0;1)

0.1 (1,0,0,n —1,1;a + 0.9)
(
(
(

0.5 0,1,0,n — 1,0;a + 0.5)
0.6 0,0,1,n—2,1;a+ 0.4)
1.0 0,0,0,n—1,0;a)

Lemme 3.2.4. A partir de tout état initial (régulier), on peut atteindre soit un
état de type 1, soit un état de type 2.

Preuve . D’abord, nous posons r = inf{t > 0 : Z;(t) = 0}, c’est-a-dire le
premier instant ou la classe 1 est vide. Il est clair que r est fini quelque soit I’état
initial, et que Z;(t) < 1 pour tout ¢ > r. Pour voir ¢a, comme le service dans la
classe 1 a une priorité plus élévé, et les temps des services sont rapide que le taux
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d’arrivées, il existe un temps fini a lequel Z; (t) = 0, aprés que la classe 1 est dirigé
a la premiére fois, toutes les clients dans la classe 1 prenons sont services pendant
0.4 minutes aprés qu’ils arrivent. Puisque on une arrivée toute minute, la classe
1 n’admet pas plus qu’un seul client, aprés qu’il dirige a la premiére fois. Main-
tenant, on pose t; = inf{t > r : Zy(t) + Z5(t) = 0}, c’est-a-dire ¢; est le premier
instant aprés r ou la station B se vide. Par le lemme de ’appendice, t; est fini.
De plus, a partire de la condition au-dessus, nous avons Z(t1) = (1,0,m,n,0;a)
ou Z(t;) = (0,0,m,n,0;a), ot m et n sont des entiers positifs et 0 < a < 1. On
note qu’a la date t;, le client en service a la station A a peut étre déja entamé
son service. On distingue trois cas :

1 cas. Un client de la classe 1 ou la classe 3 est en service au temps ;.

Dans ce cas, aucun client de la classe 4 ne peut étre servi en raison de la discipline
A(1,3,4). On note par ty le premier instant aprés ¢; ou un client de la classe 4
a doit d’étre servi. Ainsi, Z5(t) = 0 pour tout t € [t1,ts]. D’autre part, juste
avant ty, si la station A a servi le client de la classe 1 alors ’état du systéme est
Z(ts) = (0,1,0,m,0;a) , et les clients des classes 2 et 4 entament au méme temps
leurs services, donc c’est un état de type 2, et si la station A a servi le client de
la classe 3, ainsi, on a Zs(t2) = 0, et I’état du systéme est Z(t2) = (0,0,0,n,0;a)
avecn > 1let 0 <a<0.1, on a bien un état de type 1 a I'instant ¢5. En générale
pour que Z(t3) est un état régulier, on a 0 < a < 0.6.

2 cas. A Dinstant t; la classe 4 en service et Z;(t;) = Z3(t;) = 0. Alors nous
avons Z(t1) = (0,0,0,n,0;a) avec n > 1 et 0 < a < 0.1, et nous somme dans
un état régulier de type 1, le client de la classe 4 a déja entamé le passage par
la station A a la date 5. Grace au fait que Zy(tg) = Z4(t1) = n, il est facile
de voir que Z(ty) = (0,0,0,n,0;a), c’est bien un état régulier de type 1. Sinon,
Z(ty) = (0,0,0,m,1;a) avecn > 1 et 0 < a < 0.1, dans ce cas la classe 5 a un
temps de service partiellement resté inférieure & 0.1 minutes, alors la forme de
cette état comme un état de type 1.

3 cas. A l'instant ¢; la classe 4 est dans le service, et Z;(t;) = 1 ou Z3(t;) > 0.
Si Z1(t1) = 1, et si ty est le temps ou le client de la classe 4 termine son service,
alors ty < t; + 0.1, et nous avons Z(t3) = (1,0,m,n — 1,1;a) avec a > 0.9. A
ce moment, les clients des classes 1 et 5 entament le service. Aprés 0.4 minutes,
Iétat est Z(to +0.4) = (1,0,m,n —1,1;a). Si m = 0, le réseau dans état régulier
de type 2. Si m > 0, alors 0.1 minutes plus tars, le client de la classe 2 rentre dans
la classe 3 laissant la station B vide . Dans ce cas le réseau dans un état de la
forme du cas 1 avec un client de classe 3 en service. D’autre part, si Z;(t;) = 0,
alors en to < t; + 0.1, nous avons, soit Z(ts) = (1,0,m,n — 1,1;a) avec a > 0.9,
soit Z(t2) = (0,0,m,n —1,1;a) avec m > 0. Le dernier cas a été déja discuté ci-
dessus.

Dans le dernier cas, en ty + 0.4, nous serons dans un état régulier de type 1 (s'il
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n y a aucune arrivée et m = 1) ou nous serons retourné dans le cas 1.

Preuve du théoréme 28 : La preuve du théoréme 28 d’écoule des lemmes
précédents. Prenant ces lemmes ensemble, on montre que le réseau entame une
a-orbite a partir de tout état initial.

3.3 Réseau exponentiel

Le résultat principal de cette section est suivant :

Théoréme 3.3.1. Pour le réseau exponentiel qui suit la discipline de service
(SBP) sans préemption, & partir de tout état initial, |Z(t)| — oo quand t — oo
avec probabilité 1.

La preuve de ce théoréme est basé sur le théoréme suivant :

Théoréme 3.3.2. On considére le réseau exponentiel qui suit la discipline de
service (SBP) avec non-préemption. Soit n un entier trés grand. On suppose que
Z(0) = (0, 22,0,n, z5) avec un client de la classe 4 qui entame un service au temps
0 et un client de la classe 2 non en service au temps 0. Alors pour tout 0 < 6 < 1,
il existe € > 0 tel que pour tout n suffisamment grand,

(1 —mq)ms

P{Zy(Ty) = 1 On} > 1 — exp(—eyv/n), (3.1)

—my —ms

ol

et

Ty, =inf{t > Ty : wun client de la classe 4 entame
le service au temps t un client de la classe 2 (3.3)
n'est pas en service en ty}.

De plus, pour tout n suffisamment grand,

P{|Z(t)| > %,w €0, Ty} > 1 — exp(—ev/n).

Pour la décomposition de ce théoréme, nous avons besoin des résultats auxi-
liaires suivants :
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3.3.1 Le cycle inférieur

Le but de cette sous section est de montrer le résultat suivant :

Théoréme 3.3.3. On suppose que Z(0) = (0,29,0,n,z5) avec un client de la
classe 4 qui entame un service au temps 0 et un client de la classe 2 non en
service au temps 0. Alors pour tout 0 < 01 < 1, il existe un € > 0 et Ty un
temps Markov (comme défini dans 29 avec Z(Ty) = (Z1(13), Zo(1»),0,0,0)) tels
que pour tout n suffisamment grand,

P{Z(T2) + Z>(To) > 61msn} > 1 — exp(—ey/n).

Nous présentons maintenant un nombre de définitions nécessaires pour la
preuve du théoréme 31.

3.3.2 Période d’occupation de la classe 5 et périodes im-
pures

Nous allons subdiviser la période (0,73) de la facon suivante. A la date o = 0,
par hypothese, la classe 4 entame son service et la classe 2 n’est pas en service.
Par conséquent, la classe 5 est aussi en servive a la date o; ou bien entame son
service au plus tard a l'instant ou elle regoit le premier client de la classe 4. Nous
allons attendre le premier instant ou la classe 5 se vide et la classe 2 entame son
service. Cet instant est noté par 7 et est défini par

7 =1inf{t > o1 : Zy(t) > 1, Z5(t) = 0}.

La date 7, peut coincide avec la fin d’un cycle d’occupation de la classe 5, (si a
la date de cette fin, la classe 2 est non vide) ou bien est un instant qui se trouve
dans un intervalle de temps ou la classe 5 est vide et le premier client vient de
rentrer dans la classe 2. On laisse le réseau fonctionner et on guette le premier
retour a la situation initiale, c’est-a-dire la classe 4 entame un service et la classe
2 n’est pas en service. Si cet instant est fini, on laisse encore le réseau fonctionner
pour retourner la situation de la date 7. Par récurrence, si 71 est défini, on pose

0ip1 = inf{t > 7, un client de la classe 4 entame le service au temps t
la classe 2 n’est pas en service au temps ¢, },

Tir = nf{t > 0441 0 Zo(t) > 1, Z5(t) = 0}.

L’instant 0,1 peut étre infini, lorsque apreés 7;, la classe 4 reste bloquée ou
bien a chaque fois ou elle entame un service, la classe 2 est en service. Si 0,1 < o0,
alors nécessairement, les classes 1 et 3 sont vides a cet instant, Durant [0y, 7;) la
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station B soit serve le client de la classe 5 soit reste chdmage ; n’existe pas des
services allons de la classe 2 a la classe 3, alors la classe 3 reste vide pendant cet
période; si la classe 4 est vide a l'instant 7;, ¢’est la fin du cycle inférieur

r=inf{i > 0, Zs(7;) = 0}. (3.4)

Il est clair que Ty € (0, 7], r est le plus petit indice de i tel que 7; > T5. On
résume ces résultats dans la proposition suivante :

Proposition 3.3.1. (a) Pour chaque i, la classe 3 est vide durant [o;,T;).

(b) Durant Uintervalle [0;,7;), la station B sert les clients de la classe 5 ou reste
mactive. Dans le dernier cas, la classe 2 est nécessairement vide.

(c) Pour tout i < r, la classe 4 est en service durant l'intervalle [1;, 0;).

On dit que l'intervalle [0, 7;) la i-éme période d’occupation de la classe 5, et
[7;, 0441) la i-éme période impure pour i = 1,2, ..., si i < r la i-éme période d’oc-
cupation est incompléte, si ¢ = r, on dit qu’il est la derniére période d’occupation.
Il est clair que toutes ces temps aléatoires dépend de paramétre n en générale
dépend de ’état initiale Z(0). Quand le réseau dans la période d’occupation de
la classe 5, les services de la classe 4 en moyenne sont plus rapide que les services
de la classe 5, encore avec interromption pour servir les clients de la classe 1 avec
un priorité plus élevé.

Lemme 3.3.1. On suppose qu’a linstant t, un client de la classe 4 entame un
service et la classe 2 non en service. A Uinstant t', ce client de la classe 4 termine
son service. Ensuite, soit t" > t' le premier instant ot la classe 1 est vide, aprés
que la classe 4 ait terminé un service. On pose u; = t"" —t'. Alors

Elu) = —

< ms.
1—m1

De plus, uy est indépendant les évenements qui ont lieu avant t.

Preuve . Soit [0, 7;) une période d’occupation de la classe 5. A I'instant
o; = t, la classe 4 entame son service. Si M, le temps de ce service, alors a
Iinstant ¢ =t + My, la classe 4 termine ce service.
Le prochain service de la classe 4 a lieu a la date t”. Soit uy =t — ¢t = s1 + v;
avec sy =t —t, vy =t" — t'. Ainsi,

E(u;) = E(s; + E(vy))
=my + E(vy),

E(u;) = E(v;) + my. (3.5)
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Soit N;; le nombre de clients arrivés vers la classe 1 durant [t, t']

E(N;) = E(E[N;/s:])
= E(OQSZ‘)
= E(SO = My.

Utilisons la méme procédure aprés de conditionné par N;, on a

E(v) = E(E[vi/Ni])
=Eli— 71nlNi]

= E[N;]

1-— ma
my

= my.

1-— ma 1

En utilisons dans la dexiéme ligne la formule de temps moyenne d’observation en
zéro & partir de I'état N (voir par exemple e.g.Krlin et Taylor [18], p149) Par

conséquant,
My

E(u;) = T——
Finalement, quand un client de la classe 4 entame un service, nécessairement, les
classes 1 et 3 sont vides. Le fait que les lois exponentilles sont sans mémoire et
vu 'indépendance des temps de service, les interarrivées sont i.i.d.

Le lemme 16 affirme que dans une période d’occupation de la classe 5, les inter-
arrivées vers la classe 5 sont plus courte en moyenne que les temps de service.
Maintenant, nous sommes en mesure de montrer que r est fini.

Lemme 3.3.2. [ existe une constante 0 < ¢ < 1 telle que pour tout v > 1,
P{r>i} <c.
Preuve . Nous notons que

P{r>i} =P{r>i—1, 7, <oo, Zy(r;) > 0}
=P{r>i—1}P{n < oo, Zy(1;) >0/r >1—1}.

Sur les événements {r > i — 1} {0, < oo} le réseau commence une nouvelle
9
période d’occupation en o; avec I'état Z(o;). Considérons un processus de vie de

mort sur {1,2, 3, ...} avec un taux de naissance . qui est plus grand au taux

my
1
de mort —, alors par le lemme 16, le nombre de clients Z5(t) durant la période
m

5
d’occupation [0}, 7;) peut étre vu comme un processus de vie et de mort.
Au début du période d’occupation, un des clients de classe 5 est en service ou bien
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la station B est vide. Dans ce dernier cas, le client arrivera a la classe 5 quand le
premier client dans la période termine son service dans la classe 4. Dans 'un et
l'autre cas, nous supposons, sans perte de généralité que Zs(t) (processus de vie
et de mort) commence d’'un état qui est supérieur ou égal a 1. Comme

{1 < 00,Z4(t) >0} C { Le processus de naissance et de mort
est jamais atteidre 'état 0},

et
P{le processus de vie et de mort est jamais atteindre 1'état 0} = ¢

alors
P{r>i} <P{r>i—1}c

Pour tout i. Ce qui achéve la preuve.
Comme conséquance du lemme, nous avons le corollaire suivant :

Corollaire 3.3.1. (a) P{r < oo} =1.
(b) P{T, < oo} = 1.

Preuve . La partie (a) vient du lemme 17. De la partie (a), nous avons
P{r < oo} = 1. Il s’ensuit que P{T, < oo}, ce qui implique (b).
Maintenant, nous montrons que le nombre de clients dans les classes 4 et 5 a
I'instant o, est proche de n avec une grande probabilité.

Théoréme 3.3.4. Pour tout 0 < 6y < 1, il existe un ey tel que pour tout n
suffisamment grand,

P{Zy(0,) + Zs(0v) > 6an} > 1 — exp(—€xy/n).

La preuve du théoréme sera donnée a la fin de la sous-section. Pour la facilité,
nous devons examiner en détails comment les clients quittent la classe 5. Nous
appelons un écoulement un travail effectué par la classe 5 durant [0, o).
Maintenant, nous contrélons le nombre d’écoulement pendant la période impure
[7;,0441). Par définition, la classe 5 est nécessairement vide au début d’une pé-
riode impure [7;, 0;11). Par conséquent, durant toute la période impure, le nombre
d’écoulements est majoré par le nombre de services de la classe 4 durant cette pé-
riode. Il est possible que le premier travail de la classe 4 durant la période impure
soit entamé avant cette période impure.

Lemme 3.3.3. Soit q; le nombre de clients de la classe 4 qui entament le service
au cours de la i-éme période impure. Il existe une constante ¢ avec 0 < ¢ < 0 telle
que pour vt =1, ...,

P{q > 25} < ¢, pour j =0,1,... (3.6)
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Preuve . On fixe une période impure [1;,0;11). Quand un client de la classe
4 entame le service au temps t € [7;,0;11), un client de la classe 2 doit étre en
service. Sinon, la période impure se termine a l'instant ¢ < o;,1. Ceci est contra-
dictoire avec la définition de ;1.
On considére maintenant la suite des événements suivants a partir de I'instant .

1. Le client de la classe 4 termine le service entamé avant le client de la classe
2.

Un deuxiéme client de la classe 4 entame le service.

Le client de la classe 2 termine le service et devient un client de la classe 3.
Un client de classe 5 entame le service.

Un deuxiéme client de la classe 4 termine le service.

Le client de classe 3 entame le service.

N e WD

Le client de la classe 3 termine le service et devient un client de la classe
4. A cet instant, le troisiéme client de la classe 4 entame le service tandis
que le client de la classe 5 est toujours en service terminant ainsi la période
impure.

Pour que ces événements aient lieu, il suffit qu’il ait pas d’arrivées d’extérieur vers
la classe 1 pendant la période empure entiére.

Soit i le temps en lequel le k-éme client de la classe 4 entame le service au cours
de cette période impure.

Soit Ay I'intersection de la suite d’événement (1 — 7 ce-dessus). Si Ay, se produit,
la période impure se termine avec (k + 1) clients de la classe 4 ayant entamé des
services. Anisi,

{a: > 25} = {Gjr1 <o} C{Gy1 <oia} NAG;

ol Aj, est le complémentaire de Ay.

En utilisant la propriété de sans mémoire de la distribution exponentielle, on
montre que la probabilité P{A/(x < 041} est strictement supérieure & 0. En
notant cette probabilité différente de zéro par 1 — ¢, nous avons ¢ = P{A}/(; <
oir1} < 1. On note que cette probabilité ¢ dépend seulement des paramétres de
réseau, c’est-a-dire la moyenne des interarrivées et les temps de services. Ainsi,
nous avons

P{g > 2j} =P{{j41 < 0i1}

< ]P{CQj—l < Uz’+1}-]P{A§j—1/C2j—1 < O}
= P{Gj11 < is1}e

< P{Cl < Oy
<d,
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ce qui prouve (3.6).
En suite, nous voulons controler le nombre d’écoulemments qui se produisent
durant la 7-éme période d’occupation pour i < r.

Lemme 3.3.4. [l existe un €3 tel que pour tout n suffisamment grand, pour chaque
1=1,2, ...,
P{le nombre des écoulements durant [o;,7;) excéde \/n,i <r} < exp(—ezv/n).

Preuve . Durant [0y, 7;), le processus de la longueur de la file de la classe 5
est identique au processus de la longueur de file d’attente dans une file d’attente
G/G/1 avec des temps d’interarrivées donnés par le lemme 16, les temps d’in-
terarrivées sont i.i.d de moyenne my/(1 —m;) < ms. A l'instant o;, ou bien la
station B sert un client de la classe 5, ou bien elle est vide. dans le dernier cas,
la classe 2 est nécessairement vide, le premier client de la classe 4 termine son
service durant la période d’occupation et il passe a la classe 5 et commencera le
service durant la période d’occupation. D’autre cas, appliquons le lemme 30 a la
date d’arrivée du premier client vers la classe 5 durant la période d’occupation,
on obtient le résultat suivant.

Preuve du théoréme 32 : Soit § =1 — 05. Alors § > 0 et

P{Zs(0,)+Z5(0,) > Oan} > 1—IP{plus de §.n écoulements de la classe 5 dans [0, o] }

Soit
A = {plus de d.n écoulements durant [0, o,]}.

Pour calculer la probabilité de A, Nous avans

P(4) =P(AN{r=+/n}) T\/IE(A N{r<vn})
<P{r>+n})+P( U {plus de §v/n écoulements durant|o;, 0;11),i < 1})
A
<P'({r>+n})+ (Z P{plus de §+/n écoulements durant[o;, 0;11),7 < r})

=1

< exp(—esy/A) + [vi] exp(—es )
< exp(—€2/n).

Dans la seconde ligne (en parlant du bas) de la preuve, le premier terme vient
directement du lemme 17, avec un €4 approprié. Le deuxiéme terme dans la méme
ligne vient des lemmes 18 et 19 aussi avec un €5 approprié. L’inégalité finale est
valable pour un certain €, > 0 si n est suffisamment grand.
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3.3.3 Cycle intermédiaire

Nous allons étudier le cycle intermédiaire [o;, 7] entre les cycles inférieur et
supérieur. On commence par estimer la durée T, — o,.

Lemme 3.3.5. Soient o, et Ty des temps de Markov définis en (3.4) et (3.2)
respectivement. Alors pour tout 0 < 03 < 1, il existe un e > 0 tel que pour n
suffisamment drand,

P{T — 0, < O3msn} < exp(—esy/n).

Preuve . Par la définition de 75, tout les clients présents dans les classes 4 et
5 a l'instant o, quittent le réseau aprés 175 — o, minutes. D’aprés le théoréeme 32,
nous avons pour tout 0 < #y < 1, la classe 5 doit servir les fyon clients sauf sur
un ensemble exponentiellement petit. Ainsi, T5 — o, est la somme d’au moins #on
variables aléatoires exponentielles 7.2.d de moyenne ms. En appliquant le lemme
29 et en utilisant le théoréme 32, nous avons, pour tout a > 0, il existe un e; > 0
tel que pour tout n suffisamment grand,

P{T; — 0, < Oamsn —an} < exp(—ern) + exp(—eay/n)
P{T; — 0, < O3msn} < exp(—€mn) + exp(—€2y/n)
P{T; — 0, < O3msn} < exp(—€sv/n)

ol nous avons posé 03 = Oy — a/m; pour obtenir le deuxiéme expression ci-dessus.
Comme « peut étre arbitrairement petit, nous pouvons obtenir I'inégalité pour
tout 0 < 3 < 1. Maintenant, comme nous avons une minoration sur le temps
d’occupation de la classe 5, nous pouvons obtenir une minoration sur le nombre
de clients qui doivent étre dans les classes 1 et 2 au temps T5. C’est le théoréme
31, qui est le résultat principal pour le cycle inférieur.

Preuve du théoréme 31 : Soit Ej(.) le processus de comptage pour les
arrivées externes de la classe 1 et soit Y,, le temps de la (n)-iéme arrivée durant
[0, T3]. Nous choisissons a > 0. En appliquant le lemme 21 nous avons

P{E\[o,, T3] < O3msn — an} < P{E;[o,,T5] < 3msn — an/Ty — o, > O3msn}
(3.7)
+exp(—€sv/n).

Ensuite, nous appliquons le lemme 29 a la derniére inégalité

P{E\[o,, T3] < Osmsn —an/Ty — 0.} = P{Yjgsmsn—an] > To — 0, /1o — 0, > O3msn}
< ]P{Yv[g?,myl,an} > 03m5n}
< P{Yjgsmsn—an] > an + Ozmsn — an}
< P{Yjgymsn—an)] > [an + Ogmsn] — an}
< exp(—esn).
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Maintenant, en posant ¢, = 03 — a/ms, nous avons

P{Ei[o,, T5] < 03msn} < exp(—esn) + exp(—esy/n) < exp(—e1v/n).

Pour n suffisamment grand. Ensuite, comme toutes les arrivées externes dans
'intervalle [0, T3] doivent encore étre dans les classes 1 et 2 a I'instant 75, nous
avons

Z\(Ty) + Zy(Ty) > Er[o,, Ty].

En combinant ceci avec 'inégalité précédente, le théoréme s’ensuit.

3.3.4 Cycle supérieur

L’instant 75 est le début du cycle supérieur. En vertu du théoréme 31, au
temps 75, il y a au moins 6;msn clients dans les classes 1 et 2 sauf sur un ensemble
exponentiellement petit.

Afin d’énoncer les principaux résultats de cette section, nous avons besoin de
quelques définitions.

Définition 3.3.1. Soit T3 = inf{t > Ty : Zy(t) + Z3(t) = 0}, c’est-a-dire, a
Uinstant T3 les classes 2 et 3 se vident.

Nous définissons les périodes d’occupations de la classe 3 et les périodes im-
pures. Soit o = 15 et on définit

71 = inf{t > 7, : un client de la classe 4 entame le service a 'intant ¢}.

L’intervalle [o1,7;) est appelé la premiére période d’occupation de la classe 3.
Ensuite, nous définissons o; et 7; par récurrence

0ir1 = inf{t > 7;: un client de la classe 2 entame le service a I'intant ¢
et la classe 4 n’est pas en service a l'instant ¢}
Tiy1 = inf{t > ;11 : un client de la classe 4 entame le service a I'intant ¢}.

L’intervalle [0;,7;) est la i-éme période d’occupation de la classe 3 et [7;,7;41) est
la i-éme période d’impure. Il est possible pour qu’il y ait seulement une période
d’occupation et aucune période impure dans [Ts, T3).
On introduit

r=inf{i: Zy(7;) = 0}. (3.8)

On note que r est le plus petit 7 tel que 7; > T3. Nous avons le résultat suivant :
Lemme 3.3.6. [l existe une constante ¢ avec 0 < ¢ < 1 telle que
P{r>j} < ¢,

pour 3 =0,1,...



3.3 Réseau exponentiel 71

La preuve de ce lemme est similaire a celle du lemme 17.
Nous n’avons pas besoin d’une lemme suplémentaire qui est analogue au lemme
16 pour cette preuve. Comme auparavant, nous avons comme corollaire.

Corollaire 3.3.2. (a) P{r < o0} = 1.
(b) P{T5 < o0} = 1.

Nous appellons [7,,T3) la derniére période d’occupation de la classe 3. Au
cours de la période [T3, T3], un client est appelé un écoulement s'il est servi par la
classe 2 durant [Ty, 7,). Voici le théoréme pour le cycle supérieur.

Théoréme 3.3.5. Pour tout 0 < 04 < 1, 1l existe un €9 > 0 tel que pour tout n
suffisamment grand,

P{Z,(,) + Z3(0,) > Oymsn} > 1 — exp(—egy/n).

La preuve du théoréme 33 dépend crucialement des lemmes suivantes, qui
donnent des minorations sur le nombre des écoulements avant la derniére période
d’occupation.

Lemme 3.3.7. Soit ¢; le nombre de clients de la classe 2 qui ont commencé leurs
services durant une simple période impure [T;,0;11). Alors il existe une constante
c avec 0 < ¢ < 1 telle que pour tout 1 =1, ...,

P{g; > j} < ¢, pour j > 0.

Preuve . La preuve du lemme est analogue a celle du lemme 18. Comme le
présent lemme est un résultat plus fort, nous répétons détails ici.
On fixe une période impure [7;,,41). Quand un client de la classe 2 entame le
service a l'intant ¢ au cours de la période, un client de la classe 4 doit étre en
service en t.
Autrement, la période impure se termine a l'instant ¢ < ;4 contredisant la
définition de 7, .
Maintenant, on considére la suite des événements suivants commencant & l'instant
t:

1. Une arrivée externe se produit avant que le client de la classe 4 termine le
service.

2. Le client de la classe 4 termine le service et devient un client de la classe 5.
3. Le client de la classe 1 entame le service.

4. Le client de la classe 2 termine son service et devient un client de la classe

3.

5. Le client de la classe 5 entame le service.
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6. Le client de la classe 5 termine son service avant le client de la classe 1. A
cet instant, le deuxiéme client de la classe 2 entame le service et termine la
période impure.

Soit (i le temps que le k-iéme client de la classe 2 qui entame le service au cours
de la période impure et soit Aj 'intersection de la suite d’événements ci-dessus
entamé par le k-iéme client. Si ’événement Aj, se produit, la période impure se
termine avec les k clients ayant entamé des services dans la classe 2. Ainsi,

{4 > 7} ={G1 < gi} CH{G <o} NAS

Comme la probabilité P{A/(x < 7;21} > 0 ne dépend que des paramétres
de réseau (la moyenne des interarrivées et les temps de service), nous avons
IP{AE/CIC < 51‘4_1} =c< 1. Ainsi,

Plg > j} <P{¢ <0ini}c
<P{( < 041}
< d,

ou la chaine des inégalités est similaire & celle de la preuve du lemme 18.

Lemme 3.3.8. Il existe un €9 > 0 tel que pour tout n suffisamment grand,
P{nombre des écoulements de la classe 2 durant [5;,7;) excéde \/n, i < 7} < exp(—e19v/n).

Preuve . La preuve du lemme est analogue a celle du lemme 19. Cependant,
dans le cas du cycle supérieur, en appliquant le lemme 30, les interarrivées sont
déterminées par les temps de service des clients de la classe 2. Ainsi, on n’a pas
besoin d’utiliser un lemme analogue au lemme 16.

Nous avons un résultat similaire au cas d’un cycle inférieur.

Lemme 3.3.9. Soit 0 < § < 1, alors il existe un €11 > 0 tel que pour tout n
suffisamment grand,

P{plus que d.n écoulements de la classe dans [Ty, 0,]} < exp(—e11v/n).

Preuve . La preuve vient des lemmes 21,22, et 23.
Preuve du théoréme 33 :

IP{Zl(a'/r) + Zg(gr) < 94m5n} < IP{Zl(a'/r) + ZQ(&VT) < 94m5n/Zl(T2) + ZQ(TQ) > (91771571}
+exp(—€1y/n)
< exp(—€10y/n) + exp(—€1/n)
< exp(—€gy/n).
La premiére inégalité vient du conditionnement et de ’application du théoreme

31. La seconde vient de lemme 24. La troisiéme se tient pour €9 approprié et n
suffisamment grand.
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3.3.5 Du cycle supérieur vers le cycle inférieur

On rappelle qu'une fois le premier client de la classe 3 entame son service
aprés 'instant o,, la classe 3 restera positive jusqu’a T3. Ainsi, aucun client de
la classe 4 se sera servi durant [o,,T3), et par conséquent la classe 5 reste vide
durant [7,, T3).

Nous divisons [7,,T3) en des sous-intervalles. Nous avons besoin des définitions
suivantes. D’abord, on pose Ry = 7,.

Définition 3.3.2. On consideére les clients qui sont dans les classes 1—3 au temps
Ry = o0,. Soit Ry Uinstant ou ces clients ont terminé leurs services dans la classe

3.

Définition 3.3.3. On suppose que R; a été défini. On considére tous les clients
dans les classes 1 — 3 au temps R;. Soit R;,1 le temps en lequel tous ces clients
auront terminé le service dans la classe 3, c’est-a-dire Z(R;) = (21, 22, 23, 24, 0),
alors Ri+1 = 1nf{t > RZ‘, Z4([RZ, t]) =21+ 20+ 23+ 24}.

Nous définissons S;v1 = Riy1 — R; pour v = 1,2, ..., qui est le temps nésessaire
pour tous les clients dans les classes 1 — 3 a linstant R; pour terminer le service
a la classe 3. Aussi, soit v =1inf{i : R; > T3}.

Proposition 3.3.2. P{v < oo} = 1.

Preuve . Dans l'intervalle [R;, R;11), la classe 1 entame un service, donc au
moins il y a un client dans le réseau. Par la loi fort des grands nombres, R; — oo
presque stirement quand ¢ — oo. Comme T3 < oo p.s, par le corollaire 10, il y a
un nombre fini de R; avant T3.

Lemme 3.3.10. On suppose qu’a l’instant t un client de la classe 3 entame un
service. A Uinstant t', ce client de la classe 3 termine son service. Ensuite, soit
t" > t' le premier instant ou la classe 1 se vide aprés que la classe 3 ait terminé
un service.

On pose up =t" =1t'. Alors,

Efu] = —=

> Mea.
1—m1

De plus, uq est indépendant des évenements qui ont lieu avant t.
Preuve . La preuve du lemme est exactement analogue a celle du lemme 16.

Lemme 3.3.11. Soit 05 une constante quelconque fixée avec 0 < 05 < 1. I existe
un €11 > 0 tel que pour tout s; suffisamment drand,

m
IP{SZ‘_H < 1 in Sz/Zl(RZ) + ZQ(RZ) + Zg(RZ) = Si} S exp(—eusi),

- 1

pourt=1,2,...
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Preuve . Durant [R;, R;.1], la classe 3 doit servir tous les clients présents
dans les classes 1,2, et 3 a 'instant R;, le résultat est suit les lemmes 29 et 25.
Dans le lemme suivant, on rappelle que Ej[s,t] désigne le nombre d’arrivées ex-
ternes dans U'intervalle [s, t].

Lemme 3.3.12. Soit 05 une constante quelconque firée avec 0 < g < 1. Il existe
un €19 > 0 tel que pour tout s; suffisamment grand,
ms3

P{E;[R;, Riz1] < ‘961 e

$i/Z1(R;) + Zo(R;) + Z3(R;) = s;} < exp(—e€128;).

Preuve . La preuve ici est analogue a celle du théoréme 31.

Théoréme 3.3.6. On suppose que Z(0) = (0, 29,0,m,25) avec un client de la
classe 4 entamant le service a l'instant 0 et un client de la classe 2 non en service
a Uinstant 0. Alors pour tout 0 < 6; < 1, il existe un €13 > 0 et T3, un temps
de Markov avec Z(T3) = (Z1(T3),0,0, Z4(T3),0) tel que pour tout n suffisamment
grand,
(1 — ml)m5
P{Z,(T5) > —————0n} > 1 — exp(—e13v/n).
{4(3)_1—m1—m37}_ p( 13\/—)

Preuve . On a au moins sg = 0ymsn clients dans les classes 1 et 2 & I'instant
Ry = o, sauf sur un ensemble exponentiellement petit d’aprés les lemmes 26 et
27 et pour n suffisamment grand sauf sur un ensemble exponentiellement petit, il

y a au moins
m3

(06

arrivées durant le service des clients présents & o,.. Ainsi, a I'instant Ry, on a au
moins

)
1-— ml) ammst

M3
1— mq
clients dans les classes 1 — 3 sauf sur un ensemble exponentiellement petit. En
raisonnant similairement, sauf sur les ensembles exponentils, & I'instant R;, on a
au moins

S1 — (96 )947’71571

mg
1—m1

S; — (96

)i94m5n

clients dans les classes 1 — 3.
En suite, on fixe un entier positif N. On définit

00 ms )
K = ;(061 — ml) 94m5.

Comme

ms . 66(1 —ml)
v pu— 0
Z(QG 11— ml) Bums = Os 1 —my — gms bums,
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pour tout 07 avec 0 < 67 < 1, on peut choisir 6, et g et N avec 0 < 6; < 1 tels
que

—my)m

K >0, (1= mi)ms

(S — (3.9)
Ensuite, pour n suffisamment grand de sort que s;, i = 1, ..., N, soit suffisamment
grand pour appliquer les lemmes 26 et 27, nous montrons qu’en Ry, nous aurons
servi K'n clients a la classe 3 sauf sur un ensemble exponentiellement petit en pro-
babilité. A I'instant 75, la classe 4 doit contenir tous les clients qui sont servis a la
classe 3 durant [, T3). En particulier, la classe Kn = 67(1—my)ms/(1—mi;—mg3)n
clients a I'instant T3 sauf sur un ensemble petit.

On note d’abord que la taille de N exigée pour rendre (3.8) valable dépend seule-
ment des moyennes des temps de service m; et les 0 < ; < 1 qui sont fixées. Par
conséquent, la taille nécessaire de N peut étre fixée une fois. Ensuite, nous devons
avoir si, sg, ..., sy suffisamment grands aux instants Ry, ..., Ry pour appliquer les
lemmes 26 et 27. Comme N ne dépend pas du nombre initial de n clients dans
le systéme, nous pouvons rendre N suffisamment grand de sort que sy, et ainsi
s; pour i =0, ..., N — 1, soit suffisamment grand pour appliquer les lemmes 26 et
27. Ainsi, nous avons

P{Z1(Ri+1) + Zo(Rit1) + Z3(Riv1) < sipi} < P{Z1(R) + Zo2(Ri) + Z3(Ri) < s}
+ Z P{Z1(Ris1) + Zo(Rit1) + Z3(Riy1)

8=8S8;

< si1/Z1(Ri) + Zo(Rs) + Z3(R;) = s}
xP{Z1(R;) + Z2(Rs) + Z3(R;) = s}

< P{Zl(Rl) + ZQ(RJ + Zg(R ) S S; }
—|—exp( €125k)

< P{Zl(RO) + Z2(Ro) + Z3(Ro) < so}

+ Z exp(—€125k)

< P{Zl(Ro) + Z2(Ro) + Z3(Ro) < so}
+(Z + 1) exp( 61280>
< exp(—egy/n) + N exp(—€1asy),

pour ¢ = 0,..., N — 1, ol pour obtenir la derniére inégalité, nous avons utilisé le
théoréme 32.
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Maintenant,

7TL5(1 — ml)

P{Zy(Th) < brn ms(1—m)

< P{Y(Zi(R) + Zo(Re) + Zo(Ra)) < O

1—my—m
o 1 3

< P> (Zi(Ri) + Zo(Ri) + Zs(Ri)) <> se}

k=0 k=0

— M1 — Mg

N

<> P{(Zi(Ry) + Zo(Ry) + Z3(Ry)) < 1}
< é]:\;)—i— 1)(exp(—€gv/n) + N exp(—€i125¢))
< exp(—e13v/n).

Ainsi, nous concluons que pour tout 0 < 6; < 1, il existe €13 > 0 tel que pour n
sufissamment grand,

m5(1 — ml)

P{Zy(T3) < 6’7711 } > 1 —exp(—evn).

— My — Mg

Par définition, nous avons Z(713) = (Z1(73), 0,0, Z4(T3),0) et un client de la classe
3 a terminé son service a T3-.

Ce qui achéve la preuve du théoréme.

Preuve . Nous prouvons une majoration en probabilité sur le nombre de

clients de la classe 4 a l'instant Ty. Si Z;(T3) = 0, alors nous posons Ty := Tj et
nous aurons terminé. Sinon, alors aprés que le client de la classe 3 ait terminé le
service au temps T3, le réseau entame une période impure typique pour le cycle
inférieur. Quand il quitte cette période impure, il entame une période d’occupation
de la classe et 5 le réseau sera dans un état comme a été décrit par la conclusion
du théoréme. Nous appelons T} I'instant ot la période impure se termine. On note
que cette définition est conforme avec la définition de T donnée dans I’énoncé du
théoréme 30.
Ensuite, soit N le nombre de clients qui ont quitté la classe 4 durant cet intervalle
[T3,T4) du cycle impure. Il est borné par ¢ + 1, ot ¢ est le nombre de clients de
la classe 4 qui ont entamé le service durant l'intervalle. D’aprés la lemme 18, il
existe un €14 > 0 tel que pour tout n suffisamment grand,

P{N > v/n} < exp(—euuv/n).
Nous combinons cette estimation avec le résultat du théoréme 33 comme suit :
IP{Z4(T4) S 60771 — 607\/5} S IP{Z4(T4) S 097’)1 — 007\/5/24(7—‘3) 2 09771}
+P{Z4(T3) < chn}

< exp(—€14y/n) + exp(—€13v/n)
< exp(—€15¢/n)
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ou
o= (1—m1)m5
1—my —ms

La derniére inégalité est satisfaite pour un €;5 > 0 et n suffisamment grand

P{Z,(Ty) < chn(l — v/n/n)} < exp(—e15v/n),

ce qui implique que
P{Z4(Ty) < clgn} < exp(—ei5v/n),

pour tout 0 < fg < 1, comme 6; et (1 —/n/n) peuvent étre choisis proche de 1
pour n suffisamment grand.

3.3.6 Une minoration sur tous les clients dans le réseau

Maitenant, nous montrons que, sauf sur un ensemble de petite probabilité, on
aura au moins n/4 clients dans le réseau dans [0, 7). Dans tous les résultats ci-
dessus, on rappelle que chaque 6; peut étre choisi proche de 1. Dans les arguments
suivants, nous supposons que les #; sone suffisamment proche de 1.

Théoréme 3.3.7. [l existe un €16 > 0 tel que pour tout n suffisamment grand,
IP{|Z(t)‘ Z n/4, Vt € [O,T4]} Z 1— eXp(—€16\/ﬁ).

Preuve . Sur [0, 0,], la minoration sur |Z(t)| vient directement de la preuve
du théoréme 32 tant que 05 est proche de 1. Ensuite, soit o, = inf{t > o,, Z,(t)+
Zs5(t) < n/4}. Alors par notre définition de &, et le théoréme 32, la minoration est
satisfaite en fait sur [0, o,|. Maintenant, nous devons seulement montrer que, sauf
sur un petit ensemble, il y aura au moins n/4 arrivées au réseau durant [0, 7,].
Si ¢’est ainsi, alors la minoration est satisfaite sur [0, 73).

Dans [0,,0,], la classe 5 doit servir (f — 1/4)n clients sauf sur un ensemble
exponentiellement petit. Maintenant, par des arguments analogues a la preuve
du lemme 20, le temps nécessaire pour servir (fy — 1/4)n clients a la classe 5 est
(09 — 1/4)msn sauf sur un ensemble petit ou 0 < Oy < 1.

Par des arguments analogues a la preuve du théoréme 31, le nombre d’arrivées
de clients de l'extérieur durant [o,,7,] est (619 — 1/4)msn sauf sur un ensemble
exponentiellement petit, danc pour ;¢ trés proche de 1, I'expression ci-dessus
devient proche de n/4.

Maintenant, comme tous les clients qui arrivent durant [o,, 7,.] sont dans les classe
1 ou 2, nous avons, pour tout 0 < 019 < 1, il existe un €;7 > 0 tel que pour tout
n suffisamment grand,

P{Z.(G,) + Z2(5,) > (10 — 1/4)msn} > 1 — exp(—eir/n).
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Ainsi, une minoration sur |Z(t)| du théoréme est satisfaite sur [0, T5].
Maintenant, nous devons montrer que cette minoration est satisfaite sur [T, T3).
Sur cet intervalle, qui est le cycle supérieur, la minoration vient automatiquement
des arguments dans la sous section du cycle supérieur. En particulier, le théoreme
30 garantie que le nombre total des clients dans le réseau durant le cycle supérieur
est au moins #,msn, sauf sur un ensemble petit, qui est encore facilement plus
grand que n/4 pour 04 proche de 1 et ms < 1.

Finalement, le théoréme 31 assure que le réseau ne perd pas trop de clients durant
[T3, Ty sauf sur un ensemble petit. En particulier, le théoréme 31 implique qu’avec
une probabilité élevée, il y a au moins fmsn clients dans le réseau durant [T5, Ty].
Nous obtenons une minoration en probabilité sur |Z(t)| pour tout ¢ € [0,T,] en
prenant toutes les majorations exponentielles.

3.4 Le réseau exponentiel-preuve du théoréme 29
On suppose qu’il existe zq tel que
P..({w: |Z(t,w)] - cc}) >0 (3.10)

ot Pz(.) est loi du processus partant de I’état z pour chaque entier [, A; = {état z :
|z| < 1}. Alors (3.10) implique qu’il existe [ > 0 tel que

]on(ﬁ U {w:Z(tw)e A})=6>0. (3.11)
k=1te[k,00)

Maintenant, on suppose que nous commencons de ’état initial z; = (0,0, 0, n,0).
On note que cet état du type donné le théoréme 30. On fixe 6 < 0 tel que cf > 1
ol
c— (]_ — ml)mg,
1— myp — Mg
Nous appliquons le théoreme 30 et la propriété forte de Markov, nous avons pour
n suffisamment grand,

P, ({w: Z(t,w) <n/4, ¥t > 0}) <2 " exp(—ey/n(ch)?). (3.12)

i=1

On note en particulier que le nombre droit de I'inégalité est proche de zéro quand
n tend vers l'infini, par conséquent, la probabilité sur la gauche est petit. On
choisit n > 4l suffisamment grand pour satifaire le théoréme 30 et tel que le
membre gauche de 'inégalité soit plus petit que §/2.
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On peut vérifier que tout état initial de la forme donnée dans le théoréme 30 est
accessible de 'état zéro. Comme tout état peut accéder I'état zéro, nous avons

P.{Z est un processus de Markov qui atteint I’état z;} > 0,
pour tout état initial z. Comme ’ensemble A; est fini, nous avons

miAn P.{Z est un processus de Markov qui atteint I’état z;} > 0.

zZEA;

Maintenant, pour tout w dans (2, Uy o {w : Z(t,w) € Aj}, il existe une suite
{tx} telle que t;, > k et Z(ty,w) € A; pour k > 1. Chaque fois que le processus
entame A;, il y a une probabilité positve pour qu’il atteint I’état z;. Ainsi, sur
l’événerin.ent Mrz1 Usepp oy {w : Z(t,w) € Ar}, le processus Z atteindra 21 avec une
probabilité 1. Danc, nous avons

0 < IPZO(ﬂiozl Ute[k,oo){w D Z(tw) € Ai})
Po (Mimt Useppoo {w = Z(tw) € A} 0 {Z(T) = z1})
Py (Mimt Useppoo {w = Z(t, w) € Ar})
< IPZl({w : Z(t,w) < n/4, pour certains t > 0})
<4/2.

ceci méme & une contradiction.

3.5 Reéseau déterministe avec préemption

Théoréme 3.5.1. Pour le réseau déterministe qui suit la discipline (SBP) avec
préemption, le nombre de clients tend vers linfini grand t tend vers l'infini pour
tout état initial Z(0) = (0,0,0,n,0) pour n suffisamment grand.

La preuve de ce théoréme vient directement du lemme ci-dessous. Nous avons
besoin d’abord de la définition suivante :

Définition 3.5.1. On note par T l’ensemble des clients états de la forme :

1) (0,0,0,m,0;a) avec 0 < a < 1 et le temps de service restant a la classe 4 est
nul.

2) (0,1,0,n,0;a) avec 0.5 < a < 0.6 et le temps de service restant a la classe 4
est nul. Dans les deuz cas, nous supposons que n > 1.

Lemme 3.5.1. On considére un réseau déterministe qui suit la discipline de ser-
vice (SBP) avec préemption. Soit Z(0) € T et Z4(0) = n. Alors pour ky < 1.2 et
ko > 1.2, et pour T suffisamment grand, il existe un temps T tel que

(a) Z(T) € L et Zy(T) > ky.n.
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Preuve . La partie a. Soit Z(0) € Z dans ce cas, a la date 0, cet état devient
(0,0,0,n — 1,1;a) et les classes 4 et 5 entament au méme temps leurs service.
L’hypothése my < my implique que la classe 5 reste non vide que la classe 4 est non
vide. Soit to = inf{t > 0 : Z5(t) = 0}. Selon la discipline (SBP) avec préemption,
aucun client n’est arrivé a la classe 4 durant [0, £5]. Ceci entraine qu’a I'instant o, la
classe 5 vient de faire passer le n-iéme client de la classe 4. Ainsi t; = 0.4.n. D’autre
part, comme Z;(0) = 0, et grace a la discipline (SBP), nous avons Z;(t) < 1.
pour tout ¢ > 0. A I'instant t5, nous avons Z(t;) = (0/1, 2,0,0,0). I est clair que
29 > 0.4(n — 2) pour n suffisamment grand, on a Z5(t3) > 0. On introduit

t3 = mf{t > t2 : Zg(t) = 0}

et
ty = inf{t > t5 : la classe 4 entame son service a I'instant ¢}.

A linstant t,, la classe 2 entame son service et anvoie le client a la classe 3 a
I'instant 5 + 0.1. Comme my < mg, alors Z3(t) > 0 pour tout ¢ € [t + 0.1, ¢3]. Le
temps

t, =inf{t > t5 : Zs(t) =0} <ty

grace a la discipline (SBP). Mainenant, nous allons minorer #}.

Nous avons déja vu que Z;(t) < 1. Comme Z;5(t) = 0 pour t € (t,t4), alors la
classe 2 fonctionne sans préemption durant cet intervalle. L’hypothése msy < mg
entraine que la classe 2 ne peut se vide avant la classe 2. A Dinstant ¢, nous
avons les deux situations suivantes : Z;(t)) < 1, Zy(t,) < 1. Par conséquent,
durant Uintervalle (¢9,t)), la classe 3 a fait passer les zy clients de la classe 2 et
au moins (t), —ty) — 2 clients qui sont venus de I'extérieur. Le temps de service de
la station A durant (to,t)) est

thy —ta > 0429+ (0.4 + 0.4)[t), — ta — 2].

Un calcul simple on a
tﬁl—tg 2222—8

Le nombre de clients dans la classe 4 & 'intant ¢4 est

Z4(t4> Z ti; — tQ -2+ Z9
Z 222 — 10 + 29
> 32— 10
> 3(0.4n — 2) — 10
= 1.2n — 16.

Pour n assez grand, Z4(ty) > kin avec k; < 1.2.
Maintenant, nous montrons que Z4(t4) € Z. A l'instant t4+, nous avons, Z(t,) =



3.6 Réseau exponentiel avec préemption 81

(0,0/1,0, Z4(t4),0), si Zy(t4) = 0, alors nous avons Z,(t4) € Z. Sinon, Zs(t4) = 1,
dans se cas, on peut dire qu'il est arrivé durant U'intervalle (t4,—0.1,¢,). Comme les
clients de la classe 1 sont prioritaires, le méme client doit étre arrivé a la classe 1
dans l'intervalle (¢4 —0.5,¢4, — 0.4). Par conséquent, la prochaine arrivée au réseau
se produira dans (¢4 — 0.5,%4 — 0.6). On vient de montrer que Z4(t4) € Z.

La partie b. D’abord, nous rappelons que ¢, = 0.4n. Ensuite, lorsque la classe 3
se vide la premiére fois a U'instant ¢, les classes 1 et 3 se vident aprés 2 minutes.
Durant (ty + 0.1,%}), ou bien la classe 1 ou bien la classe 3 doit constamment
servir les clients. Par conséquent, la classe 3 a fait passer z, clients de la classe 2
et (), — t9) clients qui sont venus de l'extérieur. Le temps de service de la station
A durant (to 4+ 0.1,t)) est

< 0.4 x 0.4n + 0.8(t), — 1),

on a t) —ty < 0.8n+0.5. Finalement, t, < ty+1t), —t5 —0.1+2 < 1.2n+4 2.4, pour
n suffisamment grand, nous pouvons satisfaire la partie b du lemme.

Preuve du théoréme 36 : L’état initial Z(0) dans le théoérme 36 appartient
a I’ensemble Z du lemme 28. Par conséquent, on applique le lemme a 'instant 0.
La partie a du lemme 28 assure qu’il existe un temps 7" ou 'état Z(T') € Z (c’est-
a-dire le systéeme reviendra toujours a un état dans la méme classe que l'état
initial), nous concluons qu’il existe une suite de temps s, $g, ... avec

Z4(Si) > (kl)inv 1= 172a .

Ce qui implique
Z4(Si+1) — Z4(52') > k’l —1
Si+1 — Si ko

On peut choisir k&; > 1 et ky > 0, ceci implique que le taux de croissance est
positif durant la suite de temps {s;,7 > 1}.

3.6 Réseau exponentiel avec préemption

Le résultat principal de cette section est le suivant :

Théoréme 3.6.1. Pour le réseau exponentiel qui suit la discipline de service
(SBP) avec préemption, a partir de tout état initial,

1 Z(t)] = o0
quand t — oo avec probabilité 1.

La preuve de ce théoréme est basé sur le théoréme suivant :
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Théoréme 3.6.2. On considére le réseau exponentiel qui suit la discipline de
service (SBP) avec préemption. Soit n un entier trés grand. On suppose que
Z(0) = (0, 29,0,n,0). Alors pour tout 0 < 0 < 1, il existe ¢ > 0 et un temps de
Markov Ty avec Z(Ty) = (0, Zy(Ty), 0, Z4(T}4),0) tel que pour tout n suffisamment
grand,

PAZ(T) = 1= gy 51 (e, (3.13)
Toft > 0: Zs(t) = Za(t) = Zs(t) = 0}, (3.14)
Tt > Ty : Zu(t) = Zs(t) = Zs(t) = 0} (3.15)

De plus, pour tout n suffisament grand,

P{|Z] = n/4, Vt € [0,Ta]} > 1 — exp(—ev/n).

3.7 Appendice

Lemme 3.7.1. Soit x1,xs, ... une suite des variables aléatoires non négatives i.i.d
avec moyenne (x1) = m, on pose y, = x1 + xg + ... + T, sSupposons que les x;
possédent un moment exponentiel, il existe une constante k > 0, tel que

Elexp(kxy)] < oo,

et pour tout o > 0, 1l existe un € > 0, alors pour tout n > 1
(1) P{y, > mn + a.n} < exp(—e.n).
(it) P{y, > mn — a.n} < exp(—e.n).

Lemme 3.7.2. Considere la file GI/GI/1 avec {u;} les temps d’interarrivées
sont i.i.d, et {v;} les temps de service sont i.i.d. On suppose que E(uy) < E(vy),
la file est vide a linstant zéro, et la premiére arrivée a linstant 04, on pose que
pour k > 0

Elexp(k(u; 4+ v1))] < oo.

Et pour 0 < § < 1, il existe une constante € > 0 tel que pour n suffisamment
grand (en particulier on prend [0y/n] > 0)

P{la file se vide la premiere fois dans [s5 m), 5n]} < exp(—ey/n)

ou s, est le temps d’arrivée de n-ieme client.
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Preuve de lemme 30 :
P{la file se vide la premiére fois entre la i — iéme et (i + 1) — iéme arrivée}

= P{us < vy, ug +ug < v1 + v, ., Ut ooy Uy < V1t ey FV1, Ut oy Uiy > V1 F, o, U )
< Plug+, .oy w1 > v1+, ooyt }

=P{(vy — u1)+, ..., (v; — u;) < 0}

< exp(—e€1n),

pour tout €; > 0 la derniére inégalité suit le lemme 29, et E(v; — uy) >0

IP{la file se vide la premiére fois dans [s(s, /], Sn)}

< Z exp(—eq)
i=[5/n]

< 1. exp(—1[6y/])

< exp(—e€[d/n])

< exp(—ey/n)

n assez grand.
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