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Introduction

Le mouvement brownien est a la fois un phénoméne naturel, et un objet
mathématique. Le phénoméne naturel est le mouvement désordonné de par-
ticules en suspension dans un liquide. Il a été observ dés le 18 ‘eme siécle,
sinon avant. L’objet mathématique est un processus gaussien dont la va-
riance des accroissements est égale au temps écoulé. Norbert Wiener, qui I’a

". On ne va

défini en 1923, 'appelait " the fundamental random function
pas pouvoir tout détailler, parce que le mouvement brownien occupe aujour-
d’hui une place centrale en mathématiques et qu’il est lié¢ a la plupart de
leurs branches : les équations d’ “evolution, ’analyse de Fourier, la théorie du
potentiel, la théorie des fonctions d’une variable complexe, la géométrie et
la théorie des groupes, ’analyse numérique. L’objectif majeur de cette étude
est l'existence de solutions des équations différentielles stochastiques diri-
gées par un brownien ou un brownien fractionnaire et de démontrer quelques
propriétés principales du mouvement brownien et le mouvement brownien
fractionnaire, Pour cela, I’étude a été divisée en trois chapitres :

Le premier chapitre est réservé aux notions fondamentales du mouvement
brownien et la construction de l'intégrale stochastique

Le second chapitre , on aborde des different types des solutions,ces derniers

sont en quelque sorte des applications directes du mouvement brownien stan-

dard.

Et pour terminer, on etudie quelque propriete du mouvement brownien frac-

tonaire et ces solution



Chapitre 1

préliminaires

Dans ce chapitre, on commence par des rappels élémentaires sur les va-
riables aléatoires normales en Section 1.1 puis sur les vecteurs gaussiens en
Section 1.2. On introduit la notion générale de processus stochastique dans
la Section 1.3. On en d’ecrit les principales propriétés. On spécialise ’étude

au cas des processus gaussiens dans la Section 1.4

1.1 processus stochastique

1.1.1 Variables gaussiennes

Définition 1.1.1. Une wvariable aléatoire X suit la loi normale standard
N(0,1) si elle admet pour densité

t— exp(—t*\ 2)

1
s
De facon générale, une variable aléatoire X suit la loi normale N'(m,o?) si

elle admet pour densité

St
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1.1.2 Vecteurs gaussiens

On consideére des vecteurs aléatoire dans R"™. Muni de son produit scalaire
canonique, R™ est un espace euclidien. pour des vecteurs a = (ay, ..., a,),b =
(b1,...,b,) € R, on note (a,b) = Y"1 a;b; leur produit scalaire. On peut

généraliser cette section & un espace E euclidien (si dim(E)=n alors E~ R).

Définition 1.1.2. (vecteur gaussiens) un vecteur aléatoire X = (X1, ..., X;,)
est gaussien ssi toutes les combinaisons linéaires de ses cordonnées (aX) =
a1 X1+...4+a, X, suivent une loi gaussienne dans R (pour tout a = (ay, ..., a,) €
R ). Dans un cadre euclidien E, X vecteur a veleurs dans E est gaussien ssi

pour tout a € E, {(a, X) suit une loi gaussienne.

1.1.3 Processus stochastiques

Définition 1.1.3. (processus stochastique) un processus stochastique X =
(Xi)ier est une famille de variable aléatoire X, indexée par un ensemble T. en
général T'=R ou R, et on considére que le processus est indexé par le temps
t. St T est un ensemble fini,le processus est un vecteur aléatoire. Si T = IN
alors le processus est une suite de variable aléatoire. Plus généralement quand
T C 7, le processus est dit discret. Pour T C R,on parle de champ aléatoire
(drap quan d=2) Un processus dépend de deuz parametres :X(w) dépend de
t (en général le temps) et de 'aléatoire w € Q. pourt € T

1.1.4 Processus gaussiens

Définition 1.1.4. (processus gaussien)soit (X)er un processus stochas-
tique. Il est dit gaussien si toutes ses loi fini-dimensionnelles L(Xy, ..., X3,)
sont gaussiennes (VYn € N, Vtq,...,t, € T) Autrement dit X = (X;)er est
gaussien ssi tout les combinaison linéaire de ses martingales ay; Xy, +...+a, X¢,

suit une loi gaussienne (pour tout n € W, ty,....,t, € T et ay,...,a, € R)
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Définition 1.1.5. Soient X = (X;)i>0 et Y = (Yi)i>0 deux processus sto-
chastiques sur le méme espace de probabilité (2, F, P)

i) les processus X et Y sont dit indistinguables, si l’ensemble {w € Q :
Xi(w) = Yi(w),t > 0} contient un ensemble de probabilité 1

ii) les processus X et Y sont des modification l'un de Uautre siP(X, = Y;) =1
pour tout t > 0

Définition 1.1.6. Soient X = (X;)i>0 et Y = (Yi)i>0 deux processus stochas-

tiques sur (0, F,P) et (?2, F, ]AIS), respectivement, alors X et Y ont les méme

distributions finidimensionnelles siP(( X, ..., Xy,) € B) = P((Xy,, ..., X4,) €
B) pour tout 0 < t; < ... <t, <oo et Be€ B(R")

Proposition 1.1.1. si X et Y sont indistinguables, alors il sont des modifi-
cations l'un de ’autre, mais l'implication inverse n’est pas vraie en générale.
it) si X et Y sont des modifications ['un de lautre alors il ont les méme dis-
tributions finidimensionnelles.

ii1) supposons que X et Y soient des modifications l'un de lautre et que toutes
les trajectoires de X et Y soient continues a gauche (ou continues a droite),

alors les processus X et Y sont indistinguibles.

Remarque 1.1.1. On peut construire des exemples de processus stochas-
tiques définis sur le méme espace de probabilité ayant les mémes distribution

finidimensionnelles mais qui ne sont pas des modifications de l'un de ’autre.

1.2 Mouvement brownien

1.2.1 Filtration

Définition 1.2.1. (Filtration) Une filtration{F;;0 <t < oo} est une famille
croissante de sous-tribus de F : pour 0 < s <t < o0, Fs C F;.
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1.2.2 Processus mesurable

Définition 1.2.2. (Processus mesurable, processus continu) Un processus X

est dit mesurable si ’application suivante :
([0, +00[x €, B([0, +00]) ® F) — (R, B(R?))

(t,w) — Xy(w)

est mesurable.

Un processus est dit continue si pour tout w € §,t — X (w) est continue (i.e

les trajectoires sont continues).

1.2.3 Processus adapté

Définition 1.2.3. (Processus adapté) Un processus est dit adapté a la filtra-
tion {F;0 <t < 400} si pour tout t, X, est Fy-mesurable. dans la suite, on
aura toujour affaire a des processus mesurable et adapté a une filtration que

[’on précisera.

1.2.4 processus progressivement mesurable

Définition 1.2.4. (processus progressivement mesurable) Un processus est
dit progressivement mesurable par rapport a la filtration {F;;0 < t < +o0o},

st pour tout t > 0 Uapplication suivante :
([0,4] x ,B([0,1]) ® F) — (R, B(RY))
(s,w) — Xs(w)

est mesurable

Définition 1.2.5. Soit (2, F,P) un ecpase probabilisée et (F;)i>o une filtra-
tion de cet espace, une famille adaptée (M);>o de variable aléatoire intégrable

(c’est-a-dire vérifiant E | My |< 400 pour tout t)est
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une martingale si, pour tout s < t, (M, \ Fs) = My p.s
une surmartingale si, pour tout s < t, E(M; \ Fs) < My p.s
une sousmartingale si, pour tout s <t, K(M; \ Fs) > My p.s

Remarque 1.2.1. On déduit de cette définition que si M; est une martingale,

alors E(My) = E(My) , pour tout t

Proposition 1.2.1. Si (X;)i>o est une Fi-mouvement brownien standard
X, est une F; martingale

X2 —t est une F; martingale

Théoréme 1.2.1. (Inégalités Burkholder-Davis-Grundy (BDG)). Soitp > 0
un réel. Il existe deux constantes c, et C, telles que, pour toute martingale

locale continue X, nulle en zéro,

e8| 6 2] < 8o 1 3, | < e[ ]

t>0

remarque, En particulier si T > 0

CpE{<X7 X>’:’p/2} < E{ sup | X, Ip} < CPE{(X, X)’}/Z}

0<t<T
1.2.5 Temps d’arrét
Soit (2, F;, P) un espace de probabilité filtré et F, = o(F;,t > 0).

Définition 1.2.6. Une application 7 de €2 dans R' est un temps d’arrét s,

pour tout t > 0, {17 <t € F}. la tribu
Fr:={A € Fy,pourtoutt > 0, AN{r <t} € F}

s’appelle la tribu des évenements antérieurs a T.
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Théoréme 1.2.2. Théoreme du temps d’arrét : Si (My)i>o est une martin-
gale continue par rapport a une filtration (Fi)i>o et si 71, Ty sont deux temps
d’arréts tels que 11 < 7o < K, K etant une constante réelle finie, alors M.,

est integrable et :

]E<M7'2 \‘FT1) = MﬁP'pS

Construction de 'intégrale stochastique Soit (B;); un F;-mouvment brow-
nien standard sur un espace probabilisé filtré (Q, F, (F;)+>0, P). Nous allons
donne un sens a f[f f(s,w)dBs pour une classe de processus f(s,w) adapté a
la filtration (F):>o
On va commncer par construir 'intégrale stochastique sur un ensemble de
processus dit élémentaire

La specification des lois jointes d’un processus devient considerablement plus

simple pour le cas des processus de Markov

1.2.6 Définition du mouvement brownien

Définition 1.2.7. (MB de dimension k) un mouvement brownien de di-
mension k,{ By, F;0 < t < 400} est la donnée d’un processus mesurable
B a valeur dans R¥, et d’'une filtration, tels que B est adapté a (F;)i>0, est
continu, et vérifie :

(1) By = 0 presque stirement.

1. pour [(2)] 0 < s < t, laccroisement By — By est independant de Fy.

2. pour [(8)] 0 < s < t,l’accroisement B;— By suit une loi normale centrée,

de matrice de covariance \/t — sldy, ot Id; désigne la matrice identité

de dimension k.
La filtration (Fi)i>o fait partie de la définition. Cependant, si on se donne
{B;0 <t < 400}, processus continu et si on sait que :

1. B est a accroissement indépendants et stationnaires, i.e. :pour tout 0 <

r<s<t<u,B,—B; et Bi— B, sont indépendant et la loi de B, — B;
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ne dépend que de la différence u —t

2. 2. et By = B;— By suit une loi normale centrée, de matrice de covariance
Vtldy, alors avec la tribu engendrée par B, {B;, FP;0 <t < 400} est

un mouvment brownien ot : FP = o{0 < s <t}

1.2.7 Etude des deux propriétes trajectorielles

Définition 1.2.8. Soit
f:IT—-R

f est holder continu de paramétre p € [0,1] s’il existe ¢ > 0 tel que : |f(t) —
f(s)] <clt—s|*, Vs, t € Z On va citer le théoréme de KOLMOGROV qui est

un théoréme de base

Théoréme 1.2.3. Soit X; un processus a valeurs reélles pour lequel il existe

trois constantes strictement positives v, c, € telque : B[| X; — X,|?] <| t —s |4F¢
Alors il existe une modification X de X telque : E[(sup; 4 | X, — X, |/t -

s|*)7] < oo Pour chaque o € [0,¢/7]. En particulier les trajectoires de X

sont hélder continues de paramétre .

Preuve. Examinons quelques conséquences du théoréme On a :

E[(Sip | Xo= X, | /]t = s|*)7] < o0
t#s

Ceci implique en particulier (sup; | X, — X, | /|t —s]*) < > p.s
Donc : sup, | X, — X, | /|t = sla < 0o p.s Ceci preuve que X hélder

continus de paramétre « p.s .

Etude trajectorielle de Mouvement Brownien standard

Dans ce paragraphe on va illustrer 'une des propriétés importante concer-

nant les trajectoires du mouvement brownien standard.
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Proposition 1.2.2. Les trajectoires du mouvement brownien classique(standard)

sont hélder continues de paramétre o < %
Preuve 1.2.1. . On prend p = 2n
E[|B, — By|*] = E(|1Z]*")(t - s)"

D’aprés le collolaire 1, On a v = 2n,d = 1,d + € = n En appliquant
le théoréme de KOLMOGROV B; a une modification (version) B dont les

trajectoires sont hélder continues de paramétre

n—1
2n

1
]:[075_

S|

a € [0,¢/7] = [0, ]

En prenant n grand, on a prouvé que B est hélder continu de paramétre

a<1/2.
Théoréme 1.2.4. (Propriétés des trajectoires). Si W est un MB, alors presque
sdrement, on a :

(1) t = Wi(w) nest a variation finie sur aucun intervalle ;

(2) t — Wi(w) est localement hélderienne d’ordre o pour tout o < 1/2.

(3) t — Wi(w) n'est dérivable en aucun point (ni localement hélderienne

d’ordre o > 1/2).

1.3 Propriété de Markov

Proposition 1.3.1. (Propriété de Markov faible) Si f une fontion mesurable

bornée de R"™ dans, R",alors
Vi, h >0 E°[f(Xeen)/F)(w) = BX@[f(X,)]P — ps

Enongons a présent la propriété de Markov forte, la preuve de la propriété

de Markov faible découlera directement de celle-ci.
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Proposition 1.3.2. (Propriété de Markov forte)

Si f une fontion mesurable bornée de R™ dans, R™ et 7 un temps d’arrét par

rapport a (Ff(m)) averc T < oo P-ps. alors
Vh> 0 Eo[f(X, ) /) (w) = EXCF(X,)] P - ps

Preuve. On veut montrer que

E*[f(Xrin) [ FY)w) = EX[f(Xa)]

Remarquons que puisqu’on a la propriété de Markov forte pour un mouvment
brownien, 'homogéniété dans le temps pour une diffusion d’Itd reste vraie si

I'on change un temps déterministe de ¢ par un temps d’arrét 7 (fini P-p.s).

X=X/ —x
donc
E[f<XT+h)/"F’T} - E[( T+h+x)/F]
= E[f(X;n — X+ X, +2)/F]
= E[ ( T+h XT7XT+':E)/‘FT]
= g(X7)
g(a) = E[G(Xrip — X7, )]
= E[f(XT+h_XT+a)]
= E[f(Xp+a)]

= E[f(X4)]

ou G(z,y) = f(z+y)
Afin de pouvoir effectuer ces calculs, on a utilisé la proposition suivante.
Soient B une sous-tribu de F, Y un vecteur aléatoire B- mesurable et X une
variable aléatoire indépendante de B. Alors, pour toute fonction mesurable
h,

E[A(Y, X)/B] = ¢(Y), P —ps

ou

¢(t) = E(h(t, X))
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en effet :
— X.4p — X, est indépendant de F,

— X, est F, mesurable

— G est une fonction mesurable bornée

En remplagant a par X, on obtient
B[ f(Xean) [FIM](w) = EX[f(Xa)] P = ps
Ce qui termine la preuve.

La propriété de Markove faible est obtenue en posant, pour chaque ¢

fixé, 7 =1

1.3.1 processus de Markov

Définition 1.3.1. (processus de Markov) Soit p une mesure de probabilité
dans (R, B(R)) et X = (X;)i>0 un processus defini sur l’espace de probabilité
(Q, F,P*) a valeur dans R. On dit que X est un processus de Markov avec
la distribution initiale i, si;

i)PH(Xg € A) = u(A), VA € B(R)

ii) pour tout s,t >0 et A € B(R)

PH X,y s € AJF| = PH X, € A/ X, p.s.

Définition 1.3.2. une famille de Markov est un processus X = (X¢)i>o
adapté sur lespace (Q, F) est une famille des probabilite {P*},cr tels que :
a) pour tout A € F, la famille x — P*(A) est mesurable

b)P*(Xg=z) =1,V € R

c)pour tous v € R,s,t > 0etA € B(R) P*[X;1s € AF| = P?[X4ys €
A/ X, P,.s.

d) pour tous v € R,s,t > 0 et A € B(R), P*[ X5 € /X = PY[X; €
AL P*X —ps.
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1.3.2 Processus de diffusion

Définition 1.3.3. (processus de diffusion) Soit X = { Xy, (Ft)i>0}, {Ps}rer,
une famille de Markov sur (2, F)avec des trajectoires presque sirment conti-

nues, on dit que X est un processus de diffusion,s’il verifie les condition sui-

vantes :

Dlimy,, 7=E[X, — X,/ X, = z] = b(s, z)

2limy_,, =E[(X, — X,)?/X, = z] = 0*(s,x)Vz € R o0 0,b :-R — R, sont
des fonctions mesurables, on appelle b(s,x) le drift et o2(s,z) le coefficient
de diffusion

En d’autres termes b(s,z) est une vitesse du mouvement aléatoire modélisé
par X et o(s,x) est une approzimation de la moyenne du changement dans

la covariance X; — x, pour les petites valeur de t > 0

Exemple 1.3.1. le mouvement brownien standard est un processus de diffu-
sion avec le drift b(s,x) =0 et le coefficient de diffusion o(s,z) =1

Il y a plusieurs définitions de ce type du processus ( probabilite de transition,
generateur infinitesimal,...) et plusieurs approches telles que les approches
analytiques et les approches probabiliste par equation différetielles stochasique

qui sont ['objet de notre travail

1.4 Intégale stochastique

1.4.1 Intégale stochastique

Définition 1.4.1. (Intégale stochastique)Le calcul différentiel donne un cadre
a la notion d’équation différentielle ordinaire, qui sert de modéle pour de phé-
noménes variables dans le temps. Quand on a voulu ajouter & ces équations
des perturbations aléatoires, on a été géné par la non différentiabilité du MB.
Du coup on a commencé par construire une intégrale par rapport au MB,

pour ensuite défnir la notion d’équation différentielle stochastique. Et il a

fallu donner un sens a f(f H,dB,
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1.4.2 Intégrale de stieljes

Définition 1.4.2. (Intégrale de stieljes) Soit f une fonctiona valeur réelles,
definie sur [a,b]. Rapplons que si g est a variation bornnée et pour ¢ fonction
définie sur [a,b] et continue on peut définir lintegrale au sens de Stieljes de

¢ par rapport a g de la fagon suivant :

b m

[ 0o = lim 3 olen) o) — glon)
a |TI|—0 1

ou| IT | est la subdivision xg, 1, ..., T, de Uintervalle [a,b] et | I1 | est le pas

se Il i.e

| II ‘: lllaX (SCk — SL’kfl).

k=1,....m

/ab¢df:/ab¢dg_/ab¢dh

Mais la réciproque est vrai. St pour tout fonction ¢ continue, la limite sui-

On pose alors :

vante :

lim Z H(rp—1)(9(xr) — g(Tp-1))

existe et est finie alors g est a variantion bornnée Donc il est impossible de
défnur [intégrale stochastique trajectoire par trajectoire pour tout processus

continu. St H est un processus stochastique continu, a w fixé, on ne peut pas
donner un sens a [’expression : fot H(w)dBs(w)
Une telle construction a été développée par T. Lyons (1994-...)[17] dans la

théorie des rough paths. Mais elle impose des conditions supplémentaires de

réqularité sur H.
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1.4.3 Intégrale par rapport au MB

Définition 1.4.3. Intégrale par rapport au MB : La construction est die a
K. 1t6 (1942-1944) dans le cas du M.B. et a été généralisée au cas d’une
martingale de carré intégrable par Kunita et Watanabe (1967).

On suppose donné un mouvement brownien B avec sa filtration (F})i>o. On

définit deux classes de processus :
t
H? = {H = (H;);>0, processus adapt , tel quthE/ Hgds < 400}
0

et M? l’ensemble des martingales (par rapport a la filtration du brownien),

de carré intégrable, continues et nulles a linstant 0.

1.4.4 Intégrale d’Ito

Théoréme 1.4.1. (Intégrale d’It6) 1l existe une unique application linéaire,

notée I, de H? dans M? telle que pour tout H € H? et tout t
t
E(I(H)?) :]E/ HZds
0
on note

t
I(H), = / H,dB,
0

Tel que le théoréme est énoncé, on peut se demander ou intervient vraiment
le M.B, dans l’intégrale. Pour comprendre son réle, il faut se pencher un peu

plus sur la construction. Si le processus H est de la forme :

p
H, = dglg + Z ®i1]ti—17ti](t)

=1
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ou 0=t <t <. <t, <4oo, ® est Fy — mesurable et bornée et pour

i=1...p les ®; sont F;,_, — mesurable et bornée on pose :

p
I(H); = Z ®;(Bi;at — Biat)

=1

1l est aisé de démontrer que l'intégrale stochastique I vérifie toutes les pro-
priétés énoncées précédemment sur les processus €élémentaires. Ensuite on
montre la densité des processus de la forme (1) dans H?. Et on va prolonger

I définie sur les processus élémentaires o la classe H?. L unicité signifie que
si I et I' sont deux prolongements vérifiant les propriétés précédentes alors

I(H) et I'(H) sont indistinguables.

1.4.5 Propriétés de l'intégrale d’Ito

Proposition 1.4.1. (Propriétés de l'intégrale d’Ité) Pour H € H? et T €
RT,

1)I(H) est a variation quadratique finie et cette variation sur [0,T] est égale
a [y H?ds

2)

t 2 T
]E( sup / H.dB, ) §4]E/ H2ds
o<t<T | Jo 0

Une derniére extension consiste a relaxer [’hypothése d’intégrabilité portant

sur H, en introduisant :

t
H? = {H = (H,);>0, processus adapt, tel que¥t > O/ H? < +00 P —p.s}
0

on peut encore prolonger I sur cet ensemble, mais on n’a plus une martingale,

mais seulement une martingale locale
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1.4.6 Formule d’'It6

La formule d’Ité (ou formule de changement de variable) est un outil
particuliérement important dans ’etude des processus stochastique ou a un

M.B d-dimensionnel

Définition 1.4.4. (Processus d’It6 ou semi martingale) un processus X, a
valeur dans R", est appelé semi-martingale sl se décompose de la maniere

sutvante : pour tout t, presque surment :

t t
Xt:Xo—l—/ sts—i—/ HdBq
0 0

avec Xy et K a valeurs dans R™, H a valeur dans R H € H? et Efot | K |

ds < ooVt. Cette décomposition si elle existe est unique

Théoréme 1.4.2. (Formule d’Itd)soit f une fonction définie sur [0,400] X
R™ a wvaleur réeles, une fois continument dérivable en temps et deux fois
en espace (i.e. tout les dérivées partielles d’ordre 2 existent et sont conti-
nue) soit X une semi-martingale X; = Xo + fg K.ds + f(f H.dB, Alors
{f(t, X1;0 <t < 400} est encore une semi-martingale et admet la decom-

position suivant f(t, X:) = f(0,Xo) + fot %(S,Xs)ds + fot Vf(s, Xs)Kds +

fg Vf(s,X,)H,dBs+3 fot trac(HD*f(s, X,)H,)ds ou V f désigne le gradien
de f par rapport aux variable d’espace et D* désigne la matrice hessienne de f

sans l’hypothese de regularité sur f, ceci est faux sans celle-ci on tombe dans

une autre classe de processus dit de Dirichlet

Définition 1.4.5. Soit V* la classe des processus stochastique a valeur réelles

(Y)i>0 adaptées, mesurables et tels que :

P(/ det<oo>:1
0
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Théoréme 1.4.3. Soient B un processus d’Ito réel de la forme :
dBt :Xtdt+th70 S t S T,}/O - 0

ouT < oo est une constante donnée, W un mouvement brownien et X;1y<ry €

V*, poson :

t 1 t
Mt:ast(X):eXp<—/XSdWs—§/X52ds>,O§t§T
0 0

et supposons que X satisfait la condition de Novikov :

1 [T
E{exp (—/ des)} < 00

2 Jo

ou IE est l’espérence par rapport a P.

Définissons la meusure Q dans (Q, FF') par dQ(w) = Mr(w)dP, alors B est

un mouvement brownien par rapport a ) pour tout t < T.



Chapitre 2

EDS dérigées par le mouvement
brownien.

2.1 Introduction

Le but des équations différentielles stochastiques est d’étudier I’évolution
d’un systéme physique perturbé par un bruit aléatoire. Partons d’une équa-

tion différentielle ordinaire de la forme

On rajoute, pour exprimer ce bruit et définir son intensité un terme qui sera
de la forme odB; ot B est un mouvement brownien et ¢ une constante, on

obtient une équation différentielle stochastique de la forme

On généralise cette équation en permettant & ¢ de dépendre de I’état de y a
I'instant t :
dX; = b(Xy)dt + o(X;)dW, (2.3)
dite équation autonome.
On peut encore généraliser cette équation en permettant & b et o de
dépendre aussi du temps t pour avoir enfin une équation différentielle sto-

chastique de la forme
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th (24)

21
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La solution de I’équation :
t t
X = X +/ o(s, Xs)dWy +/ b(s, Xs)ds (2.5)
0 0

Définition 2.1.1. Pour l’équation (2.4), on dit qu’il y a
. existence faible si pour tout x € R il existe une solution de (2.5)

. existence et unicité faibles si de plus toutes les solutions de (2.5) ont méme

lot

. unicité tragectorielle si l’espace de probabilité filtré (2, F, (Fi)i=o0, P) et le
mouvement brownien B étant fixés, deuz solutions X et X’ telles que Xo = X,
P-p.s. sont indistinguables.

On dit de plus qu’une solution X de I” EDS (2.5) est une solution forte si X

est adapté par rapport a la filtration canonique de B.

2.2 Solutions fortes.

Soient (€2, F, P) un espace probabilise, W = {W,, FV, t > 0} un mou-
vement brownien et £ une variable aléatoire a valeur dans R, indépendante
de FY¥ de distribution u(I') = P(¢€ € T'),T" € B(R). Définissions la filtration
B, par :

Bi=0(&)VFY =0(6, W,,0<s<t),t>0

et 'augmentation F; de B; par :

Fi=0c(B,UN),t >0, Fo =0(U0F), (2.6)
ou N ={N C Q/3G € 0(U»oB;), avec N C G et P(G)=0}

Définition 2.2.1. soient (2, F, P) un espace probabilisé, W = {W,, FV, t >
0} un mouvement brownien et & une variable aléatoire a valeur dans R, indé-

pendante de W. Un processus X est dit solution forte de l’équation (2.4) avec
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la condition initiale § si P(Xo = &) = 1 et X vérifie les conditions suivantes :
(i) X posseéde des trajectoire contnues p.s,

(i1) X est Fi-adapté, (ou Fy est définie par (2.6)),

(131) X satisfait :

t t
P[ vt 01+ [ ot X < oo} =y
0 0
(iv) X satisfait :
t t
Xt—X0+/ b(s,XS)dtJr/ o (5, Xo)dW,, t > 0.
0 0

e On peut interoréter X comme la sortie d’un systéme dynamique défini par

la paire des coefficients (b, o), ot les entrées sont W et &.

2.3 Solution faible

Nous pouvons affaiblir les hypothéses d’existence et d’unicité de la so-
lution d’'une EDS introduite précédemment (notamment les conditions de
Lipschitz) et donc introduire une nouvelle notion de solution dite faible, en
opposition aux solutions fortes. Ceci a des implications importantes aussi

bien pour la théorie que pour les applications.

Définition 2.3.1. La solution faible de I’équation (2.4) est un triplet :
- (0, F, Fi, P) un espace de probabilité filtré
~ W, unFi-mouvement brownien (standard)

- X, un processus F; adapté

les processus X et W sont définis sur le méme espace donné et vérifient :
t
P(/ [ b(s, Xs [+ | o(s, X, [2ds) =1, >0
0

et
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt>dBt, X() =x (27)
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Définition 2.3.2. (Unicité faible en loi). On dit qu’il y a unicité faible en
loi pour l’équation (2.4) si deux solutions faibles ont toujours méme loi.

Définition 2.3.3. (Unicité en loi) L’EDS (2.5) admet une solution faible
unique en loi si, étant données deuz solution faibles (2, F,Fy, P,W, X) et
(ﬁ,j-:, ft, 13, /I/T7, )?) avec conditions initiales de méme loi, alors les processus

X et X ont méme loi. Dans ce cadre, 1l existe également un autre concept

d’unicité : L’EDS (2) admet une solution faible unique au sens trajectoriel,

étant données deuz solution faibles (Q, F,Fy, P,W, X) et ((NZ,]?, ft, PW, )N()
(donc seuls les processus et les filtrations sont différentes W est un mouve-

ment brownien pour les deux filtrations ) avec méme condition initiale, alors

les processus X et X sont indistinguables.

La solution d’une équation différentielle stochastique, si elle existe, n’est
pas forcément unique et si elle I'est dans un sens, elle ne ’est pas forcément
dans l'autre. Quelques exemples pour illustrer ceci sont donnés suivis d'un
théoréme qui assure, sous certaines conditions sur b et o, 'existence d’une

unique solution forte

Exemple 2.3.1. Unicité faible mais pas trajectorielle. Soit B un mouvement

brownien standard On pose

W, = /0 " sgn(8.)dB,

On a alors :
¢
b = / sgn(B)dW.
0
En effet :

/ sgn(B,)dW, = / sgn(B2)sgn(Be)dp,
0 0

Z/Otdﬁs
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:Bt

W est une martingale issue de 0 telle que < W, W >,= t ainsi, par la carac-
térisation de Levy, W est aussi un mouvement brownien. On voit alors que

B est solution de ’EDS
dXt = Sgn(Xt)th, X() =0

On a lunicité faible. Par la caractérisation Levy, toute solution doit étre un
mouvement brownien . Par contre, on n’a pas d’unicité trajectorielle pour
cette équation. En effet, B et —f sont toutes les deux des solutions corres-
pondant au méme mouvement brownien. Aussi, S n’est pas solution forte :
par la formule de Tanaka, la filtration canonique de W coincide avec la fil-

tration canonique de | 5| qui est strictement plus petite que celle de 5. En

effet, 'événement {8 < 0} appartient & F° mais pas a F°

Exemple 2.3.2. Exemple de non unicité faible. On se donne I’EDS :

t
Xt:/ X[ ds (2.8)
0

avec o un réel compris strictement entre 0 et 1. On a alors, pour tout réel

c,(Xt(c))Do) est une solution de I'EDS 2.8 : avec

X(C)* 0, st 0<t<c¢
L) st t>e

avec 3 = —
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En effet,

Il
N
A“
V)
™| |
o
SN—
Q
sy
QL
V)

t
Xt:/ X | ds
0

= lo‘ﬂ ts—co‘ﬂs
- 3 /C< e84

198 (t — ¢)of+t
I6; af +1

1 (t- c)(l_%)Jrl
B0 (1-L)+1

On vient alors de montrer que pour tout réel c,Xt(c) est une solution de I’EDS,
ce qui nous donne une infinité de solutions. De plus, deux solutions différentes
ne peuvent pas avoir la méme loi. Passons a présent au théoreme d’existence

et d’unicité de la solution de 2.5 On désigne par | . | la norme euclidienne
dans R?

Théoréme 2.3.1. Supposons que les coefficients b et o sont lipschitziens par

rapport a la deuxieme variable, i.e il existe une constante K > 0, telle que :
b(t,z) = b(t,y)| + |o(t, ) —o(t,y)| < K|z —y|, Vr,yeR,t>0,
et satisfait la condition de la restriction sur la croissance linéaire :
b(t,z)]* + |o(t,z)]* < K(14 |z|?),Vz € R,t > 0.

Alors pour toute condition & initiale avec E(£%) < oo, 'équation 2.8 admet

une solution forte unique et sup,sq E(|X;|?) < oo.
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Remarque 2.3.1. ~ (i) La condition FE(£?) < oo est supposée pour sim-

plifier la démonstration. Le théoréme reste vrai si elle est omise.

— (it) La condition de restriction sur la croissance linéaire garantit la non
explosion de la solution, elle peut étre omise si on résoud [’équation sur

Uintervalle [0, af, ow :

o=t {a.] [ (066, X1+ lo(s. X P = |}

a est appelé temps d’explosition de la solution. Dans ce cas, sur cet
intervalle, la condition de Lipschitz est sufisante pour [’existence et

l'unicité de la solution forte.
— (i) On peut poser la condition de restriction sur la croissance linéaire

sur xb(z) au liew de b(x), ie :
| 2b(t, ) P< K(1+ |z]*),Va € R, ¢t > 0.

— (iv) On peut remplacer la condition de lipschitz globale par la condition

de lipschitz locale ie :
Vn € N, 3K, > 0, tel que ¥t > 0 et z,y € R avec |z|, |y| < n:
| b(tax) _b(tay) ‘ + ’ U(t,l‘) _U(tay) ‘S Kn ’ r—=Yy ‘

Le lemme suivant est utilisé dans la preuve du théoréme.

Lemme de Gronwall

Lemme 2.3.1. Soit T > 0, ¢ > 0 et u,v : [0,7] — RT sont des fonctions

mesurables. St u est bornée et v est intégrable, alors :
t
u(t) < c+/ u(s)v(s)ds, vt € [0,T]
0

Ce qui implique :

u(t) < cexp </Otv(s)ds).
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Preuve :
Supposons ¢ > 0 et posons z(t) = ¢+ fg u(s)v(s)ds, vt € [0,T1], alors u(t) <
z(t), z(t) est différentiable et Vt € [0, 7] :

alors :
log(2(t)) < log(z(0)) +/0 v(s)ds.
Donc :

u(t) < =(f) < coxp (/Otv(s)ds)t € (0,7).

Pour ¢ = 0, on applique l'inégalité pour ¢, > 0 avec lim ¢, = 0 et on passe a
la limite.
Preuve du Théoréme :
1. T'unicité :
Soit X et Y deux solutions fortes de (2.4) :

XY, = / t(b(s, X,)—b(s, Y,))ds+ / t(a(s, X,)—o(s,Yy))dW,,Vt € [0, T).

On a:
(a+b)? < 2(a® + %), (2.9)

2

donc : E(| X; —Y; 2) < 2E| [7(b(s, X,) — b(s,Ys))ds

2

+2E| [Y(o(s, X,) — o(s,Ys))dW,| , Vit € [0,T].

En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient :

([

2§t/0t{f|2ds,f:[0,t]—>R)
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et grace a la propriété de l'intégrale stochastique et la condition de

lipschitz, on a :

B(1X Y1) < 27B( f] 00X - bs.Y) [ ds)

+2E fot | (0(s, X,) —0(s,Ys)) |2 ds),Vt € [0,77,

IN

2TK2<f0tIE( | X, — Y, |2)ds) +2K2(f0tE( | X, — Y, |2)ds>,
vVt € (0,7
= C(fgﬂ«:( | X, — Y, |2)ds>.

ot C = 2K2(T + 1)

Appliquons le lemme de Gronwall pour u(t) = E( | X; — Y, |* ) et
¢ =0, on obtient E( | X; —Y; |*) = 0 donc X, =Y, p.s et puisque X
et Y sont continues et T est arbitraire, alors IP(Xt =Y, Vt > O) =0
et I'unicité forte est satisfaite pour I’équation (2.4)

2. Dexistence :

On utilise la méthode des approximation successives définie par :

X" = X,

t t
X = X0+/ b(s,X§">)ds+/ o (s, X™)dW,, ¥t > 0,%n > 0
0 0

et établirons la converge de la solution de I'équation (2.4).

Vit >0, Vn >0, Xt(n) est continue et F;—adapté.

Posons :
Dgn) —E(| Xt(n+1) _ Xt(n) ?),¥n > 0,9t € [0, 7]

et montrons que :

Mt n+1

SN (2.10)
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tel que M soit dépendant de K, T et Xj.

Pour n =0, on a :

DY =E(| X" - x"12) = E(| [ (s, Xo)ds + a(s, Xo)dW, |*)

IA

2AE( | fo K2(1+|Xo|?)ds |* )+
2E( | [ K2(1+|Xo|*)ds ?)
< tM

ou M = 2K?(1+E|Xo|?) (t+1) (on a utilisé I'inégalité (2.9), la propriété
de l'intégrale stochastique, la condition de restriction sur la croissance
linéaire et 'inégalité de Cauchy-Schwarz). Alors I'inégalité (2.10) est
satisfaite pour n = 0.

Supposons que 'inégalité (2.10) soit satisfait pour n — 1.
Alors :

D" = E(| X"V X" P)

-« )

t t
< 2TK2/ E(| XM — x| )ds+2K2/ E(] X™ — X"V |2)ds
0 0

t
/ (b(s, XS(”)) — b(s,XS("_l)))ds + (G(S,XS(”)) — U(S,X;‘_l))dWS
0

n+1
s < MO
(n+1)!

Mm™sm
n!

t
< 2K2(T+1)/
0

En utilisant I'inégalité (2.9), la condition lipschitz, I'inégalité de Cauchy-
Schwarz, la propriété de I'intégalité stochastique et 'inégalité de mar-
tingale, on a :

2

ds

IN

t
n n)|2 n n—
SuPogthE(‘Xt( v _Xt( )| ) 2‘/ b(S7Xs( )) _b(SaXs( 1))
0

T
+2 sup ‘/ (J(S,X;‘)—J(S,Xg_l))dWS}Q)
o<t<T ' Jo

2T K> [ | X — XV ds + 8K [ | x W — XY
C Ll xM — xmh)Pgs < oI

n

IAIA
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Ou C = 2K*(T + 4).
Grace a l'inégalité de Chebyshev, on obtient :

o up 00— 309 > 1)

ST 22(n+1)E< sup HXt(n—H) . Xt(n)HQ)
0<t<T

0<t<T
< 22(n+1)c_w_

(n)!
Comme » 7, 22("+1)@(A{L—T!)n < 00, alors :

1
2n+1

]P( sup HXt(nH) —Xt(n)H >

0<t<T

) = 0,%n > N(w),

et grace au lemme de Borel-Cantelli

n+1 n 1
sup sup HXt( ) —Xt( )H < on P-5-
m>00<t<T

La suite {Xt(") (w),0 <t < T}Zo:1 est donc de Cauchy dans 'espace

C([0,T],R) avec la norme de la convergence uniforme et converge vers

une limite {Xt(w), 0<t< T} continue et adaptée.

On montre que X est satisfait 'equation (2.4)

2

t T
‘/ (b(s,Xs("))—b(s,XS))ds|SK/ X — X,| ds
0 0

< KT sup |X™ = X,| =0 ps

0<t<T

2

([ (066, 57) ~ (s, x0) = [ ({005, 51) = (s, X))’
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< K°TE ( sup [|xX™ — Xt||2) —0
0<t<T

On montre que E|X;|? < oo

t t
B XD 2) < 3E(|Xo[2)+3E (r / b(s,xg">>|2ds) 1E (| / o<s,X§”>>dWs|2)
0 0

t t
< 3E(|Xo[?) + 3TE (y/ b(s,Xs(”))y?ds> + 3E (y/ a(s,X§">)|2ds)
0 0
t
< 3E(|Xo?) + 3(T + 1)K°E (/ (1+ XM ds)
0
t
< 3E(|Xo|?) + 3(T + 1) KT + 3(T + 1) K’E (/ (1X™2) ds)

0

t
< 0(1+E(|X0|2))+c/ E (|X0[2) ds
0

tn+1

| @ EGxR)

<|C+C*+ ...+ Cnt2
(n+1)

< C(1+E(|Xo)?)exp(Ct), YO<t<T

En faisant tendre n vers oo, on obtient :
E(|X:]?) < C(1 +E(|Xo|*)) exp(Ct), YO<t<T

On presente maintenant trois exemples de résolution d’EDS

2.4 Exemples
Exemple 2.4.1. Soit I’EDS suivante :

dX, = - X, dt + e 'dB;, Xo==x
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Les conditions du théoréme d’existence et d’unicité sont vérifiées, on cherche

alors l'unique solution de cette EDS. On a

etht = —etXtdt + dBt

ou encore
etht + etXtdt = dBt

D’un autre coté, la formule d’intégration par parties assure que :
d(etXt) = €tht + €tXtdt

Ce qui donne :

d(@tXt) = dBt
et donc, la solution s’écrit :
Xt =+ €7tBt

Exemple 2.4.2. Equation d’Ornstein Uhlenbeck On cherche a résoudre ’EDS

sutvante :
dX; = pXdt + od By Xo==x

ou i et o sont deux réels. Le théoréme d’existence et d’unicité assure qu’il
existe une unique solution. On multiplie les deux cotés de cette équation par

e~ Mt on obtient :

e MdX, = pX,e Mdt + oe "dB,

ou encore
e MdX, — pX,e Mdt = ce "dB,

D’un autre coté, la formule d’intégration par parties donne :
d(Xe ™) = e "dX; — uXie Mdt
En remplacant dans [’équation précédente, on trouve :

d(Xte_“t) = Ue_utdBt
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d’ot, la solution

t
X, =x+ ae“t/ e "dB,
0

Exemple 2.4.3. Modeéle de Black et Scholes Le modéle de Black et Scholes
est, a l'origine, un modéle a deux actifs : l'un risqué et l'autre pas. Dans
cet exemple, on traite le cas de actif risqué, a savoir le prix d’une action a

Uinstant t. 1l vérifie I’équation différentielle stochastique suivante :
dSt = St(/.Ldt, UdBt), S() =X

La solution est

2
e
Sy = e BT tert

En effet, il suffit d’écrire o(t,z) = ox et b(t,x) = bx pour voir qu’elles
vérifent les conditions du théoréme (2.3.1). On applique ensuite la formule
d’Ito a

2
f(t,z) = ze’ Tlert

on aura
Se=[f(t,By)
taf taf 1 t an
_f(0,0>+A E(S,Bs)dé’—i—/o‘ %(S,BS>dBS+§ ; @(S,Bs)ds
t 2 t 2 t
:/ (b—g—)SSds+a/ ssst+"—/ S,ds

0 2 0 2 0

d’ot

dSt = St(ﬂdt, O'dBt>, SO =X

On peut affaiblir la condition de Lipschitz dans le théoréme (2.3.1) de la

maniére suivante :

Théoréme 2.4.1. (Yamada, Tanaka)

Supposons que l’équation différentielle stochastique unidimentionnelle :

dXt = b(t, Xt)dt + O'(t, Xt)th (211)
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Vérifie les conditions suivantes :
i)
[b(t, 2) = b(t,y)| < plx —y),
ii)
lo(t,z) —o(t,y)| < k(lz —y|), YVt >0, Va,y € R,

ot p, k : [0, 00[— [0, 00[ sont des fonctions strictement croissantes et p

concave telle que :

p0 = k) et [ o [ o

alors l'unicité des trajectoires et l'unicité forte sont satisfaites.

Preuve
Soient 1 > a; > ... > a, > ... > 0 tels que :

1 1 d ay 1 d an—1 1 d
:]. :2 ..... —
/al R2(u) / R / R "

11 est clair que a,, — 0, si n — 00. Soit ¥, (u),n > 1, une suite de fonctions

continues & support contenu dans |a,, a,_1[ telle que 0 < 1, (u) < 2k7%(u)/n
et [t by (w)du = 1.

Posons :
|| Yy
ou) = [y [ vt w e

Il est clair que ¢, € C*(R), |¢,(z)] <1 et ¢p(x) — || sin — oo et ¢ ()
est non décroissante.

Supposons que X! et X? soient deux solutions de 1’équation (2.11) sur le
méme espace de probabilité avec la méme condition initiale et la méme fil-

tration, alors :

th_sz/o(b<s,X;)—b(s,X§))ds+/o(a(s,X;)—a(s,Xj))dWS
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En appliquant la formule d’It6 pour ¢,,, on obtient :
6ul(X /¢ (X} — XP)(b(s, X2) — b(s. X2))ds
t
Hﬂ/%mb&%mxnw@ﬁws
0

/¢ (X — X2)(o(s, X2) — os, X2))dW,

L’espérance de la troisiéme intégrale dans le terme droit est nulle, alors :

E [¢n(X] — X7)] = [/qs (X} — X2)(b(s, X1) — b(s, X2))d]

#1/28 | [ 61060 - X715, XD) — (s, X2

=5+ 1

|mslmmxbdmxmmsAEwuﬂmw

t
< [ o(Ele - yas
0

On a utilisé |¢,| < 1 et la condition (i).
D’autre part, on a E [J ¢/ (X} —X2)k*(X} —X?)ds < 2t/n, alorsly < t/n — 0
sin — oo et
B [¢n(X, — X)) = E[1X; — X/1]
Donc :

t
B[} - X2(] < [ p(Ble - yl)ds
0

La condition (ii) implique que E(| X} — X?|) =0 d’ou X} = X? p.s Vt > 0.

Puisque X! et X2 sont continues, alors l'unicité des trajectoires est satisfaite
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ainsi que 'unicité forte (car la démonstration est indépendante de la filtra-
tion).
Remarque

Si o satisfait la condition Holder d’ordre « :
o(t,2) —o(s,y)| < Clo—yl*, t20 a2,y ek

1

5> la condition (i) est satisfaite.

ou C' < oo, > 0, alors pour o >

Proposition 2.4.1. (Zvonkin)
Soit ’EDS unidimentionnelle :

dXt = b(t,Xt)dt ‘I— O'(t,Xt)dVVt7 X[) = 2o

ot le coefficient b est mesurable et borné, le coefficient o est continu et borné

et il existe des constantes C' > 0,¢e > 0s telles que :

lo(t,2) —o(t,y)] < CVl]z —yl,t > 0,2,y € R

o(t,x)| > € t>0, z€R
Alors Uexistence forte et 'unicité des trajectoires sont satisfaites.

Théoréme 2.4.2. supposons que b et o vérifient les condition de théoreme
(2.3.1), alors la solution forte X de (2.4) est représentée par X = F(&, W)
ou F' satisfait la propriété de mesurabilité ¥Vt > 0, Fl;l(Ht) C F; et pour tout
f € C(Ry x R), la fonction x — F(x, f) est continue. De plus pour tout
espace de probabilité, tout mouvement brownien W et toute variable aléatoire

&, la solution forte X est obtenue par X = F(§,W) avec la méme fonction

F.

Théoréme de Yamada-Watanabe Les conditions du théoréme d’existence
et d’unicité ne sont pas optimales. Toshio YAMADA et Shinzo WATANABE

ont montré qu’on peut les affaiblir dans le théoréme suivant :
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Théoréme 2.4.3. Soit d = m = 1 Supposons que b et o sont a croissance
linéaire, que b vérifie la condition de Lipschitz locale et | o(t,x) — o(t,y) |*<
p|x—y| pourtoutt >0, ot p est une fonction borélienne de |0, 400 dans

lur méme telle que

/ ! dz = +00 Ve >0
|Z|<e p?(z)

Alors 2.3 admet une unique solution forte.

En effet, les conditions du théoréme de Yamada et Watanabe sont plus
faible que la condition de Lipschitz. Si s est lipschitzienne, alors on a pour

tous x et y réels, si
|o(z) —o(y) |[<cle—y]|
alors

lo(z) —oly) P<Ez—y

1 suffit alors de prendre p(z) = 22 On a bien

1
/ dz = 400 Ve >0
|Z]|<e p2(2)

Exemple 2.4.4. Soit a € R. On considere I’EDS
dXt = CLXtdt + V XtdBt, XO =0

f(x) = \/z n’est pas lipschitzienne mais elle vérifie la condition du théoréme
de Yamada et Watanabe. La solution (unique) de cette équation est appelée

processus de Feller.

2.4.1 Deux concepts d’unicité.

Il y a deux types d’unicité associés a la notion de solution faible : 'unicité
des trajectoires qui est la généralisation de 1'unicité forte et 'unicité en loi

qui est importante dans le cadre des solutions faibles.
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Définition 2.4.1. Supposons que (2, F, P), (F)iso, (X, W) et (0, F, P), (F)iz0,
()?,W) sont deux solutions faibles de [’équation différentielle stochastique
(2.4) avec le méme mouvement brownien W, le méme espace de probabi-
lité (0, F,P) et la méme condition initiale i.e. (Xo = Xo) = 1. On dit
que unicité des trajectoires est satisfaite pour [’équation (2.4) si on a :
P(X, = X,,Vt>0) =1.

Définition 2.4.2. On dit que ['unicité en loi est satisfaite pour [’équation
(2.4), si pour tout couple de solutions faibles (Q, F, P), (Ft)i0, (X, W) et
(Q, F, P),{Fi}iz0, (X, W) avec la méme distribution initiale i.e.

P(Xy € A) = P(X, € A),VA € B(R),

les deux processus X, X possedent la méme loi.
Proposition 2.4.2. L’unicité des trajectoires implique ['unicité en los.

Preuve. Soit deux solutions faibles. On pose S = R x C([0,00 [xR) x
C([0,00[xR). Soit S la o-algeébre borélienne de S et considérons la me-
sure image Q(A) = P(X{, W', X") € A],A € S,i = 1,2. On X est
Fl-mesurable et X} est P'-indépendant de W' Si p est la P-loi de X{,
alors la mesure produit ¢ ® P" est la Pi-loi des deux premiéres coordon-
nés (X§, W) (ou PV est la mesure de Wiener). On a Vk > 1, C([0, oo[xR¥)
est un espace polonais, alors la distribution conditionnelle réguliére K* de

X% sachant (X, W") existe sous P’ et on peut écrire pour tout borélien

F e R x C([0,00[xR),G € C([0,00[xR) :
Q'(F x G) = /F Kz, w, @) pu(dz) P (dw).

Soient T' = S x C([0,00[xR) et T sa o-algébre borélienne. Définissons sur

cet espace la mesure de probabilité :

Q(d(z,w,y1,92)) = K' (2, w, dy) K* (2, w, dya) pu(dw) PY (dw),
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et posons T; = o(x,w(s), y1(s), y2(s), s < t) et soit T; la version de T; qui sa-
tisfait les conditions habituelles, alors la projection de la premiére coordonnée
est la loi sous @ de la distribution initiale de X* et la deuxiéme coordonnée
est un T;-mouvement brownien (relativement a Q). De plus la distribution
de la projection (w,y;) (sous Q) est la méme que celle de (W*, X*) (relati-
vement & P'). En construisant deux solutions faibles sur le méme espace de
probabilité avec la méme condition initiale et le méme mouvement brownien,
alors I'unicité des trajectoires implique que Q((x,w,y1,y2) € T/y1 = 1) = 1

et on a :
PH W' XY e A) =Q((w,1n) € A) = Q((w,1p) € A) = P*(W? X?) € A).
Ainsi 'unicité en loi est satisfaite.

Théoréme 2.4.4. (Unicité des trajectoires)
Supposons que b et o vérifient la condition de Lipschitz locale, alors ['unicité

des trajectoires est satisfaite pour l’équation (2.4).

Preuve. Dans le preuve du théoréme (2.3.1), nous n’utilisons pas la filtra-

tion, alors la preuve de cet théoréme est la méme.

Théoréme 2.4.5. (Nakao, Le Gall)

Considérons I’EDS unidimensionnelle autonome :

et supposons que b et o sont des fonctions mesurables et bornées et qu’il existe

une fonction croissante et bornée f : R — R telle que :
(i) o(x) > e pour tout z € R.

(ii) (o(z) = o(y))® < |f(z) = f(y)| pour tout x,y € R.
Alors I'unicité des trajectoire est satisfaite.

1

Remarque 2.4.1. si o et 07 sont bornées et o est a variations bornées sur

tout compact alors les conditions (i) et (i) sont satisfaites.
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Théoréme 2.4.6. (Sonoc)
Supposons qu’il existe une fonction continue u(t) sur [0,T] avec u(t) > 0

pour t > 0, de dérivée u'(t) € L*[0,T), u/'(t) > 0 pourt > 0 et lim u'(t) = oo

t—0t

telle que pour 0 <t <T et x,y € R? :

() [£(t2) = f(Ly)IP + gt 2) — g(t, )P < gule =yl

(i) [f(t,2)]* +[g(t, )] < L+ M|z|*.

Sic € L* est indépendante de W, pout tout t > 0 et b et o sont continus,

alors l'unicité des trajectoire est satisfaite pour l’équation (2.4).

Théoréme 2.4.7. (Yamada et Watanabe)

Supposons que [’existence de la solution faible et ['unicité des trajectoire
soient satisfaites pour l'equation (2.4) pour une distribution initiale fixée pu,
alors l'unicité en loi et l'existence forte sont satisfaite pour l’equation (2.4)

avec la méme distrubution initiale.
De plus, il existe une fonction mesurable F, : R x C(Ry x R) = C(R; x R)

telle que toute solution avec la distribution initiale p s’écrit X = F,,(Xo, W),

D.S.

Théoréme 2.4.8. (Ikeda et Watanabe)

Supposons que [’existence de la solution faible et ['unicité des trajectoire
sotent satisfaites poue l’equation (2.4) pour toute mesure de probabilité p,
telle que la loi de Xo coincide avec p, alors ['unicité en loi et [’existence
forte sont satisfaites pour l’quation (2.4). De plus, il existe une fonction me-
surable F' : R x C(Ry x R) — C(Ry x R) telle que tout solution s’écrit
X = F(Xo,W),p.s.

Théoréme 2.4.9. (Kallenberg)
Supposons que l’existence de la solution faible et 'unicité des trajectoires

sont satisfaites pour ’équation (2.11) débutant en des points arbitraire fizes,
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alors l'unicité en loi et lexistence forte sont satisfaites pour I’équation (2.11).
De plus, il existe une fonction universelle prévisible F' : R x C(R; x R) —

C(Ry x R) telle que tout solution s’écrit X = F(Xo, W),p.s.

Théoréme 2.4.10. (Existence faible)(Skorokhod)

Sib,o : R — R sont des fonctions bornées et continues et v est une mesure de
probabilité dans R, alors il existe un espace de probabilité filtré (0, F, (Ft)i>0,P)
un mouvement brownien W et un processus continu et adapté X satisfait
léquation autonome (2.3) tels que v soit la loi de X.

Les conditions du théoréme (Existence faible) ne garantissent ni l’existence

forte ni l'unicité en loi.



Chapitre 3

EDS dérigées par le mouvement
brownien fractionnaire

3.1 Mouvement Brownien Fractionnaire
3.1.1 Definition et propriétés

Définition 3.1.1. Le mouvement brownien fractionnaire Bl est un gaussien

centré de covariance
1
plt, ) = S + 52— (1 — )*) (3.1)

Remarque 3.1.1. Si H = 1/2 on est dans le cas du mouvement brownien

classique .

Proposition 3.1.1. le mouvement Brownien fractionnaire BE est un pro-

cessus a accroissement stationaire .

Preuve. Comme B est un processus gaussien il sufit de verifier que

cov(Bf' — B[

H HY __ H H H H
to? B$1 - BSO) - COU(Bt1+h - Bt()-i-h’ B81+h - BS()-i-h)

43
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tel que s < s1 < to < ty, par simplification on se raméne au cas ou il y a

deux incréments :

cov(B{l — BT, Bl — BIl\ = cov(B/!, BI') — cov(B}!, BI') — cov(B{!, BI') + cov(B/!, BII)

to? t1)
= (B + st — (ty — 51)*") — 537 + sF — (t1 — s0)*")
—3 (637 + st — (to — 51)*) + (837 + s3 — (to — 50)*")

En simplifiant chaque terme on obtient :

cov(Bngh - Bngh, Bngh — Bfg+h) = cov(Bngh, Bg+h) — cov(Berh, B£+h)
:cov(ng,ﬁ BI )+ gzv(BgM, ngﬁ)
= 5((t1+h) +($1+h> — (tl —81) )
—3((t1 4+ )" + (so + h)* — (ty — s0)*) — 2((to + h)?
+(s1+ h)*M — (to — s1)*) + $((to + h)* + (so + h)*H

En simplifiant chaque terme on obtient :

1
cov(By)n—Bign By n—Begn) = 5{(t0_30)2H+(t1—51)2H—(to—sl)QH—(tl—So)m}

d’out le résultat

Proposition 3.1.2. 5i X, est un processus gaussien stationnaire et Xq =0
tel que Var(X;) = t*H alors X; est un mouvement brownien fractionnaire de

paramétre H.

Preuve. On a
1
cov( Xy, Xs) = E{Var(Xt) + Var(X,) = Var(X, — X,)}
on utilise la stationnarité dou 'on deduit :

cov(Xy, X,) = %{Var(Xt) + Var(X,) — Var(X,—s)}

1
— §(t2H+S2H— | t—s |2H)
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Remarque 3.1.2. En remarque que : Bf!  — Bl = (ti1 — ;)" N en loi

ot N suit une loi gaussienne centrée réduite.

L’autosimilarité est la propriété qu’ont certains processus stochastiques
de préserver leur loi aprés un changement d’échelle des temps. Celle-ci est
présente dans tous les domaines des probabilités et offre de multiples champs
d’application. Certaines classes de processus autosimilaires dont le mouve-
ment brownien est un représentant commun, satisfont a des propriétés frac-
tionnaires ou multifractionnaires qui sont appliquées a la modélisation de phé-
nomeénes physiques fractals. D’autres classes possédent des propriétés marko-
viennes, homogeénes ou inhomogeénes et sont étroitement liées aux processus
de Lévy par des transformations trajectorielles, d’ou leur importance & la fois
sur le plan théorique et appliqué. La représentation dans le cas autosimilaire
d’objets tels que les arbres aléatoires et les processus de fragmentation se fait

généralement a 1’aide de processus autosimilaires markoviens.

1
E(ByBL) = 5((at)*! + (as)™ — (a |t — 5 "))
H
= a*"E(B{" BM)
= E(a B a! BI)

(B4 = (o BI™)

at

Les processus auto-similaires seront des processus de distribution invariante
par certains changements d’échelle de temps et d’espace. Ils ont été intro-
duits et étudiés par Kolmogorov & l'occasion de ses études sur les fluides
turbulents. Le terme "auto-similaire" est di & Mandelbrot, et est devenu
standard. Cependant, Mandelbrot utilise quant a lui le terme auto-affin pour

qualifier les processus auto-similaires (auto-similaire étant réservé pour lui a

des objets géométriques).

H H H H H
E(BY) — By (BY) - B")) = BB B



3.1.1 Definition et propriétés 46

H H H
(Bzng - Bi(;, )) = Bt( )

H H H H H H H H H H H
E((B{ B (B -B™)) = BB B ~E(BE B -B(BY) B+ E((B)?)

1

5((@ h)QH (S h)QH |t S|2H) ((t h)QH h2H tQH) ((S h)QH hQH SQH) 2h2H
1
§(t2H SQH |t SIQH

= E(B"'B")

Comme dans le cas brownien, le MBF est nulle part différentiables. Effecti-

vement, nous avons la proposition suivante. Soit 7(n) = E((X,11 — X,)X1)

Définition 3.1.2. On dit que X; est a courte mémoire tant que Y -, r(n) <

oo et Xy a longue mémoire sty r(n) = oo

Proposition 3.1.3. Le mouvement brownien fractionnaire BY a une longue

mémoire st H > % et il a une courte mémoire st H < %

Preuve. Si H = % on est dans le cas d’'un mouvement brownien standard

on a :
T(n> - E(Bn+1B1) — ]E(BTLBI) =1—-1= 0

donc Z,O;l r(n) < oo (courte mémoire). -Si H # %
1
’I“(TL) = E(Bn—l—lBl) — ]E(BTLBI) — 5{(71 + 1)2H o n2H + (TL + 1)2H B nQH}

donc :

r(n) = 2H /0 (00— (00 VYda — 2H(2H-1) /0 ' da /_ 11 db(ntab)?H 2

d’ot
r(n) < (n+ 1)2H—2
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et
r(n) > (n —1)*772

on conclut que

r(n) ~ n2H—2

done Y07 r(n) = oosi H < 5 et > > r(n) = oo si H > $(c.q.f.d).

3.1.2 Etude trajectorielle de Mouvement Brownien frac-

tionnaire

Dans ce paragraphe en va présenter 'une des propriétés importante concer-

nant les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire.

Proposition 3.1.4. Les trajectoires du mouvement brownien fractionnaire
sont holder continues de paramétre o < H. Pour la démonstration on utilise

le corollaire suivant :

Corollaire 3.1.1. Dans le cas du mouvement brownien fractionnaire on a :
1
B(BIBY) = J(P7 + &1 — (t— 5)*")

et
B(5}") = £

Preuve. on a :
E(|B{" — BI'|*) = E(|B" — 2B’ B + Bi"|)

Par application de la linéarité de I'espérance et du corrollaire précédent on
a:

B(1By" — 2B B + Bg"|) = E(|B/"|) — 2B(|B;" B,'|) + E(|B;"|)
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_ |t2H| + |82H| _ |(t2H—|—82H o (t_S)QH)|

= |t —s|?#

Donc on a :

E(|B{" — B]]") = |t — s]*"
On prend v = 2,d = 1,d + ¢ = 2H d’ou € = 2H — 1 d’aprés le théoréme
de KOLMOGROV, B a une modification(vérsion) B¥ dont les trajectoire

sont holder continues de paramétre

=05~ 5

a € [0,¢/p[= [0, 9

On a prouvé que B holder continue de paramétre v < H
le processus B n’est ni un processus de Markov ni une semi-martingale
et on ne peut pas appliquer le calcul stochastique développé par It6 en vue de

définir 'intégrale stochastique relativement a B, Différentes approches sont
résumées dans cette section. Dans la deuxiéme section, on expose le théoréme
de Girsanov pour le MBF qui a un réle fondamental dans les preuves des théo-

rémes d’existence et d’unicité des solutions abordés dans la troisiéme section.

3.2 Intégration par rapport au mouvement brow-
nien fractionnaire.

Différentes méthodes ont été utilisées pour construire le calcul stochas-

tique par rapport & un MBF B*. Citons les contributions suivantes :

e Lin, Dai et Heide ont défini I'intégrale stochastique par rapport & un

MBF B# de paramétre H > % en utilisant la méthode des trajectoires de
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Riemann-Stieltjes. Dans ce cas, la fonction a intégrer doit étre de p-variation

finie, ot & + H > 1.

e En utilisant les notions d’intégration et de dérivation fractionnaires,
Zahle a défini l'intégrale stochastique trajectorielle par rapport & un MBF
B de parameétre H €]0, 1[. Si la fonction a intégrer posséde des trajectoires
A-Holder continues avec A > 1 — H, alors cette intégrale peut étre interprétée

comme une intégrale de Riemann-Stieltjes.

e Decreusefond, Ustiinel, Carmona, Coutin, Alos, Mazet, Nualart, Dun-
can, Pasik, Hu et ¢ksendal ont développé le calcul des variations stochas-
tique par rapport a un processus gaussien B. Ce calcul est un outil puissant
qui peut étre utilisé pour définir 'intégrale stochastique. Plus précisément,
comme dans le cas du processus de Wiener, 'opérateur de divergence par
rapport a B peut étre interprété comme une intégrale stochastique. L’inté-
grale construite par cette méthode posséde une moyenne nulle et peut étre

obtenue comme la limite de sommes de Riemann.

3.2.1 Calcul fractionnaire.

Nous rappelons ici les définitions et les propriétés de base du calcul frac-
tionnaire.

Soient a,b € R et a < b. Pour f € L'([a,b]) et a > 0, les intégrales fraction-
naires gauche et droite de Riemann-Liouville de f d’ordre « sur (a,b) sont

données pour presque tout x par :

1o f(x) = ﬁ / (& — g )y,
et :
12 f(x) = ﬁ / (z — 9)* " F(y)dy, (3.2)
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ou I' est la fonction d’Euler. Cette intégrale prolonge les intégrales itérées
d’ordre n habituelles de f pour a« =n € N.

Nous avons la premiére formule de composition :

I8 I f) = 157 F

La dérivée fractionnaire peut étre définie comme 'opération inverse. Suppo-
sons que 0 < a < 1 etp > 1, et soient I, (LP) (resp. I;* (L?)) I'image de

L?([a, b)) par Popérateur 12, (resp. ;).

Si f eI (LP) (resp. f € I} (L)), alors la fonction ¢ telle que f = I ¢
(resp. f = I ¢) est unique dans L et coincide avec la dérivée gauche (resp.

droite) de Riemann- Liouville de f d’ordre « définie par :

o w " f(@) - ()
Da <x>‘r<1—a><<x—a>a+“/a (& =yt dy) (33)

et :

o« flp) L f(x) P f@) - f)
2960 = iy (o [ e )

ou la convergence des intégrales pour la singularité x = y est satisfaite au

sens de LP .

Quand ap > 1 toute fonction dans I, (LP) est Holder continue d’ordre
1
(a — 5)'

D’un autre coté, toute fonction continue de Holder d’ordre 5 > o admet
une dérivée fractionnaire d’ordre a, c’est-a-dire C*([a,b]) C I% (LP) pour

tout p > 1.

Pour f € I% (LF), on a I% (D% f) = f et pour f € L*(|a,b]) , on a D%,

(I¢. f) = f. On a des formules d’inversion analogues pour les opérateurs I;"
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et Dyt

Sife Igfﬁ(Ll),a >0,8>0,a+ 5 <1, on a la deuxiéme formule de
composition
Dg+(Df+f) - Df;fﬁf-

On a la formule de I'intégration par parties :

| Pen@asas = [ )05 g)s)ds (3.4)

pour tout f € I% (LP),g € I (L9), % + % =1.

Si W = {W4,t € [O,T]} est un processus de Wiener unidimensionnel

pour0<a<%,ona:

t t
o W, Wy — W o
/O (t — S) dWS = t_O‘ + Oz\/ov mds = F(]_ — O[)D0+Wt (35)

¢
i.e le processus / (t —s)—adW; coincide avec la dérivée fractionnaire gauche
0

du processus de Wiener avec le facteur de temps I'(1 - ) .

3.2.2 Représentation du mouvement brownien fraction-

naire.
Soit B¥ = {BF,t € [0,T]} un mouvement brownien fractionnaire de
paramétre de Hurst H € |0, 1| défini sur I'espace de probabilité (2, F, P).

Pour tout ¢ € [0,T], notons par ]-"tBH la o-algébre générée par les variables

aléatoires { B s € [0,t]} et les ensembles de probabilité nulle.
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Notons par £ 'ensemble des fonctions étagées sur [0, T| et soit H 1'espace
de Hilbert défini comme la fermeture de £ relativement au produit scalaire

définie initialement par :
< 1[0,75], 1[0,3] >q = RH(t, S).

L’application 1, 4 — B! peut étre prolongée a une isométrie entre H et 1'es-
pace Gaussien H;(B¥) notée BH. Pour ¢ € H, on peut interpréter B ()

comme l'intégrale de Wiener de ¢ par rapport a B et écrire B (p) =

T
/ @dB
0

(i) Cas H > 1.

Le noyau de covariance Rpy(t,s) peut étre écrit sous la forme :

t s
Ry(t,s) = aH/ / | —u |*772 dudr. (3.6)
0 Jo

o oy = H(2H — 1) et la formule (3.6) implique que pour tout ¢, € £ :

T T
<) >y = aH/ / | —u P72 o, dudr
0 0

Considérons le noyau de carré intégrable donné par :

t
Ky(t,s) = CySz ¥ / (u— )7 2024y, (3.7)

2
. | HEE-Y
OuCH_|:/B(2T,H—§):| et t > s.

Ce noyau vérifie I’égalité suivante :
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/OMS Ky(t,u)Kg(s,u)du = Ry (t, s) (3.8)

qui implique que le noyau Ry est défini non négatif et fournit une représen-
tation explicite pour sa racine carrée en tant qu’opérateur.

A partir de (3.7), on obtient :

0Ky tH—% H-3
o (ts) =en()1E (- 9)"E (39)

Considérons l'opérateur linéaire K;; défini de ¢ dans L? ([0, T]) par :

(Ky¢)(s) = / ¢(t)aa%(t, s)dt (3.10)
Notons que :
(K1) (s) = Kpu(t, s)1jo4(s) (3.11)

L’opérateur K est une isométrie entre £ et L2 ([0,T]) et peut donc étre
prolongé a 'espace de Hilbert H.
En effet, a partir de (3.6) et (3.8), on a pour tout s,t € [0,7T] :

(Kylog Kulos)rzqorn = Lo, Lo

En utilisant (3.9), (3.10) et (3.2), on peut représenter 'opérateur K, a

I’aide de l'intégrale fractionnaire par :

(K3y)(s) = en(H — )55 (17 bo(uw) (s).
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Pour tout ¢ € [0,7], la fonction indicatrice 1f, appartient a I'image de

K3 et en appliquant les régles du calcul fractionnaire, on obtient :

1
CHT(H — %)

[N

(K3 (10.9)(s) = (D23 (5) 1. (5)-

Considérons maintenant le processus W = {W,,t € [0, T]} défini par :

Wy = B"((Ky)™ (1pa)) (3.12)

alors W est un processus de Wiener et le processus B admet une représen-

tation intégrale et unique de la forme :

t
BtH:/ Ky(t,s)dW, (3.13)
0

En effet, pour tout s,t € [0,77], on a :

EWW,) = E(B"((Ky) ™ (100))B" (Kp) ™ (1p.4)))

*

= (5 ) ™ (L) (Kp) ™ (Lo e

= (Lo, Ljo,8)) 22(jo,r)) =t A S

De plus, pour tout ¢ € H,on a :

B(e) = [ (o)W

On peut montrer que les deux processus générent la méme filtration et
en déduire que le processus de Wiener garantissant la représentation (3.13)

est unique.
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Les éléments de H peuvent ne pas étre des fonctions mais des distributions

d’ordre négatif. En fait, H coincide avec 'espace des distributions f tel que

-1 . .
s%’HI0+ 2(f(u)uf~2)(s) est une fonction de carrée intégrable.
Nous pouvons trouver un sous-espace vectoriel de fonctions de H de la

maniéere suivante.

Soit |H| le sous-espace des fonctions mesurables sur [0, 7 tels que :

) T T 8KH 2 T T _—
lellizg = ; |90|rw(7‘»3)d7“ ds = ag ), |r || @ul|r—u|™ “drdu < co.

On a (|H|,||-|ljz) est un espace de Banach et £ est dense dans ||

D’autre part, || muni du produit scalaire (¢, 1))y n’est pas complet et

il est isométrique & un sous-espace de H et on a ’estimation :

lellpg < ballell, 4o (3.14)

pour une certaine constante by > O.
Cette estimation implique que L([0,T]) ¢ L# c ([0,T]) C |H| C H.
Ceci signifie que l'intégrale du type Wiener fOT o(t)dBH (qui égal a BH(y),

par définition) peut étre défini pour les fonctions ¢ € |H| et :

[ etvat = [ o,

(ii) cas H < 5.

Dans ce cas, le noyau Ky défini par :

t 1 1 1 t 1
Kint,5) = iy | ()30 = )5 = (1 = s [ = o),
5 0

1
3

S oo — 2H e

ol Cy = [(12H)6(12H,H+%):| ,t > s, satisfait :
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Rult,s) = /0 " Kt ) Ky (s, u)du, (3.15)

En utilisant (3.15), on montre que :

aKH , 1 tHfl H—
O (,5) = ehy1 = 2Lyt — )2,

Njw

5 (3.16)

Le noyau Ky peut étre exprimé par l'intermédiaire de la dérivée fraction-

naire par :

Ky(t,s) =yl (H + %)sé_H(D2 w2 (s)

Considérons l'opérateur linéaire K3, de £ a L*([0, T]) définie par :

(Kio)(s) = Ku(T,5)¢(s) +/ ((r) — (b(s))aa#(r, s)dr.

On a:
(K}}l[gyt])(s) = KH(t, 8)1[07,5}(8) (317)

A partirde (3.15) et (3.17), on déduit, comme dans le cas H > %, que opé-

rateur Kj; est une isométrie entre £ et L?([0,T]) et peut étre prolongé a
I’espace de Hilbert H.
L’opérateur K7j; peut étre exprimé par 'intermédiaire de la dérivée fraction-

naire :

(Kiio)(s) = cuT(H + )5t (D1 bo(u)(s)  (318)

H coicide avec 'espace I%__H(L2) et ona C7([0,T]) CHsiy>3—H.
Comme dans le cas H > %, nous pouvons montrer que le processus W
défini par :
W, = B"((Ky) ™ (1pa)) (3.19)



3.2.3 Calcul de Malliavin(calcul stochastique des variations par
rapport au MBF) 57

est un processus de Wiener et le processus B admet la représentation

intégrale :

t
BtH:/ Ky(t,s)dWs,
0

Par conséquent, l'intégrale du type Wiener fOT ©(t)dB} peut étre définie pour

1
les fonctions ¢ € 12 H(L2) et on a :

[ otwant = [ o). aw

Définition 3.2.1. Soit est une famille de tribus croissante et continues a

gauche sur (Q, F, P) tel que Fy contient les ensembles de probabilité zéro.
Le mouvement brownien fractionnaire {B¥ = BH t € [0,T]} est dit F;-
mouvement brownien fractionnaire si le processus (3.12) , H > L et (3.19),

H < % est Fy-processus de Wiener.

3.2.3 Calcul de Malliavin(calcul stochastique des varia-

tions par rapport au MBF)

Le processus B = {B"  t > 0} est gaussien et on peut donc développer

un calcul stochastique des variations (ou calcul de Malliavin).

Soit § l'ensemble de variables aléatoires réguliéres et cylindrique de la

forme :

F = f(B"(¢1), ., B"(¢n)) (3.20)

oun > 1,f € C*(R"™) (f et touts ses dérivées partielles sont bornées) et
w; € H.
L’opérateur de dérivation D d’une variable aléatoire réguliére et cylin-

drique F' de la forme (3.20) est définie comme la variable aléatoire a valeur
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dans H :

pF =3 L8, . B ()

L’opérateur de dérivation D est un opérateur fermé de LT () dans LT (2, H)
pour tout p > 1. Pour tout nombre entier £ > 1, notons D* l'itération de
I'opérateur de dérivation et pour tout p > 1, définissons 1’éspace de Sobolev

D*P comme la fermeture de S par rapport & la norme :

k
I E k= E(EP) + > (I D'F |l3s,)

i=1

De la méme maniére, pour un espace de Hilbert V', notons D*?(V) I'espace
de Sobolev correspondant des variables aléatoire & valeur dans V.

L’opérateur de la divergence ¢ est ’adjoit de 'opérateur D.
On dit que la variable alétoire u dans L?(§2, H) appartient au domaine de

d (noté par DomJ), s'il existe une constante ¢ vérifiant :
T
0

pour tout F' € S.

Dans ce cas §(u) est défini par la relation de dualité :
T
B(F§(u)) = E((DF. u)y) = E / D, Fugdt,
0

pour tout F' € D2,
On a les deux propriétés de base de 'opérateur de divergence :

i) DY2(H) C Domd et pour tout u € DV3(H) :
E(5(w)?) = E(|ull3,) + E((Du, (Du))uen),

ot (Du)* est I'adjoint de (Du) dans 'espace de Hilbert H ® H.
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ii) Pour tout F dans D"? et tout u € Domd tels que Fu et Fo(u) +

(DF,u)H sont de carré intégrable, on a :
Fu € Domé et §(Fu) = Fé(u) — (DF,u)y

(i) Pour tout F' € Dy;7 = D" on a K DF = Dy F,

ou Dy, désigne l'opérateur dérivée par rapport a W et ]D)Il/{/2 est l'espace de
Sobolev correspondant.

(ii) Domd = (K};)~'(Domdw) et pour toute variable aléatoire u de Domd &
valeurs dans H, on a 6(u) = dw (K ju), ot dw est I'opérateur de divergence

par rapport au processue W.

3.2.4 Intégrale stochastique par rapport au MBF

L’intégrale de Skorohod est une extension de l'intégrale de It6 au sens
que l'ensemble des processus adaptés de carré intégrable L2([0,T] x Q) est
inclus dans Dom 4§ et la restriction de 'opérateur § a L2([0,T] x Q) coincide
avec l'intégrale stochastique de Ito.

La définition suivante de l'intégrale stochastique symétrique a été intro-
duite par Russo et Vallois. On suppose que tout les processus et les fonctions

sont nuls a l'extérieur de U'intervalle [0, T7].

Définition 3.2.2. Soit u = {us,t € [0, T} un processus stochastique avec
des trajectoires intégrables. Lintégrale symétrique de w, par rapport au MBF
BY est définie comme la limite en probabilité lorsque ¢ tend vers zéro de :

1 T

uy (B2

s+e Bgs)ds

2 Jo

st cette limite existe et on la note par fOT u;dBJ.

(i) Cas H > 3
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La proposition suivante donne les conditions suffisantes pour [’ezxistence
de lintégrale symétrique et fournit une représentation de l’opérateur de di-

vergence comme intégrale stochastique.

Proposition 3.2.1. Soit uw = {u;,t € [0,T]} un processus stochastique dans

Uespace DV2(|H]), et supposons aussi que :

T T
/ / | Dguy||t — s|*#2dsdt < 0o p.s (3.21)
o Jo

alors l'intégrale symétrique existe et on a :

T T T
/ wdBF = 6(u) + aH/ / Dguy | t — s 2272 dsdt
0 o Jo

Remarque 3.2.1. Sous les hypothéses de la proposition, l’intégrale fOT u;dBH

coincide aussi avec les intégrales forward et backward.

Formule de Ito. Si F est une fonction de la classe C?, alors l'intégrale
trajectorielle de Riemann Stieljes f(f F'(BH)dBH existe pour tout t € [0, 7]

(grace au théoréme de Young). De plus, on a la formule de changement du

variables suivante :

F(BF)=F(0) + /t F'(B¥)dB® (3.22)

Soit F' une fonction de la classe C?*(R) telle que :

max{|F (z)|, |F'(z)|, |[F"(x)|} < cexp(A\z?) (3.23)
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ol c et A sont des constantes positives telles que A < alors le processus

T
F'(BI) € DY2(]H|) vérifie la condition (3.21) et on a :

/ F'(B¥)dB®

/ F'(BH)§BY + H(2H — 1) / / F"(BH)(s —r)*"2drds
0

0

/F’ (B 5BH+H/ F"(BH)s*=1ds

(3.24)
En utilisant (3.33) et (3.24), on déduit la formule de It6 suivante pour le

processus de divergence :

t t
F(Bf) = F(0) + / F'(B®YéBY + H /0 F"(B)s* s (3.25)

0
On donne maintenant la version générale de la formule de Ito.

Théoréme 3.2.1. Soit F' une fonction de classe C*(R). On suppose que

u={u; €[0,T]} est un processus dans D.2(|H|) tel que Uintégrale indéfinie
¢

X = / u 0 BE soit continue p.s. et que ||u||a € H .Alors pour tout t € [0,T]
0

on a la formule suivante :

F(X,) = F(0)+ / tF’(Xt)usdBf

+aH/F” </ s — a|2H2(/Du@6Bg)da>d
+ aH/OtF"(XS)uS </O ug(s — 0)*1 2d6)d :

(i) Cas H < % : L’extension des résultats précédents n’est pas trvial dans

(3.26)

T
le cas H < % On remarque par exemple que l'intégrale forward / BHdBH
0
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au sens de Russo et Vallois (avec la convergence dans L*) n’existe pas.
Rappelons que pour H < % Uopérateur K3, donné par (3.18) est une isométrie

entre l'espace de Hilbert H et L*([0,T]) et on a l'estimation :

<cy(5-H) -9

Considérons la semi-norme définie sur £ par :

Njw

oK
’E(t’ s)

T
ol = / () K (T, 5)2ds

n / ) ( / o) — ()t - s>H-3dt)2ds

On note par Hy le complété de & par rapport a cette semi-norme. L’espace

Hy est contindment inclus dans H.

Proposition 3.2.2. Soit u = {u;,t € [0,T]} un processus stochastique dans

Uespace DV?(Hy). Supposons que la trace définie comme la limite en proba-
bilité :
1 (7
TrDu:= lim — < Dug, Tjs—c 51 >n ds

e—0 €Jo

existe et que :

T
E </ w? (s 4 (T — S)QH_I)ds) < 00,
0

e ([ [ G s @ - st ) < o

alors 'intégrale stochastique symétrique de u par rapport au MBF existe
et :

T
/ wdB = 6(u) + TrDu
0
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transformation de Girsanov.

soient B un mouvement Brownien fractionnaire avec le Parameétre de Hurst
0<H<1et {FE" t€[0,T]} sa filtration naturelle.

Etant donné un processus adapté avec des trajectoires intégrables

u={uy,t €[0,T]}

consédérons la transformation :

t
Bf = B + / ugds (3.27)
0

Nous pouvons écrire

—~

_ t t t t
Bf:BijL/usds:/KH(t,s)dWS—l—/usds:/KH(t,s)dWs
0 0 0 0

W, =W, + /0 t (K,;l ( /0 .usds) m) dr (3.28)

notons que K" (/ usds) € L*([0,T]) p.s. si seulement si :
0

/'usds € Igfr% (LQ([OaT]))

0

on a la version suivante du théoréme de Girsanov pour le mouvement brow-

nien fractionaire :

Théoréme 3.2.2. considérons le processus de décalage (3.27) défini par un

processus u = {uy, t € [0,T]} avec des trajectoires intégrables et supposons
que :
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(i) /usds € I3 (L2([0, 7)) (Im K ),p-s.

(ii) E(¢r) = 1, ouép = exp ( /0 ' (K; /0 'usds) dW, + /0 ' (K,}l /O .usds)st) :

alors le processus de décalage BH est un FtBH—mouvement Brownien fraction-
naire avec le pammétre de Hurst H relativement a la nouvelle probabilité P

définie par =&r.

on peut remplacer la condition (ii) par la condition de novikov suivante :

E exp (% /0 ' (KHl /0 'urdr>2 (s)ds> <o

e [L’opérateur inverse Kﬁl est donnée par :

(K;'h)(s) = s" 3Dy

N|=

(R0 ) (), sitl > % (3.29)

_1 1
(K 'h)(s) = 527 Dy 2 s~ 2 DR h(s), siH < 5 (3.30)

pour tout h € IH+2(L2([07T]))

si h est différentiable (ou absolument continue )K" est donné grace a (3.30)
par :

Ky'h = s 2127 sa (3.31)
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3.3 EDS dérigées par le mouvement brownien

fractionnaire

3.3.1 Existence de la solution faible

Soient B¥ = {B} |t € [0,T]} un mouvement brownien fractionnaire avec

le paramétre de Hurst H €]0, 1[; considérons 1’équation stochastique sui-

vante :

t
X, =29+ B} +/ b(s, X,)ds (3.32)
0

ot b:[0,7] x R est une fonction mesurable

Définition 3.3.1. Une solution faible de l’équation (3.32) est un couple

de processus continus et adaptés (X, BR) sur un espace de probabilité filtré

(Q, F, PAF.t € [0,T1}), tel que :

(i) B est un F;-mouvement brownien fractionnaire dans le sens de la défi-
nition (3.2.1).

(ii) X et B satisfont (3.32).

Théoréme 3.3.1. Supposons que b(t,x) satisfait la condition sur la crois-

sance linéaire (Hy) :

|0, ) |< C(1 + [z),

st H < 3 (cas singulier) ou la condition de Holder de continuité (H,), d’odre

1>a>1—% ena:etdordre’y>H—%ent:

[b(t, ) = b(s,y)| < Ol —y[* + |t = s7),
st H > 1 (cas régulier),
alors l’équation (3.32) admet une solution faible.
B t
Preuve. Posons Bff = BF — / b(s, B + x)ds et supposons que le pro-
0

cessus u, = —b(s, B + x) satisfait les condition i) et ii) du théoreme (3.2.2),
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~ H . . . . .
alors B est un FP"-mouvement brownien fractionnaire relativement a la

mesure de probabilité P et (B, BH) est une solution faible de (3.32) sur

I'éspace de probabilité filtrée (Q, F,P{FF" teo, T]}) :

On pose v, = —K ' (/‘b(r, B + xo)dr) (s)
0

Montrons que le processus v satisfait les condition i) et ii) du théoreme
(3.2.2).
Cas H < %

En utilisant (3.31) et la propriété de croissance linéaire de b,on obtient

—H

1
lvs| = SH_%IOZ+ s%_Hb(s,Bf—%x)

/ (s —T)_H_%T%_HMT, BY 4 z)dr
0

< eyC(1+ |z| + || B ||o)sH 2 (3.33)

L’opérateur (K )~! préserve la propriété d’adaptation et par conséquent
le processus v est adapté. Ainsi la condition ii) peut étre démontrée le critére

de Novikov. Il suffit de prouver qu’il existe une constante A > 0 telle que
sup E(exp(Mv?)) < oo (3.34)
0<s<T

CasH>%

En utilisant la relation (3.29), on montre que le processus v est adapté et on

obtient :

vs = —sT=3D2 7 s3Hy(s BH 4 1) = —cp(als) + A(s)), (3.35)
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oll v et 3 s’expriment en fonction de b et de BY.
En faisant des estimations des fonctions « et 3, on montre que la condition
ii) du théoréme (3.2.2). est satisfaite en utilisant le critére de Novikov.

Soit I’équation différentielle stochastique suivante :

t
X, =xo+ B +/ (b1(s, Xs) + ba(s, X5))ds, (3.36)
0

ot by,by : [0,7] x R —— R sont des fonctions mesurables. H > £ et
B = {BI t € [0,T]} un mouvement brownien fractionnaire de parameétre

de Hurst H €]1,1]

Théoréme 3.3.2. Soit H > % et supposons que by et by sont des fonctions
mesurables sur [0, T] xR satisfaisant les conditions (Cy), (Cs) et (C3) ou bien

(CY), (CY) et (C%) suivantes :

(Ch) by est Holder continue d’ordre 1 > a > = en x et d’ordre v > H — 5

ent :
[b1(t, ) = bi(s,y)| < Cllz —y|* + |t = s]7) (3.37)

(Cy) SUPselo,1] SUPzeRr |b2(s, )] < M < o0

(C3) Vs € [0,T],ba(s,-) est non décroissante et continue a gauche (ou a
droite).

(C3) SuPcjo 77 SUPser [b2(s, )] < M (1 + |z])

(C3) pour tout s € [0,T),by(s,.) est une fonction non décroissantes et conti-
nue.

Alors l’équation (3.36) admet une solution faible

Preuve. la preuve est analogue a celle du théoréme précédent. Pour plus

de détails voir [3].
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Proposition 3.3.1. On Considére une suite de fonctions mesurables b, (t; X)

uniformément bornées par C, telles que :

lim b,(t;X) = b(t; X)

n—-+o00

pour presque tous (t,z) € [0,T] x R et supposons aussi que les solutions

correspondantes Xt(n) des équations :
t

X" =g+ BH +/ b(s, X(M)ds; 0<t < T
0

convergent p.s. & un certain processus X; pour tout t € [0,T]; alors le pro-

cessus X est une solution de ’équation (3.32)

3.3.2 Unicité en loi et unicité des trajectoires.

Théoréme 3.3.3. Supposons que b(t,x) satisfait les conditions sur la crois-
sance linéaire (Hy) et la condition de Holder continu (Hs) ; alors lunicité en

loi et l'unicité des trajectoires sont satisfaites pour l’équation (3.32).

Preuve.

Unicité en loi : Soient (X, B) une solution faible de 1'équation sto-

chastique (3.32) définie dans l’espace de probabilité filtré (Q, F, P,{F;,t €

[0, 77}). On définit un processus u, et une mesure de probabilité P par :

e = (Kip)~! ( /0 o, Xr)dr) (s)

8 wn( ot [ 20
- = exp — udeS _ = ’U,st 338
pe 0 2 ), (3.38)

Le processus u, satisfait les conditions (i) et (i7) du théoréme (3.2.2). En

effet, il est adapté et puisque X; posséde les mémes propriétés de régularité

que le MBF, on déduit que fOT u?ds < oo p.s.
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Finalement, on peut appliquer le critére de Novikov pour montrer que

E (Z—g) =1, car le lemme de Gronwall nous permet d’écrire :

[Xllse < (@ + B[l + CT) exp(CT)

et :
X, — X,| < |Bff = BI |+ Clt + 5[ X ||

Le théoréme de Girsanov permet d’affirmer que le processus
B t
Wy =W, + / usds
0

est un JF; mouvement brownien relativement a la probabilité P.

On a la représentation
t —~
X, =X +/ Ky(t,s)dW;
0

et par conséquent, X — x est un F; mouvement brownien fractionnaire, rela-
tivement a la probabilité P, de paramétre de Hurst H. En conséquence, les

processus X —x et E{{ ont la méme distribution relativement a la probabilité

P.
En effet, on peut facilement montrer que si ¥ est une fonctionnelle me-

surable bornée sur C(]0,77), alors :
E,(¥(X —x)) = Ep(¥(B"))

Unicité des trajectoires : Soient X; et X5 deux solutions faibles dé-
finies sur le méme espace de probabilité filtré (Q, F, P,{F;,t € [0,T}) par
rapport au méme mouvement brownien fractionnaire, alors sup(Xi, Xs) et
inf(X;, X3) sont ainsi des solutions. Elles possédent donc les mémes lois et

donc X; = Xs.
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Théoréme 3.3.4. Soient by et by des fonctions mesurables sur [0,T] x R

/

satisfaisant les conditions (C1), (Cy) et (Cs) (resp. (C1), (Cy) et (C3) du
théoréme d’existence, alors l'unicité en loi et ['unicité des trajectoires sont

satisfaites pour ’équation (3.36).

Preuve. La preuve est analogue a celle du théoréme précédent. Pour plus

de détails voir [3].

3.3.3 Existence de la solution forte

Définition 3.3.2. Soient (Q, F, P) un espace de probabilité, B un mou-
vement brownien fractionnaire. Un processus X est une solution forte de
l’équation (3.32) si :

~ (i) X est continu et :FP" -adapté.

~ (ii) X et BY satisfont (3.32).

Soient p,f > 1, on dit que la fonction mesurable F' : [0,7] x R — R

appartient a L, g, si

|w%w::(AT<zJF@Jmmm>?ﬁ>é<al

Théoréme 3.3.5. Supposons que b(t, ) satisfait la condition de croissance
linéaire (H,) du théoreme (3.3.1). Si H < %, alors Uéquation (3.32) admet
une solution forte unique.

Preuve. Pour tout R > 0, posons bg(t,z) = b(t,(x A R) V (—R)). La

condition de croissance linéaire implique que bg est une fonction mesurable

bornée. Soit p une fonction réguliére non négative de support compact dans

(Am@@:1

Pour j € N, posons bg;(t,z) = j [ br(t, Z)p(j(x — z))dz.

R telle que
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Soient pour k < n, by = /\f:n br; et bpn = Nj=, br.j-
I1 est clair que gR,n,k est lipschitZienne relaivement a la variable x uniformeé-

ment en t, gR,n,k ¢,5R,n, sik — oo et ZRm 1 bg, si n — oo, pour presque tout
x et pour tout t.

L’équation obtenue en remplagant b(t,z) par (ZR,n,k> dans l'équation (3.32)
admet une solution unique X R.nk- En utilisant le critére de comparaison pour
les équations différentielles ordinaire, on montre que la suite X R,k décroit

avec k, par conséquent elle admet une limite Xg ,,. Grace au théoréme de com-

paraison Xp .,k (et par conséquent X RJL) est bornée supérieurement (resp.

inféreurement) par la solution avec un coefficient constant R (resp.—R) et

de plus X R st croissante et converge donc vers une limite Xp, qui est une
solution de I’équation de obtenue en remplacant b(t, z) par br dans I’équation
(3.32).

En augmentant R, on obtient le résultat.

L’unicité est une conséquence du théoréme 5 de [19)].

Théoréme 3.3.6. Supposons que b(t, x) satisfait la condition de croissance :
b(t,z)* < K + F(t,z)

pour presque tous (t,x) € [0,T] X R, ot K > 0 est une constante et F est
une fonction non négative dans L, 3 pour tout p > 1, B > p_LH, et H < %

Alors l’équation (3.32) admet une solution forte unique.

Preuve. Pour tout n > 0, posons b, (t,x) = (b(t,z) V (—n)) A n.
Il est claire que b,(t,z)? < C+ F(t,z),o0 F € L5, p>1let > p_LH.
De plus lim,,_,o b, (t, z) = b(t, x).
Notons que b,, est une fonction mesurable bornée et donc I’équation obtenue
en remplacant b(t,x) par b, dans I’équation (3.32) admet une solution forte

unique. Comme b,, est croissante et le théoréme de comparaison implique
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que Xt(n) est croissant p.s. et converge danc vers un processus X; qui est une
solution de I’équation (3.32). I'unicité est une conséquence du théoréme 5 de

[19]. Pour plus de détails, voir [15].

Théoréme 3.3.7. Supposons que by = 0 et by satisfait les conditions (Cy)
et (C3) (resp. (CY) et (C%)), alors il existe une solution forte (resp. Solution

forte unique) pour l’équation :

¢
X, =xo+ B +/ ba(s, Xs)ds, 0 <t <T (3.39)
0

Preuve. Supposons que by : [0,7] x R — R est une fonction mesurable,
bornée, non décroissante et continue a gauche et posons pour tout n > 1 :

by(s,x) = f;_ 1 ba(s,y)dy. Les fonctions b,(s,x) sont non décroissantes et

bornées uniformément. En utilisant ([19], proposition.7),

on montre que I’équation :
t
XM = g0+ BF +/ bo(s, X)ds, 0 <t <T
0

admet une solution forte notée X ™. Soient n > m, notons A; = X" — X,

En utilisant la monotonie de b,,, on obtient :

¢
Ay > / (b (8, X21) — b(s, X)) ds
0

t
> [ n(s:X2) = s, X2 s, copds (3.40)
0

t t
> 2mM/ Aglia,<oyds > —2mM/ A ds
0 0

Et donc :
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t
Ay SQmM/ A ds (3.41)
0

Grace au lemme de Gronwall, on obtient que pour presque tout w et pour tout
t € [0,77], la suite (X/(w)) est une fonction non décroissante de n, bornée
(puisque b, est borné). Par conséquent, elle admet une limite quand n — oo
et on pose :

lim X' (w) = X;(w),

n—o0

ce qui nécessite en particulier que X soit FB” —adapté. En appliquant le
résultat de convergence de [19]. proposition.7 et la bornétude des b, ainsi

que le théoreme de la convergence dominé de lebesgue, on obtient :

t
X, =z+ B +/ ba(s, X;)ds.
0
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