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0.1 Introduction

Les courbes interviennent naturellement dans divers domaines. À titre d�exemple, la trajec-

toire d�un objet, le tracé d�une route, l�urbanisme et bien d�autres exemples encore se modélisent

par des courbes.

En géométrie classique, une classe tres importante de courbes est les courbe générales hélices

dans l�espace Euclidien R3; elle sont dé�nes par la propriété que la tangente fait un angle

constant avec une ligne droite �xe. Un résultat classique énoncé en premièr par M. Lancret

en 1802 et prouvé par B.Saint-venant en 1845 qu�une courbe soit une courbe générale hélice

si le rapport de la courbure par la tortion doit être constant ([3]).

Les courbes slant hélices sont spéci�ques à l�espace, et introduit le concept de l�escargot

pour la première fois par Izmiya et Takeuchi est que ces courbe ont la normale en chaque

point forme un axe de même degré avec une direction donnée ([3]). Ils caractérisent une courbe

slant hélice si et seulement si la fonction

�2

(� 2 + �2)
3
2

��
�

�0
est constante.

D�autre part, en géométrie et en relativité restreinte, l�espace de Minkowski, du nom de son

inventeur Hermann Minkowski, est un espace mathématique, et plus précisément un espace

a¢ ne pseudo-euclidien à quatre dimensions, modélisant l�espace-temps de la relativité restreinte

on se limite dans notre travail à la dimension trois.

Les courbes hélices et slant hélices dans l�espace de Minkowski E31 apparaissent selon les

caractères causal du repére de Serret-Frenet en E31 dans de nombreux cas qu�on va les

étudiées et comparées dans notre travail avec des courbes spéciales.

Notre mémoire se compose de quatre chapitres

Dans le premier chapitre, on donne des dé�nitions basiques nécéssaire sur les courbes para-

métres à vecteur de vitesse unitaire, le repére de Serret-Frenet en trois dimenssion et les

courbes hélice et slant hélices dans l�espces Euclidien de dimention 3:

Au deuxiéme chapitre, on dé�nit l�espace de Lorentz-Minkowski E31 muni du produit scalaire
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Lorentzien. On donne les formules du repére de Serret-Frenet dans E31 et des dé�nitions sur

les courbes causales dans l�espace E31:

Dans le troisiéme chapitre, on dé�nit les courbes hélices et les courbe slant helices dans E31
et on donne leurs charactérisations:

Finalement, dans le quatrième chapitre, on dé�nit les courbes indicatrices et involution d�une

courbe slant hélices dans E31 et des théorémes et propositions reliant ces courbes sont données.
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Chapitre 1

Généralités

1.1 Espace Euclidien E3 de dimension 3

L�espace Euclidien de dimension 3 est l�espace a¢ ne R3 muni de la forme quadratique

Q3 = x
2
1+x

2
2+x

2
3. Tout vecteur tangent peut être vu comme un èlément v de l�espace vectoriel

sous-jacent sur lequel on peut évaluer. On dé�nit alors la norme kvk0 comme étant la racine

carrée de Q3(v). On dé�nit alors la longueur d�une courbe de classe C1 par morceaux

c : [a; b]! R3

est égal à l�intégrale

L(c) =

bZ
a

kc0(t)k0 dt

On peut en fait calculer la longueur de toute courbes absoluments continues (on dit aussi

recti�able) i.e. pour laquelle la dérivée C 0(t) est presque partout dé�nie et telle que l�intégrale

ci-dessus soit �nie.

On dé�nit alors la distance deuc(x; y) entre deux points x et y de R3 comme étant la borne

inférieure de la longueur des chemins rect�ables joignant x à y.
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1.2 Courbes paramétrées dans E3

Intuitivement, une courbe dans l�espace de dimension 3 est un objet qui peut être décrit

par un point qui évolue au cours du temps. Autrement dit, il su¢ t d�un paramètre pour le

décrire, le temps. On dit d�un tel objet qu�il est 1-dimensionnel. Le fait de décrire une courbe

par un paramètre qui évolue revient à considérer une application � : I � R �! E3. Quand le

paramètre t parcourt l�intervalle I, le point �(t) parcourt

Dé�nition 1.1 On appelle courbe paramétrée de classe Ck de E3; une application de classe Ck

� : I � R �! E3

où I est un intervalle ouvert de R.

L�ensemble C = f� (t) ; t 2 Ig est appelé le support géométrique de � : I �! E3. On dit

que C est une courbe géométrique et que � est une paramétrisation de C.

On remarque que la courbe paramétrée comporte plus d�informations que la courbe géo-

métrique : quand t parcourt l�intervalle I, le point �(t) parcourt C. Autrement dit, la courbe

paramétrée donne non seulement le support géométrique, mais aussi une façon de le parcourir.

Dans la suite, quand on considèrera la restriction d�une courbe � à un intervalle fermé [a; b] � I,

on écrira

� : [a; b] �! E3

Exemple 1.2 Le support géométrique de la courbe paramétrée � : R �! R3 donnée par

�(t) = (R cos t; R sin t; t)

est une hélice (Figure 1).
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Figure 1 : Courbe helice

1.3 Repère de Serret-Frenet dans E3

Soit � : I � R �! E3 une courbe. En dérivant kT (s)k2 = k�0(s)k2 = 1 on obtient

T 0(s):T (s) = 0, le vecteur T
0
est donc orthogonal à T (s). Si �(s) 6= 0, on a un vecteur bien

dé�ni N(s) tel que T 0(s) = �(s)N(s) ; c�est le vecteur unitaire normal à la courbe au point �(s).

Le vecteur unitaire binormal est dé�ni par :

B(s) = T (s) ^N(s)

où ^ est le produit vectoriel dé�ni par

(u1; u2; u3) ^ (v1; v2; v3) = (u2v3 � u3v1; u3v1 � u1v3; u1v2 � u2v1)

Le triple (T (s); N(s); B(s)) est un repére orthonormé direct (d�origine le point �(s)) appelé

repére de Serret-Frenet de la courbe au point �(s).

Comme pour les courbes planes, en chaque point d�une courbe gauche paramétrée régulière,

on a un repère de Serret Frenet. Ce repère bouge avec le paramètre de la courbe. Les formules

de Serret-Frenet expriment justement la dérivée de ce repère.
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1.3.1 Torsion

En dérivant B(s) = T (s) ^N(s) membre à membre on obtient :

B0(s) = T 0(s) ^N(s) + T (s) ^N 0(s) = T (s) ^N 0(s)

Donc B0(s) est orthogonal à T (s), comme il est aussi orthogonal à B(s), il est colinéaire à N(s).

Il existe donc �(s) 2 R tel que :

B0(s) = ��(s)N(s)

Le nombre �(s) est appelé la torsion de la courbe � au point �(s).

1.3.2 courbure

Soit � : I 2 R! E une courbe. Comme on a supposé qu�elle est paramétrée par la longueur

de l�arc, la norme du vecteur T reste constamment égale à 1. Ce qui pourrait éventuellement

changer, c�est sa direction, ce qui va en fait mesurer l�écart entre la courbe et le fait qu�elle soit

un morceau de droite

Dé�nition 1.3 On appelle courbure de � au point �(s) le nombre :

�(s) = kT 0(s)k

1.3.3 Signi�cation de la courbure et la torsion d�une courbe

Proposition 1.4 Soit � : I 2 R! E une courbe de courbure et de torsion. Alors :

1) � = 0 si, et seulement si, la courbe est un morceau de droite.

2) � = 0 si, et seulement si, la courbe est contenue dans un plan.

L�interprétation de son signe qu�on peut donner est la suivante. Supposons qu�on marche

sur cette hélice en tournant dans le sens trigonométrique. Alors :

Si � > 0 (i.e.� > 0) on monte.

Si � < 0 (i.e.� < 0) on descend.
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On peut trouver une courbe � : I ! E3 à courbure et torsion prescrites par le théorème

suivant :

Théorème 1.5 Soient s 2 I ! �(s) 2 R�+ et s 2 I ! �(s) 2 R deux fonctions di¤érentiables.

Alors il existe une courbe � : I ! E3 paramétrée par la longueur de l�arc ayant comme courbure

et comme torsion. Si � : I ! E3 est une autre courbe, il existe une isométrie a¢ ne positive

D : E3 ! E3 telle que � = D � �.

Exemple 1.6 On sait d�aprés le théorème (1.5) que la torsion d�une courbe contenue dans un

plan est nulle. On leisse donc de côté ce type de courbe.

La torsion de l�hélice :

�(s) = R(cos(
sp

R2 + �2
); sin(

sp
R2 + �2

; (
�sp
R2 + �2

))

se calcule assez facilement. Elle est constante et donnée par la formule :

� =
�

R2 + �2

Maintenant, on donne les formules du repère de Serret Frenet dans E3:

Proposition 1.7 Soit � : I � R �! E3 une courbe paramétrée normale régulière de classe C3

et �(s) un point birégulier. Alors on a :8>>><>>>:
T 0 (s) = � (s)N (s)

N 0 (s) = �� (s)T (s) + � (s)B (s)

B0 (s) = � (s)N (s)

Preuve. Il ne reste que la deuxieème formule à montrer. Pour cela, on va calculer les

coordonnées de N 0(s) dans la base de Serret-frenet. Pour tout s 2 I, on a

N(s):N(s) = 1

On dérivant, cela donne :

N 0(s):N(s) = 0
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On dérivant le fait que pour tout

s 2 I ; B(s):N(s) = 0;

On a

N 0(s):B(s) = �N(s):B0(s)

= �N(s)� �(s)N(s)

= �(s)

De même, en dérivant le fait que pour tout s 2 I, on a

N(s):T (s) = 0

N 0(s):T (s) = N(s):T 0(s)

= N(s):(�(s)N(s))

= �(s)

alors on a la deuxième formule

N 0(s) = < T;N 0 > T+ < N;N 0 > N+ < B;N 0 > B

= ��T + �B

1.4 Coubes helices et slant helices dans E3

Soit � : I � R �! E3 une courbe paramétrée normale régulière muni d�un vecteur vitesse

unitaire T (i.e kTk = 1) et de repère de Frenet fT;N;B; �; �g avec � 6= 0. L�espace des courbes

où leurs vecteur tangent T fait un angle �xe avec un vecteur parallel le long de la courbe est

appelé l�espace des courbes helices d�où la dé�nition ;

Dé�nition 1.8 Soit � : I �! E3 une courbe paramétrée normale régulière muni d�un vecteur
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vitesse unitaire T (i.e kTk = 1), alors � est une courbe helice si pour tous vecteur X parallel

le long de la courbe � (i.e r�0X = 0); on a

< T;X >= c (constante)

Théorème 1.9 (Théorème de Lancret) Soit � : I �! E3 une courbe paramétrée normale

régulière muni d�un vecteur vitesse unitaire T (i.e kTk = 1), alors � est une coube helice si est

seulement si
�

�
= c (constant)

d�autre part, l�espace des courbes où leurs vecteur normal N fait un angle �xe avec un

vecteur parallel le long de la courbe est appelé l�espace des courbes slant helices.

Dé�nition 1.10 Soit � : I �! E3 une courbe paramétrée normale régulière muni d�un vecteur

vitesse unitaire T (i.e kTk = 1), alors � est une coube slant helice si pour tous vecteur X

parallel le long de la courbe � (i.e r�0X = 0); on a

< N;X >= c (constante)

Théorème 1.11 Une courbe � : I �! E3 avec � (s) 6= 0 est une courbe slant hélice si et

seulement si

�n (s) =

 
�2

(�2 + � 2)
3
2

��
�

�0!
(s) = c (constant)

est une fonction constante.

Preuve. Pour plus de détais voir [3].

Exemple 1.12 (Courbe hélice dans E3) Soit � : I ! R3 une courbe paramétrée normale

régulière dé�nie par

�(t) = (cos 6t; sin 6t; t)

C�est une courbe helice (voire �gure 2)
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Figure2. Courbe cylindrique spirale

et

�(t) = (t cos 6t; t sin 6t; t)

Une autre courbe hélice (voire �gure 3)

Figure3. Courbe helice spirale

de courbure � et de torsion � donnés par

� = k�00(t)k = 12
p
1 + 9t2

et

� = �det(�
0(t); �00(t); �000(t))

k�00(t)k2

= �(1296 + 7776t
2)

144 + 1296t2
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Exemple 1.13 (Courbe slant hélice dans E3) Soit � : I ! R3 une courbe dé�nie par

�(t) = (
2

5
sin 2t� 1

40
sin 8t;

�2
5
cos 2t� 1

40
cos 8t;

4

15
sin 3t)

� est une courbe slant helice dans R3 où

�

3
< s <

2�

3
;

avec

�(t) = �4 sin 3t et

�(t) = 4 cos 3t

et

�n(s) =

 
�2

(�2 + � 2)
3
2

(
�

�
)0

!
(s)

=
16 sin2 3t

(16 sin2 3t+ 16 cos2 3t)
3
2

�
3 sin2 3t+ 13 cos2 3t

sin2 3t

�
=

3

4

elle est représentée par la �gure 4.

Figure4. Courbe slant helice dans R3

12



Chapitre 2

Espace de Minkowski de E31

2.1 Espace E31

Dé�nition 2.1 L�espace de Lorentz-Minkowski de dimension 3 est un l�espace métrique E31= (R
3; <

;>1) où la métrique <;>1 est

< u; v >1= u1v1 + u2v2 � u3v3; u = (u1; u2; u3); v = (v1; v2; v3)

qui est appelé la métrique lorentzienne de dimension 3.

Nous utilisons également la terminologie de espace de Minkowski et la métrique de Min-

kowski de se référer l�espace et la métrique, respectivement. La métrique lorentzienne est un

métrique non-dégénérée de l�index 1. L�espace vectoriel R3 prend également en charge la mé-

trique euclidienne, qui seront désignés par <;>. On ecrit l�espace à 3 dimensions euclidien

E31 = (R3; <;>1) est un l�espace de Lorentz-Minkowski.

Dé�nition 2.2 Un vecteur v 2 E31 est dit :

1) vecteur de type espace si < v; v >1> 0 ou v = 0,

2) vecteur de type temps si < v; v >1< 0

3) vecteur de type lumiére si < v; v >1= 0 et v 6= 0.

Le cône lumière de E31 est l�ensemble de tous les vecteurs lumiére de E31

C = f(x; y; z) 2 E31 : x2 + y2 � z2 = 0g � f(0; 0; 0)g
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L�ensemble des vecteurs de type temps est

T = f(x; y; z) 2 E31 : x2 + y2 � z2 < 0g

Les ensembles T et C sont composantes connexes.

Dé�nition 2.3 Soit U � R3 un sous-espace vectoriel, on a la métrique induite <;>U telle que

< u; v >U=< u; v >1; u; v 2 U

On a trois types de La métrique de U :

1) La métrique est dé�nie positive alors U est appelé type espace.

2) La métrique a l�index 1 alors U est dit de type temps.

3) La métrique est dégénéré alors U est appelé lumiére.

Le caractère causal d�un vecteur ou un sous-espace est la propriété d�être de type espace,

type lumiére ou type temps. On a quelques caractérisations et propriétés de la causalité d�un

sous-espace de E31 :

Proposition 2.4 Soit U un sous-espace vectoriel de E31; on a

1) dim(U?) = 3� dim(U).

2) (U?) = U .

3) si U est non dégénéré, alors U? est un sous-espace non dégénéré.

4) U est de type temps (resp. de type espace, lumiére) si et seulement si U? est de type espace

(resp.de type temps, lumiére).

5) Si v est de type temps ou de type espace alors E31 = spanfvg � spanfvg
?
:

En comparant avec l�espace euclidien E3 l�existence de vecteurs lumiére et type temps

donnent les propriétés suivantes :

Proposition 2.5 Soient u; v 2 E31; alors on a :

1) Si u,v deux vecteurs lumiére sont linéairement indépendants si et seulement si < u; v >1= 0.

2) Si u et v sont deux vecteurs de type temps ou lumiére avec < u; v >1= 0 alors ils sont des

vecteurs lumiére.
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3) Si u et v sont deux vecteurs de type temps alors < u; v >1 6= 0.

4) Si U est un sous-espace lumiére alors dim(U \ U?) = 1.

Proposition 2.6 Soit P un plan vectoriel de E31: Les propriété suivantes sont équivalents :

1) P est un sous-espace de type temps.

2) P contient deux vecteurs de type lumière linéairement indépendants.

3) P contient un vecteur de type temps.

Proposition 2.7 Soit U un sous-espace vectoriel de E31: Les propriété suivantes sont équi-

valent :

1) U est un sous-espace lumiére.

2) U contient un vecteur lumiére mais pas un type temps.

3) U \ C = L n f0g et L un sous espace vectoriel de dimL = 1.

Proposition 2.8 Soit P un plan vectoriel E31. On notn par
�!ne le vecteur orthogonal par rap-

port à la métrique euclidienne. Alors P est un plan de type espace (resp. temps,lumiére) si et

seulement si �!ne est un type espace (resp.de type temps,lumiére).

Preuve. Si

P = f(x; y; z) 2 R3 : ax+ by + cz = 0g

alors �!ne est proportionnelle le vecteur (a; b; c). on écrire P comme

P = f(x; y; z) 2 R3 : ax+ by � (�c)z = 0g = spanf(a; b;�c)g?

Le caractère causal de (a; b;�c) est le même que �!ne et proposition 2.6 prouve la résultat.

On dé�nit la norme (ou module) d�un vecteur.

Dé�nition 2.9 Soit u 2 E31; la norme de u est

kuk1 =
p
j < u; u >1 j

Le vecteur u est appelé unitaire si :

kuk1 = 1

15



Proposition 2.10 Si P = Spanfvg? est un plan de type espace, alors

kvke � kvk1

Preuve. Il su¢ t que kvk1 = 1. On suppose
�!ne = (a; b; c) et a2 + b2 + c2 = 1

v = � (a; b;�c)p
c2 � a2 � b2

La norme euclidienne kvk est

kvk2e =
a2 + b2 + c2

c2 � a2 � b2 =
1

c2 � a2 � b2 � 1

Car c2 � a2 � b2 = 1� 2(a2 + b2) � 1

Vecteurs temps

Si u est un vecteur de type temps le cône de type temps de u est donneé par

C(u) = fv 2 � :< u; v >1< 0g

Cet ensemble est non vide puisque u 2 C(u), si v est un autre vecteur de type temps et en

utilisant < u; v >6= 0 (Prop. 2.5) alors

< u; v >1< 0 ou < u; v >1> 0

Cela signi�e que � est l�union disjointe

T = C(u) [ C(�u)

avec

C(u) \ C(�u) = ?

Proposition 2.11 1) Soient u et v deux vecteurs de type temps, ils sont dans le même cône

de type temps si et seulement si < u; v >1< 0.

2) u 2 C(v) si et seulement si C(u) = C(v).
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3) Les cônes sont des ensembles convexes de type temps.

Théorème 2.12 Soit u, v 2 E31 deux vecteurs de types temps alors

k< u; v >1k1 � kuk1 kvk1

si et seulement si u et v sont proportionnelles, dans le cas où les deux vecteurs se trouvent dans

le même cône de type temps, il existe un nombre unique ' � 0 tel que

< u; v >1= �kuk1 kvk1 cosh'

Le nombre ' est appelé angle hyperbolique ou Lorentzènne entre u et v:

Preuve. Soit u; v deux vecteurs de type temps linéairement indépendantes, et U = Spanfu; vg

est un plan de type temps. Par Prop. (2.6) l�équation sur �

< u+ �v; u+ �v >1=< u; u >1 +2 < u; v >1 +�
2 < v; v >1= 0

on a deux solutions. En particulier, le discriminant de l�équation quadratique doit être positive,

soit

< u; v >21�< u; u >1< v; v >

Cela montre l�inégalité dans le cas où u et v sont linéairement indépendants. Sur d�autre part,

si elles sont proportionnelles, alors on obtient directement l�égalité. pour la deuxième partie du

théorème, nous écrivons
< u; v >21
(kuk1 kvk1)2

� 1 (2.1)

Si u et v sont situées dans le même cône de type temps, puis < u; v >< 0 et l�expression 2.1

implique

�< u; v >1kuk1 kvk1
� 1

Comme la fonction cosinus hyperbolique cosh : [0;1)! [1;1) est un-à-un, il existe un nombre

unique ' 2 [0;1) on a

cosh' =
� < u; v >1
kuk1 kvk1
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Après la dé�nition de l�angle entre les deux vecteurs qui se trouvent dans le même type

temps cône, nous demandons comment dé�nir l�angle entre deux des vecteurs u; v 2 E31 qui sont

linéairement indépendants et que u; v ne sont pas lumiére, l�angle est dé�nir, en fonction du

plan P déterminé par u et v. La métrique induite sur P peut être Riemannenne, Lorentzienne

ou dégénérée.

1) Si le plan est Euclidien, la dé�nition de l�angle entre les deux vecteurs de type espace est

usual dans l�espace euclidien.

2) Si le plan est lorentzienne, alors il est isométrique à la plan Lorentz-Minkowski E21 et une

isométrie ne change pas la dé�nition de l�angle.

Nous avons dé�ni l�angle pour deux vecteurs de type temps dans le même cône de type temps.

Il su¢ t de considérer que u et v sont unitaires. L�ensemble U21 des vecteurs unitaires de E21 a

quatre composantes, à savoir

H1+ = f(x; y) 2 E21 : x2 � y2 = �1; y > 0g;H1� = f(x; y) 2 E21 : x2 � y2 = �1; y < 0g

S1+1 = f(x; y) 2 E21 : x2 � y2 = 1; x > 0g;S1�1 = f(x; y) 2 E21 : x2 � y2 = 1; x < 0g

Les vecteurs dans H1+ [H1� sont de type temps et dans S1+1 [ S1�1 sont de type espace.

Remarque 2.13 on rappelle que, en changeant (x; y) par (y; x), le plan E21 changements par

R2 équipés de la métrique

�(dy)2 + (dx)2

Un vecteur de type espace (resp. de type temps) de E21 convertit à un vecteur de type temps

(resp. de type espace) du nouvel espace métrique.

Dé�nition 2.14 Soit u; v 2 E21 deux vecteurs de type espace non nuls de telle unjuj et vnjvj se

trouvent dans le même composant de U21 :et l�angle\(u; v) = ': Alors ' 2 [0;1) est le nombre
unique tel que

cosh' =
< u; v >1
kuk1 kvk1

(2.2)

Dé�nition 2.15 Soient u; v 2 E31 le produit vectoriel Lorentzienne de u et v est la unique
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vecteur désigné par u ^1 V qui satisfait

< u ^1 v; w >1= det(u; v; w) (2.3)

Où det(u; v; w) est le facteur déterminant de la matrice obtenue en plaçant des colonnes les

coordonnées des trois vecteurs u; v et w par rapport à Bu.

Le bilinéarité de la métrique assure l�existence et l�unicité de ce vecteur u ^1 v, En prenant 2.3

chacun des vecteurs Ei de Bu, nous obtenons l�expressionde u ^1 v en coordonnées par rapport

à Bu

u ^1 v =

���������
�!
i

�!
j ��!k

u1 u2 u3

v1 v2 v3

���������
On dit que u ^1 v le produit vectoriel euclidien, alors u ^1 v est le re�et de u ^e v par rapport

au plan de l�équation z = 0.

Notons que si u et v sont deux vecteurs non dégénérées, alors B = fu; v; u ^1 vg est une

base de E31. Mais contrairement à l�espace euclidien, le caractère causal de u et v détermine si

la base est ou non orienté positivement. Exactement, si u, v sont de type espace, alors u ^1 v

est de type temps.

La norme de u dans E31 est noté par kuk1 =
p
< u; u >1. Les vecteurs u et v sont ortogonaux

si < u; v >1= 0:

L�espace de De Sitter (ou la sphere Lorentzienne de rayon r et de centre 0) est dé�nit par

S2r = fu = (u1; u2; u3) 2M j< u; u >1= r2g;

et l�espace anti de De Sitter (ou la sphère Hyperbolique de rayon r et de centre 0) est donnée

par

H2r = fu = (u1; u2; u3) 2M j< u; u >1= �r2g:

2.2 Courbes causales

Soit E31; l�espace de Minkowski de dimension 3, on a les di�nitions suivantes ;
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Dé�nition 2.16 Un vecteur de norme strictement négative de E31 est dit de type temps ou plus

simplement temporel, un vecteur de norme strictement positive est dit de type espace, ou spatial

et un vecteur non-nul de norme nulle est dit de type lumiére, nul ou isotrope. En�n, un vecteur

non-nul de type temps ou lumière est dit de type causal.

Maintenant, soit � une courbe paramétrée de I � R dans E31 ;

Dé�nition 2.17 Une courbe � est dite de type temps ou temporelle (resp. espace, lumiére,

causal) si tous ses vecteurs tangents sont de type temps (resp. espace, lumiére, causal).

Si � est une courbe paramétrée par la longuer d�arc alors

kTk1 = �1

(� ne peut pas être lumière kTk1 6= 0)

2.3 Repère de Serret-Frenet dans E31

Le repère de Serret-Frenet dans E31 est donne par la proposition suivante :

Proposition 2.18 Soit � : I � R ! E31 une courbe non nulle paramètrée avec la longeur

d�arc s. Le vecteur vitesse, normal, binormal, la courbure et la torsion véri�es les formules de

Serret-Frenet dans E31 données par0BBB@
T 0

N 0

B0

1CCCA =

0BBB@
0 � 0

�"1"2� 0 �

0 �"2"3� 0

1CCCA
0BBB@
T

N

B

1CCCA (2.4)

où � et � sont respectivement la courbure et la torsion de � et

< T; T >1= "1 = �1; < N;N >1= "2 = �1; < B;B >1= �"1"2 = "3:

Les liens entre le vecteur tangent T , le vecteur normal principale N et le vecteur binormal B

sont

T ^1 N = "1"2B; N ^1 B = �"1T et B ^1 T = �"2N .
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où ^1 est le produit vectoriel dans E31:

Preuve. Soit � : I � R! E31 une courbe non nulle paramètrée avec la longeur d�arc s: On

a 8s 2 I

< T; T >1= "1 = �1

On obtient donc en dérivant

< T;
dT

ds
>1= 0

d�où les vecteurs T et T 0 sont orthogonaux, alors il existe une fonction � et un vecteur unitaire

N tel que

T 0 = �N

on en déduit que

< N 0; T >1= �"1"2�

En d�erivant B = T ^N membre a membre on obtient :

B0 = T 0 ^1 N + T ^1 N 0 = T ^1 N 0

donc B est orthogonal à T et B, il est colinéaire à N . Il existe donc � 2 R tel que

B0 = �"2"3�N

D�autre part, Pour tout s 2 I, on a

< N(s); N(s) >1= "2

On dérivant, le dernière equation cela donne :

< N 0(s); N(s) >1= 0

Puisque (T;N;B) est une base orthonormée, on a alors

N 0(s) = < T;N 0 > T+ < N;N 0 > N+ < B;N 0 > B

= �"1"2�T + �B
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Si � est une courbe de type espace avec un vecteur normal de type espace ou temps alors

formules de Serret-Frenet dans E31 sont0BBB@
T 0

N 0

B0

1CCCA =

0BBB@
0 � 0

�"� 0 �

0 � 0

1CCCA
0BBB@
T

N

B

1CCCA ;
avec

< T; T >= 1; < N;N >=< B;B >= " = �1

Si � est une courbe de type temps avec un vecteur normal de type espace ou temps alors

formules de Serret-Frenet dans E31 sont0BBB@
T 0

N 0

B0

1CCCA =

0BBB@
0 � 0

"� 0 �

0 � 0

1CCCA
0BBB@
T

N

B

1CCCA ;
avec

< T; T >= �1; < N;N >=< B;B >= " = �1

d�où la preuve de la proposition.
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Chapitre 3

Coubes helices et slant helices dans E31

3.1 Courbes helices dans E31

Soit � : I � R ! E31 une courbe non nulle (i.e. espace ou temps) avec la longeur d�arc

s paramètrée par les formules de Serret-Frenet dans E31 (T;N;B; �; �) données par la formule

(2.4).

L�angle Lorentzienne � entre T et un vecteur tangent X à la courbe � est

g1(T;X) = L(�)

Où L(�) est

i. cos � si T et X sont des vecteurs de type espace qui couvrent un sous espace

vectoriel de type espace,

ii. cosh � si T et X sont des vecteurs de type espace qui couvrent un sous espace

vectoriel de type temps,

iii. sinh � si T et X sont des caractérs de casual di¤érents.

Dé�nition 3.1 Soit � une courbe unitaire avec la longeur d�arc s. La courbe � est dite hélice

si pour tous champ vecteurs non nul U parellel le long de la courbe � (i.e. r�0U = 0) dans E31;

la fonction hT (s); Ui est constante.
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Théorème 3.2 Soit � : I � R! E31 une courbe non nulle avec la longeur d�arc s paramétriée

par les formules de Serret-Frenet dans E31 (T;N;B; �; �). La courbe � est une courbe helice si

est seulement si le quotient entre la torsion et la courbure soit constant

�

�
= c constante

Preuve. Soit � une courbe unitaire non nulle avec la longeur d�arc s dans E31 Le repère de

Frenet fT;N;B; �; �g de � est donné par

26664
T 0(s)

N 0(s)

B0(s)

37775 =
26664

0 � 0

�"1"2� 0 �

0 �"2"3� 0

37775
26664
T (s)

N(s)

B(s)

37775
où k et � sont la courbure et la torsion de la courbe, respectivement .

On suppose d�abord que � est hélice. Soit U le champ de vecteurs parallel de caractaire quel-

conque. On a on de la dé�nition (3.1)

< T (s); U >= c

En dérivant, cela donne

<
dT (s)

dt
; U > + < T (s);

dU

dt
>= 0

Comme U est parallel, on aura

< T (s);
dU

dt
>= 0

On a

<
dT (s)

dt
; U >= 0

Alors

� < N;U >= 0 =)< N;U >= 0

De même, aprés la dérivation, on obtient

< �"1"2�T + �B; U >= 0 =) �"1"2� < T; U > +� < B;U >= 0
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et
�

�
= �"1"2

< T;U >

< B;U >
= c constante

La réciproque et facile.

3.2 Courbes slant helices dans E31

Dé�nition 3.3 Soit � une courbe de vecteur de vitesse unitaire (ou une courbe unitaire). La

courbe � est appelée slant hélice si pour tous un champ vecteurs parellel le long de la courbe �

non nul U (i.e. r�0U = 0) dans E31; on a la fonction hN(s); Ui est constante.

Théorème 3.4 Soit � une courbe unitaire de type temps dans E31 .La coubes � est une courbe

slant hélice si et seulement si l�une des deux fonctions suivantes

�2

(� 2 � k2)
3
2

��
�

�0
et

�2

(�2 � � 2)
3
2

��
�

�0
(3.1)

est constante par tout s et que � 2 � �2 6= 0.

Preuve. Soit � une courbe unitaire de type temps dans E31. Le repère de Frenet fT;N;B; �; �g

de � est donné par

T (s) = �0(s);

N(s) =
�00(s)

j�00(s)j et

B(s) = T (s)�1 N(s)

et 26664
T 0(s)

N 0(s)

B0(s)

37775 =
26664

0 �(s) 0

�(s) 0 �(s)

0 ��(s) 0

37775
26664
T (s)

N(s)

B(s)

37775 (3.2)

où k et � sont la courbure et la torsion de la courbe, respectivement .

On suppose d�abord que � est slant hélice.
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Soit U le champ de vecteurs parallel tel que la fonction

hN(s); Ui = c

(c est constante) alors il existe des fonctions lissent a2 et a1 de telles que

U = a1(s)T (s) + cN(s) + a3(s)B(s); s 2 I (3.3)

Comme U est constante, une di¤érenciation de l�équation (3.3) et en utilisant (3.2), on a8>>><>>>:
a01 + ck = 0

ka1 � �a3 = 0

a03 + c� = 0

(3.4)

De la seconde équation en (3.4), on en déduit

a1 = a3

��
�

�
(3.5)

de plus U est parallel alors il est constant d�où

hU;Ui = �a21 + c2 + a23 (3.6)

= constant (3.7)

Nous rappelons que cette contrainte, ainsi que la deuxiéme et la troisième équation (3.4) est

équivalent au système très (3.4). Combinant (3.5), (3.6) et soit m le constante donnée par

"m2 = a23

���
�

�2
� 1
�
où m > 0 et " 2 f�1; 0; 1g : (3.8)

Si " = 0, a3 = 0 et de (3.4), nous avons a1 = c = 0 .Ce la signi�e que U = 0 d�où la contradiction.
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Ainsi " = �1 et ainsi � 2 � �2 6= 0; cela donne

a3 = � mq�
�
�

�2 � 1 ou
a3 = � mq

1�
�
�
�

�2
sur I, La troisième équation dans (3.4) donne

d

ds

24� mq�
�
�

�2 � 1
35 = c� ou

d

ds

24� mq
1�

�
�
�

�2
35 = �c�

sur I, qui donne

�2

(� 2 � �2) 32

��
�

�0
= � c

m
ou

�2

(� 2 � �2) 32

��
�

�0
= � c

m

Inversement, supposons que la condition (3.1) est satisfaite. En ordre pour simpli�er les calculs,

nous supposons que

< N;U >= C

alors

U =
�p

� 2 � �2
T + CN +

kp
� 2 � �2

B (3.9)

Une di¤érenciation de (3.9) et tenat compt que U est parallel (i.e. dU
ds
= 0), on aura

C 0 = 0 alors

C = constante

d�où

hN(s); Ui = constante
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ce qui signi�e que � est une courbe slant hélice.

Théorème 3.5 Soit � est une courbe unitaire de type espace dans E31. La courbe � est appelée

slant hélice si et seulement si :

a) Si le vecteur normal N est de type temps, alors

k2

(� 2 � �2)
3
2

��
�

�0
ou (3.10)

k2

(�2 � � 2)
3
2

��
�

�0
sont constantes pour tout s et � 2 � �2 6= 0.

b) Si le vecteur normal � est de type espace, alors

k2

(� 2 + �2)
3
2

��
�

�0
(3.11)

est constante pour tout s.

c) Si le vecteur normal � est de type lumière, alors toute courbe de type espace est slant helices

courbes.

Preuve. Soit � une courbe unitaire de type espace dans E31.

Dans le cas où la vecteur normale N(s) de � est de type temps ou de type espace alors le repère

de Frenet fT;N;B; �; �g de � est donné par

26664
T 0(s)

N 0(s)

B0(s)

37775 =
26664

0 �(s) 0

�"2�(s) 0 �(s)

0 �(s) 0

37775
26664
T (s)

N(s)

B(s)

37775 (3.12)

On suppose d�abord que � est slant hélice.

Soit U le champ de vecteurs parallel tel que la fonction hN(s); Ui = c (c est constante) alors il

existe des fonctions lisses a2 et a1 de telles que

U = a1(s)T (s) + cN(s) + a3(s)B(s); s 2 I (3.13)
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On a aprés une di¤érentiation, 8>>><>>>:
a01 + c� = 0

�a1 � �a3 = 0

a03 + c� = 0

(3.14)

De la seconde équation (3.14), on en déduit

a1 = a3

��
�

�
(3.15)

de plus U est parallel alors il est constant d�où

hU;Ui = a21 + "2c2 � "2a23 = constant (3.16)

Nous rappelons que cette contrainte, ainsi que la deuxiéme et la troisième équation (3.4) est

équivalent au système très (3.4). Combinant (3.5), (3.6) et soit m le constante donnée par

"m2 = a23

���
�

�2
� 1
�
où m > 0 et " 2 f�1; 0; 1g : (3.17)

Si " = 0, a3 = 0 et de (3.4), nous avons a1 = c = 0 .Ce la signi�e que U = 0 d�où la contradiction.

Ainsi " = �1 et ainsi � 2 � �2 6= 0; cela donne

a3 = � mq�
�
�

�2 � 1 ou
a3 = � mq

1�
�
�
�

�2
sur I, La troisième équation dans (3.4) donne

d

ds

24� mq�
�
�

�2 � 1
35 = c� ou

d

ds

24� mq
1�

�
�
�

�2
35 = �c�
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sur I, qui donne

k2

(� 2 � �2) 32

��
�

�0
= � c

m
ou

k2

(� 2 � �2) 32

��
�

�0
= � c

m

Inversement, supposons que la condition (3.1) est satisfaite. En ordre pour simpli�er les calculs,

nous supposons que

< N;U >= C

alors

U =
�p

� 2 � �2
T + CN +

kp
� 2 � �2

B (3.18)

Une di¤érenciation de (3.9) et tenat compt que U est parallel (i.e. dU
ds
= 0), on aura

C 0 = 0 =) C = constante

d�où

hN(s); Ui est constante

ce qui signi�e que � est une slant hélice.

c) Soit le vecteur normal N(s) de la courbe � est un vecteur de type lumière pour tout s 2 I.

alors le repère de Frenet est donneé par T (s) = �0(s),N(s) = T 0(s) et B(s) le vecteur orthogonal

unique de type lumiére pour T (s) telle que

hN(s); B(s)i = 1

alors les équations de frenet est26664
T 0(s)

N 0(s)

B0(s)

37775 =
26664
0 1 0

0 �(s) 0

�1 0 �(s)

37775
26664
T (s)

N(s)

B(s)

37775 (3.19)

Si � est la torsion de la courbe (�(s) 6= 0 pour tout s 2 I). Nous montrent que cette courbe est
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une courbe slant hélice. Soit a2(s) une solution non triviale du O.D.E

y(s) + �(s)y(s) = 0

comme U = a2(s)N(s). En utilisant (3.19), dU(s)nds = 0. telle que, U est un champ de vecteur

constant (non nulle) dans E31 et

hN(s); Ui = 0

ce qui signi�e que � est une slant hélice.

Théorème 3.6 Soit � une courbe unitaire de type lumiére dans E31. La courbe � est une slant

hélice si et seulement si la torsion est

�(s) =
a

(bs+ c)2
(3.20)

où a,b et c sont des constantes, avec bs+ c 6= 0.

Preuve. Soit � une courbe unitaire de type lumière dans E31. Le repère de Frenet de � est

T (s) = �0(s), le vecteur normale N(s) = T 0(s) est de type espace et soit B(s) vecteur unique

ortogonale de type lumière à N(s) telle que

hN(s); B(s)i = 1

les équations sont frenet26664
T 0(s)

N 0(s)

B0(s)

37775 =
26664

0 1 0

�(s) 0 �1

0 ��(s) 0

37775
26664
T (s)

N(s)

B(s)

37775 (3.21)

Ici �(s) est la torsion de �, qui est supposé à la propriété �(s) 6= 0 pour tout s 2 I.

On suppose que � est une courbe slant hélice. Soit U le champ de vecteur constant de telle

sorte que la fonction hN(s); Ui = C est constante. Alors :

U = a1(s)T (s) + cN(s) + a3(s)B(s) ; s 2 I (3.22)
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et 8>>><>>>:
a01 + c� = 0

a1 � �a3 = 0

a03 � c = 0

(3.23)

En suite, a3(s) = cs +m, m 2 R et a1 = (cs +m)� . En utilisant équation du premier (3.23),

on a :

(cs+m)� 0 + 2c� = 0

La solution de cette équation est

�(s) =
n

(cs+m)2

où m et n sont des constantes cela prouve (3.20) dans le théorème 4.7. Inversement, si la

condition (3.20) donne

U =
a

bs+ c
T + bN(s) + (bs+ c)B(s)

En utilisant les équations Frenet (3.21), nous obtenons que dU(s)
ds

= 0, qui est, U est un champ

de vecteur constant de E31. Alors

hN(s); Ui = b

ce qui signi�e que � est une slant hélice.

Corollaire 3.7 Soit � : I ! E31 une courbe unitaire.

a) Soit � une courbe de type temps ou une courbe de type espace avec vecteur normal de type

espace et �2 � � 2 6= 0 alors � est une slant hélice si et seulement si la courbe

� : I ! E21

donnée par

�(s) = (

Z
�ds;

Z
�ds)

est une courbe plane de courbure constante dans le plan de Lorentz-Minkowski E31.

b) Soit � une courbe de type espace avec un vecteur normal de type temps et �2� � 2 6= 0. Alors

� est une slant hélice si et seulement si la courbe

� : I ! E2

32



donnée par

�(s) = (

Z
�ds;

Z
�ds)

est une cercle eucldien dans E2.

Preuve. Soit � est une courbe de type temps et on suppose que k2i� 2.

La courbure k� de � satisfait

��2�(s) =
1

j�0(s)j6
(j�0(s)j2 j�00(s)j2 � h�0(s); �00(s)i2)

Utilisons la métrique de Lorentz E21, on a :

j�0(s)j2 = �2 � � 2; j�00(s)j2

= �
02 � � 02; h�0(s); �00(s)i2

= (��0 � �� 0)2

Alors

��(s) = �
�2

(�2 � � 2) 32

��
�

�2
Donc la fonction de courbure �� est constante si et seulement si � est une courbe slant hélice.

Exemple 3.8 (Courbe slant hélice dans E31) On donne un exemple d�une courbe slant hé-

lice � de type temps inclineé dans espace de Minkowski E31 par

� : I � R! E31

�1(s) = (�1(s); �2(s); �3(s))

et 8>>><>>>:
�1(s) =

9
400
sinh(25s) + 25

144
sinh(9s)

�2(s) =
9
400
cosh(25s)� 25

144
cosh(9s)

�3(s) =
15
136
sinh(17s)
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La courbe se trouve sur l�hyperboloïde d�une feuille

� x2

( 34
225
)2
+

y2

( 34
225
)2
+

z2

( 2
15
)2
= 1

donnée par la �gure 4 suivante

Figure.4 Courbe slant helice de type temps
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Chapitre 4

Courbes indicatrices et involutions

d�une courbe slant hélices dans E31

Nous étudions l�indicatrice de la tangente et indicatrice binormal et involutions d�une slant

hélice, On se limite aux courbes non nuls dont leurs vecteur normal N est de type espace ou de

type temps.

Soit � une courbe unitaire � : I ! E31 L�indicatrice de la tangente est la courbe T : I ! E31
(resp. la courbe B : I ! E31) telleque T (resp. B) est le vecteur tangent (resp. de vecteur

binormal) à �.

Notons par

H21 =
�
x 2 E31, hx; xi = �1

	
l�espace hyperbolique et

S21 =
�
x 2 E31, hx; xi = 1

	
l�espace de De Sitter, Si l�image d�une courbe réside dans H21 ou S21 nous disons que la courbe

est sphérique. En particulier, la tangente indicatrice et l�indicatrice normale et binormale sont

sphériques exprimé par la dé�nition suivante

Dé�nition 4.1 Soit � une courbe unitaire dans E31 donnée par le repère de Serret-Frenet

fT;N;B; �; �g: Les vecteurs unitaires T;N et B le long de la courbe �(s) génèrent des courbes

T (s); N(s) et B(s) sur H21 ou S21 suivant leurs causalités de l�origine. Les courbes T (s); N(s) et

B(s) sont les courbes tangente, normale et binormale respectivement par rapport aux vecteurs
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T;N et B.

On rappel les repère de Serret-Frenet des courbes indicatrices dans E31 par les propositions

suivantes sans preuves. (voir [2])

Proposition 4.2 Soit � : I ! E31 une courbe unitaire paramètré par la longueur d�arc s et

de repére de Serret-Frenet (T;N;B; �; �) dé�nit par la fourmule (2.4). La courbe indicatrice

tangente de � et la courbe T(s) de repére de Serret-Frenet noté (TT; NT; BT; �T; �T) et donné

par 8>>><>>>:
DtTT = �TNT

DtNT = �"T1"T2�TTT + �TBT
DtBT = "T2"T3�TNT;

avec

kTTk1 = "T1 = �1; kNTk1 = "T2 = �1; kBTk1 = �1 = �"T1"T2 = "T3 :

et

TT = "2N

NT =
1p

�2 + � 2
(��T + �B)

BT =
1p

�2 + � 2
(�T + �B)

la corbure et la torsion de T(s) est donnée par

�T =

p
�2 � "T2� 2
�

et �T = "T2
�� 0 � �0�
� (�2 + � 2)

Proposition 4.3 La courbe indicatrice normale de � et la courbe N(s) de repére de Serret-

Frenet noté (TN; NN; BN; �N; �N) et donné par8>>><>>>:
DtTN = �NNN

DtNN = �"N1"N2�NTN + �NBN

DtBN = �"N2"N3�NNN;
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avec

kTNk1 = "N1 = �1; kNNk1 = "N2 = �1; kBNk1 = �1 = �"N1"N2 = "N3

et

TN =
1p

�2 + � 2
(��T + �B)

NN =
1q

(�2 + � 2) (�� 0 � �0�)2 + (�2 + � 2)4

h
(�� 0 � �0�) (�T + �B)�

�
�2 + � 2

�2
N
i

BN =
1q

(�� 0 � �0�)2 + (�2 + � 2)3
��
�2 + � 2

�
(�T + �B) + (�� 0 � �0�)N

�

la courbure et la torsion de N(s) est données par

�N =

q
(�2 + � 2)3 + (�� 0 � �0�)2

(�2 + � 2)
3
2

et

�N =
[(�� 00 � �00�) (�2 + � 2)� 3 (�� 0 � �0�) (��0 � �� 0)]

(�2 + � 2) + (�� 0 � �0�)2

Et �nalement pour la courbe binormale, on a :

Proposition 4.4 La courbe indicatrice normale de � et la courbe B(s) de repére de Serret-

Frenet noté (TB; NB; BB; �B; �B) et donné par8>>><>>>:
DtTB = �BNB

DtNB = �"B1"B2�BTB + �BBB
DtBB = �"B2"B3�BNB;

avec

kTBk1 = "B1 = �1; kNBk1 = "B2 = �1; kBBk1 = �1 = �"B1"B2 = "B3

et

TB = �N

NB =
1p

�2 + � 2
(�T � �B)

BB =
1p

�2 + � 2
(�T + �B)
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la courbure et la torsion de B(s) sont données par

�B =

p
�2 � "T2� 2
�

et �B =
� (�� 0 � �0�)
� (�2 � "T2� 2)

Lemme 4.5 Si �(t) est courbe non-paramétrée par la longueur d�arc, les formules de la courbure

et la torsion sont

�2�(t) = "
j�0(s)j2 j�00(s)j2 � h�0(s); �00(s)i2

j�0(s)j6
;

��(t) = �"det(�
0(t); �00(t); �000(t))

k�(t)2 j�0(s)j6

" = �1 et �00 (t) est de type espace ou de type temps.

Théorème 4.6 Soit � une courbe unitaire de type temps ou espace (avec le vecteur normal de

type temps ou espace). Si � est une courbe slant hélice de E31 , alors la tangente indicatrice T

est un sphérique hélice .

Preuve. On note la courbure et la torsion de T par �T et �T respectivement. Nous allons

prouver que le rapport �T��T est constante, ce qui montre que T est un (sphérique) hélice

dans E31. A�n de calculer �T et �T, nous soulignons que l�indicatrice tangente est pas la longueur

d�arc paramétré.

Soit � est une courbe avec le vecteur normal N de type espace ou de type temps (i.e. <

NT; NT >= "T2 = �1). Alors l�indicatrice de tangente T est une courbe de type espace ou une

courbe de type temps. Pour les deux cas on a d�aprés le lemme (4.5)

�2T(t) = � 1
�2
�
�2 � "T2� 2

�
;

det(T0;T00;T000) = "T2�
5(
�

�
)0;

�T = "T2
�( �

�
)0

�2 � "T2� 2
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Dans le cas où � est une courbe de type temps, alors T est une courbe de type espace et

k2T(t) = � 1
�2
�
�2 � � 2

�
,

det(T0;T00;T000) = ��5(�
�
)0 ,

�T = "T2
�( �

�
)0

�2 � � 2

Ou on utilisant la proposition (3-9),on a alors

�T
�T

= "T2
�2( �

�
)0

(�2 � "T2� 2)
3
2

ou

�T
�T

=
�2( �

�
)0

(�2 � � 2) 32

�T��T est constante. Cela montre que T est une courbe hélice.

Théorème 4.7 Soit � une courbe unitaire de type temps ou d�un type espace (avec le vecteur

normal de type temps ou espace). Si � est une courbe slant hélice de E31, alors la binormal

indicatrice B est un sphérique hélice .

Preuve. Soit �B et �B la courbure et la torsion de la courbe B et � un courbe de type

espace. La courbe binormale indicatrice B est un courbe de type temps ou d�un type espace, si

N est de type espace ou de de type temps, on a

�2B =
�2 � "0� 2

� 2
;

det(B0;B00;B000) = "0�
2� 3(

�

�
)0;

�B =
�2

� (�2 � "0� 2)
(
�

�
)0

"0 = 0 ou �1. Si � est de type temps, alors B est une courbe de type espace

Alors

�2B =
�2 � "0� 2

� 2
;

det(B0;B00;B000) = "0�
2� 3(

�

�
)0;

�B =
�2

� (�2 � "0� 2)
(
�

�
)0
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Par conséquent, on a :

�B
�B

= �(�)
�2( �

�
)0

(�2 � "0� 2)
3
2

ou

�B
�B

= �(�)
�2( �

�
)0

(�2 � � 2) 32

où � = �1 si � est positive ou négative, respectivement. On ici utilisant (3.1), (3.10) et (3.11),

les deux expressions sont des constantes, ce qui prouve que la binormale indicatrice B est une

hélice dans E31.

Dé�nition 4.8 Soit � : I ! E31 est une courbe paramétrées par la longueure d�arc s. Une

courbe involution de � est la courbe � : I ! E31 telle que pour chaque s 2 I le point �(s) se

trouve sur la ligne de la tangente de � à s et

h�0(s); �0(s)i = 0

Si � est une courbe non-nulle, l�équation d�une involution est

�(s) = �(s) + (c� s)T (s)

où c est une constante et T est la tangente unité du vecteur �.

On a le théorème :

Théorème 4.9 Soit � une courbe de type temps unitaire ou de type espace (avec le vecteur

normal de type temps ou espace). Soit � une involution de la courbe �. Alors � est un courbe

slant hélice si et seulement si � est une courbe hélice.

Preuve. Soit k� et �� la courbure et la torsion de �: Si � est une courbe de type temps ,on

a

�2� =
� 2 � �2

�2 (c� s)2
,

�� = � k

(c� s) (� 2 � �2)(
�

�
)0
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Alors
��
��
= � �2

(� 2 � �2) 32
(
�

�
)0

Si � est une courbe de type espace,

�2� =
� 2 � "0�2

�2 (c� s)2
;

�� = � �

(c� s) (� 2 � "0�2)
(
�

�
)0

et
��
��
= � �2

(�2 � "0� 2)
3
2

(
�

�
)0

"0 = �1 avec N un vecteur est un type espace ou de type temps.

41



Chapitre 5

Conclusion

Ce travail généralise l�étude des courbes hélices et slant hélices dans le cas Euclidien. l�espace

de Minkowski est un espace très important dans la relativité restreinte, muni d�une métrique

Lorentzienne on peut étudier les courbes hélices et slant hélices dans ce cas, comme une extension

du cas Euclidien et des relations entre les courbes indicatrices et l�involution d�une courbe de

déduit directement.
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Chapitre 6

Perspectives

1) Caractériser les courbes helices et slant helices au cas des variétés Riemanniènne et

Lorentzienne.

2) Caractériser les courbes Vn�slant helices

3) Etudier les surface dans l�espace de Minkowski E31:

4) Voir d�autre type de courbes spéciales.
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