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Introduction
Depuis toujours les mathématiciens étaient fascinés par l’étude

des surfaces pour en tirer profit dans la vie courante (architec-
ture, industrie, art. . .), et autant pour l’amour de la recherche
et de la connaissance.Cette recherche a abouti à un type de sur-
face particulier, (appelée surface minimale), minimisant son aire
tout en réalisant une contrainte.

Le premier problème de surface minimale a été posé et résolu
par Leonhard Euler en 1744,et au cours des années qui suivent
les découvertes se succèdes ( Lagrange(1755), Meusnier (1776)
, Weierstrass (1866). . .).Depuis les années 1960 la recherche se
concentre sur les surfaces minimales, et avec les progrès de l’in-
formatique la vitesse du calcul s’est accélérée plusieurs décou-
vertes sont réalisées.

Se mémoire intitulé«Quelques Aspects sur Les Surfaces
Minimales»a pour but de faire un résumé de l’essentiel des
travaux des scientifiques et les progrès qu’ils ont réalisé sur les
surfaces minimales tout en leur donnant des exemples.

Le mémoire se divise en trois chapitres :
Le premier est consacré à des généralités concernant les courbes

et les surfaces dans l’espace euclidien à trois dimensions.
Le deuxième chapitre donne les concepts essentiels pour l’étude

des surfaces minimales.
Finalement, dans le troisième chapitre on trouve quelques

exemples connus de surfaces minimales avec un bref résumé de
leurs caractéristiques.



Chapitre 1

Courbes et surfaces dans R3

Nous allons tenter, dans ce premier chapitre d’étudier l’allure
locale d’une courbe ou d’une surface donnée qui est fortement
liée a des concepts tels que « le trièdre de frenet, la coubure, la
torsion...»,alors on va définir ces concepts en premier lieu sur les
courbes « planes, gauches » et en deuxieme lieu sur les surfaces
dans l’éspace.

1.1 Courbe paramétrée :

Définition 1.1.1. On appelle courbe paramétrée de classe Ck de
R3, une application de classe Ck

f : I −→ R3

t 7−→ f(t) = M

où I est un intervalle ouvert de R.(Figure1.1)
— L’ensemble Γ = f(I) = {f(t), t ∈ I} est appelé le support

géométrique de f : I → R3 .
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Figure 1.1 – Courbe paramétrée

— On dit que Γ est une courbe géométrique et que (f, I) est
une paramétrisation de Γ .

— Un support Γ peut admettre plusieurs paramétrages diffé-
rents,il suffit pour cela de se donner une fonction bijective
ϕ de J vers I :(f ◦ ϕ, J) est alors un arc paramétré de
support Γ.[1]

1.1.1 Courbes régulières

La courbe f : I → R3 est dite régulière si pour tout t ∈ I on
a f ′ (t) 6= 0.

Dans ce cas, le support Γ de la courbe admet une tangente
en tout point f (t) qui est dirigée par f ′ (t) 6= 0(Figure 1.2).

Si on reparamétrise une courbe régulière, on a toujours une
courbe régulière. D’autre part, les droites tangentes ne dépendent
pas de la paramétrisation.
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Figure 1.2 – Tangente à une courbe paramétrée

1.1.2 Abscisse curviligne

Soient I ⊂ R , t0 ∈ I et f : I −→ R3

t 7−→ f(t) = M


une courbe paramétrée régulière de classe C1.

L’abscisse curviligne de f est l’application s définie par :

s : I −→ R

t 7−→ s(t) = ∫ t
t0
‖f ′(u)‖ du

Le nombre s(t) défini par s(t) = ∫ t
t0
‖f ′(u)‖ du représente la

longueur de l’arc orienté M0M

On remarque que s est une fonction de classe C1 dont la
dérivée s′(t) = ‖f ′(t)‖ est strictement positive. On en déduit
que s : I → J = s(I) est un C1-difféomorphisme.

L’application f ◦s−1 : J → R3 est donc une reparamétrisation
de f , qui est appelée paramétrisation par abscisse curviligne.

Si f : I → R3 est une courbe paramétrée par abscisse curvi-
ligne « la paramétrisation (f, I) est normale », alors pour tout
t ∈ I on a ‖f ′(t)‖ = 1 .[2]
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1.1.3 Courbes planes

Rappelons qu’une courbe plane est une courbe qui est entiè-
rement contenue dans un (unique) plan

On s’intéresse à l’allure locale des courbes planes régulières.
Une notion centrale pour connaître cette allure est la courbure
qui est fortement liée à la dérivée seconde de la paramétrisation.

Repère de Serret-Frenet

Soit γ : I → R2 une courbe paramétrée régulière de classe
C2.

Le repère de Serret-Frenet de γ au point γ(t) est le repère
orthonormé directe :(γ(t), ~T , ~N) .où ~T = γ′(t)

‖γ′(t)‖ est le vecteur
unitaire tangent à la courbe en γ(t) et ~N(t) = rotπ/2 ~T (t) le
vecteur unitaire normal à la courbe en γ(t) obtenu en tournant
le vecteur tangent unitaire d’un angle +π/2

le repère de Serret-Frenet. est un repère orthonormé qui varie
le long d’une courbe paramétrée.(Figure 1.3)[3]

Figure 1.3 – Repère de Serret-Frenet Rı(γı(s), ~Tı(s), ~Nı(s))
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Courbure :

Soit γ : I → R2 une courbe paramétrée normale régulière de
classe C2 et M = γ(s) un point de la courbe.

Figure 1.4 – Dérivée première et seconde d’une courbe paramétrée par abs-
cisse curviligne

comme γ′′(s) et γ′(s) = ~T sont orthogonal ,alors γ′′(s) est
colinéaire à ~N(s) (Figure 1.4)

il existe une application κ : I → R telle que :

∀s ∈ I, γ′′(s) = ~T ′(s) = κ(s) ~N

— La courbure algébrique κ̄(s) de γ en M est :

κ̄(s) = γ′′(s). ~N(s) = ~s′(s). ~N(s)

— La courbure κ(s) de γ en M est :

κ(s) = |κ̄(s)| =
∥∥∥∥~T ′(s)∥∥∥∥ = ‖γ′′(s)‖ =

∥∥∥∥∥∥∥
d~T

ds

∥∥∥∥∥∥∥
— Le pointM = γ(s) de γ est birégulier si κ(s) 6= 0 .
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— Le centre de courbure en γ(s) en un point de courbure non
nulle est le point :

c(s) = γ(t) + 1
κ̄(s)

~N(s)

— Le rayon de courbure en γ(s) en un point de courbure non
nulle est :

R(s) = 1
κ(s)

— Le cercle osculateur (Figure 1.3) est le cercle de centre c(s)
et de rayon R(s) = 1

κ(s)

Proposition 1.1.3.1. Soit γ : I → R2 une courbe paramétrée
régulière de classe C2, Alors pour tout t ∈ I, on a :[2]

κ̄(t) = det(γ′(t), γ′′(t))
‖γ′(t)‖3 et κ(t) = |det(γ

′(t), γ′′(t))|
‖γ′(t)‖3

Proposition 1.1.3.2. (Formules de Serret Fresnet). Soit γ :
I → R2 une courbe paramétrée régulière et de classe C2. Alors
pour tout s ∈ I,
on a : 

~T ′(s) = κ̄(s) ~N(s)
~N ′(s) = −κ̄(s)~T (s)

1.1.4 Courbes gauches :

Une courbe gauche est une courbe de R3 qui n’est pas plane.

Courbure

Soit γ : I → R3 une courbe paramétrée normale régulière et
de classe C2.
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La courbure de γ au point γ(s) est :

κ(s) = ‖γ′′(s)‖

La courbure d’une courbe paramétrée régulière γ : I → R3

de classe C2 au point de paramètre t vaut :

κ(t) = ‖γ
′(t) ∧ γ′′(t)‖
‖γ′(t)‖3

Point birégulier

Soit γ : I → R3 une courbe paramétrée normale régulière et
de classe C2.

— un point γ(s) est dit birégulier si κ(s) 6= 0 (i.e.γ′′(s) 6= 0).
— La dérivée seconde γ′′(s) est orthogonale à γ′(s) et indique

la direction dans laquelle la courbe est courbée à l’ordre
deux.

Trièdre de Frenet :(Figure 1.5)

Soit γ : I → R3 une courbe paramétrée régulière de classe C2

de support géométrique Γ, s(t) son abscisse curviligne et
M0 = s(t0) son origine.

a.Vecteur tangent unitaire

Appelons ~T le vecteur défini par :

~T = dγ(t)
ds

= d ~OM

ds
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||~T || = ||dOM ||
|ds|

= 1

Le vecteur ~T est unitaire tangent à Γ au point M

Remarque 1.1.4.1. ~T = dγ(t)
ds = dγ(t)

dt
dt
ds =

dγ(t)
dt
ds
dt

donc ~T = γ′(t)
||γ′(t)||

Si Γ est paramétrée par abscisse curviligne ,||γ′(t)|| = 1 ,alors
~T = γ′(t)

Figure 1.5 – Trièdre de Frenet

b.Vecteur unitaire de normale principale

le vecteur ~T est unitaire donc ~T .~T = ||~T ||2 = 1
par dérivation d(~T .~T )

ds = 2~T . .d~Tds = 0
alors d~T

ds est orthogonal à ~T .
posons :

~N =
d~T
ds

||d~Tds ||
~N est «le vecteur unitaire de la normale principale» de Γ en

M .

Remarque 1.1.4.2. ~N(s) = 1
κ(s)

~T ′(s) = γ′′(s)
‖γ′′(s)‖

13



c.Vecteur binormal

La binormale à γ au point γ(s) est le vecteur ~B(s) définit
par :

~B(s) = ~T (s) ∧ ~N(s)
~B(s) est orthogonal à ~T (s) et ~N(s).
~B(s) est unitaire car ~T (s) et ~N(s) sont unitaires

Définition 1.1.4.0.1. On appelle trièdre de Frenet associé à Γ
enM le repère orthonormé direct de l’éspace (γ(s), ~T (s), ~N(s), ~B(s)).

(M, ~T , ~N) définit le plan osculateur à Γ en M . C’est le plan
qui contient le mieux Γ.

(M, ~N, ~B) définit le plan normal à Γ en M .
(M, ~B, ~T ) définit le plan rectifiant à Γ en M .(Figure 1.6)

Figure 1.6 – Plans associés à une courbe
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Torsion d’une courbe :

Dans les courbes planes il a un seul vecteur normal qui est
orthogonal au vecteur tangent en tout point de la courbe tandi
que pour une courbe gauche, il y a tout un plan qui est or-
thogonal au vecteur tangent à la courbe en chaque point. La
torsion d’une courbe, nous indique comment "tourne" le repère
de Serret-Fresnet autour de la droite tangente à la courbe.

Soit γ : I → R3 une courbe paramétrée normale de classe
C3.et γ(s) un point birégulier.

pour tout s ∈ I, on a

~B(s). ~B(s) = ‖ ~B(s)‖2 = 1,

en dérivant on a

∀s ∈ I ~B′(s). ~B(s) = 0,

et pour tout s ∈ I on a

~B(s). ~T (s) = 0,

en dérivant on a

∀s ∈ I ~B′(s). ~T (s) + ~B(s). ~T ′(s) = ~B′(s). ~T (s) = 0

Le vecteur ~B′(s) est orthogonal à ~B(s) et ~T (s),il est donc
colinéaire à ~N(s) ,alors il existe un réel τ(s) tel que :

~B′(s) = τ(s). ~N(s)

15



Définition 1.1.4.0.2. La torsion τ(s) d’une courbe γ paramé-
trée par abscisse curviligne en un point birégulier γ(s) est :

τ(s) = ~B′(s). ~N(s)

Interpritation géométrique

Soit γ : I → R3 une courbe paramétrée régulière de classe C3

dont tous les points sont biréguliers. Alors

la courbe γ est plane ⇔ ∀t ∈ I, τ(t) = 0

La torsion est donnée pour tout s ∈ I par :

τ(s) = det(γ′(s), γ′′(s), γ′′′(s))
‖γ′′(s)‖2 (1.1)

Démonstration :on a
τ(s) = ~N(s). ~B′(s).

= ~N(s).(~T ′(s) ∧ ~N(s) + ~T (s) ∧ ~N ′(s))
= ~N(s).(~T (s) ∧ ~N ′(s))
= det( ~N(s), ~T (s), ~N ′(s))
= −det(~T (s), ~N(s), ~N ′(s))
= −det(γ′(s), R(s)γ′′(s), R(s)γ′′′(s))
= −R(s)det(γ′(s), γ′′(s), γ′′′(s))
= −detγ′(s)(,γ′′(s),γ′′′(s))

‖γ′′(s)‖2

Proposition 1.1.4.0.1. pour une paramétrisation générale
La torsion d’une courbe paramétrée γ : I → R3 de classe C3

en un point γ(t) est donnée par :

τ(s) = −det(γ
′(s), γ′′(s), γ′′′(s))
‖γ′(s) ∧ γ′′(s)‖2
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Formules de Serret-Frenet

En chaque point d’une courbe gauche paramétrée régulière,
on a un repère de Serret Fresnet. qui bouge le long de la courbe.
Les formules de Serret-Frenet expriment la dérivée de ce repère.

Soit γ : I → R3 une courbe paramétrée normale régulière de
classe C3 et γ(s) un point birégulier. Alors on a :


~T ′(s) = κ(s) ~N(s)
~N ′(s) = −κ(s)~T (s)− τ(s) ~B(s)
~B′(s) = τ(s) ~N(s)

17



1.2 Surfaces paramétrées

Définition 1.2.1. Une surface paramétrée de classe Ck k ≥ 1
est une application de classe Ck

f : U −→ R3

(u, v) 7−→ f(u, v) = M


x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)


où U est un domaine ouvert connexe de R2.

L’ensemble S = f(U) = {f(x, y), (x, y) ∈ U}
est appelé le support géométrique de la surface paramétrée

f : U → R3 (Figure 1.7)

Figure 1.7 – Surface paramétrée

Reparamétrisation

Soit f : U ⊂ R2 → R3 une surface paramétrée de classe C1 et
ϕ : V ⊂ R2 → U un C1 difféomorphisme. Alors
f ◦ ϕ : V → R2 est une surface paramétrée qui a exactement

le même support géométrique que f .

18



On dit que ϕ est un changement de variable admissible et
que f ◦ ϕ est une reparamétrisation de f .

1.2.1 Surface régulière

.
— La surface paramétrée f : U → R3 de classe C1 est dite

régulière au point M0 = f(u0, v0) si les vecteurs ∂f
∂u(u0, v0)

et ∂f
∂v (u0, v0) sont libres. ie ∂f

∂u(u0, v0) ∧ ∂f
∂v (u0, v0) 6= 0

— Une surface paramétrée est dite régulière si elle est régu-
lière en tout point.

1.2.2 Espace tangent à une surface

Soient f : U ⊂ R2 → R3 une surface paramétrée de classe C1

et
γ : I ⊂ R −→ U ⊂ R2

t 7−→ γ(t) = (u, v)
une courbe paramétrée plane dont le support géométrique est

inscrit dans l’espace des paramètres U , alors l’application

f ◦ γ : I −→ R3

t 7−→ (f ◦ γ)(t) = M


x(t)
y(t)
z(t)


est une courbe paramétrée dont le support Γ est inclus dans

le support S = f(U)
soient M0 ∈ S , M0 = f(u0, v0) supposons U = I × J , « I ,

J deux intervalles de R » tels que (u0, v0) ∈ I × J
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et deux courbes paramétrées (fv0, I) et (fu0, J) tracées sur S
et définies par :

1. fv0 : I −→ R3

u 7−→ fv0(u) = (u, v0)
2. fu0 : J −→ R3

v 7−→ fu0(v) = (u0, v)

fu0 et fv0 sont les deux fonctions partielles de f en (u0, v0)
les supports Γu0 et Γv0 de (fu0, J) et (fv0, I) respectivement sont
appelés courbes-coordonnées de S en M0(Figure 1.8)

Si fu0 est régulière en v = v0, alors le vecteur

f ′u0
(v0) = dfu0

dv
(v0) = ∂f

∂v
(u0, v0)

est tangent a la courbe Γu0 en M0. De même si fv0 est régulière
en u = u0,alors le vecteur

f ′v0
(u0) = dfv0

du
(u0) = ∂f

∂u
(v0, u0)

est tangent a la courbe Γv0 en M0.

Figure 1.8 – Courbes coordonnées

Définition 1.2.2.1. L’espace tangent à une surface paramé-
trée f : U → R3 au point M0 = f(u0, v0) est l’espace noté
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TM0S passant par M0 et engendré par les vecteurs ∂f
∂u(u0, v0) et

∂f
∂v (u0, v0) 1(Figure 1.9).

Figure 1.9 – Espace tangent d’une surface paramétrée régulière

1.2.3 Surface orientable

Une surface S de R3 est dite orientable s’il existe une appli-
cation continue n : S → R3 telle que, en chaque point M de
la surface S, le vecteur ~n(M) est non nul et orthogonal au plan
tangent TMS.

Une telle application n est appelée champ de vecteurs nor-
maux de S. De tels champs n et m définissent la même orienta-
tion de S lorsque, en tout point M de S, ~n(M), et ~m(M) sont
positivement colinéaires. On définit ainsi une relation d’équiva-
lence sur les champs de vecteurs normaux, et les classes d’équi-
valence sont les orientations de S. Lorsque S est connexe, il existe
exactement deux orientations distinctes.

1. En général (∂f∂u (u0, v0) , ∂f
∂v (u0, v0))la base naturelle du plan tangent n’est pas or-

thonormée.
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Orienter la surface orientable connexe, c’est choisir une des
deux orientations.

vecteur normal unitaire :

Soit f : U → R3 une surface paramétrée regulière en un point
M = f(u, v),S son support géométrique ,le vecteur ~n définit
par :

~n =
∂f
∂u(u, v) ∧ ∂f

∂v (u, v)
‖∂f∂u(u, v) ∧ ∂f

∂v (u, v)‖
est un vecteur orthognal au plan tangent TMS et ‖~n‖ = 1
~n est appelé vecteur normal unitaire

1.2.4 Première Forme fondamentale

Soit S ⊂ R3 le support d’une surface paramétrée de classe C1

f : U −→ R3

(u, v) 7−→ f(u, v) = M


x(u, v)
y(u, v)
z(u, v)


Définition 1.2.4.1. la première forme fondamentale de S en
M est la restriction du produit scalaire de R3 a TMS l’espace
tangent de S en M ,c’est donc la forme bilinéaire symétrique
définie positive donnée par :

IM : TMS × TMS −→ R

(u, v) 7−→ IM(u, v) = 〈u, v〉

où 〈., .〉 est le produit scalaire de R3 .
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On peut également la définir ,en chaque point comme le carré
de la forme différentielle dOM ; on note :IM = dOM.dOM avec

dOM


dx

dy

dz

, alors on a


dx = ∂x

∂udu+ ∂x
∂vdv

dy = ∂y
∂udu+ ∂y

∂vdv

dz = ∂z
∂udu+ ∂z

∂vdv

IM = dx2 + dy2 + dz2

= (∂x∂udu+ ∂x
∂vdv)2 + (∂y∂udu+ ∂y

∂vdv)2 + (∂z∂udu+ ∂z
∂vdv)2

=
[
(∂x∂u)2 + (∂y∂u)2 + (∂z∂u)2

]
(du)2 + 2

[
∂x
∂u .

∂x
∂v + ∂y

∂u .
∂y
∂v + ∂z

∂u .
∂z
∂v

]
dudv+

+
[
(∂x∂v )2 + (∂y∂v)

2 + (∂z∂v)
2
]
(dv)2

= (∂OM∂u )2(du)2 + 2∂OM∂u .∂OM∂v dudv + (∂OM∂v )2(dv)2

= (∂OM∂u )2du2 + 2∂OM∂u .∂OM∂v dudv + (∂OM∂v )2dv2

posons E = (∂OM∂u )2 , F = ∂OM
∂u .∂OM∂v ,et G = (∂OM∂v )2 ,alors

IM = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2 (1.2)

— On dit qu’un paramétrage est orthogonal lorsque F = 0.
On dit qu’un paramétrage est symétrique lorsque F = 0
et E = G.

Longueur d’une courbe

Soient f : U ⊂ R2 → R3 une surface paramétrée régulière
de classe C1 et γ : [a, b] ⊂ R→ U une courbe paramétrée plane
dont le support géométrique vit dans l’espace des paramètres U
.Alors f ◦γ est une courbe paramétrée dont le support est inclus
dans le support S = f(U) . Sa longueur est donnée par :

l(f ◦ γ) =
∫ b
a
‖(f ◦ γ)′(t)‖ dt =

∫ b
a
‖(Df(γ(t)).γ′(t)‖ dt (1.3)
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Aire d’une surface

L’aire de la surface S = f(U) paramétrée par f : U → R3

est :[4] ∫
U

∥∥∥∥∥∂f∂x(x, y) ∧ ∂f
∂y

(x, y)
∥∥∥∥∥ dudv (1.4)

Remarque 1.2.4.0.1. les integrals ∫ ba ‖(f◦γ)′(t)‖dt et ∫U ‖∂f∂x(x, y)∧
∂f
∂y (x, y)‖dudv ne dépendent pas de la paramétrisation.

Remarque 1.2.4.1.
‖∂f∂u(u, v) ∧ ∂f

∂v (u, v)‖2 = ‖∂f∂u(u, v)‖2
.‖∂f∂v (u, v)‖2sin2α

= ‖∂f∂u(u, v)‖2
.‖∂f∂v (u, v)‖2(1− cos2α)

= ‖∂f∂u(u, v)‖2
.‖∂f∂v (u, v)‖2 − (∂f∂u(u, v).∂f∂v (u, v))2

= EG− F 2

alors
∥∥∥∂f
∂u(u, v) ∧ ∂f

∂v (u, v)
∥∥∥ =
√
EG− F 2 Le calcul de l’aire d’une

surface, le calcul de la longueur d’une courbe dépendent de la
première forme fondamentale.

1.2.5 Deuxième forme fondamentale

Soient f : U ⊂ R2 → R3 la surface paramétrée régulière de
classe C2 , de support S , m un point de S et Γ une courbe
paramétrée par abscisse curviligne tracée sur S qui passe par m

on a ~T = df
ds = ∂f

∂u .
du
ds + ∂f

∂v .
dv
ds le vecteur tangent a la courbe Γ

au point m
dérivons ~T ,alors on a : 2

d~T
ds = d

ds(
∂f
∂u

du
ds + ∂f

∂v
dv
ds)

= ∂f
∂u

d2u
ds2 + ∂f

∂v .
d2v
ds2 + ∂2f

∂u2 .(duds )
2 + 2 ∂2f

∂u∂v .
du
ds
dv
ds + ∂2f

∂v2 (dvds)
2

2. En appliquant la formule de dérivation d’une fonction composée
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Soit ~n =
∂f
∂u∧

∂f
∂v

‖∂f∂u∧
∂f
∂v ‖

la normale unitaire en m au plan tangent TmS
qui est engendré par les deux vecteurs ∂f

∂u et ∂f
∂v ,alors ils sont

orthogonals a ~n.
On a :

~T ′.~n = ∂f
∂u

d2u
ds2 .~n+ ∂f

∂v .
d2v
ds2 .~n+ ∂2f

∂u2 .(duds )
2.~n+ 2 ∂2f

∂u∂v .
du
ds
dv
ds .~n+ ∂2f

∂v2 (dvds)
2.~n

= ∂2f
∂u2 .(duds )

2.~n+ 2 ∂2f
∂u∂v .

du
ds
dv
ds .~n+ ∂2f

∂v2 (dvds)
2.~n

=
[
∂2f
∂u2du

2.~n+ 2 ∂2f
∂u∂vdudv.~n+ ∂2f

∂v2dv
2.~n

]
. 1
ds2

Posons
IIm(du, dv) = ~T ′.~n.ds2 = ∂2f

∂u2du
2.~n+ 2 ∂2f

∂u∂vdudv.~n+ ∂2f
∂v2dv

2.~n

Définition 1.2.5.1. On appelle deuxième forme fondamentale
de S en m la forme quadratique sur TmS définie par :

IIm(du, dv) = Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2 (1.5)

avec L = ∂2f
∂u2 .~n , M = ∂2f

∂u∂v .~n et N = ∂2f
∂v2dv

2.~n .

Remarque 1.2.5.1.

IIm(du, dv) = ~T ′.~n.ds2

=‖~T ′‖.‖~n‖. cosϑ.ds2, ϑ est l’angle entre T ′ et ~n
=κ(s).‖~n‖ cosϑ.ds2 ,κ(s) est la courbure de Γ au point m
=κ(s) cosϑ.Im , ds2 = Im et ~n est unitaire

alors
cosϑ
R(s) = IIm

Im
,R(s) est le rayon de courbure .

La deuxième forme fondamentale IIm au point m ne dépend
pas (au signe près) du choix de la paramétrisation.
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Chapitre 2

Surfaces minimales :

2.1 Application de Gauss :

Soient f : U ⊂ R2 → R3 la surface paramétrée régulière
orientée de classe Ck+1 , de support Σ ,pour m un point de Σ,il
existe un unique vecteur normal unitaire n(m) compatible avec
l’orientation de Σ

~n =
∂f
∂u ∧

∂f
∂v

‖∂f∂u ∧
∂f
∂v‖

.

Définition 2.1.1. L’application de Gauss de Σ est l’application
de classe Ck définie par :

ν : Σ −→ S2

m −→ ν(m) = ~n =
∂f
∂u (u,v)∧∂f∂v (u,v)
‖∂f∂u (u,v)∧∂f∂v (u,v)‖

Où S2 est la sphère unité.et m = f(u, v)

Remarque 2.1.1. [5]

• ~n = (ν ◦ f).

• La définition est indépendante du choix de la paramétrisation.
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• L’application ν est différentiable.

• Comme ν(m) est normale à TmΣ pour le produit scalaire eu-
clidien, et que Tν(m)S

2 = ν(m)⊥, ces deux espaces tangents vus
comme espaces vectoriels sont égaux ce qui permet de voir dν(m)
comme une application TmΣ −→ TmΣ,alors dν(m) est un endo-
morphisme

2.2 Endomorphisme de Weingarten :
Soient f : U ⊂ R2 → R3 une surface paramétrée régulière orientée de

classe Ck+1 ,Σ = f(U) et m = f(u, v) ∈ Σ.

Définition 2.2.1. L’endomorphisme de Weingarten est l’applicatin linéaire
Wm définie par :

Wm : TmΣ −→ Tν(m)S
2 ≈ TmΣ

X −→ Wm(X) = −dνm(X)

Proposition 2.2.1. Pour tout m ∈ Σ, l’endomorphisme de Weingarten est
une forme bilinéaire symétrique pour le produit scalaire euclidien.

Démonstration[6] Il faut montrer que
∀m ∈ Σ, ∀X, Y ∈ TmΣ, 〈dνm(X), Y 〉 = 〈X, dνm(Y )〉
Soit (e1, e2) une base de TmΣ.Par bilinéarité, il suffit de montrer la relation

pour les couples ((e1, e1) , (e2, e2) et (e1, e2).Seul le dernier cas est non trivial.
Soit (eu, ev) la base canonique de R2 ⊃ U .On choisit
e1(m) = df(u,v)(eu) = ∂f

∂u
(u, v).

e2(m) = df(u,v)(ev) = ∂f
∂v

(u, v).
On a

dνm(e1) = d(ν ◦ f)(u,v)(eu)
= dn(u,v)(eu)
= ∂n

∂u
(u, v)
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et
dνm(e2) = d(ν ◦ f)(u,v)(ev)

= dn(u,v)(ev)
= ∂n

∂v
(u, v)

alors
〈dνm(e1), e2〉 =

〈
∂n

∂u
(u, v), ∂f

∂v
(u, v)

〉
et

〈e1, dνm(e2)〉 =
〈
∂f

∂u
(u, v), ∂n

∂v
(u, v)

〉

On sait que n est orthogonal a ∂f
∂u

(u, v) et ∂f
∂v

(u, v) ,
alors〈
n, ∂f

∂v
(u, v)

〉
= 0

en dérivant par rapport à u on a :〈
∂n
∂u

(u, v), ∂f
∂v

(u, v)
〉

= −
〈
n(u, v)), ∂2f

∂v∂u
(u, v)

〉
et
〈
n(u, v)), ∂f

∂u
(u, v)

〉
= 0 ,

en dérivant par rapport à v ,on a :〈
∂n
∂v

(u, v), ∂f
∂u

(u, v)
〉

= −
〈
n(u, v)), ∂2f

∂u∂v
(u, v)

〉
comme f est de classe C2, ∂2f

∂u∂v
(u, v) = ∂2f

∂v∂u
(u, v)

On conclut
〈dνm(e1), e2〉 =

〈
∂n
∂u

(u, v), ∂f
∂v

(u, v)
〉

=
〈
∂n
∂v

(u, v), ∂f
∂u

(u, v)
〉

= 〈e1, dνm(e2)〉

Proposition 2.2.2. Endomorphisme de weingarten et deuxième forme fon-
damentale(Ecriture matricielle)

Soient Wm, Im, IIm respectivement les matrices de l’ondomorphisme de
weingarten,la première, et la deuxième formes fondamentales de Σ au point
m.ecritent dans la base (fu, fv),alors

Wm = I−1
m .IIm

Démonstration
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on sait que dnm ∈ TmΣ ,alors nu et nv s’écrivent dans la base (fu, fv) 1de
TmΣ sous la forme  nu

nv

 =
 W00 W01

W10 W11


︸ ︷︷ ︸

Wm

 fu

fv



oùWm est la matrice de l’endomorphisme de weingarten dans la base (fu, fv).
Les matrices des deux formes fondamentales écritent dans la base (fu, fv)

sont

Im =
 E F

F G

 , IIm =
 L M

M N


∀X, Y ∈ TmΣ :

IIm(X, Y ) = 〈Wm(X), Y 〉

= (Yu, Yv)
 L M

M N

 Xu

Xv


= (Yu, Yv)

 E F

F G

 W00 W01

W10 W11

 Xu

Xv

 , alors :

 W00 W01

W10 W11

 =
 E F

F G

−1 L M

M N


= 1

EG−F 2

 G −F
−F E

 L M

M N


= 1

EG−F 2

 GL− FM GM − FN
EM − FL EN − FM


det(Wm) = det(IIm)

det(Im) = LN−M2

EG−F 2 et 1
2tr(Wm) = 1

2
EN+GL−2FM

EG−F 2

2.2.1 Courbures :

L’endomorphisme de weingartenWm étant symétrique, il est diagonali-
sable dans une base orthonormale (V1, V2) de TmΣ ,où V1,V2 sont les vecteurs
propres de Wm associés respectivement aux valeurs propres k1, k2.

1. fu = ∂f
∂u , fu = ∂f

∂u , nu = ∂n
∂u et nv = ∂n

∂v .
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Définition 2.2.1.1. On appelle k1 et k2.les courbures principales de Σ
en m.

Si k1 = k2 = k.,alors Wm = kIdTmΣ.Si k1 6= k2,les deux droites propres
sont appelées directions principales de Σ en m.

La courbure de Gauss 2 de Σ en m est

K(m) = k1(m)k2(m) = det(Wm)

La courbure moyenne de Σ en m est

H(m) = 1
2(k1(m) + k2(m)) = 1

2tr(Wm)

Remarque 2.2.1.1. Les courbures principales sont les deux solutions réelles
de l’équation de variablek

k2 − 2H(m)k +K(m) = 0

,alors
ki = H(m)±

√
H(m)2 −K(m)

2.2.2 Surface développable.

Une surface développable est une surface réglée telle que le plan tangent
est le même le long d’une génératrice. 3(Figure 2.1)

Remarque 2.2.2.1. — une surface développable est une surface réglée
dont toute génératrice est stationnaire,«le plan tangent à la surface
est le même en tout point de la génératrice».

— la courbure de Gauss d’une surface développable est nulle 4.

Exemple.
— les cônes ,les cylindres ,et le ruban de mobius sont des surfaces déve-

lopables.
— La sphère n’est pas une surface développable.

2. ou courbure totale.
3. Une telle surface peut etre rouler sans glisser sur un plan,« contact le long d’une

droite»
4. elle ne l’est pas pour une surface réglée quelconque
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Figure 2.1 – Surface développables

Exemple 1 : le plan P défini par (O, i, j)–Soit le paramétrage (f,R2) tel
que

f : R3. −→ R3

(u, v) 7−→ (u, v, 0)

∂f
∂u


1
0
0

 , ∂f
∂v


0
1
0


alors E = G = 1, F = 0 et L = M = N = 0.donc Wm = 0 pour tout

m ∈ P .
comme k1 = k2 = 0 et K(m) = H(m) = 0 ,alors toute direction de P est

direction principale.
Exemple 2 : le cylindre.Σ de paramétrisation (f,R2) telle que

f : R2. −→ R3

(u, v) 7−→ (cos(u), sin(u), v)
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∂f
∂u


− sin(u)
cos(u)

0

 , ∂f
∂v


0
0
1

 , ∂
2f
∂u2


− cos(u)
− sin(u)

0

 , ∂2f
∂v2


0
0
0

 , ∂2f
∂u∂v


0
0
0


E = G = 1 et F = 0.
on a

n(u, v) = (cos(u), sin(u), 0)

d’où L = −1,M = N = 0
Dans la base (fu, fv) la matrice de Wm est −1 0

0 0


d’où K(m) = 0,H(m) = 1

2 ,k1 = −1 et k2 = 0.
Les directions principles sont données par fu et fv.
Exemple 3 : la sphère.– Soit la paramétrisation

f : R× ] 0, π [ −→ R3

(u, v) 7−→ (cos(u) sin(v), sin(u) sin(v), cos(v)).

∂f
∂u


− sin(u) sin(v)
cos(u) sin(v)

0

 , ∂f
∂v


cos(u) cos(v)
sin(u) cos(v)
− sin(v)

 , ∂
2f
∂u2


− cos(u) sin(v)
− sin(u) sin(v)

0



∂2f
∂v2


− cos(u) sin(v)
− sin(u) sin(v)
− cos(v)

 , ∂2f
∂u∂v


− sin(u) cos(v)
cos(u) cos(v)

0


E = sin2(v), F = 0 et G = 1
on a

n(u, v) = (− cos(u) sin(v),− sin(u) sin(v),− cos(v)) = −f(u, v)

d’où
L = sin2(v),M = 0, N = 1

dans la base (fu, fv) la matrice de Wm est 1 0
0 1


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par conséquent
Wm = Id d’où k1 = k2 = 1 et K(m) = H(m) = 1.
Toute direction est direction principale.

2.2.3 Courbure de Gauss et position d’une surface par
rapport à son plan tangent :

Soit p = f(u + du, v + dv) ∈ Σ un point voisin à m et appartenant à la
même carte.

Soit d la projection du vecteur ~mp sur la normal ~n.d est positif si le point
p se trouve audessus du plan tangent et negatif si il se trouve en dessous du
plan tangent.

d’après la formule de Taylor-Young on à

f(u+du, v+dv)−f(u, v) = (fu, fv)
 du

dv

+1
2(du, dv)

 fuu fuv

fvu fvv

 du

dv

+

0 (du2 + dv2)
où 0(r) est un vecteur tel que |0(r)|

r
−→ 0 lorsque r −→ 0 puisque df =

fudu + fvdv,et df 2 = fuudu
2 + fuvdudv + fvvdv

2 ,alors f(u + du, v + dv) −
f(u, v) = df + 1

2d
2f + 0(du2 + dv2).

d = ~mp.~n

= (f(u+ du, v + dv)− (u, v)).n
= (df + 1

2d
2f + 0(du2 + dv2).n

= df.n︸ ︷︷ ︸
=0

+1
2 d

2f.n︸ ︷︷ ︸
=II

+0(du2 + dv2).n

= 1
2II + 0(du2 + dv2)

= δ + 0(du2 + dv2)

la fonction

δ = 1
2II(du, dv) = 1

2(Ldu2 + 2Mdudv +Ndv2) (2.1)

s’appelle paraboloide[7] osculateur du point m et la nature de cette parabo-
loide dépend du signe de LN − M2 qui a le même signe que k = LN−M2

EG−F 2

. 5

5. Puisque EG− F 2 � 0.
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Selon le signe de K on distingue trois cas :
Si K � 0 :Les courbures principales de Σ on m sont de même signe,et il

n’y a pas de directions asymptotiques en m.Au voisinage de m, la suface se
trouve d’un même coté du plan tangent.

On dit que m est elliptique(Figure 2.2).

Figure 2.2 – Point elliptique.

Si K ≺ 0 :Les courbures principales de Σ on msont de signe opposé.Le
plan tangent traverse la surface suivant les deux directions(au signe près) qui
annulent la deuxième forme fondamentale (ce sont les directions asympto-
tiques).on dit que le point m est hyperbolique(Figure 2.3).

Si K = 0 : k1 ou k2 s’annule, il y a deux possibilités :
*k1 ou k2 6= 0.
Les courbures sont du même signe.Le plan tangent "colle" à la surface

(linéairement) le long de la direction principale de courbure nulle (qui est
donc une direction asymptotique),on dit que le point est parabolique(Figure
2.4).

**k1 = k2 = 0.
Toutes les courbes passant par m ont une courbure nulle (i.e. Im ≡ 0),on

dit que le point est méplat ;une surfacs entièrement constituée de points
méplats est une surface plane (i.e. II ≡ 0).
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Figure 2.3 – Point hyperbolique.

Figure 2.4 – Point parabolique.
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2.3 Surfaces minimales.
Soit f : U ⊂ R2 → R3 une surface paramétrée régulière orientée de classe

C2 , de support Σ.

Définition 2.3.1. On dit qu’une surface est minimale si sa courbure moyenne
est identiquement nulle. [8]

Exemple1 :
— le plan P defini par f(u, v) = (u, v, 0) est une surface minimale «sa

courbure moyenne est nulle pour tout point de P».
— le cylindre définie par f(u, v) = (cos(u), sin(u), v) n’est pas une sur-

face minimales «H = 1/2 pour tout point de cylindre».
— La sphère définie par f(u, v) = (cos(u)sin(v), sin(u)sin(v), cos(v))

n’est pas une surface minimale «H = 1 pour tout point de la sphère».
Exemple2 :
Soit Σ la surface paramétrée par (f, I) telle que

f : I = R× [0, 2π [ −→ R3

(u, v) 7−→ f(u, v) = (g(u)cos(v), g(u)sin(v), u)
6

g est une fonction définie sur R.
on a

fu


g′(u)cos(v)
g′(u)sin(v)

1

 , fv

−g(u)sin(v)
g(u)cos(v)

0

 , fuu

g′′(u)cos(v)
g′′(u)sin(v)

0



fvv


−g(u)cos(v)
−g(u)sin(v)

0

 , fuv

−g′(u)sin(v)
g′(u)cos(v)

0


E = 1 + g′(u)2, G = g(u)2, F = 0

~n = fu ∧ fv
|fu ∧ fv|

= (−g(u)cos(v),−g(u)sin(v), g(u)g′(u))
(1 + g′(u)2)g(u)2

L = fuu ·n = −g(u)g′′(u)
(1+(g′(u))2)(g(u))2 ,N = fvv ·n = g(u)2

(1+g′(u)2)g(u)2 , M = fuv ·n = 0

6. C’est une surface de revolution.
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H = EN +GL− 2FM
EG− F 2 =

1− −g(u)g′′(u)
(1+(g′(u))2)

(1 + g′(u)2)g(u)2 = (1 + g′(u)2)− g(u)g′′(u)
((1 + g′(u)2))2g(u)2

cette surface est minimale si est seulement si H = 0 qui est équivalent à
(1 + g′(u)2)− g(u)g′′(u) = 0. ou g′′(u)

1+g′(u)2 = 1
g(u) .

en multipliant par 2g′(u) ,on obtient 2g′(u)g′′(u)
1+g′(u)2 = 2g′(u)

g(u)
par intégration on à log(1 + g′(u)2) = C + log(g(u)2) ,
donc (1 + g′(u)2) = a2g(u)2 , a2 = expC
alors g′(u)′√

a2g2(u)−1
= ±1.

comme d
du
Argcosh(ag) = a g′(u)√

a2g(u)2−1

on obtient g(u) = 1
a
cosh(a(u− u0)) , a ∈ R∗ 7

alors la surface est définie par

f(u, v) = (1
a
· cosh(au)cos(v), 1

a
· cosh(au)sin(v), u) , a ∈ R∗ 8

Proposition 2.3.1. Si la paramétrisation f est donnée sous la forme f(u, v) =
(u, v, g(u, v)) 9. Alors

H = div
Dg√

1 + |Dg|2
= 1

2
(1 + g2

u)gvv + (1 + g2
v)guu − 2gugvguv

(1 + g2
u + g2

v)
3
2

[9]

Demonstration :
∀(u, v) ∈ U , f(u, v) = (u, v, g(u, v)).

fu = ∂f
∂u


1
0
∂g
∂u

 , fv = ∂f
∂v


0
1
∂g
∂v

 , fuu = ∂2f
∂u2


0
0
∂2g
∂u2

 , fvv = ∂2f
∂v2


0
0
∂2g
∂v2



, fuv = ∂2f
∂u∂v


0
0
∂2g
∂u∂v

.
n = fu ∧ fv

|fu ∧ fv|
= (−gu,−gv, 1)√

1 + g2
u + gv)2

7. Determiner par Euler les années 1740.
8. J.Plateau a donné à cette surface le nom de caténoide
9. Localement une surface de R3 est le graphe d’une fonction lisse.
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alors
E = f 2

u = 1 + g2
u , G = f 2

v = 1 + g2
v , F = fufv = gugv.

L = fuu · n = (0, 0, guu) · (−gu,−gv ,1)√
1+g2

u+g2
v

= guu√
1+g2

u+g2
v

N = fvv · n = (0, 0, gvv) · (−gu,−gv ,1)√
1+g2

u+g2
v

= gvv√
1+g2

u+g2
v

M = fuv · n = (0, 0, guv) · (−gu,−gv ,1)√
1+g2

u+g2
v

= guv√
1+g2

u+g2
v

donc

H = 1
2
EN+GL−2FM

EG−F 2

= 1
2

(1+g2
u) gvv√

1+g2
u+g2

v

+(1+g2
v) guu√

1+g2
u+g2

v

−2gugv
guv√

1+g2
u+g2

v

(1+g2
u)(1+g2

v)−(gugv)2

= 1
2

(1+g2
u)gvv+(1+g2

v)guu−2gugvguv

(1+g2
u+g2

v)
3
2

= 1
2div

Dg√
1+|Dg|2

remarquons que
Dg = gudu+ gvdv et

√
1 + |Dg|2 =

√
1 + g2

u + g2
v

Dg√
1+|Dg|2

= gu√
1+g2

u+g2
v

du+ gv√
1+g2

u+g2
v

dv

div Dg√
1+|Dg|2

= ∂
∂u

(
gu√

1+g2
u+g2

v

)
+ ∂

∂v

(
gv√

1+g2
u+g2

v

)

=
guu

√
1+g2

u+g2
v−gu

guugu+guvgv√
1+g2

u+g2
v

1+g2
u+g2

v
+

gvv

√
1+g2

u+g2
v−gv

guvgu+gvvgv√
1+g2

u+g2
v

1+g2
u+g2

v

= (1+g2
u)gvv+(1+g2

v)guu−2gugvguv

(1+g2
u+g2

v)
3
2

H = 0 est equivalent à div Dg√
1+|Dg|2

= 0.
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c.à.d (1 + g2
u)gvv + (1 + g2

v)guu − 2gugvguv = 0. 10

Définition 2.3.2. Une surface de R3 est minimale si est seulement si elle
est localement le graphe d’une solution de l’equation [10]

(1 + g2
u)gvv + (1 + g2

v)guu − 2gugvguv = 0 (2.2)

Exemple
les fonctions affines g(u, v) = au + bv + c (où a, b, c sont des constantes

arbitraires),sont solutions de cette équation. Les surfaces minimales corres-
pondantes sont les plans.

2.3.1 Cas particulier (Paramétrisation Isothermes).

Soit Σ une surface définie dans R3,paramétrée par la fonction vectorielle
f telle que :

f(u, v)

∣∣∣∣∣∣∣∣
x = f1(u, v)
y = f2(u, v)
z = f3(u, v)

Paramétrisation Isothermes.

f est dite une paramétrisation conforme (isotherme) de Σ si on a :[11]
∂2f
∂u2 = ∂2f

∂v2

∂2f
∂u∂v

= 0

C-à-d : les coefficients de la première forme fondamentale sont telles que :
E = G et F = 0. 11

Remarque 2.3.1.0.1. — chaque surface peut etre paramétriser par des
coordonnées isothermes.

10. Equation de Lagrange .C’est l’equation satisfaite par les surfaces de la forme
f(u, v) = (u, v, g(u, v)) qui minimisent l’aire pour des variations fixant un contour.
11. Géométriquement ça veut dire que ∂f

∂u et ∂f
∂v sont orthogonaux «les angles sont

préservées».
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— Dans ce cas.
H = EN+EL

2E2

= N+L
2E

= (fuu+fvv)n
2E

= ∆f ·n
2E

alors
∆f = (2EH)n

Fonction Harmonique.

Soit f une application de U ⊂ R2 dans R de classe C2, on dit que f est
harmonique si :

∀(u, v) ∈ U ⊂ R2 ∂2f

∂u2 + ∂2f

∂v2 = 0 12

Définition 2.3.3. Considérons une surface Σ de paramétrisation conforme

f : U −→ R3

(u, v) 7−→ (f1, f2, f3)

Cette surface est minimale si et seulement si ses fonctions coordonnées f1, f2, f3

sont harmoniques.[12]
c-à-d :∆fi = ( ∂2

∂u2 + ∂2

∂v2 )fi = 0 ∀i ∈ {1, 2, 3}

Preuve :
D’après la remarque (2.3.1.0.1) on a : ∆f = (2EH)n
Si Σ est minimale (H = 0) ,alors ∆f = EH · n = 0 donc f1, f2, f3 sont

harmoniques
Si f1, f2, f3 sont harmoniques., 0 = ∆f = EH · n et puisque n 6= 0

«vecteur normal unitaire» ,E = |fu|2 6= 0 alors H = 0 donc la surface est
minimale.

12. la fonction ∂2f
∂u2 + ∂2f

∂v2 est notée ∆f et est appelée «laplacien» de f .
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2.3.2 Surfaces Minimales et Analyse Complexe.

Fonction Holomorphe.

Soient U un ouvert de l’ensemble C des nombres complexes et f une
application de U dans C.

f : U ⊂ C −→ C

z 7−→ f(z)
Posons : z = u + iv et f(z) = P (u, v) + iQ(u, v) ,où P (u, v) = Ref(z)

et Q(u, v) = Imf(z) ,on est donc ramené à une application ϕ de R2 dans R2

, et ceci en posant ϕ(u, v) = (P (u, v), Q(u, v)).

Définition 2.3.2.0.1. On dit que f est dérivable (au sens complexe) ou
holomorphe en un point z0 de U si la limite suivante, appelée dérivée de f
en z0 existe : f ′(z0) = limz→z0

f(z)−f(z0)
z−z0

On dit que f est holomorphe sur l’ouvert U si elle est holomorphe en tout
point z0 de U .

En particulier, on appelle fonction entière une fonction holomorphe dans
tout le plan complexe.

Remarque 2.3.2.0.1. f est dérivable si et seulement si ∂f
∂z

= 0

Conditions de Cauchy-Riemann.

Théorème 2.3.2.0.1. La fonction z −→ f(z) = P (x, y) + iQ(x, y) est diffé-
rentiable dans le champ complexe, au point z0 = x0 + iy0 si et seulement si,
les fonctions (x, y) −→ P (x, y) et (x, y) −→ Q(x, y) sont différentiables au
point (x0, y0) et si leurs dérivées vérifient les conditions de Cauchy-Riemann.

∂P
∂u

(u0, v0) = ∂Q
∂v

(u0, v0)
∂P
∂v

(u0, v0) = −∂Q
∂u

(u0, v0)
La dérivée, donc en un point z quelconque est donnée par :

f ′(z) = ∂P
∂u

(u, v) + i∂Q
∂u

(u, v)
= ∂Q

∂v
(u, v)− i∂P

∂v
(u, v)

Remarque 2.3.2.0.2. Une fonction holomorphe est analytique (théorie de
Cauchy) : elle est indéfiniment dérivable et est égale au voisinage de tout
point de l’ouvert à la somme de sa série de Taylor.
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Fonction Meromorphique.

une fonction complexe g(z) est meromorphique sur une region si elle est
holomorphique sur cette region sauf pour des points singuliers isolés qui sont
tous des poles. 13.

Théorème 2.3.2.0.2. Soit f une fonction holomorphe et telle que f(z) =
P (x, y)+iQ(x, y), alors les deux fonctions réelles P et Q sont harmoniques. 14

Théorème 2.3.2.0.3. Soit P une fonction harmonique de R2 dans R, alors
il existe une fonction f holomorphe de Ω ⊆ C dans C telle que Re(f) = P .(ou
Im(f) = P ).

2.3.3 Représentation de Weirstrass-Enneper pour les
surfaces minimales.

En 1866, K. Weierstrass introduisit une méthode générale de construction
de surfaces minimales en utilisant la théorie des fonctions de la variable
complexe.Cette méthode a permis la construction de nombreuses surfaces
minimales.

Théorème 2.3.3.1. Soit X une surface minimale non plane définie sur un
domaine simplement connexe D ⊂ C. Il existe une fonction méromorphe g
et une fonction holomorphe f sur D , non identiquement nulles ,telles que
gf 2 soit holomorphe,et telle que

X(z, z) = Re(
∫

(f(1− g2), if(1 + g2), 2fg)dz) (2.3)

Reciproquement,de telles fonctions g, f .définissent une surface minimale X :
D ⊆ R2 7−→ R3 si D est simplement connexe.[13]

Démonstration
Soit Σ une surface minimale définie par une paramétrisation isotherme

(X,U) tel que
X : U ⊂ R2 −→ R3

(u, v) 7−→ X(u, v)

13. Un point z0 est un pole si f −→∞ lorsque z −→ z0.
14. La démonstration est une application directe des conditions de Cauchy-Riemann.
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il est claire que R2 est homéomorphe à C.
posons z = u+ iv et z = u− iv,alors u = z+z

2 et v = z−z
2i

on peut écrire

X(z, z) = (X1(z, z), X2(z, z), X3(z, z) (2.4)

rappelons que

∂

∂z
= 1

2

(
∂

∂u
− i ∂

∂v

)
,
∂

∂z
= 1

2

(
∂

∂u
+ i

∂

∂v

)
(2.5)

posons φ = ∂X
∂z

,φj = ∂Xj

∂z
, j ∈ {1, 2, 3}.

la dérivée de la jème composante est

φj = ∂Xj

∂z
= 1

2(Xj
u − iXj

v) (2.6)

,alors
φ = ∂X

∂z
= (X1

z , X
2
z , X

3
z ) (2.7)

(φ)2 = (X1
z )2 + (X2

z )2 + (X3
z )2 (2.8)

puisque

(φjz)2 = (1
2(Xj

u − iXj
v))2 = 1

4(((Xj
u)2 − (Xj

v)2 − 2iXj
uX

j
v))

alors
(φ)2 = 1

4(∑3
j=1((Xj

u)2 − (Xj
v)2 − 2iXj

uX
j
v)

= 1
4(|Xu|2 − |Xv|2 − 2iXuXv)

= 1
4(E −G− 2iF ).

Comme X est isotherme on a

(φ)2 = (φ1)2 + (φ2)2 + (φ3)2 = 0 (2.9)

(φ1 + iφ2)(φ1 − iφ2) = −(φ3)2 (2.10)

Posons
f = φ1 − iφ2 et g = φ3

(φ1−iφ2) ,
alors d’après les équations (2.9) et (2.10) on a
φ3 = fg

(φ1 + iφ2)f = −(fg)2 =⇒ φ1 + iφ2 = −fg2
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donc

φ1 = 1
2f(1− g2), φ2 = i

2f(1 + g2), φ3 = fg

La démonstration du théorème réclame le lemme suivant

Lemme 2.3.3.1.
∂

∂z
(∂X
∂z

) = 1
4∆X

Preuve
∂
∂z

(∂X
∂z

) = ∂
∂z

(1
2(∂X

∂u
− i∂X

∂v
))

= 1
2(1

2( ∂
∂u

(∂X
∂u
− i∂X

∂u
) + i ∂

∂v
(∂X
∂u
− i∂X

∂v
)))

= 1
4(∂2X

∂u2 − i∂X∂u
∂X
∂v

+ i∂X
∂u

∂X
∂v

+ ∂2X
∂v2 )

. = 1
4(∂2X

∂u2 + ∂2X
∂v2 )

= 1
4∆X.

(=⇒)
Si Σ est minimale ,alors d’après la définition (2.3.3) Xj est harmonique

pour tout j ∈ {1, 2, 3}.
(⇐=)
Xj harmonique ,alors
∆X = 0 =⇒ 1

4∆X = 0
=⇒ ∂

∂z
(∂X
∂z

) = 0
=⇒ ∂φ

∂z
= 0

φj est holomorphe d’après la remarque (2.3.2.0.1)
conclusion
φj holomorphe⇐⇒ Σ est minimale.
Notons que f est holomorphe et g est méromorphe ,telle que fg soit ho-

lomorphe.
maintenant on va démontrer que chaque surface minimale est représentée

par une fonction holomorphe φ avec (φ)2 = 0 et comment ses coordonnées
isothermes sont elles construites ?

Corollaire 2.3.3.1.

Xj(z, z) = cj + 2Re(
∫
φjdz)

Preuve
z = u+ iv =⇒ dz = du+ idv
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φjdz = 1
2(Xj

u − iXj
v)(du+ idv) = 1

2((Xj
udu+Xj

vdv) + i(Xj
udv −Xj

vdu))

et

φ
j
dz = 1

2(Xj
u + iXj

v)(du− idv) = 1
2((Xj

udu+Xj
vdv)− i(Xj

udv −Xj
vdu))

,alors on a
dXj = ∂Xj

∂z
dz + ∂Xj

∂z
dz

= φjdz + φ
j
dz

= 1
2(Xj

udu+Xj
vdv) + 1

2(Xj
udu+Xj

vdv)
= Xj

udu+Xj
vdv

= 2Re(φjdz)
=⇒ Xj = 2Re(

∫
φjdz) + cj

la meilleure façon de construire φ pour qu’elle soit holomorphe et (φ)2 = 0
et la suivante

soit f une fonction holomorphe et g une fonction meromorphe telles que
fg2 soit holomorphe

on a
φ1 = 1

2f(1− g2)
φ2 = i

2f(1 + g2)
φ3 = fg

,alors φ1, φ2 et φ3 sont holomorphes
et

(φ)2 = 1
4f

2(1− g2)2 − 1
4f

2(1 + g2)2 + f 2g2 = 0

Posons

X(z, z) = Re(
∫

((1− g2)f, i(1 + g2)f, 2fg)dz)

Exemples
— Plan :D = C; f(z) = 1; g(z) = 0.
— surface d’Enneper :D = C; f(z) = 1; g(z) = z.,alors

φ = (1− z2, i(1 + z2), 2z)
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Une deuxième écriture pour la réprésentation de Weierstrass :
Il existe une autre façon d’écrire la représentation de Weirestrass en uti-

lisant seulement une fonction composée holomorphe.
Si g est une fonction holomorphe telle que g−1 est aussi holomorphe, si

on pose τ = g, alors dτ
dz

= dg
dz
, donc dz = dg.

Par définition
F (τ) = f

dg
dz

= f
dz

dg
,

alors
F (τ)dτ = f(dz

dg
)(dg) = fdz.

substituons g par τ et f par F (τ)dτ dans la représentation de Weierstrass-
Enneper.

Théorème 2.3.3.2. Pour toute fonction holomorphe F (τ),une surface mi-
nimale est définie par

X(z, z) = (X1(z, z), X2(z, z), X3(z, z))

telle que 
X1(z, z) = Re(

∫
(1− τ 2)F (τ)dz)

X2(z, z) = Re(
∫
i(1 + τ 2)F (τ)dz)

X1(z, z) = Re(
∫

2τF (τ)dz).
(2.11)

Exemple
Pour τ = ez et F (τ) = i

2τ2 on obtient une surface minimale appelée
«helicoid».

notons que τ = ez,τ−1 = Logz,et F (ez) = i
2e2z sont toutes holomorphe

sur le domaine de Log(z) 15

15. Log(z) au lieu de log(z) parceque Log(z) est la branche principale de log et les branche
de log sont holomorphe mais Log lui même n’est pas holomorphe.
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Chapitre 3

Quelques Surfaces Minimales
Connues.

Nous allons introduire des surfaces minimales complètes célèbres. en uti-
lisant la représentation de Weierstrass.

3.1 Surface d’Enneper.
La surface d’Enneper 1 est la surface minimale obtenue en prenant f(z) =

1 ,g(z) = z dans la paramétrisation de Weierstrass.(Figure 3.1)[14]

3.1.1 Aspect géométrique.

Elle peut être définie géométriquement comme l’enveloppe des plans mé-
diateurs de deux points situés sur deux paraboles homofocales (i. e. des pa-
raboles dont les plans sont perpendiculaires et dont le sommet de l’une passe
par le foyer de l’autre

La surface d’Enneper est invariante par un retournement, ici d’axe x =
y, z = 0 (échanger u et v dans la paramétrisation) qui échange les deux faces
de la surface.(Figure 3.2)

1. Alfred Enneper (1830 -1885) : mathématicien allemand. Surface étudiée en 1863 par
Enneper.
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Figure 3.1 – Surface d’Enneper, limitée au niveau de sa courbe d’auto-
intersection.

Figure 3.2 – les deux faces(rouge-bleue) sont identiques.
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3.1.2 Caractéristiques.

Paramétrisation cartésienne .

X(z) = Re


∫
f(z)(1− g(z)2)dz∫
if(z)(1 + g(z)2)dz∫

2f(z)g(z)dz

 = Re


z − z3

3
iz + iz3

3
z2

 =


u− u3

3 + uv2

v − v3

3 + vu2

u2 − v2


z = u+ iv

Première forme quadratique fondamentale .

ds2 = (1 + u2 + v2)2(du2 + dv2).

Elément d’aire .

dΣ = (1 + u2 + v2)2dudv.

Deuxième forme quadratique fondamentale.

2(du2 + dv2).

Courbure totale.

K = 4
(1 + u2 + v2)2 .

Courbure moyenne nulle (surface minimale).

X(u, v) =


u− u3

3 + uv2

v − v3

3 + vu2

u2 − v2


alors

Xu =


1− u2 + v2

2uv
2u

 , Xv =


2uv

1− v2 + u2

−2v



Xu ·Xv = 2uv − 2u3v + 2uv3 + 2uv + 2u3v − 2uv3 − 4uv = 0,

X2
u = X2

v = (1 + u+ v)2, Xuu = −Xvv

49



Figure 3.3 – Cas n = 3 à gauche (la selle pour singe) à droite n=5

alors

X2
vXuu − 2(Xu ·Xv)Xvv +X2

uXvv = 0

donc
H = 0 et la surface d’Enneper est minimale.
Rayons de courbure principaux.

R1 = −R2 = 1
2(1 + u2 + v2).

3.1.3 Surface d’Enneper d’ordre n :

Si l’on prend dans la paramétrisation de Weierstrass,f(z) = 1 , g(z) = zn

on obtient la surface d’Enneper d’ordre n.
La surface d’Enneper classique est obtenue pour n = 2, et le cas n = 3/2

donne la surface de Bour.(Figure 3.3)

3.2 Le caténoide.
La caténoide 2 est la surface minimale obtenue en prenant f(z) = −i

2 exp(−iz)
,g(z) = exp(iz) dans la paramétrisation de Weierstrass.(Figure 3.4)

2. Surface étudiée par Euler en 1740. Le nom vient de catena : chaîne, qui est aussi le
nom latin de la chaînette.
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Figure 3.4 – Représentation d’un caténoïde

Figure 3.5 – Rotation d’une chaînette

3.2.1 Aspect géométrique.

Le caténoïde est la surface de révolution 3 engendrée par la rotation d’une
chaînette 4 autour de sa base.(Figure 3.5)

3.2.2 Caractéristiques :

Paramétrisation cartésienne :

X(z) =


ch(v)cos(u)
ch(v)sin(u)

v


3. C’est la seule surface de révolution minimale.
4. La chaînette est la forme prise par un fil pesant flexible infiniment mince homogène

inextensible suspendu entre deux points
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z = u+ iv

Première forme quadratique fondamentale .

ds2 = ch2(z)(dz2 + dθ2).

Elément d’aire .

dΣ = ch(z)dθdz.

Deuxième forme quadratique fondamentale.

2(dθ2 − dz2).

Courbure totale.

K = −1
ch4(z) .

Courbure moyenne nulle (surface minimale).

3.3 L’ hélicoïde.
L’ hélicoïde 5 est la surface s’appuyant sur une hélice et sur un axe.C’est

une surface minimale sans intersections C’est, avec le plan, la seule surface
minimale réglée 6(Figure 3.6)[15]

3.3.1 Caractéristiques.

Paramétrisation cartésienne .

X(ρ, θ) =


ρcos(θ)
ρsin(θ)
hθ


h est un paramètre positif

Equation cartésienne :

5. Surface découverte par Meusnier en 1776. Autres noms : hélicoïde de Meusnier,
surface de la vis à filet carré..

6. Surface pouvant être obtenue par déplacement d’une droite dans l’espace.
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Figure 3.6 – Hélicoïde droit

y = xtag(z
h

)

Première forme quadratique fondamentale .

ds2 = dρ2 + (ρ2 + h2)dθ2.

Elément d’aire .

dΣ =
√
ρ2 + h2dρdθ.

Deuxième forme quadratique fondamentale .

−2h√
ρ2 + h2dρdθ.

Courbure totale .

K = h2

ρ2 + h2 .

Courbure moyenne nulle (surface minimale).

Remarque 3.3.1.0.1. Un hélicoïde droit peut être transformé continûment
et isométriquement en un caténoïde 7, la surface restant constamment mini-
male(Figure 3.7).

7. Les surfaces intermédiaires sont les hélicoïdes minimaux.
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Figure 3.7 – Transformation de l’hélicoïde droit en caténoïde

3.4 Surfaces de Scherk.
Les surfaces de Scherk 8 sont les solutions de l’quation de Lagrange de la

forme h(u, v) = f(u) + g(v)

3.4.1 Première surface de Scherk

la première surface de scherk est une surfaces minimales sans intersections
doublement périodique.(Figure 3.8)

Paramétrisation de Weierstrass.

f(z) = 2
1− z4 etg(z) = z

Equation cartésienne.

ezcos(x) = cos(y)

soit
z = ln(cos(y)

cos(x))

3.4.2 Deuxième surface de Scherk

la deuxième surface de scherk est une surfaces minimales sans intersec-
tions simplement périodique.(Figure 3.9)

8. Surfaces étudiées par Scherk en 1834. Heinrich Ferdinand Scherk (1798-1885) : ma-
thématicien allemand.
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Figure 3.8 – Première surface de Scherk

Figure 3.9 – Deuxième surface de Scherk
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Equation cartésienne.

sin(z) = sh(x)sh(y).

3.5 Surface de révolution
Une surface de révolution Σ est une surface paramétrée par une applica-

tion f de la forme

f(u, v) = (h(v)cos(u), h(v)sin(u), v)

où u ∈ ] 0, 2π [ , v ∈ ] 0, 2π [ et h(v) � 0,
alors on a :

fu


−h(v)sin(u)
h(v)cos(u)

0

 , fv

h′(v)cos(u)
h′(v)sin(u)

1

 , fuu

−h(v)cos(u)
−h(v)sin(u)

0

 ,

fvv


h′′(v)cos(u)
h′′(v)sin(u)

0

 , fuv

−h′(v)sin(u)
h′(v)cos(u)

0

 .
donc

f 2
u = h(v)2sin2(u) + h(v)2cos2(u) = h(v)2,

f 2
v = h′(v)2cos2(u) + h′(v)2sin2(u) + 1 = h′(v)2 + 1,

fu · fv = −h(v)h′(v)sin(u)cos(u) + h(v)h′(v)cos(u)sin(u) = 0.

E = h2(v), G = h′2(v) + 1, F = 0.

EG− F 2 = h(v)2(h′(v)2 + 1).

On a :

fu ∧ fv



h(v)cos(u)

h(v)sin(u)

−h(v)h′(v)


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|fu ∧ fv| =
√
h(v)2cos2(u) + h(v)2sin2(u) + h(v)2h′(v)2

=
√
h(v)2(1 + h′(v)2)

= h(v)
√

1 + h′(v)2

~n = fu∧fv
|fu∧fv|,

alors

~n



h(v)cos(u)√
h(v)2(1+h′(v)2)

h(v)sin(u)√
h(v)2(1+h′(v)2)

h1(v)h′(v)√
h(v)2(1+h′(v)2)


.
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L = fuu.~n

= −h(v)h(v)cos2(u)−h(v)h(v)sin2(u)
h(v)
√

(1+h′(v)2)

= −h2(v)
h(v)
√

(1+h′(v)2)

= −h(v)√
(1+h′(v)2

N = fvv.~n

= (h
′′(v)h(v)cos2(u)+h′′(v)h(v)sin2(u)

h(v)
√

(1+h′(v)2)

= h′′(v)√
(1+h′(v)2)

M = fuv.~n

= −h(v)h′(v)sin(u)cos(u)+h′(v)h(v)cos(u)sin(u)
h(v)
√

(1+h′(v)2)

= 0

H = 1
2

h2(v) h′′(v)√
(1+h′(v)2)

+(1+h′(v)2) −h(v)√
(1+h′(v)2

h(v)2(h′(v)2+1).

= 1
2
h2(v)h′′(v)−(1+h′(v)2)h(v)

h(v)2(h′(v)2+1)
3
2

= 1
2
h(v)h′′(v)−(1+h′(v)2)
h(v)(h′(v)2+1)

3
2 .
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H = 0 ⇐⇒ h(v)h′′(v)− h′(v)2 − 1 = 0

La surface de révolution Σ est minimale si et seulement si

h(v)h′′(v)− h′2(v)− 1 = 0 9 (3.1)

Exemple
Si on prend

h(u) = 1
a
ch(au), a � 0

On a :

h′(u) = sh(au), h′′(v) = ach(au)

Remplaçons dans l’equation (3.1).

h(v)h′′(v)− h′(v)2 − 1 = ( 1
a
ch(av))(ach(av))− (sh(av))2 − 1

= ch2(av)− sh(av)− 1
= 0

,

alors la surface de révolution paramétrée par l’application

f(u, v) = (1
a
ch(av)cos(u), 1

a
ch(av)sin(u), v). (3.2)

est une surface minimale, elle s’appelle « caténoïde », elle est avec le
plan la seule surface minimale de révolution.

9. Equation différentielle de second ordre.
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3.6 Surface de translation
Les surfaces de translations se sont les surfaces (f, U) paramétées de la

manière suivante :

ϕ : U = I × J −→ R3

(u, v) 7−→ ϕ(u, v) = α(u) + β(v)

telles que

α : I −→ R3

u 7−→ α(u)
β : J −→ R3

v 7−→ β(v)

sont des courbes dans R3.

Cas particulier :

ϕ(u, v) = (u, v, f(u) + g(v))

= (u, 0, f(u))︸ ︷︷ ︸
α(u)

+ (0, v, g(v))︸ ︷︷ ︸
β(v)

ϕu


1
0

f ′(u)

 , ϕv


0
1

g′(v)

 , ϕuu


0
0

f ′′(u)

 ,

ϕuv


0
0
0

 , ϕvv


0
0

g′′(v)

 .

E = 1 + f ′2(u), F = f ′(u)g′(v), G = 1 + g′2.

~n = ϕu ∧ ϕv
|ϕu ∧ ϕv|

.
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ϕu(u, v) ∧ ϕv(u, v)


−f ′(u)
−g′(v)

1

 , alors ϕu(u, v) ∧ ϕv(u, v) 6= ~0,

donc la surface est régulière sur R2

|ϕu(u, v) ∧ ϕv(u, v)| =
√

1 + f ′2(u) + g′2(u),

alors

~n



−f ′(u)√
1+f ′2(u)+g′2(v)

−g′(v)√
1+f ′2(u)+g′2(v)

1√
1+f ′2(u)+g′2(v)


,

donc

L = f ′′(u)√
1 + f ′2(u) + g′2(v)

, M = 0, N = g′′(v)√
1 + f ′2(u) + g′2(v)

La courbure moyenne :

H = EN+GL−2FM
EG−F 2

=
(1+f ′2(u))g′′(v)√
1+f ′2(u)+g′2(v)

+ (1+g′2(v))f ′′(u)√
1+f ′2(u)+g′2(v)

1+f ′2(u)+g′2(v)

= (1+f ′2(u))g′′(v)+(1+g′2(v))f ′′(u)
(1+f ′2(u)+g′2(v))

3
2

La surface est minimale si et seulement si :

(1 + f ′2(u))g′′(v) + (1 + g′2(v))f ′′(u) = 0 (3.3)
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Exemple : La première surface de Scherk (Figure : 3.8)
Pour

ϕ(u, v) = ln( cos(u)
cos(v) )

= ln(cos(u))− ln(cos(v)),

où u, v ∈ ]− π, π [
Dans ce cas, on a :

f(u) = ln(cos(u)) g(v) = −ln(cos(v)),

f ′(u) = −sin(u)
cos(u) f ′′(u) = −1

cos2(u) ,

g′(v) = sin(v)
cos(v) g′′(v) = 1

cos2(v) .

Remplaçons dans l’equation (3.3)

(1 + f ′2(u))g′′(v) + (1 + g′2(v))f ′′(u) = (1 + (−sin(u)
cos(u) )2). 1

cos2(v) + (1 + ( sin(v)
cos(v))

2) −1
cos2(u)

= 0
,

alors la première surface de Scherk est une surface minimale de translation.
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