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Introduction

Etudier les liens entre deux variables aléatoires est une question tres importante en

statistique. En conséquence, on peut dire qu’en statistique, les outils naturels pour faire la
prévision sont les modeles liés a la distribution conditionnelle de ces variables aléatoires.
Parmi ces modeles les plus sollicités citons la régression classique, la régression modale
(mode conditionnel), les quantiles de régressions (la médiane conditionnelle).
La régression est un ensemble de méthodes statistiques tres utilisées pour analyser cette
relation. Pendant longtemps, la régression d’une variable aléatoire y sur le vecteur de
variables aléatoires x désignait la moyenne conditionnelle de y sachant x. Aujourd’hui, le
terme de régression désigne tout élément de la distribution conditionnelle de y sachant x
considérée comme une fonction de x. Dans notre contexte non paramétrique, les premiers
résultats ont été obtenus par Tukey ([9], 1961). Tandis que 'estimation par la méthode
du noyau a été utilisée pour la premiere fois en 1964 séparement par Nadaraya et Waston.
Les premiers travaux en ce sens eurent essentiellement pour I'objet de chercher a utili-
ser les estimateurs non paramétrique (linéaire le plus souvent) de nouveaux estimateurs.
Notons que, les questions dans les espaces de dimension éventuellement infinie sont parti-
culierement intéressante. L’étude de modele de régression d’indice simple a été introduit
par par Ichimura ((1993),[6]), il a proposé un estimateur par la méthode des moindres
carrées pour l'indice du modele et a étudié la convergence en probabilité et la norma-
lité asymptotique de l'estimateur construit. Depuis plusieurs décennies nombreux sont
les statisciens qui ont développé des applications permettent le traitement de variables
aléatoires fonctionnelles. En effet, Férraty et al. (2003, [4]) ont obtenus la convergence
presque complete lorsque les observations sont indépendants et identiquement distribuées
et ont été généralisés par Saidi et al. (2005, [1]). La littérature est trés abondante dans ce
cas par Bosq (2000, [2]), Ramsay et Silverman (2002, [8]), Ferraty et Vieu (2004, [3]).

Cette these est organisée de la maniere suivante :
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Le premier chapitre est consacré a la présentation des notations et outils téchniques de
nos résultats. Puis, cette travaille se divise en trois parties.

La premiere partie s’intéresse a une variable de réponse réelle donnée une variable aléatoire
vectorielle dans le cas ou les observations sont indépendant et identiquement distribuées,
on établit sous des conditions générales la convergence presque complete de la fonction
de régression et sous des hypotheses un peu plus restrictives dans le cas mélange fort qui
donne la méme vitesse de convergence. On trouve aussi la convergene uniforme.

Dans la deuxieme partie, nous nous intéressons a la situation ou la variable d’explicative
est fonctionnelle. On généralise les derniers résultats lorsqu’on suppose que l'indice du
modele est fixé en quantifiant les propriéetées asymptotiques d'un estimateur a noyau
pour la fonction de lien.

Enfin, une troisieme partie propose par des données simulées une comparaison entre les
trois méthodes de régression, la régression linéaire, non-paramétrique et la régression

semi-paramétrique.



Chapitre 1

Présentation

1.1 Notations et définitions

Soient (€2, A, P) un espace de probabilité et {A;},_; une famille des variables aléatoires

définie sur (€2, A, P) é valeurs dans un espace probabilisable (IE, £). On note (Jf-)i# dans zu{—oo to0}

la tribu engendrée par {Ay,i < k < j} et par Ly(o?) l'espace des variables aléatoires o?-

mesurable et de carrée sommable.

Définition 1.1.1 Soit {A;},.; une famille des variables aléatoires définie sur (2, A,P)
¢ valeurs dans un espace probabilisable (IE,£). On dit que la famille {A;,i € Z} est a-

mélangent si la suite

O = sup IP(ANB) —P(A)P(B)|

+
{kez, Aec*  ,Beo D,

tend vers 0 quand n tend vers linfinie. La suite v, est appelée coefficient de mélange
forte.

Définition 1.1.2 Une fonction K de RP dans R est dite noyau d’ordre k, k € N*, si :
Tiyoin(K) =0, V(iy,...,3,) € RE wérifiant i; <k, 1<j<p.

et
Ti(K) #0, Vj < k.

Ti .. Z»p(K)—/ulf,...,u;PK(ul,...,up)dul,...,dup.
R



8 Présentation

et

Tj(K):/Ru?[((ul,...,up)dul,...,dup.

1.2 Outils

Lemme 1.2.1 [3] Soit Ay, ..., A, des variables aléatoires réelles centrées, indépendantes

et identiquement distribuées, telles qu’il existe deux réels positifs d et § vérifiant :
A <det EA? <§.

Alors, pour tout € €0, %[ on a

p [nl

cette inégalité a été donnée par W.Hoeffding en (1963, [3]). Les lemmes suivants donnent

>
i=1

’VLE2
> 6] < 2e” 487,

les deux version de l'inégalité de Fuk Nagaev.

Lemme 1.2.2 [3] Soit{ A;,i € N} une suite des variables aléatoires réelles c-mélangeante,

de coefficient de mélange o, vérifiant :
Je e R*Y, a e R*F a(n) <en™®

et 51 Vi, ||Ail|o < 00, alors, pour tout € >0 et r >0, on a

€2 5 » 20 a+1
<4 (1 + @> + 2ner (?) . (1.1)

Lemme 1.2.3 [1] Soit{ A;,i € N} une suite des variables aléatoires réelles a-mélangeante,

|zn:Ak| > 4e

k=1

P

de coefficient de mélange o, vérifiant :

de e R*, a e R* a(n) <cen™®
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et si ||Ail|oo < 00, Vi, alors, pour tout A >0 et r > 1, on a

Pl Z AV I 4)\nIEK1(a:)] = P||sn| > 4MIEK,; (z)]
i=1
N2 (EK, (z))2 2
TSn.l
p(a+1)

n r atp
+CF ()\nIEKl(x)) '

§C(1—|—

o

Sn:ZAi

i=1

Pour calculer expression de S?, définie dans le lemme précédent, on utilise le lemme

suivant :

Lemme 1.2.4 [1] Soit{ A;,i € N} une suite des variables aléatoires réelles c-mélangeante,

de coefficient de mélange o, vérifiant :
dee R*", aeR*" aln) <en™®
et si ||A||oo < 00, Vi, alors, pour tout e >0 et r >0
S2 = Z Z lcov (A, Aj)].
i=1 j=1

pour calculer I'expression de S?, définie dans le lemme précédent, on utilise le lemme
suivant :
Lemme 1.2.5 ([1], [3]) Soit{ A;,i € N} une suite des variables aléatoires réelle c-mélangeante,
de coefficient des mélange a,, telle que ||A;l < 00,¥i. On a pour tout i # j :
|cov(Ai, Aj) < 4 Ailloo]| Ao iy
et dans le cas fonctionnelle on introduit

(p—2)

|cov(As; Aj)] < Cleiy) 7
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Chapitre 2

Régression non-paramétrique
vectorielle

Dans ce chapitre, on s’intéresse a un modele de régression non paramétrique dans le cas
ol la variable explicative est multi-dimensionnelle. Ce chapitre est dévisé en deux sections.
Dans la premiere section, on présente notre modele et son estimateur. La deuxieme section

traite la convergence presque complete ponctuelle sur un compact fixé.

2.1 Modele

Soit (Xj,Y;)i=1,..., un n-échantillon de variables aléatoire définie sur l'espace de pro-

babilitée (2, A, IP) & valeurs dans RP™!, p est un entier strictement positif. En outre, nous
supposons qu’il existe une version réguliere de la probabilité conditionnelle de Y donné
X, ce qui a une densité par rapport a la mesure de Lebesques notéé f. Le modele de

régression étudié est donné par I’equation
Y=r(X)+e¢

ou € est une variable aléatoire réelle centrée est indépandante de X et r est une fonction

de RP & valeur dans R supposée de classe C*. La fonction r peut etre exprimer par

E(Y/X) =r(x)

11



12 Régression non-paramétrique vectorielle

~

TN,W(x)

>k (52
=1
>R (52)
=1

ol K est une fonction de R? a valeurs dans R et h est suite de nombres réel positifs tel

, r eRP

que (h,, = h) s’appelle le paramétre de lissage.

2.2 Convergence presque complete ponctuelle

On se propose d’étudier la convergence presque compleéte de l'estimateur 7(x) dans les

deux cas indépendant et dépendant.
2.2.1 Cas indépendant

Nous allons commencer par donner des résultats de convergence presque compléte sous
des modéles de régularité du type :

2.2.2 Hypothéses

— (H1) Les fonctions 7 et f sont k-fois continument dérivable au voisinage de x
— (H2) la densité f de la variable explicative est strictement positive au point z.
— (H3) Le paramétre de lissage est tel que :

nh?

lim A, =0, et lim = 00
n—>00 n—>oo log n

— (H4) le noyau K est d’ordre k, supposé borné et a support compact.

— (Hb5) La variable de réponse est telle que : |Y] < M < co.

Théoréme 2.2.1 Sous les les hypothéses (H1) — (Hb), on a
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preuve On a
) = 92)
" Fa
ol
. 1 O - X
§lr) = —=) Vi ("’“" - )
=1
et
~ 1 < - X;
f(ﬂf):mZK (m N )
i=1
la preuve est basé sur la decomposition suivante :
1
) —r(z) = =—(9(x)) - E(g(z)) + E(g(x)) — g(x))
f(x)
r(z) (4
+ (F@) = 1))
Lemme 2.2.1 Sous les hypotheéses (Hy), (Hs), (Hy), (Hs), on a
E(g(x)) - g(x) = of(h*) (2.2)
E(f(z)) = (&) = o(h") (2.3)
Lemme 2.2.2 Sous les hypothéses (Hy), (Hs), (Hy), (Hs)
1
E(j(r) ~ (@) = o ( j;ij}) (24)
E(f(2)) = fla) = o ( ﬁijf) (2:5)
Lemme 2.2.3 Sous les conditions du lemme (2.2.2)
35 >0, fjl@(\ﬂxm <) < oo (2.6)
i=1
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Démonstration du lemme 2.2.1 On a, par équistribution des observations,
1 « T
E(g = E{—) VK
(3() (nhz (
= o (i (57)) -
i=1
- (B (e (557)) o)
(L ook (55) s
RP
(L sok (5 an =t
RP

En posant (x — u)/h = z, tel que, du = hPdz dans le calcul d’intégrale a 'expression :

>
hS]

=

=

B@) —g@) = [ lolo—h2) =gl K1)

= [ lofa = he) ~ gl )z

11 suffit alors de développer la fonction g au voisinage du point z, on obtient dans ce cas,
k

oo —h2) —gt0) = S 3 () (27 ) )+ o))

j=1 iyeip=]

D’aprés ’hypothese(Hy), on a

Ceci achever la preuve de (2.2).
la preuve de (2.3) suit les mémes étapes de (2.2). En fait on établit un résultat plus précis

que celui recherché, a savoir que
B

E(f(x)) - Z ( ) «(j) + O(nb)

Jj=1
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Démonstration du lemme 2.2.2
on pose

Pour appliqué l'inégalité de Hoeffding (lemme (1.2.1)) aux variables A;, il faut majorer

les deux termes : |A;| et EAZ. En effet, d’aprés les hypotheses (Hy), (Hg) on a,

et EA?SQ

C
A< hp

Y

Le Lemme (1.2.1) permet alors d’écrire que pour tout €, on a :

- n logn —nelloEn
P(\E(g(@)—g(l’)’ > € ng ) = 2€XP(—40gnh‘)

donc

Finallement on a;

la preuve de (2.5) se démontre de la méme maniere que (2.4)

Démonstration du lemme 2.2.3
on a,

alors,

Fol < 2 — ifw) - £ > 12

~—
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on peut écrire

ip (1For <L) < ip (1) - s > 220 <

Ainsi, le résultat est une conséquence du lemme précédente.

2.2.3 Cas dépendant

le but de cette section est la géneralisation du résultat donné dans le cas précedent a
des observations mélangeantes.
2.2.4 Hypotheses

On garde les mémes hypotheses du cas i.i.d et on ajouté les conditions ci-dessous
permettent de trouver la méme vitesse de convergence.
— (H,) le couple des variables aléatoires (X;, X;) admet une densité notée f;;, pour
tout i # j

— (H3) Le coefficient des mélange est tel que
Je e R*", et a € R*ftelles que a(n) <cn™®

— (Hs) Le parametre de lissage est vérifié pour a > (5 +/17)/2 tel que
360>0,3¢; >0,y >0, 02n<9+%) < hP < cln(ﬁfe)

2.2.5 Résultat

Théoréme 2.2.2 Si les conditions (H1) — (H4), (H,) — (H3) sont réalisées alors

P(x) —r(x) = o(h*) + o ( M) , P.co

nhp

Preuve :
on obtient le méme resultat pour cela on va démontré seulement la partie de dispersion
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Lemme 2.2.4 Si les conditions (Hs), (Hs) sont vérifiées

alors il existe Jv > 0 et € > 0 tel que ['on ait :

P <|E<f<x>> ~ @)l > e ﬁif) = o)

P (\E@(w)) ~ 3] > 1;’5;) = o(n”')

Preuve 2.2.1 Nous ferons les deux preuves simultanément en posant

~

(x) = f(x) ou g(x)

_X. _X.
Ai:Y;lK(x - Z)—E(YilK(x - )) l=0oul=1

1l vient pour tout € > 0 et pour r > 1 que

et

P(E(D(@) - Ba)] > o) = p<i

On commence d’abord, par la quantité
Spo= D leov(As, A
0,3

— Z Z lcov(A;, Aj)| +nVar(4;)

i=1 i#j

= S* +nVar(A)
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En effet, par définition de A; on a

D’une part,

E(Ai4A;) = E[(YilK< ) - EYK (55

= 0me () o (5 ))1
e (5 ()
- cE[( > (5]

e [ (5] 8 [
s
e

) (v

fij(u, v)dudv

= |

)
) i
)

r—u r—v
- // ( ) ( - [fij(u,v) — f(u)f(v)] dudv.
On prend le changement des variables usuel h =z, - W Y =t, dou,
B (AA) | < ch%// K (2)K(8) [fig(x — ht,x — ht) — (i — 20) f(x — ht)] |d=dt.

Pour n assez grand, on peut trouver une constante C' telle que

B <d? [ [IKEKE [fole,) - ()] [dedr
Puisque les fonction K ,f et fi; sont bornées, alors
IE (AA)) | =0 (h%P) . (2.7)

D’autre part, on peut majorer cette covariance en utilisant l'inégalité du lemme (1.2.5,

[3])
[cov (Ai;) | < 4 Adlloo - 1A llocar (It = 1) - (2.8)
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Par la suite, on fait appelle auzx techniques de Masry ([7],1986), en considérant une suite

u, des entiers naturels et on montre que a l’aide des majorations précédentes

S < ¢ Z Z R + Z Z (li—j])| = O (h*nu, + n*a(u,)).  (2.9)

0<]i—j|<un i3] un

Pour la suite u,, on prend u, = [ 1 ceci implique

hPlogn

S = O(thn +n2a(hplogn)_1)

' hrlogn
h? _
= O (lZgn) + O (n*a(h?logn) 1).
nh?
Il est évident que lim = 22 =0 c’est 4 dire

n—00 nhP
52 = o(nh?) + O (n*a(h’logn)™") .
D’apres la deuxieme partie de la condition (Hsz) on a

W <ot ? = gl < Jep im0
- prleD) < Cga—l)nfl—e(aq)_

Posant ¢ = O(a— 1) alors h*“~Y = O(n~'7%). Par conséquent, en vertu du lemme (1.2.4,
[3]);

S2* = o(nhP).
Donc,

S2 = o(nhP)

logn
Pour e = ¢ &

nhy,

P [|E$<x> —(2)] > € “’9”]

nhp

2 220\ T )3
<4 (1 N s (logn)n’h ) +onerl < 8r(nh?) 1)
=

n2h2r16r eonh?(logn) =
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2l _TT 8 a+l a+1
<414+ 297 +2onert (2 (nhPlogn) ™ )
167 €0

Pour un choiz de r = C (log(n))?, le premier terme est de type

e2logn El —e2logn
A= (1+-2 < —0 2.10
! ( MRT ) =8P g (2.10)

et le deuxieme terme

Ay < e~ (@D~ (55 +1rabp —p()

sous la condition (Hs) sur le parameétre de lissage h,, on a
Ay < en~ 1722400 (2.11)

Les équations (2.10 ) et (2.11 ) implique que

Y [|E$(x) — (@) > e log”] < .

nhp

2.3 Convergence presque compléte uniforme

L’obtention de résultats analogues uniformes sur un compact S de RP est subordonnée
a des hypotheses supplémentaires, en considérons les deux cas d’observations indépendant

au fortement mélangeants.

2.3.1 Casi.i.d

Pour établir la convergence presque complete, on a besoin des hypotheses suivants :

2.3.2 Hypotheses

H, r et f sont k fois continument différentiables au voisinage de x

Hy la densité f est strictement positive sur le compact S vérifient

36 > 0, ;ggf(x) > 0



2.3 Convergence presque compléte uniforme 21

H3 sur le noyau
36> 0,3C < oco,Vx € S,Vy € S, |K(z) — K(y)| < Clz — y
H, le paramétre de lissage est tel que :

a>0, lim n*AP*? =
n—-oo

Hj le noyau K est integrable ,borné et a support compact

Hg sur la variable de réponse

Y] < M < 0

Théoréme 2.3.1 Si les conditions (Hy)--- (Hg) sont réalisées on a

sup |[7(z) — r(z)| = o(h*) + o ( M) ,  Dp.co

€S nhp

Démonstration la démonstration de ce théoreme est basé sur la décomposition suivante :

sup 9(z) — E(g(2)]) sup [E(9(z) — g(z)]
sup [F(z) —r(z)] < = - + = -

zes inf | f(x)] inf | f(z)]

z€eS €S

la preuve se repose les lemmes suivants :

Lemme 2.3.1 Sous les hypothéses (Hy) — (Hs), (Hy), (Hp)

ilelg\E@(x))—g(ﬂf)l = o(h") (2.12)
sup [E(f(x)) — f(x)| = o(h*) (2.13)

T€S
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Lemme 2.3.2 Sous les hypothéses (Hy) — (Hpg)

sup [E(§()) — §(z)| = ( m”)

€S

TE€S

sup [E(F(2)) — fla)| = ( 1°g”>

et

3 >0, Y Pinf||fa))) <) <oo
i=1

Démonstration du lemme (2.3.1)

Les observations sont indépendant identiquement distribuées,

E§(z) :E[#i;{<m—h&)n

bR

- %]E L (x _th) E (Y/Xl)}
- %]E K (9“" _th) r(Xl)]

_ % K (I - “) () f (1) du

s . ) xr—u
On considere le changement des variables suivant =Y alors,

Fj(z) = / K (y)g(x — hy)dy

(2.14)

(2.15)

(2.16)
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La fonction g étant de C*, alors, en utilisant le développement de Taylor pour obtenir
p
—h =—h ; T
o) - 2: z:z:mhm%%%2

p ak N
Z Z oz, . 8ZL‘M Yy + o)
ajg x i1 i
=—h Z . ( ) T Yy

i1 i2
i1-Hig iy 0xi' 0z ... xp

h? P g(x) i
+o > Y+

it ip=2 ozl 89@’22 .0y
(=h)* Pglx) b
+ Do e oY)
k! =i+ tip=k 8xl ... Oy
(- g(a)
= O o), vees
~ T i, O Oxp

La fonction 9%g est bornée sur le compact S, alors, on peut écrire

/ K. 5)9(x — hy)dy — / @)K (1 .. y,)dy —

S (—hy /
Z ] Z P K yl y . ylpdy‘i‘O(hk)
j=1 7 j=i1+tip 8x11 . 6xp” P
k . '
Eg(l’) _g<l'> :Z ]‘ [ ] ( 11,'--3/;”)K(y1...yp)dz—|—0(hk)
1 z

/\Kv
Il

7 [ ?/ it %”/W |
o | /kK ] + o

Z[a () + ol1).

Sous 'hypothese (Hz) on obt;ent,

sup [Eg(z) — g(w)] = O(h").

z€eS

.+
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D’une maniere analogie on démontre que,

~

sup \Ef(z) — f(z)| = o(h").

zeSs

Démonstration du lemme (2.3.2)

Sans perdre de généralité, on démontre seulement le cas g(z) et par analogie, on obtient

le cas de 'estimateur f(z). Comme S est un compact de R, alors, on peut considérer
le recouvrement suivant S C |J Bx(t,[) ou By est la boule centré en ¢, € S de rayon
I, = n~(@*t1/2_ De ce recouvrement, on peut extraire un recouvrement fini,dont le nombre

des boules est 7,, < zi et on écrit
n

sup[g(z) — Eg(z)| = sup[g(z) —g(tx(2)) +9(tx(z)) — Eg(tr(z)) + Eg(ti(z)) — Eg(z)|

zeSs zeSs

< sup |g(z) = g(te(w))| + sup[g(te(w)) — Eg(te(z))]

+sup |[Eg(tx(x)) — Eg(z)|

z€eS

(2.17)

avec tg(z) est le centre de la boule la plus proche de x. Ainsi,

P (swplge) - BG@)| > ) < P (sup atu(s)) — Eglea(a))] > £ )
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Pour le premier terme, on a

) =)l = o 3 (1 (57 ) o 2 (0 () )

1=

LN g (2= X tu(z) — X;
=|— )Y K Y, - K | =2—1Y;

=1

< g JI—Xi _ tk(I)—Xz
— hp h h
C

< oyl = ()]

[
< Cﬁ‘

Comme [ = n~(@t1)/2,
N R Cn_(a+1/2) C
i‘élg l9(x) —g(tr(x))] < hp = ppplatl)/2
C
— nplatl)/2php

L’hypothese (Hy) implique qu’il existe

C B logn
n(a+1)/2hp =0 nh}% ’

Par conséquent,

sup () — gltu(x)] = o ( lzi;f) .

€S

Pour le deuxieme terme,

P (sup Glt(a)) - Eﬁ(tku))!) <p ( max_ [G(ta(z)) - 1E§<m<x>>!)

€S k=1,..., Tn,
<3 P((t(2)) - EG(tala))])

< 7 max P ([§(t(e) — Fg(te(@)])
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Posons,

e o (1) o ()]

D’ou, on peut écrire

[Gte(@) — Egtu@))| = |- S K <WT—X) vow LSk (tk(@h— XZ-> v

On applique, maintenant, I'inégalité d’Hoeffding (1.2.1). Du faite que le noyau K et le

variable aléatoire Y sont borné, alors, on peut dire,

C
|A] < s

Il suffit évaluer
VarA; < IE(T'?)

avec I'; = i {YiK <tk(x>—_XZ }, alors,

E(T?) = (%y%{z (tk(x)T—X)>

D (%]E(Yz/)(l)[@ (WT_X»

— s [ ot (M=) du

=%

ot p(u) =E (Y?/X = u).
(tx(2) — u)

On considere le changement des variables usuelle z = pour démontrer que,

F(r2) % / (ta(x) — 2h) f(te() — 2h)K2(2)dz.

)
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Puisque la fonction ¢ est borné, la densité f est continue et le noyau K est a support

compact, alors, il existe une constante C telle que :

< ¢

E(T?) < -

Par ailleur, on applique l'inégalité de d’Hoeffding, pour laquelle on a,

P |1 iA N I (2.18)
- i gl S X . .
n i1 P 452
En choisissant,
& [logn
6V nhe

pour tout g9 > 0 a,

. . ey [logn —negh? logn
_ 0,/ < —
P [IlEg(tk(x)) gltx(@)l > & nhp] = zeXp( AnhrC

Donc,

~ ~ gg [logn -3
max IP [\]Eg(tk(x)) = Gt > 2 nip] <one.

ceci implique,

~ ~ €0 logn
ammax TP [uEg(tk(x)) — G| > 2y

D’ou

S max P | [Bg(t(0)) — 3(tu(e))] > 24/ E0| <237 it
— " b F 6 nhp - —
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Un choix convenable den g permet de conclure que

sup [(z) — G(tn(2))] :o( 10g”>. P.co

zeSsS nhp

En ce qui concerne le dernier terme du,

[Eg(t(z)) ~ Eg(x)| = ,

> |
_ %(E(K<M)K)E(ff(xh&>”)>

§~
"@
I~
=
q
v
:<
E
</~
NE
=
—
5
D‘ |
e
~—
<

De méme, par définition de la suite, on obtient,

R R C’n (at1)/ C
sup [[Bg(x) — Bg(t(@))| - < —hp S s
C

= (g

Sous (H,) on montre que on peut trouver,

sup [Eg(z) — Eg(t,(2))] :o( log”), P.co

€S nhp

Démonstration de (2.16)

Les résultats des lemmes (2.3.1) et (2.3.2) entrainent en particulier la convergence presque

complete uniforme sur un compact S de f(w) vers f(z). On a aussi,

P (ntlfwl<3) <P (sw|f) - ) > )
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ou # = inf,cs f(x). Ceci implique,
ZIP 1nf|f |<€ <§:]P sup‘A(:c)—f(x)’>Q < 00
z€S 2 T4 2

D’ou le résultat du lemme avec § = —

2.3.3 Cas a-mélange

On garde les mémes hypotheses, ainsi les mémes notations et on ajoute les deux
hypotheses suivantes
(H7) Les fonctions r et f sont k-fois continiment dérivables au voisinage de x.
(H8) Le couple des variables aléatoires (X;, X;) admet une densité notée f;;, pour tout
L7 ]
(H9) Les observations (X;,Y;),i=1,2...n sont a mélangeante et de coefficient de

mélange il existe deux constantes C' € R* et a € R*" telles que

a(n) < Cn™°.

2.3.4 Propriétés asymptotiques

Théoréeme 2.3.2 Sous les hypothéses (Hy) — (Hg) et (H7) — (H9) on a

z€eS nhp

sup |7(x) — r(x)] = O(R*) + O ( logn) P.co. (2.19)

Démonstration De méme que le cas i.i.d, ce théoreme est une conséquence directe des

lemmes suivants :

Lemme 2.3.3 Sous les hypotheses du théoréme, on a,

sup[g(x) — Eg(z)] = O ( log”> , (2.20)

z€eS nhp

sup ]?(a:) — ]Ef(a:)‘ =0 ( 12%) : (2.21)

reS
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Démonstration du lemme (2.3.3)
On garde les mémes arguments utilisé dans la démonstration du du lemme (2.3.1) (resp. du
lemme (2.3.2), ainsi que le méme recouvrement du compact S et on démontre seulement

I'equation (2.20) et par analogie on obtient (2.21). Il est claire avec le choix de o =

(p+2)(a—4)

pataprz. hous permet de montre que le premier et le troisieme de la décomposition (2.17)

logn
nh®

lte(e)) - Eg(te() = — i’“" (#) o (5 ZYK <#)>
- S (e (M5 s (M)

=1

terme sont de type o ( ) . En effet, pour le deuxieme terme

n

1
En utilisant I'inégalité exponentielle de Fuk-Nagaev (lemme (1.2.2)), on a pour tout € >0

et pour tout r > 1,

—T

- g2\ 2 2r\ “t
P[> Ayl >4e| < (1 + @> + 2ncer? (?) (2.22)
k=1 n

ou

S2 = z": i lcov(A;, A;)].

i=1 j=1
On a déja démontrer dans le Théoreme (2.2.2) que

S2 = O(nh?)

n

alors

P{[Eg(ty(2)) = g(te(2))| > ] = P nLhZZAi >€]

_ p Zn:Ai 4(5nhp)]

>

4

£2n2h?p 2 8\
<4 (1 2ner! .
- ( " nhpl6r) aner <£nhp)
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Poure—@ logn
6V ok
~ —~ go [logn
P ||IEg(t —g(t —
[r Gltalx)) = Glta(e))| > 2 nh]

_r 1 a+1
2,,212p 3 P\ =
<4 (1 N 50n2h2 log n) ooyl 8r(nh?)2 1
n2h?r16r gonhp(log n)ﬁ

21 5 ] a+1 .
<4(1+ s 1 tonert ([ (nh?logn)~* )
16r €0

Pour un choix de r = C (log n)2,

2

—E& a 7(a+1)
<4 |exp —3—210gn + nr® (nh?logn) " 2

<4 <n__37522 + n!= s pP (log n)2a_(a7+1)>

a+1

L’hypothese B < On~(F*-00E) implique que

P [ylEg(tk(:c)) —g(tr(z))| > %\/ lfil: ]

Donc,

TulP [I]Eﬁ(tk(x)) = g(te(2))] > =

< Cpleth/? ((n—%f bl R0 (g n)za_(a;1>>

Pour un choix convenable de €y > le premier terme est un terme d’une série converge et
a ’aide d’un calcul simple, on montre aussi que le deuxieme terme fait ’'objet d’un terme

d’une série converge

sup [Egi(te () — §(ta(2))] = O (log”) P.co

€S nhp
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Chapitre 3

Régressoin semi paramétrique
fonctionnelle

Le but de ce chapitre est d’introduire le modele a indice simple de la fonction de la
regression de variable de réponse scalaire par rapport a valeurs dans un espace de Hilbert.
Sous des conditions générales, nous établissons la convergence presque complete avec la

vitesse de convergence dans les deux cas indépendants et dépendant.

3.1 Modele

Nous introduisons n pairs de variables aléatoires (X;,Y;) pour i = 1,---,n du couple
(X,Y) a valeur dans H x R, tel que H est un espace de Hilbert. Cet espace est supposé

muni d’un produit scalaire. Le modele de régression étudié est donnée par I'équation
Y =r(< 6p, X > +e,

Tel que € est une variable aléatoire réelle indépendante de X de loi normale centrée réduite.

La fonction ry, a indice fonctionnel simple est définie par
ro(z) = E(Y/) <6y, X =2 >), Oy € H

Etant donnée (X1,Y7), - -+, (X,Y,)) des observations de (X, Y"). L’estimateur de la fonction

de régression 7y de 7y, est donnée par :

Vo e H, g (z,h)="=

a <0,x—X,>
ZK( h )

=1

33
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Ou K est un noyau, h = h,, est une suite de nombre réels positifs.

3.2 Convergence presque complete ponctuelle

3.2.1 Casi.i.d

Soit  un point fixe dans H, dans notre modele semi paramétrique on a besoin les

conditions suivantes :
1. Va>0, Gy (x,h)=P(| <0y, X —z>|<a)>0

2. La variable de réponse est telle que :
Y| <M< oo
3. 3C < 00,38 > 0,V(x,y) € /Hgo,
70, (2) = 10, (y)| < C| < g,z —y > |’
4. Le noyau K est lipchitzien d’ordre 1, de support [—1, 1], vérifiant
Ak, ko), VEe[-1,1], 0<k < K(t) < ky <0
5. Le parametre de lissage h est tel que :

lim h =0, lim M:oo
n—-+oo n—>-4oo logn

Théoreme 3.2.1 Sous les I’hypothéses (1 —5), on a

~ _ k log(n)
To.1(x) —ro,(x) = o(h") + 0 ( W) p.co

tel que

1 n
7 :—E YVIK, —0.1
o) = (i ) 2 V) avee 120

o
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la preuve de ce théoreme est basé sur la decomposition suivante :
- . - ~
ro.(x) —roy() = e (To,1(w)) — E(ro,1(x)) + (ro,(x) — E(To(x)))
1
ro, (L) . - -~
2D (o (a) ~ E(Fpol@) — (Ei(z) ~ 1)
6.0(7)
Le théoreme (3.2.1) va découler des lemmes suivants :
Lemme 3.2.1 Sous les hypothéses (1 —4), on a
roo(¥) — E(Ton(z)) = o(h¥) (3.1)
Lemme 3.2.2 Sous les hypothéses (1 —5), on a
N N log(n)
_E _ 1=0,1 3.2
T9,1<I> (TQ,Z('I)) 0 ( nG00 ([E, h)) ) ) ( )
Corollaire 3.2.1 Sous les hypothéses du lemme (3.2.2), on a
36 >0, Y P(|Fpo(z)]) <8) < oo (3.3)
i=1

Preuve du lemme 3.2.1 :
On a, par équidistribution des observations,

[E(To.1(2)) — 1o, (2)] = [(E(K1(2)))™" (EY1EKL(2)) — 16, (2)]

< (E(K (@) E(|ro, (X1) — 1y () Ko ()
= Ol<bz—-X, >
< ch?

(E(K1 ()~ [Ere, (X1) Ki1()) — E(Ky (2)re, ()]

La derniére majoration est une conséquence directe de I'hypothese (H3). Par passage

a la limite, quand n tend vers l'infinie, on obtient le résultat.
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Preuve du lemme 3.2.2 :
L’idée est d’appliquer I'inégalité de Hoeffding (lemme (1.2.2)) aux variables

1

Ai= EK,(z)

(VI Ki(x) ~ E(K(x),  1=0,1

En effet,

Foulz) — E(fou(z)) = m SoA,

=1

Pour cela il est nécéssaire de trouver des majorations pour |A;| et E(A?), alors d’aprés
(Hy),(H2) et (Hy4) on arrive sans difficulté a

C

A < —F"—,
NN

E(Af) < C/Goy(w,h)

L’inégalité permet d’écrire que pour ¢y > 0 suffisament petit on a

1 —ne% 10g(n )

1> 2y ogn nGy, (z,h

P('E(””(“’”‘”J“)'>€° m) - <— e )
90(x7h)

2
—<g

< 2ntac

1l suffit de choisir €, de telle sorte que ¢y > 2v/C pour que la série converge comme une

série de Rieman. Par conséquent,

n R N logn
Jeo > 0, ;P (|E(T9,I(x)) — Tou(x)] > €0 m> -

d’ou

To.(z) —E(To,(z)) =0 ( %) P.co

Preuve du corrolaire 3.2.1 On a E(7y(z) = 1, alors,

P(|7o.0(x)| < 1/2) < P(|7o(2) — E(foo(x))| = 1/2)



3.2 Convergence presque compléte ponctuelle 37

Donc,

S P (foo(@)] < 1/2) £ 3B (o(x) — Blfoo(x) | 2 1/2) < o0

3.2.2 Cas de mélange forte

Pour étendre des résultats de convergence du cadre i.i.d a un cadre de dépendance, la
difficulté se traduit le plus souvent par la nécessité d’avoir a inclure des termes de type

covariance dans les calculs habituels de variance.

3.2.3 Hypotheses

On garde les mémes hypotheses ainsi les mémes notations et on ajouté les conditions

suivante :

(H1) Pour tout i, j;
R\ aoFD
sup i (x, h) = o ((%) )
ij

P(| <6y, Xi—z>|<h,|<bp,X;—x>]|<h)
GQO(SE,h)

ou

Yij(x,h) =
H2 La variable réponse est telle que : pour tout 7, j
E([Y:Y;]/(Xi, X;)) < M < o0
H3 Le coefficient de mélange est tel que

Jee R et JaeR*™M, a(n) <cn™®

4(a+p)
H4 1l existe un n > 0 telle que lim A, =0, lim ! b “"Gey(x,h) = 00

n——o0o n——oo

3.2.4 Propriétés asymptotiques

Théoréme 3.2.2 Sous les hypothéses (1 —5) et (H1) — (H4), on a

. logn
fo(z) —ro(z) = o(hP)+o0 (m) . p.co (3.4)
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Démonstration
La preuve de ce théoreme est basé seulement sur la partie de dispersion. Cependant, le

terme de covariance n’a aucune influence sur la partie de biais.

Lemme 3.2.3 Sous les hypothéses du Théoréme, on a :

Pou(w) — E(igy(x) = %M%), [=0,1 (3.5)

Utilisons la décomposition suivante

Preuve :

rou(z) — E(fg (x)) = m Z Ai(x)

Une application directe de (1.2.3) aux variables
Ai(z) = Y/ Ki(x) - EY/Ki(z), 1=0,1

Amene alors que pour tout A > 0 et pour tout r > 1,

P iAi,l

k=1

> 4nE(k, (w))] < 4(A; + Ay)

Tel que

A= (14 B @) : ¢ A . r oo
= e =ner | ———
! rs? 2 AnE(K(x))

n,l
On ce qui concerne le terme A;, on a

3%71 = i i lcov(A;, A

j=1 i=1
= Z Z lcov(A;, Aj| + nVar(Ay)
i#j i=1

= S* rnVar(A)
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Par ailleurs,

lcov(Ai, Aj)] = [E(VY; Ki(x) Kj(x) — (BY:1 K ()]
CP(< by, Xi—z>|<h/|<0,X,—x>]|<h)

IA

(P(<0,X; —x > | <h)?
C (i j(x, h)Go(x, h) + Go(x, h)?)

IN +

D’aprés ’hypothese (H1) on a,

O
lcov(Aiy, Ayl < C <<M> Go(x, h) + Gy(z, h)2>

n

- o (S )

On peut aussi majorer cette covariance diectement a partir les téchniques de Masry ([7],

1986) et on partage la somme sur les deux ensembles suivant :

S1 ={(i,j) tel que 1<j—i<u,}
Sy ={(i,5) telque w,+1<j—i<n-—1}

Alors,

Sao= D leov(Ai(x) + Ay(2))]

i,j=1

= Z lcov(Ai(x) + Aj(x))| + Z |cov(Ai(z) + Aj(2))]

c ((—Ge(””’ ’”) T Gy, By + 0 () )

IN

n

Gg(x, h)

n

-p
a(p—2)
Le choix de u,, = < ) implique

S = o(nGe(z,h)) (3.6)
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Ainsi le terme de variance, d’aprés les hypotheses (H1, H2, H4) on a
Var(Ai(z) = o(nGy(x, h)) (3.7)

A Tl'aide de (3.6) et (3.7) on a,
s2,=0(nGy(z,h))

nl —

On prend r = C(logn)? et X = N(nEK;(z))"'\/nGp(x,h)logn pour obtenir

Jv >0, A <Cn '
et
A2 S Cniliy
Ce qui implique que,

1
W>0 P (V’W(a:) — E(fou(x)] > Ao ﬂ) < Cn '

Cecl acheve la démonstration du lemme.



Chapitre 4

Simulation

L’objectif de ce chapitre est de montrer a ’aide de données simulées, comment on
peut implémenter facilement et rapidement la fonction de régression par la méthode du
noyau et que le choix du parametre de lissage joue un role crucial dans le comportement
asymptotique de I'estimateur en insistant sur une méthode de sélection du parametre de

lissage.

4.1 Algorithme
On considere le modele de régression suivant :
Y, = f(Xi) + &

Ou f(x,y) = exp(0.92 4+ 0, 1y), X est de dimension 2 et les deux composantes sont de loi
normale centrée réduite et indépendante de e qui suit aussi la loi A/(0, 1) et on simule par

un noyau exponentiel. On procede par I’algorithme suivant :
1. On divise nos observations en deux paquets : d’apprentissage (X;, Y;),_1gg et du test
(Xi7 K)izM‘
2. Déterminer les trois prédicteurs : Linéaire (par la méthode des moindres carrées),
non paramétrique (resp. semi paramétrique) par la méthode du noyau.

3. On trace la droite de régression entre les deux quantités (les vraies valeurs et les

valeurs prédictées) pour les trois méthodes.

4. On calcul la moyenne d’erreurs entre les vraies valeurs et les valeurs prédictées pour

tester les méthodes.

41



42

4.1.1 Résultats

Il est claire que dans cette exemple la méthode non-paramétrique et la plus appropriée
et que la méthode semi-parmétrique prévoie mielleux que la méthode linéaire. Le tableau
suivant donne les parametres optimales le méthode non-paramétrique. Notons que, on

donne juste la premiere composante pour 'indice de modele, parce que la deuxieme est

obtenu en utilisant le faite que cet indice est normalisé

theta.opt

h.opt

0.1372678
0.1372678
-0.0118034
0.8378870
0.1621130
0.0875774

1.313573682
0.130342340
0.516645127
0.130117703
0.129000271
0.057019245

Les résultats sont données par le graphe suivant :

non.par.result

La prevision via la régression non-paramétrique, erreur=0.236547

Simulation




4.1 Algorithme
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Semi.par.result

Y test

La prevision par la régression semi-paramétrique, erreur=0.523669

line.rresult

Y test

La prévision via la régression linéaire, err=1.127252
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Simulation




Conclusion

On peut trouvé deux remarques concernant l’ensemble des résultats obtenus :

1. ’augmentation de la dimension a une importance capitale dans la dégradation de la
vitesse de convergence. Cependant, la dégradation est liée a la faible concentration

de la mesure de probabilité de la variable explicative fonctionnelle.

2. Le choix du parametre du parametre de lissage a une importance dans ’estimation

par la méthode du noyau.
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Simulation
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