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La finance est un domaine particulierement large, que 1'on peut diviser en deux
catégories :
la finance d’entreprise (corporate finance) et la finance de marché (market finance).
La finance d’entreprise utilise essentiellement des mathématiques simples alors que la
finance de marché s’appuie sur des mathématiques complexes et génére de nombreux tra-
vaux mathématiques.

Un marché financier est un marché sur lequel des personnes, des sociétés privées et des
institutions publiques peuvent négocier des titres financiers, matiéres premieres et autres
actifs, a des prix qui refletent I'offre et la demande.

Le marché financier primaire repose sur ’émission nouvelle d’actions et d’obligations alors
que le marché financier secondaire est lui le marché ou s’échangent les titres déja émis.
C’est ce marché secondaire qui est traité par les bourses des valeurs mobilieres (Wall
Street par exemple).

Les origines de la mathématisation de la finance moderne remontent a la these de
Louis Bachelier intitulée « Théorie de la spéculation » et soutenu a la Sorbonne en 1900,
aprés en 1960 Samuelson a eu l'idée de pendre I'exponentielle d’un brownien, jusqu’en
1973 Fisher Black et Myron Scholes publient leurs travaux sur la fagon de couvrir une op-
tion grace a la détention du sous-jacent et du cash, afin de construire un portefeuille sans
risque, tout en donnant une formule d’évaluation des options, ils ne s’attendent peut étre
pas a rester dans les annales de la finance. Le modele peut s’appliquer a un actif suivant
un processus stochastique. Ces travaux marquent d’une part la naissance des processus
stochastiques a temps continu, et d’autre part celle des stratégies a temps continues pour
la couverture de risque en finance. Une des caractéristiques du modele de Black-Scholes
est que le prix de I'action est une fonction continue de temps.

En 1997, Robert Merton et Myron Scholes se voient finalement récompensés par le
prix Nobel d’économie (Black ne pouvait étre éligible car décédé en 1995).




Aujourd’hui, le modele de Black-Scholes, bien que souvent décrié, est considéré comme
une avancée fondamentale pour la finance moderne.

La formule de Black-Scholes est utilisée pour évaluer une option européenne ne payant
pas de dividendes. Pour une option d’achat (call) et une option de vente (put).

Le but de ce travail est justement de comment valoriser les options européennes et de
trouver I’évaluation des produits dérivés. Pour cela, on va introduire ces notions : calcul
stochastique, mouvement Brownien, pour atteindre ce but.

Ce mémoire est organisé comme suit :

Une introduction ou on situe notre travail et son plan.

Le premier chapitre est consacré au vocabulaire du marché financier.

Dans le deuxiéme chapitre, on introduit les principales notions de calcul stochastique
qui est une extension du calcul différentiel et intégrale classique, dans laquelle les processus
a temps continu remplacent les fonctions, et les martingales jouent le role des constantes
utilisées dans le modele de Black et Scholes a temps continu, qu’on va ’étudié en détail

au prochain chapitre.

Dans le troisieme chapitre, on définie le modele de Black-Scholes dans le cas unidi-
mensionnel avec son 'analyse mathématiques détaillés.

Le quatrieme chapitre est consacré au valorisation des options européennes, pour une
option d’achat et une option de vente.

Dans le cinquieme chapitre, on donne quelques exemples d’applications.

Finalement nous étudions la simulation du Modele de Black Scholes.




Introduction aux Marchés Financiers

La finance est un domaine particulierement large, que 'on peut diviser en deux ca-
tégories : la finance d’entreprise (corporate finance) et la finance de marché (market
finance). La finance d’entreprise utilise essentiellement des mathématiques simples alors
que la finance de marché s’appuie sur des mathématiques complexes et génere de nom-
breux travaux mathématiques. Nous verrons dans ce chapitre que la notion fondamentale
de la finance de marché est le risque et que les mathématiques produisent des outils
efficaces de gestion de risque.

1.1 Marché financier

Définition : Un marché financier est un marché sur lequel des personnes, des sociétés
privées et des institutions publiques peuvent négocier des titres financiers, matieres pre-
mieres et autres actifs, a des prix qui refletent 1'offre et la demande.

Role des marchés financiers :
Les principales caractéristiques d’'un marché financier sont :
— La rencontre de deux contreparties (vendeurs et acheteurs).
— La cotation continue des produits financiers.
— L’élaboration de bonnes conditions pour les transactions, en prenant en compte les
objectifs opposés des acteurs du marché.

1.2 Le marché des capitaux

le marché financier constitue le marché des capitaux a long terme sur lequel se négo-
cient des valeurs mobilieres (actions et obligations).
Le marché des capitaux se compose a deux marchés : marché primaire et un marché
secondaire .

1.2.1 Marché primaire

Défini comme étant "le marché du neuf " des valeurs mobilieres sur lequel I’émet-
teur d’actions d’obligations ou d’autres types de valeurs lancent leurs opérations avec
e concours des banques. ( émissions d’actions pour augmentation des fonds propres des
1 des b d’act tation des fond d

10



entreprises, les lancements d’emprunts obligataires). Le marché primaire n’a pas de lieu
géographique en ce sens qu’il est immatériel et délocalisé.

1.2.2 Marché Secondaire

Lieu ou se confronte 'offre et la demande de titres entre les entreprises en quéte de
financement et les épargnants et les investisseurs institutionnels ayant des fonds qu’ils
souhaitent placer dans des titres (actions et obligations) inscrits a la cote.
investir en bourse revient a acheter ou vendre des titres en fonction des objectifs recherchés,
tels que réaliser un profit rapide en prenant des risques ou avoir une épargne rentable sur
le long terme. Au cours de chaque séance de bourse, une méme valeur peut voir son cours
fluctuer de facon importante.

1.3 Le Marché monétaire

Marché ou se transigent les titres de dette a court terme dont les caractéristiques sont :
- Echéance d’un an ou moins (sauf pour les obligations fédérales dont I’échéance est moins
de 3 ans);
- Tres surs (le risque est faible) ;
- Liquide.

1.3.1 Le marché interbancaire

Les banques qui ont des liquidités excédentaires viennent placer leurs excédents pour
dégager une rémunération. Les banques qui ont besoin de monnaie viennent se procurer
des fonds soit aupres des banques excédentaires soit aupres de la banque centrale.

1.3.2 Le marché des titres de créances négociables

Lieu de rencontre entre les agents disposant de capitaux a court ou a tres court terme
et des agents ayant besoin de liquidités pour de courte durée. Trois catégories de titres
sont négociées : Certificats de dépots, Billets de trésorerie et Bons du trésor.

Les instruments du marché monétaire :
- Les bons du trésor;
- Les certificats de dépot ;
- Les papiers commerciaux et financiers ;
- Les acceptations bancaires.

Principaux marchés

Il s’agit, par ordre de volumes négociés décroissants :
— Marchés de taux d’intérét : c’est-a-dire les marchés de la dette, qu’il est d'usage de
séparer en :

» Marché monétaire : pour les dettes a court terme (moins d’un, deux ou mémes
parfois trois ans a son émission).
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»Marché obligataire : pour les dettes originellement a moyen ou long terme;

— Marché des changes : ou Forex, ot 'on échange des devises les unes contre les
autres ;

— Marchés d’actions : c’est-a-dire des titres de propriété des entreprises .

Et enfin, par tradition, a la frontiére avec les marchés organisés de produits de base
(en anglais : commodities), les marchés de deux métaux précieux, or et argent, bien que
ceux-ci soient de moins en moins monétisés et que leurs marchés soient en fait minuscules
en regard de la taille désormais atteinte par les autres marchés.

1.4 Qlassification des marchés financiers selon la li-
quidité

La liquidité d’un marché ou d’un actif de marché peut étre caractérisée par le fait que
les échanges soient assez nombreux pour qu'un acheteur ou vendeur trouve toujours une
contrepartie pour la proposition qu’il fait. Donc et en pratique, la liquidité (liquidity) est
un indicateur de la fréquence et du volume des échanges réalisée pour un actif, reflétant
le nombre d’offres de marché et la quantité d’intervenants.

Plus un titre est échange, plus le marché de ce titre est dit liquide. On peut donc aussi
classer les marchés selon cette propriété.

1.4.1 Les propriété des marchés liquides :

Les marchés liquides sont généralement établis depuis longtemps. Ils rassemblent 1'in-
tervention d'un grand nombre d’acteurs de marchés, et en particulier tous les types d’ache-
teur potentiels :

1. Des arbitragistes : qui cherchent a exploiter des déséquilibres régionaux ou temporels
de valeurs d’actifs pour obtenir un profit stir basé sur leur analyse.

2. Des gestionnaires de risque (ou Hedgeurs) : dont 'objectif est de compenser au
mieux les risques internes de leur portefeuille.

3. Des spéculateurs : qui font des paris sur la valeur futur d’un actif et obtiennent un
bénéfice s’ils se réalisent, une perte dans le contraire.

1.4.2 Les propriétés des marchés émergents :

Les marchés émergents (immatures en englais) ou non liquides, sont beaucoup moins
stables historiquement, sans pour autant étre toujours récents. Ils sont basés sur un envi-
ronnement économique changeant.

1.5 Actifs financiers

Les actifs financiers sont des contrats ou les parties s’échangent des flux d’argent :
— Une quantité donnée d’un actif financier (action, obligation, indice boursier,
devise, matiére premiére, ou un autre produit dérivé), appelé actif sous-jacent (under-
lying asset).
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— Prix d’un titre financier (price) : est le montant convenu entre les deux parties en
échange du titre.

— Maturité ou échéance (Maturity) : c’est la date a laquelle ’échange doit avoir lieu.
— Prix de livraison ou prix a terme (dettlement price or forward price) : le prix
auquel l'actif sous-jacent est échangé.

Les transactions peuvent étre directes entre le broker et le client (over the counter)
ou sur une place financiére organisée telle qu'une bourse (stock exchange).

Une bourse est un marché financier institutionnel avec un reglement spécifique choisi
de maniere a améliorer les conditions des transactions.

1.5.1 Produit primaire

un produit primaire est un titre avec une rémunération indépendante de tout autre
titre. Il existe deux types de produits primaires : les actions et les obligations.
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Action (share)

Une action est un titre de propriété d’une entreprise qui n’est pas remboursable.
— Le prix d’'une action est défini par sa cotation en bourse. Une action peut étre vendue
ou achetée a n’importe quel moment (pendant les heures d’ouverture de la bourse).
— Le détenteur d'une action devient un associé, proportionnellement au nombre de titres
qu’il détient. De plus, 'actionnaire a des droits sur :
— Le management,
— Les bénéfices,
— L’actif social.
— Les émetteurs des actions sont des entreprises. L’émission d’actions permet de recouvrir
son investissement initial et ses bénéfices.
— Une action est un produit tres volatile, lié a la fois aux performances de I’entreprise et
a la situation du marché. Sa cotation est constamment réévaluée en fonction de l'offre et
de la demande sur les marchés financiers.

Type des actions :

Actions privilégiées :
- Versent généralement un dividende trimestriel fixe ;
- Valeur nominale habituellement de 25 $ ou 50 $;
- Pas de droits de vote;

13



- Plus risquées que les obligations et autres titres de dette de la compagnie;;
- Moins risquées que les actions ordinaires.

Actions ordinaires :
- Versent généralement un dividende trimestriel qui peut varier d’année en année, elles
donnent a leurs détenteurs :
e droit de vote;
e droit de recevoir des dividendes ;
e droit d ’étre informé, régulierement, sur la situation présente de 1 ’entreprise, ses pers-
pectives de croissance;
e droit au produit de la liquidation de la société.

Obligation (bond)

L’obligation est un titre financier correspondant a un emprunt pendant un temps fixé dont
le risque de défaut (default risk) est supposé inexistant lorsque l'obligation est émise
par 1’état, celle-ci est échangée sur les marchés obligataires.

Elle est vendue sur le marché primaire a un prix proche du montant nominal (la somme
empruntée) puis elle est échangée sur le marché secondaire a un prix qui fluctue. Une
obligation est déterminée par :

— Une durée,

— Un taux d’intérét.

Remarque : Le taux d’intérét d’une obligation est choisi en fonction du risque de
faillite de I'institution. Ce risque est évalué grace a des notations faites par des institutions
indépendantes.

Le prix d’une obligation dépend du montant nominal M, de la date d’échéance, et des
coupons.

Coupons : ce sont des montants versés par 'emprunteur aux dates fixées a ’avance
et qui correspondent a des intéréts sur le nominal.
D’autre terme, le revenu pergu par le détenteur d’une obligation est dit "intérét" et d’une
action est "dividende'.

Obligation zéro-coupon (zero-coupon bond) : est une obligation qui ne verse
pas des coupons donc a I’échéance, seul le nominal est remboursé.
Lorsqu’il y a suffisamment de zéro-coupons, il est possible de construire la courbe des taux
)
de rentabilité annuelle en fonction des échéances, appelée courbe des taux zéro-coupon
)
par terme (zero-rate curve).
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Lorsque cette courbe est croissante, cela signifie que le marché attend une rentabilité d’au-
tant plus grande que I’échéance est lointaine, c’est a dire le risque de taux est important.
Au contraire, une courbe décroissante signifie que le marché anticipe une baisse des taux.
Une courbe plate n’existe jamais en pratique mais signifierait qu'un taux d’intérét constant
dans le temps.

On va considérer cette derniere comme hypothese par la suite pour simplifier les modeles.

1.5.2 Produit dérivé

Un produit dérivé (derivative) ou actif contingent est un titre dont la valeur dépend
d’un autre titre, appelé 'actif sous-jacent.
Il existe une multitude de produits dérivés. Les principaux exemples sont :
Les forwards, les futures et les options.

Contrat a terme (forward)

Est un contrat qui donne a l'investisseur ’obligation d’acheter ou de vendre un titre
a un prix défini a 'avance pendant une période fixée.

Future (futur)

Ce sont des contrats a terme négociables.
Il y a une petite différence entre les contrats a terme et les futures :
— Le forward est payé a maturité, alors que le futures est marqué au marché.
— Le contrat futur est échangé sur un marché organisé, le contrat a terme est de gré a gré.
— Les prix du future et celui du forward sont différents lorsque les taux sont stochastiques.

Option

Une option est un contrat qui permet a son détenteur d’acheter ou de vendre une cer-
taine quantité d’un bien ou un actif a un cours convenu a ’avance, appelé prix d’exercice
a (ou jusqu’a ) une date fixée, dite échéance de 'option.

En contrepartie, I’acheteur verse immédiatement au vendeur de l'option une prime qui
est le prix de 'option.

Un tel titre est appelé option d’achat (call) ou option de vente (put).

Le sujet porte sur le prix d’une option. Nous nous concentrons maintenant sur ce produit.
Ses principales caractéristiques sont :

— Le strike, noté K : prix d’exercice de l'option, qui est choisi et fixé a I'instant initial.
— Le prix de Poption : prime de risque plus marge de I'intermédiaire.

— La date d’expiration : notée T : fin de la période, elle aussi fixée a 'instant initial.
— La fonction payoff : fonction qui détermine la transaction finale.

— Des contraintes annexes. Par exemple, si le sous-jacent passe un certain niveau, le
contrat s’annule (option barriere).

Les options les plus simples, et généralement les plus liquides (les plus vendues), sont
les calls et les puts de type européens ou américains. Ces options sont souvent appelées
options vanilles. Les autres options, appelées options exotiques , sont généralement beau-
coup plus difficiles a preciser.

Les options peuvent étre utilisées :

— Soit en couverture de risque de baisse ou hausse,
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— Soit pour spéculer a la baisse ou a la hausse du sous-jacent,
— Soit pour spéculer sur la volatilité.
On distingue deux grands types des options :

Option européenne : Contrat qui donne a son détenteur (celui qui achete le contrat)
le droit, et non 'obligation, d’acheter ou de vendre une certaine quantité d’un actif finan-
cier (sous-jacent) a un prix fixé ou prix d’exercice (strike price) a une date fixée a I'avance
(maturité).

Option américaine : Contrat qui donne a son détenteur le droit, non ’obligation,
d’acheter ou de vendre une certaine quantité d’un actif financier a un prix et jusqu’a une
date fixé a I'avance.

Ce droit lui méme s’achéte ou se vend, cela sur un marché d’options (une bourse spécia-
lisée, ou au gré a gré), contre un certain prix, appelé prime en frangais et premium en
anglais.

Call et Put européens :

Option d’achat (call) :
On appelle option d’achat européenne, ou call européen, le contrat qui confére a son
acheteur le droit (mais pas l'obligation) d’acheter un actif risqué a un cours K fixé a la
signature du contrat (prix d’exercice), a la date future T appelée échéance. L’actif risqué
peut étre une action, une obligation, un taux de change ou encore une matiere premiere.

Option de vente (put) :
On appelle option de vente européenne, ou put européen, le contrat qui donne & son
détenteur le droit (mais non 'obligation) de vendre une action a la date N >0 (échéance)
au prix K (prix d’exercice ou strike) fixé a I'avance. Ce contrat a un prix; il est échangé
sur le marché.
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Eléments de calcul stochastique

Les processus aléatoires décrivent 1'évolution d’une grandeur aléatoire en fonction

du temps (ou de l'espace). Il existe de nombreuses applications des processus aléatoires
notamment en physique statistique (par exemple le ferromagnétisme, les transitions de
phases, etc), en biologie (évolution, génétique et génétique des populations), médecine
(croissance de tumeurs, épidémie), et bien entendu les sciences de I'ingénieur. Dans ce
dernier domaine, les applications principales sont pour ’administration des réseaux, de
I'internet, de la télécommunication et bien entendu dans les domaines économiques et
financiers.
L’étude des processus aléatoires s’insere dans la théorie des probabilités dont elle constitue
I'un des objectifs les plus profonds. Elle souléve des problemes mathématiques intéressants
et souvent tres compliqués. Dans ce chapitre, nous présentons les définitions et les pro-
priétés des processus stochastiques a temps continu accompagnées de quelques exemples
qui nous semblent nécessaires pour les chapitres suivants.

Le concept des équations différentielles stochastiques (EDS) en anglais; stochastic
differential equations (SDE) généralise celui des équations différentielles ordinaires aux
processus stochastiques. La formalisation théorique a posé d’énormes problemes aux ma-
thématiciens et il a fallu donc attendre les années 1940 et les travaux du célebre ma-
thématicien Ito6 sur l'intégrale stochastique. Il s’agit détendre la notion d’intégrale de
Lebesgue-Stieljes aux processus stochastiques selon un mouvement brownien. Notre but
consiste a la présentation d’une étude sur les équations différentielles stochastiques et
ses applications dans le modele de Black scholes (chap.3) et pour atteindre ce but, il est
nécessaire d’illustrer les propriétés de l'intégrale stochastique .

Dans ce chapitre on va donner quelques notions mathématiques qui seront utiles dans le
prochain chapitre
Dans ce contexte, on construira cette intégrale et on donnera un sens a l’expression de I'in-

T
tégrale : / X (s)dW(s) ou X (s) est un processus stochastique satisfaisant les propriétés

suffisamment régulieres. a partir de la théorie de I'intégration, on formule les expressions
des EDS qui se sont utilisées dans les différentes branches des sciences fondamentales et
dans la théorie de la modélisation stochastique. Ces équations ayant la forme suivante :

dX(t) = aX ()dt + BX (£)dW (1) (2.1)
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ou (W (t); t > 0) est un mouvement brownian, Par une simple intégration, on trouve

t t
X(t) = X(0) + a / X(s)ds + 3 / X(s)dW (s). (2.2)
0 0

L’équation (2.1) représente 1’évolution exponentielle d’'une population & un taux « avec
une incertitude proportionnelle & la taille de population. C’est également 1’équation du
modele de Black-Scholes pour 'évaluation du prix X (t) d’une option sous-jacente a une
action de volatilité 3, lorsque le taux d’intérét est o.

2.1 Processus Stochastique

L’objet de la théorie des processus stochastiques (ou aléatoire) est 1’étude des phéno-
menes aléatoires qui dépendant du temps T.

2.1.1 Rappels de probabilité

Espace de probabilité :
Un espace de probabilité est un triplet (2, F,P) ou :
- 2 est un ensemble,
- F est une tribu (ou o-algebre) sur €2,
- P est une (mesure de) probabilité sur (2,F).

Tribu :
Pour tout ensemble X on note P(X) I’ensemble de ces parties, A C P(X) est une tribu
ou o-algebre si :
1) Qe A,
2)VAeAA: A° C A ( stabilité par passage au complémentaire),
3)Vie N:A; C A, alors | J A; C A (stabilité par réunion dénombrable).

ieN

filtration :
On appelle filtration sur (£2,F) toute famille croissante (F;);>o de sous tribus
FoCFL C...CFr.
A chaque processus (X;);>o on peut associer une filtration : V¢t > 0 F; = o(Xu : 0 < u < t).
La suite (F;)i>0 est appelée filtration naturelle de (X):>0 si elle est la plus petite filtration
formée de tribus complete a laquelle (X;):>o est adapté.

2.1.1 Processus Stochastique en temps continue

Définition 2.1.1 On appelle processus stochastique da temps continu et a valeurs dans un
espace 2 muni d’une tribu B, une famille X = (X (t))icr, de variables aléatoires définies
sur un espace de probabilité (U, F,P) et a valeurs dans (E;B) .

Remarque 2.1.1 Dans la pratique l'indice t représente le temps.

1) Un processus peut aussi étre vu comme une fonction aléatoire, i.e, d chaque w € Q on
associe la fonction de Ry dans E, t — X(t;w), appelée trajectoire du processus

2) Un processus peut étre considéré comme une application de Ry x Q dans E, nous

supposerons toujours que cette application est mesurable lorsque l'on munit Ry x € de la
tribu Br, ® F et E de la tribu B.
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3) En considérera aussi des processus indexés par un intervalle de temps [0,T] borné.
C’est un enjeu que de savoir si un processus admet des trajectoires mesurables, continues,
dérivables ou encore plus réqulieres.

Définition 2.1.2 Un processus X = (X (t))icr, réel est dit stochastiquement continu (ou
continu en probabilité) si P li)rgrltX (s) =X (t), s, t € Ry, i.e, Vt € Ry et Ve >0, on a
liff&th(t) —X(s)]>¢) =0.

De la définition précédente, on peut déduire facilement les propriétés suitantes.

Sotent X = (X (t))icr, et Y = (Y (t))cr, deux processus réels continus en probabilité,
alors

Propriété 2.1.1 1. Le processus (X (t) + Y (t))cr, est continu en probabilité
2. Le processus (-X (1) )icr, est continu en probabilité

3. Le processus (X (t) - Y (1) )ier, est continu en probabilité

4. Le processus (/X (t)])ier, est continu en probabilité

5. Le processus (X (1) Y (t))ier, est continu en probabilité

Remarque 2.1.2 Sidans la définition précédente, la notion de la continuité en probabilité
est remplacée par celui de la continuité p.s, il existe une parties D € F négligeable et
lirﬂt X(tw) = X(s,w) pour tout w € D°. On définit également la continuité a droite (rep.

d gauche) en probababilié et p.s et cependant les propriétés 1 jusqu’a 5 restent vraies.

Processus adapté :

On dit que (X¢)i>o est adapté a (F;)i>o si Xy est Fi-mesurable pour tout t > 0.

Processus prévisible :

Un processus (X, )nen sur (2, F,P) est dit F,, adapté si X,, est F,-mesurable pour
tout n € N. Enfin un processus (H,),>o est dit JF,-prévisible si Hy est Fy-mesurable et
H,, est F,,_1-mesurable pour tout n - 1.

processus cad-lag :

Un processus est dit cad-lag ( continue & droite , limité a gauche) s'il existe un ensemble
négligeable N C € telque pour tout w ¢ N; la trajectoire t — X;(w) est continue pour
a droite en tout t > 0 et admet une limite a gauche en tout t

processus progressivement mesurable :

Un processus (X;)iep+ est dite progressivement mesurable par rapport a (Fi)i>o si
pour tout t > 0; 'application

(s;w) — X (w) de [0; t] xQ dans R?

est mesurable par rapport a B([0;t] @ F; et B(R?)).
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Processus a accroissements indépendantes :

Un processus X est dite a accroissement indépendantes si on a :
1) Xg =0 P-ps.
2)Vn > 1,1y, tg, ...... tn € RT telleque: 0 <t <t < ... < tp, les variables aléatoires :
(Xey, Xoy — X4yy ooy X3, — X3, ) sont indépendants.

Processus a accroissements indépendantes stationnaires :

Un processus stochastique (X;);cr+ & accroissements indépendantes stationnaires si :
Vs, t € RT, tel que 0 < s < t, la variable aléatoire X; - X, a la méme loi que X;_,,
Autrement dit :

Vh>0:Xh— Xeon £ Xo_s.

Processus uniformément intégrable :

Soit X = (X})s>0 un processus stochastique .
1) On dit que X = (X})¢>0 est uniformément intégrable si :

lim Sup/ | X, | dP = 0.
amH00 >0 J(|X¢[>a)

2) Si P > 1, on dit que X = (X});>0 est borné dans L? si :

Sup E[| X; 7] < 0.

t>0

Modification :

soit X et Y deux processus définie sur le méme espace de probabilité (2,F,P), X est
une modification de Y si pour tout t > 0 les variables aléatoires X; et Y; sont égales P-ps.

VE>0; P(X,=Y;) =1

Indistinguabilité :

Deux processus (X;)ier et (Y;)ier sont dit indistinguable si et seulement si :
Plw e vt e T; Xy (w) = Yi(w)} =1

Clairement si X et Y sont indistinguables alors I'un est une modification de I'autre.

2.1.2 Les différentes notions de convergence

On s’intéresse ici a des v.a.r.
Soient (X,),>o une suite des variables aléatoires et X une autre variable aléatoire toutes
définie sur (2,F,P).
Pour simplifier les choses on se place dans le cas d = 1, on distingue plusieurs types de
convergence :

Convergence presque stirement : On dit que X,, converge presque stirement vers
P.s .
X et on note X,, —— X si
n—o0
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Plwe Q: X(w)= lim X,(w)=X})=1

n—-+oo

On peut dire aussi que ,
P.
X, —= X
n—oo

Convergence dans L? : Soit p > 0, on dit que X,, converge dans L” vers X et on
note X,, Iy Xosi
n—oo

|| X, — X Hpm> 0.
i.e

E(| X — X, [/) — 0.

n—oo

Convergence en probabilité : On dit que X,, converge en probabilité vers X et on

Prob .
note X,, —— X si

n—-+00

Ve>0 P X—X,|>e) ——0.

n—-+0o00

. . . loi
Convergence en loi :On dit que X,, converge en loi vers X et on note X, % X
n—-+0oo

si

V¢ continue bornée de R dans R ; E(¢p(Xn)) —— E(¢(X)).

n—-+00

2.1.3 Martingale

En calcul stochastique, une martingale designe un type de processus stochastique, ce
type de processus X; est telque sa valeur espéré connaissant 'information disponible a
une certain date a une certaine date s, dénotée F; est la valeur a cette méme date :

E(Xt/Fs):Xsa (S§t>

(telque X est un processus adapté a la Filtration F).

Soit (£2,F,P) un espace probabilisé et (F;):>o une filtration de cet espace. Une martingale
en temps continue par rapport a une Filtration (F;);>0 si X; complete et continue a droite
sera pour nous un processus (M;);>¢; cad-lag et vérifiant les conditions suivantes :

1. Pour tout t > 0; M; est intégrable (c’est a dire : E(|M;|) < oo pour tout t);

2. Pour tout t > 0; M; est F; - mesurable (ou M; est F; - adapté) ;

3. Pour tout t > s > 0; E [M;/F] = M.

» une martingale si, pour tout s < t, E(M, / Fs) = Mj;
» une surmartingale si, pour tout s < t, E(M; / F,) < My;

» une soumartingale si, pour tout s < t, E(M, / Fs) > M.

Remarque 2.1.3 On déduit que,
- Si (My)i>o est une martingale, alors : E(M;) = E(M,) , pour tout t.
- X; est une martingale si et seulement si : = 0
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2.1.4 Temps d’arrét

Définition 2.1.3 On dit qu'une v.a T a valeurs dans [0,+0c0] est un temps d’arrét si
Vt e [0,+o0] T<teF.
On dit que T un temps d’arrét fini si : 7 < +00 p.s.

Proposition 2.1.1 1) Si S et T sont des temps d’arrét, et si A € Fg, alors
ANS<Te Fr.

2)8i S < T, alors Fs C Fr.

3) Si S et T sont des temps d’arrét, alors Fg N Fr = Fgar .

4) Si T est un temps d’arrét, alors :

Fr=cAn{n <T} A€ F,)
5) Si T et S sont des temps d’arrét, alors la variable Xy définie par :
XT(w) = XT(w)(w)]-(T<oo) :Z Xn]-(T):n

est Fr -mesurable.

Théoréme "théoréme d’arrét"” :

Si (My)e>o est une martingale continue par rapport a une filtration (F;)i>o, et si 71, 7
sont deux temps d’arrét tels que 71 < 79 < K, K une constante réelle finie, alors M, est
intégrable et E (M,,/F;,) = M,, Pp.s.

2.1.5 Mouvement Brownien

Historique :

En 1828, Robert Brown a observé le mouvement irrégulier de particules de pollen en
suspension dans l’eau. Ce mouvement aléatoire, dii aux chocs successifs entre le pollen
et les molécules d’eau, entraine la dispersion, ou diffusion, du pollen dans I’eau. Par la
suite, Delsaux (1877) explique ces changements incessants de direction de trajectoire par
les chocs entre les particules de pollen et les molécules d’eau; ce type de mouvement est
qualifié de "mouvement au hasard". Bachelier (1900), en étudiant les cours de la bourse,
a mis en évidence le caractére markovien du mouvement Brownien : la position d'une
particule a l'instant t+s dépend de sa position en t et ne dépend pas de sa position avant
t. En 1905, Einstein, par 'intermédiaire de 1’équation de la chaleur, a déterminé la densité
de transition du mouvement Brownien et relie par la suite le mouvement Brownien et les
équations aux dérivées partielles de type parabolique. Ensuite, Smoluchowski (1906) a
décrit ce mouvement comme une limite de promenades aléatoires.

La premiere étude mathématique rigoureuse sur la continuité et la nondérivabilité des tra-
jectoires du mouvement Brownien est faite par Wiener (1923). Le mouvement Brownien
passionne les probabilistes, tant pour ’étude de ses trajectoires qu’en théorie de l'intégra-
tion stochastique.

Pour définir formellement le mouvement Brownien, soit un espace (€2, .4, P) sur lequel
nous définissons le processus (B;)>o-
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Définition 2.1.4 :/8] Un mouvement Brownien est un processus (Bi)i>o tel que :
) By = 0 presque strement ;

2) B est continu, c’est a dire t — By(w) est continue pour presque tout w ;

3) B est a accroissements indépendants, c’est-a-dire que By, - By est indépendant de
FP =0(By)s<t s

4) les accroissements sont stationnaires (pour s < t l'accroissement Wy - W ne dépend
que de la valeur de t-s), Gaussiens, et tels que si s < t, on a By - By ~ N (0,t — s).

Théoréme 2.1.1 :(Caractérisation du mouvement Brownien) Un processus (Xi)i>o est
un mouvement Brownien si et seulement s’il est un processus gaussien continu centré de
fonction de covariance cov( X, X;) = sAt.

Mouvement Brownien standard :

Soit X un processus stochastique, on dit que X est un mouvement Brownien standard
si: Xg=0Pps; E(X;) =0; E(X?)=t.

Dans ce cas, la loi de X; est une loi normale

Définition 2.1.5 Le processus (Xi,t,0) est un mouvement Brownien standard si :

a) P(Xy = 0) = 1 (le mouvement Brownien est issu de l’origine).

b)YV s <t, X - X, est une variable réelle de loi gaussienne, centrée de variance (t - s).
c) Vn,Vt;,0 < tg < ty,......, < t, , les variables (X — Xip—1, ey X1 — Xi0; Xp0) Sont
indépendantes.

Représentations des martingales Browniennes :

Soit (M;)o<t<r une martingale de carré intégrable, par rapport a (F;)o<:<r la filtration

T
naturelle de By, il existe un processus adapté (H;)o<i<7 tel que E(/ H2ds) < 400 et
== 0

T
vt e [0,7] Mt:Mg—i—/ H.dB., ps
0

Remarque 2.1.4 Cette présentation n’est possible que pour les martingales de la filtra-
tion naturelle du mouvement Brownien.

2.1.6 Mouvement Brownien et martingales

Propriété 2.1.2 : [8] Si (X;)i>0 est un mouvement Brownien standard alors :
— X, est une F; - martingale.

~ X} - t est une F; - martingale.

—exp(cX; - (6%/2)t) est une F; - martingale, o € R.

Preuve 2.1.1 - 5i s < t alors X; - X, est indépendante de la tribu Fy.Donc
EX - Xs / Fs) =E(X - X;)
Mais un mouvement brownien standard est centré donc
EX; - Xs) =0

on deduit que
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0

E(Xy = X,/ F) = E(Xy/F) -

d’ou le résultat.
— Pour démonter la deuxieme assertion remarquons que :

E(X? = X2/F,) = B(Xe — X,)* + 2X,(X, = X,)/F)
comme [’ésperence conditionnelle est linéaire on :
= E((X¢ — X,)*/F) + 2X.B(X, — X,)/Fy)
Mais comme (Xt)>o est une martingale
E(X: — X5/ Fs) =
et donc :
E((X? = X3)/F) = E((X: — X,)*/F)

La stationnarité et l'indépendance des accroissements du mouvement brownien permettent
de plus, d’affirmer que :

E(X; — Xs)?/Fs) =E(X?,)=1-s.

La derniére égalité est due au fait que X; suis une loi gaussienne centrée de variance t.
On en déduit que

E(X?—t/F) =X -5 sis<t

S

— Pour demontrer le dernier point, rappelons, tous d’abord, que, si N est une gaussienne
centrée réduite, on :
+o0 —22 dx
E(eM )= / eMe 2
( ) —00 vV 2T
De plus, si s < t:

E(e(axt—(UQ/z)t)/Fs) _ e(axs—(02/2)t)E(6(axt—X5)/]:S)

car X, est Fs-mesurable, et comme X; — X, est indépendante de Fs, on a :

e(a’Xt Xs

E(
= E(eloXe-s )
— FEfe (oN+/t—s) )

E(eleXe=Xs) | F.)

0'

= €

Ce qui donne le résultat enoncé.
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2.1.7 Variation totale et quadratique

Définition 2.1.6 : [16] La variation infinitésimale d’ordre p d’un processus X; défini sur
[0, T] associée a une subdivision I1,, = (t},...,t!") est définie par :

n
P _ _ P
Vi) = Z | Xt? Xt?_l |
i=1
Si VE(IL,) a une limite dans un certain sens (convergence presque sire, convergence LP
T ’

lorsque

T = [ T [[oo = Wganx | t?—s—l =t |— 0.

La limite ne dépend pas de la subdivision choisie et nous ['appellerons alors la variation
d’ordre p de Xy sur [0,T]. En particulier,

e si P = 1, la limite s’appelle la variation totale de X sur [0,T],

e si P = 2, la limite s’appelle la variation quadratique de X; sur [0,T] et est notée <X>r.

Variation bornée

Un processus X; est un processus a variation bornée sur [0,T] s’il est & variation bornée
trajectoire par trajectoire, c¢’est-a-dire que

n
supz | Xi, — Xt,—1 |< oo presque slirement
=1
Remarque : Si la variation totale d’un processus existe presque stirement, alors elle vaut
n
Vi = %upz | X;, — Xi,_1 | presque slirement
€p j=1

ou P est 'ensemble des subdivisions possibles de [0,T]. Réciproquement, si ce supremum
est fini, le processus admet une variation totale. La variation totale d’un processus s’in-
terprete comme la longueur de ses trajectoires.

Cas du mouvement Brownien
Soit (B¢)iep, un mouvement Brownien standard que nous noterons B(t) par la suite.
Pour t > 0, nous définissons
on . .
n it (1 — 1)t
<B>" =Y {B(;,) - B(—,~

i=1

)}’

Nous définissons la variation quadratique du mouvement Brownien standard <B>; comme
étant donnée par cette limite et on pose <B>q = 0.

Propriété 2.1.3 Si X; est un processus, alors

» il est a variation bornée si et seulement si il est la différence entre deux processus
croissants ;

» s’il est a variation bornée et a trajectoires continues, sa variation quadratique est nulle
presque surement, c’est-a-dire que <X>p = 0.
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2.1.8 Probabilités équivalentes

Soit (2, F,P) un espace de probabilité. Une probabilité Q sur (€2,F) est dite absolu-
ment continue par rapport a P si :

VA€ F:P(A)=0= Q(A) = 0.

Théoreme 2.1.2 () est absolument continue par rapport a P si et seulement si, il existe
une variable aléatoire Z a valeurs positives ou nulles sur (Q0,F ) telle que :

VA€ F:Q(A) = /AZ(Q)dP(Q).

d(Q)
d(P)

Z est appelée densité de () par rapport a P notée

2.1.9 Théoréme de Girsanov

Théoréme 2.1.3 : [5] Soit (A, F ,(F,)o<i<r,P) un espace probabilisé dont la filtration est
la filtration naturelle d’un mouvement Brownien standard (Wy)o<i<r , et soit (0;)o<i<r un

T
processus adapté vérifiant / 02ds < oo p.s tel que le processus (Ly)o<i<r défini par :
0 <t<

t 1 ft
L, = exp(—/o O, dW, — 5/0 0%ds),

soit une F, -martingale, Alors il exist une probabilité PL) de densité L, équivalente d P
sous laquelle le processus (By)o<i<r défini par :

t
B,= Wt—/ 0.ds
0

est un F; -mouvement Browien standard.

2.2 Intégrale stochastique et calcul d’It6

2.2.1 Construction de l’intégrale stochastique

Soit (Bi)i>o un F; -mouvement brownien standard sur un espace probabilisé filtré

t
(Q, A, (Fi)¢>0, P). Nous allons donner un sens a / f(s,w)dBg pour une classe de processus
= 0

f(s,w) adapté a la filtration (F)i>o.

On va commencer par construire l'intégrale stochastique sur un ensemble de processus
dits élémentaires.

Dans la suite, on fixe T un réel strictement positif .

Processus élémentaire :

On appelle processus élémentaire (H;)o<i<r un processus de la forme

P

Ht(w) = Zgbi(w)l]Tiﬂ,Ti](t)

=1

26



ou 0=ty <ty <..<t,=T, et ¢ est bornée et Fr,_, -mesurable.

Définition 2.2.1 : L’intégrale stochastique d’un processus élémentaire ¢ est alors, un
processus continu (I(H))o<ir<r défini par :

[(H): = Y ¢i(By — Bii-1) + ¢ny1(Br — By,)

1<i<k

I (¢): peut s’écrire comme suit

I (H)t = Z ¢i<Bti/\t - Bti—l/\t)

1<i<k

¢

ce qui prouve la continuité de la fonction t — I(H);.On notera / HydBg pour I(H); .
0

On a alors le résultat éssentiel suivant :

Propriété 2.2.1 : Si (H)y,<i<r est un processus élémentaire :

t
- / H.dB; est une F; martingale,
0

t t
i E(/ H.dB,)? = E(/ HZds),

0 0

t t

E(sup | | H,dB,)|?) < 4E( / H2ds).

t<T  Jo 0
On vient de définir et donner des propriétés de ['intégrale stochastique pour les processus
élémentaires, nous allons maintenant étendre cette intégrale a une classe de processus
adaptés :

t
H ={(H)iy<t<r , processus adapté d (F;)icr ]E(/ HZds) < +00}.
0

Propriété 2.2.2 : Soit (B;)i>0 un F; brownien. Alors il existe une unique application
linéaire J de H dans l'espace des F; - martingales continues défines sur [0,T], telle que :
Si (Hy)i<r est un processus €lémentaire, Pp.s pour tout 0 < t < T

J(H) =1(H),
Sit< T

B(J(H);) = E([ H2ds)

Cette application linéaire est unique au sens suivant, si J, J; sont deux prolongements
linéaires , vérifiant les propriétés précédentes alors :

Pp.sVO<t<TJ(H) = Ji(H):
t
on note si H € H, J(H); = / H,dBs. De plus cette intégrale stochastique vérifie les
0
propriétés suivantes :

Propriété 2.2.3 : Si (Hi)o<i<r un processus de H alors :
-ona:

t t
E(sup| | H.dB,) ) < 4E( /O HZds)

t<T

—- Si T est un F; -temps d’arrét alors :

T T
Pp.s / H.dB, = / 1, H,dB,
0 0 -

27



2.2.2 Equations Différentielles Stochastiques

Ces processus, qui généralisent les équations différentielles ordinaires, sont fondamen-
taux en finance. Ils modélisent le prix d’actifs financiers.
Rappelons qu'une équation différentielle ordinaire (EDO) sur [0, +o00[xR est du type

yi = f(tyetyo =y (2.3)

oty : [0, +00[xR est la fonction inconnue et f : [0, +00[xR — R est une fonction don-
née. L’étude mathématique des équations différentielles ordinaires est d’une importance
considérable pour les applications notamment en physique.

Une équation différentielle stochastique (EDS) est une perturbation de (2.3) avec un
terme aléatoire modélisant un « bruit » autour du phénomene déterministe décrit par
(2.3). La perturbation la plus simple est 'ajout d’'un Brownien. Ceci modélise le fait que
sur des intervalles de temps disjoints, les perturbations sont la somme de tres nombreuses «
petites » variables aléatoires indépendantes de méme loi (qui, d’aprés le théoréme central
limite, convenablement renormalisée suit une loi « proche » d’une loi gaussienne). On
considere donc I'équation dY; = f(t,Y;)d; + 0dB; et Yo =y, soit, sous forme intégrale (la
seule qui ait un sens mathématique, puisque le Brownien n’est pas dérivable) :

t
Y,=y+ /0 f(s,Y.)ds + o B, (2.4)

On appelle Equation Différentielle Stochastique de condition initiale ¢, de coefficient de
diffusion o et de coefficient de dérive b un processus X tel que pour tout t > 0,

t t
Xt:x0+/ b(s,XS)ds+/ o (s, X,)dB, (2.5)
0 0

L’équation (2.5) sera aussi notée

dXt = b(S,XS)dS+U(t,Xt)dBt,
Xo = @

2.2.3 Calcul d’Ito

Nous allons maintenant introduire un calcul différentiel sur ces intégrales stochas-
tiques. On appelle ce calcul "calcul d’It6” et 1'outil essentiel en est la "formule d’Itd ”

Définition 2.2.2 : Soient (Q,F,(F,)o<i<r,P) un espace de probabilité muni d’une filtra-
tion et (By); > 0 un F; - mouvement brownien. On appelle processus d’Ito, un processus
(Xt)o<t<T @ valeurs dans R tel que :

t t
Pps Vi<T X, :X0+/ st5+/ H.dB,
0 0

Avec :

- Xy est Fy -mesurable

— (Ks)o<i<t et (Hs)o<i<r des processus adaptés a J;.
t

-/ | K | ds < 4+00,Pp.s
0

t
-/ | H, |* ds < +00,Pp.s
0
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Théoréme 2.2.1 (formule d’Ito) : Soit (Xi)o<i<r un processus d’Ito :

X, :X0+/0thds+/OtHsst
et f une fonction deux fois continument différentiable, on a :
FX)) = f(Xo) +/ FX)dX, + - /f” )l < X, X >,
ot par définition :
/f J)dX, /f Kd+/f ) H,dB,

De méme si (t, ©) — f(t,z) est une fonction deux fois différentiable en x et une fois
différentiable en t, ces dérivées étant continues en (t,x)(on dit dans ce cas que f est de
classe C*?), on a :

f(t,Xt):f(OXoJr/std+/st)dX+2/ X)d < X, X >,
Exemple 2.2.1 : Si f(x) = 2% et Xy = B;, ona K, = 0 et H, = 1 donc :
t 1 rt
Bt:2/ BsdBSJrf/st
0 2 Jo

on obtient :

t
Bf-t:2/ B,dB,
0

t
Comme E(/ B2d,) < +00 on retrouve le fait que B? - t est une martingale.
0

Propriété 2.2.4 (la formule d’intégration par parties) : Soient X; et Y, deux processus
d’Ito,

X, :X0+/OtKSds+/0tHsst

et
t t

Y, :YO+/O K;ds+/0 H'dB,

Alors :
X, :XOYO+/OtXtdYt+/OthdXt+ < XY >,
avec l(l convention
< XY > = /Ot H.H'd,

Preuve 2.2.1 : On a d’aprés la formule d’Ito :

t t
(X; +Y))? = (Xo+ Yo)? + 2/0 (X, +Y)d(Xs +Y,) + /0 (H, + H.)?d,
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avec
t t
X2 :Xg+2/ XSdXS+/ H2d,
0 0
et

t t
yg:youz/ YSdYSJr/HSZdS
0 0

D’ou, en faisant la différence entre la premiére ligne et les deux suivantes :

t t t
X,Y, = XoVy + / X.dY, + / Y.dX, + / H,H'd,
0 0 0
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Modeéle de Black Scholes

Les raisonnements par arbitrage fournissent des nombreuses relations intéressantes,
mais ils ne sont pas suffisants pour obtenir les formules des prix. Pour cela, on a besoin
de modéliser I’évolution des cours d’une fagon précise.

Le probleme traité par Black et Scholes est ’évaluation et la couverture d’une option
de type européen (call ou put) sur une action ne donnant pas de dividendes. Black et
scholes ont proposé un modele conduisant a une formule explicite pour le prix d’un call
(européen) sur une action ne distribuant pas de dividendes et a une stratégie de gestion
qui permet au vendeur de 'option d’éliminer totalement le risque (c’est a dire se couvrir).

Hypotheéses sur le marché :
1. Les actifs sont divisibles a 'infini ;
2. L’absence d’opportunité d’arbitrage ;
3. Le marché est liquide : on peut acheter ou vendre a tout instant, (le cours de I'action
suit un processus continue);
4. Les échanges ont lieu sans cotits de transaction;
5. On peut emprunter et préter au méme taux constant r.

Dans la suite, on considere un marché d’espace de scénario (€,F) , ou F = F; est la
filtration historique. (Sy)ico,r) est 'ensemble des cours d’actions (actifs risqués) a la date
t et d’échéance T. (S?):epo,7) est Uensemble des cours d’actifs sans risque Sy = exp (rt) ou
r est le taux d’intéréts. Le facteur de discontinuité est donné par :

B (t,T) = exp [-x(T - t)]
— L’option call peut étre vue comme un actif de pay-off :
H(Sr) = (St — K); = maz(Sr — K, 0)
et son prix est donné par :
CyT,K) = e "T-OER[(Sp — K)/Ft
— De méme l'option put peut étre vue comme un actif de pay-off :
H(Sr) = (K — Sr)y+ = max(K — Sr,0)

et son prix est donné par :
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P(T, K) = e "T-9EQ[(K — Sy)/F1]

— La valeur (Sp-K) (resp (K-St)) est la valeur intrinseque de 'option, et
C; (T,K) - (Sp-K)+ (resp P; (T,K) - (K-S7)+) est sa valeur de temps.
En I'absence d’opportunité d’arbitrage, on a la relation de parité :

Ci— P, = S — Kexp[—r(T — t)]
— On désigne M(S) I'ensemble des mesures de probabilité Q ~ P telle que S, la valeur

actualisée de S; est Q-martingale. E? est I’espérance sous Q.

Un portefeuille : est un ensemble de titres (actions, obligations,...) détenu par un
investisseur.
Les principales problématiques de la gestion d'un portefeuille sont :
— Comment minimiser le risque et maximiser le rendement ?
— Comment calculer le rendement espéré associé a un risque ?
— Quelle est la performance d’'un portefeuille ?
Pour simplifier ’analyse, nous prenons un marché avec les hypotheses suivantes :
— Le marché est sans arbitrage.
— Les brokers ont un comportement rationnel.
— 11 existe une unique loi de probabilité qui explique les comportements futurs des marchés
financiers.
On peut considérer que les marchés en dehors de ces hypotheses sont des cas particuliers.

— La valeur discontinue d'un portefeuille V; est donnée par :
Vi =V, / S tel que S? =exp (rt) .
On désigne par S, 'ensemble des stratégies prévisibles simple
S={¢: ciglad prévisible, et E | /O " st )
— Et A I'ensemble de pay-off terminale atteignable par n’importe quelle stratégie
A= {vo+/0T¢td§t,vo eR, 6 €S}

— Le processus stochastique (G¢(V;))sejo,r) est dit processus de gain de la stratégie ¢ et :
Gi(@) = 00So + X1y 0i(Styint — STint)
d’autre part : le portefeuille a une valeur V, = ¢,S; au temps t, et :
t
Ci(¢) = Vi(¢) — Gi(¢) = ¢Sy +/0 PudSu.

— Cette différence représente le cotit de la stratégie au temps t. C;(¢) est appelé processus
de colit associé a la stratégie ¢.
Si la stratégie est autofinancée V(o) = Gy(9) .
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3.1 Notion d’arbitrage et la relation de parité call-
put

L’une des hypotheses fondamentales des modeles usuels est qu’il n’existe aucune stra-
tégie financiere permettant, pour un cotit initial nul, d’acquérir une richesse certaine dans
une date future. Cette hypothese est appelée absence d’opportunités d’arbitrage (A.O.A),
et est justifiée par l'existence d’arbitragistes, acteurs sur les marchés dont le role est de
détecter ce type d’opportunités et d’en profiter. Ceux-ci créent alors une force qui tend a
faire évoluer le prix de 'actif vers son prix de non-arbitrage.

Il n’existe pas beaucoup d’arbitrages sur les marchés développés. De plus, si un arbitrage
apparait, les traders prennent avantage de celui-ci et donc il disparait.

L’hypothese de base, retenue dans tous les modeles, est I’absence d’opportunité d’arbi-
trage, c’est a dire qu’il est impossible de faire des profits sans prendre de risques.

A partir de cette hypothese, on peut établir des relations entre les prix des call et des put
européen de méme échéance T, de méme prix d’exercice K, sur une action de cours S; a
I'instant t, et un taux de placer ou d’emprunter de ’argent est constant égale r.

On désigne par C; et P; les prix respectifs du call et du put a I'instant t. Par I’ A.O.A,
pour tout instant t < T, on a la relation suivante appelée "relation de parité call-put" :

C,— P, = S, — Ker(T—1)
Profit sans risque si on a, par exemple :
C,— P > 8, — Ker(T~1)
A T'instant t, on achete une action et un put et on vend un call. Cela dégage un profit net
égal a
C-Py- S
Si cette somme est positive, on la place au taux r jusqu’a la date T, on obtient deux cas :

e S > K : dong, le call est exercé, on livre I'action, on encaisse la somme K et on solde
I’emprunt, de sorte qu’on se retrouve avec une richesse égale a :

K+ e T (C, - P, -S) >0

e S < K : donc, on exerce son put et on solde comme précédemment, de sorte qu’on se
retrouve avec une richesse égale a :

K + e_T(T_t) (Ct - Pt - St)

Dans les deux cas, on a réalisé un profit positif sans mise de fond initiale, qui est un
exemple d’arbitrage.

3.2 Déscription du modele de Black et Scholes

Nous supposons que nous avons un espace de probabilité avec une filtration (Q,F, (F;)
, P) tel que : Fo = {0,Q} ,Fi < F < ... Fr, T < 0o qui est une filtration naturelle du
mouvement Brownien standard B;.
Le modele proposé pour décrire I’évolution des cours est un modele a temps continu avec
un actif risqué (une action de prix S; a instant t ) et un actif sans risque (de prix S? &
I'instant t).
— On suppose que I'évolution de SY est régie par 'équation différentielle :
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ds® = rSPdt SO =1

de sorte que S? = e pour t > 0. Cela signifie que le taux d’intérét sur le marché des
placements sans risque est constant égalea r.
— On suppose que ’évolution du cours de 'action est régie par I’équation différentielle
Stochastique suivante :

dS; = Sy(udt + odBt) Sy >0 (3.1)

Ou p, o, Sp sont des constantes.

(B¢) : un mouvement Brownien standard.

- est un coefficient de croissance (dérivé).

o : est un coefficient de volatilité.

So : est une valeur initiale pour S;.

Le modele étudié sur l'intervalle [0, T] ou T est la date d’écheance de 'option a étudier.

Remarque 3.2.1 : L’hypothése selon laquelle le cours d’'une action est un mouvement
Brownien n’était pas réaliste car le prix de l’action ne peut pas prendre des valeurs néga-
tives. D’ou l'idée de modéliser par un mouvement Brownien géométrique

La solution de dS; = S; (udt + odBy) est :
Sy = Soexp(ut — —t +oB)

ou Sy est le cours observé a la date 0.

La loi de S; est une loi log-normale (son logarithme suit une loi normale).

Le processus (S;) vérifie une équation de type (3.1) sauf si son logarithme est un mouve-
ment Brownien.

Nous allons maintenant nous intéresser aux solutions (S;)¢>o de :

S, = zo + /0 "Su(ud, + 0dB)  (3.2)
On écrit souvent ce type d’équation sous la forme
dS; = Si(udy + 0dBy), So = 9 (3.3)
Cala signifie que l'on cherche un processus adapté (S:):>o tel que les intégrales /0 t Ssdy et

t
/ S,dB, aient un sens , et qui vérifie pour chaque t :
0

t t
P,. S =0+ / 1S.d, + / 05, B,
0 0

Faisons tout d’abord un calcul formel , posons Y; = log(S;) ou S; est un processus d’'Ito
avec Ky = puSs et Hy = 0S;.
Appliquons la formule d’'Ito a f(z) = log(x) on obtient ,en supposant que S; est positif :

FX) = f X0+/f DX + - /f” )l < X, X >,

1t
log(S,) = logSO+/SdS+2 §d<55>3
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en effet :

t t t
<8.8>, = < / 0S.dB., | 05.dB, >=< / 5S.dB, >
0 0 0

t t
— /025§d<B,B >S:/ 0252ds
0 0

on'a : dSs; = Ss(uds + odBsy)

log(Sy)

t B.)
log(So) +/ SS(“dS; od 2/ 20524,

log(So) +/uds+/adB b /—a

log(So) +/ /L——d8+/ odB;

Soit en utilisant (3.3) :

2

t o t
Vi=Yo+ [(u=T)ds+ [ oan,
0 2 0
On en déduit que :
Y; = log(Sy) = log(So) + (1 — S )t + o By.
o2
olog(Sy) — elog(So)e(u N ?)t + UBt.

Il semble donc que :

Sy =z exp((pn — %)t +o0By)  tq: Sy =xg

Soit une solution de 'equation (3.2).
Vérifions rigoureusement cela.

St = f(t, Bt) ou :
F(t,2) = a0 capl((u — 5t + o)
La formule d’It6 donne :

St:f(t,Bt):fOBng/fsBd+/fsBdB+/ )d < B,B >,

Mais comme la variation quadratique du mouvement brownnien vaut (s) (< B,B >s= s)
on a :

St:x0+/ Sd+/anB+/S

- x0+/,uSd / 28d+/anB+/

et finalement :
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t t
S, = z0 + / 1S.d, + / 0S.dB,
0 0

On vient donc de démontrer 'existence d’'un solution de (3.2). Nous allons maintenant
prouver que cette solution est unique. Pour cele, nous allons utiliser une propriété géné-
ralisant "la formule d’intégration par parties” dans le cas des processus d’Ito.

Notons que :

Sy = xg exp((pu — "—;)t +0B)

est une solution de (3.2) et suposons que (X;);>0 en soit une autre.
on va chercher & exprimer la "differentielle stochastique” X, S; ' .
Posons :

S 2
Zy = §0 = exp((—p+ F)t —oBy)
t

et/ = —p+oeto = —0
Alors

Zy = exp((p — "7/2)23 + 0’ By)
et le calcul fait précédemment prouve que :
t t
Z, =1+ / Zy(idy + o'dBy) = 1 + / Zy((—p + 0%)d, — odBy)
0 0
On peut alors exprimer la "differentielle” de X;Z; grace a la formule d’intégration par
parties pour les processus d’Ito :
d(XtZt) - XtdZt + thXt + d < X, Z >t'
Ici on’a :
. . t
<X, 7> =< / Xsast,—/ Z.0dB, >, — —/ 02X Z.d,
0 0 0

On en déduit que :
d(X:Z;) = X Zy((—p + 0?)dy — 0dBy) + Xy Zy(pdy + ody) — Xy Zyodt = 0
X Z; est donc égale a X2y, ce qui entraine que :
YVt >0, Pps. Xy =202, ' = S,
Les processus X; et Z; étant continus, ceci prouve que :
Pps. Vt > 0X, = 20Z; ' = S,
On vient ainsi de démontrer le théoreme suivant :

Théoréme 3.2.1 : [7] u, o étant deux nombres réels, (B;)i>o étant un mouvement brow-
nien et T un réel strictement positif, il existe un processus d’Ito unique (Si)o<i<r qui
vérifie pour tout

t< T:

t
Sy =z + / Ss(pds + odBy)
0
Ce processus est donné par :
Sy =z exp((pn — %Q)t + o By)

Remarque 3.2.2 : [7] Le processus S; que l'on vien d’expliciter servira de modéle stan-
dard pour le priz d’un actif financier. On ['appelle le modeéle de Black et Scholes.
Lorsque p = 0, Sy est une martingale, ce type de processus porte le nom de martingale
exponentielle.
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3.2.1 Stratégie financiere

Une stratégie financiére de gestion est définie par un processus ¢ = ¢yg<,cr =((6Y, ¢¢))o<i<r
, & valeurs dans R?, adapté & la filtration naturelle (F;)o<i<r du mouvement brownien.
Les composantes de ¢ donnent les quantités d’actif sans risque ¢? et lactif risqué ¢t a
chaque instant t, a cet instant la valeur du portefeuille est donnée par :

Vi(¢) = ¢7SP + ¢Sy

3.2.2 Stratégie autofinancée
La condition d’autofinancement au temps continu est donnée par :
dVi(¢) = ddS + ¢dSy

pour que cette égalité ait un sens, on supposera que :

T T
/0 | ¢} | dt <oco  ps et /O(b?dt<oo. p.s

Proposition 3.2.1 : Une stratégie autofinancée définie par un couple ((¢?, ¢;))o<t<7
de processus adaptés vérifie :

T T
1)/ ]gb?|dt+/ ¢dt <oco. p.s
0 0
t t
2) 950 + sSi= B0SY + doSo + / #0dS0 + / $udSu  p.s pour tout t € [0,T]
0 0
Notons S; = e™"S; est le cours actualisé de I'actif risqué de sorte que SY = 1.
Proposition 3.2.2 : Soit ¢ =((¢?, ¢;))o<i<r un processus adapté a valeurs dans R?

et qui vérifie la condition (1) ci-dessus.
On pose :

Vi(9) = ¢)S) + ¢Sy
et
Vi(¢) = eVi(9)

est la valeur actualisée du portefeuille a I'instant t.
alors ¢ définit une stratégie autofinancée si et seulement si :

A

t N
Vi(¢) = Vo(6) + [ 6., ps (3.4)
Preuve 3.2.1 : Supposons la stratégie ¢ autofinancée. D’apres la formule d’Ito :
dVi(@) = —rVi(0)d, + e dVi(¢)

Notons que d{(e™ ", Vi(¢)) est nul.
on déduit :

dVi(¢) = —re " (@% + ¢Sy )d; + e " @ddert + e "y dS;
= ¢t(—T€_TtStdt + G_Ttdst>
- ¢tdSt

37



Réciproquement, soit ¢ une stratégie vérifiant :
dVi(9) = ¢udS,
Aussi équivalente a 1'égalité ( 3.4)
dVi(¢) = d(SPVi(9)) = d(e"'Vi(9))

et comme dS; = e "tdS, — rS,d,

on trouve dVi(¢) = ¢YdSP + ¢:dS;

Cela signifie que la stratégie (¢); est autofinancée.

Dans notre étude, on va chercher une loi de probabilité équivalente a la probabilité initiale
sous laquelle les prix actualisés des actifs seront des martingales, puis on va construire
des stratégies autofinancées simulant les options.

3.2.3 Probabilité martingale

Une des conséquences des hypotheses de non arbitrage et de complétude des marchés
martingale ou « probabilité risque-neutre » telle que le processus de prix des actifs ayant
une source de risque commune est une martingale sous cette probabilité. Cette probabilité
peut s’interpréter comme celle qui régirait le processus de prix des sous-jacents de ces actifs
si I'espérance du taux de rendement de ceux-ci était le taux d’intérét sans risque (d’ou le
terme risque-neutre : aucune prime n’est attribuée a la prise de risque). On va montrer
qu’il existe une probabilité équivalente a la probabilité initiale P, sous laquelle le prix
actualisé §t = e~ "5, est une martingale sous Q.

On a:
dS; = —re7'Sydy+ e 7S,
= Si((p—r)d + odBy)
Posons
Wi = B+ 5t = B, + 6,
D’ou :

dgt = gtO'th

D’apres le théoreme de Girsanov : Il existe Q ~ P tel que W; est un mouvement Brownien
standard sous Q et on a

dP/F,

dQ/]:t 6—%92t+9Bt

On déduit que(St)est une martingale, et que

S, = Spexp(oW, — %Zt)
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Valorisation des options européennes

La valorisation (pricing) d’un titre financier est I’évaluation de sa valeur, ne pas "mettre
en exploitation" ou bien a "augmenter la valeur' comme l'indiquent les dictionnaires, mais
simplement a évaluer.

La notion d’arbitrage fournit un premier moyen de le faire.

Le probleme d’évaluation des produits dérivés :
L’évaluation (on dit aussi «valorisation») des produits dérivés se ramene souvent au cal-
cul du prix aujourd’hui d’un actif dont on ne connait le prix qu’a une date future. Il se
ramene donc au calcul d'une espérance conditionnelle.

Valorisation par absence d’opportunité d’arbitrage :
Valorisation des options la valorisation des options et moins aisée que celle des contrat a
terme dont la valeur pouvait étre déterminée a partir d’un raisonnement par arbitrage.
Par A.O.A la valeur d’une option est toujours supérieure a celle du contrat a terme cor-
respondant puisque c’est le cas a ’échéance.

Option européenne : [5]
Soit H une variable aléatoire F;-mesurable, positive, et de la forme f (Sr ) telle que :
f (x) = (x - K)dans le cas d'un call, et f (x) = (K - x); dans le cas d'un put. On va
définir la valeur de I'option en la simulant.

: Une stratégie ¢ =(¢?, ¢)o<i<r est admissible si elle est autofinancée et si la valeur
actualisée V;(¢) = ¢? + ¢:S; du portefeuille correspondant est positive et telle que sup
tefo,r1Vs est de carré intégrable sous Q pour tout t.

Option simulable (ou réplicable) : Pour que H soit simulable, il faut que H soit de
carré intégrable sous Q. Les cas du call et put sont simulables puisque E*(5%)< co.

Théoréme 4.1.1 : [5] Dans le modele de Black et Scholes, toute option est définie par
une variable aléatoire H, positive, Fp- mesurable et de carré intégrable sous la probabilité
Q est simulable et la valeur a l'instant t de tout portefeuille simulant est donnée par :

Vi = Be O H )

Preuve 4.1.1 : [5] Supposons qu’il existe une stratégie admissible (¢°, ¢) simulant
'option. La valeur du portefeuille (¢?, ¢;) a l'instant t et :

39



Vi = ¢)Sy + ¢S,

Par hypothése H = V7 ;
Soit V; = e~ "V, , la valeur actualisée du portefeuille est :

A,

.
i = Vot [ 0udS,
0
o
0

sup te[o,T]‘A/t est de carré intégrable, sous la probabilité Q le processus(f/t) est défini par
un intégrale stochastique par rapport a (W;) et sous Q, définit une martingale de carré
intégrable. D’ou

Vo= E(Vi/F)
Par conséquent :
V, = EQ@—T(T—t)H/E)

Il reste & montrer que 1'option est bien simulable, on cherche des processus (¢?) et (¢;)
définissent une stratégie admissible et tel que :

PV S) + ¢Sy = EQ (e " TV H/F)

Le processus M; = EQ(e "™ H/F,) , sous la probabilité Q, est une martingale de carré
intégrable.
D’apres le théoreme de représentation des martingales Browniennes : il existe un processus

T
adapté (K)o <t < T tel que EQ(/ KZ%ds) < oo et
0

t
Vi e [O,T]:Mt:MOJr/ K.dW, ps
0

La stratégie ¢ =(¢?, ¢y) avec ¢, = K;/0S, et ¢" = M, — $,5;, alors ¢ est une stratégie
autofinancée, dont la valeur a l'instant t est donnée par :

Vi(¢) = €M, = EQ(e " TV H/F,)

Il est clair que V,(¢) est une variable aléatoire positive, et que supycp,mVi(¢) est de carré
integrable sous Q et Vi(¢) = H.
On a donc bien une stratégie admissible simulant H.

4.1 Valeurs des options vanilles

Calcul explicite : [5]

Lorsque la variable aleatoire H est de la forme H = f (St ), on peut expliciter la valeur
V; de l'option a l'instant t comme une fonction de t et S; :

2
Sy =¢€"Sr = Ste’”(e”ea:p(—%(T —t)+o(Wr —W,))
2
o

= S = Seap( 5 (T —t) + oc(Wp — W)

Donc :
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2

Sy = Sieap((r — %)(T — )+ o(Wr — W)

On a, en effet :

Vi = B9 (f(Sp) /7))

Vi = Ee T f(Sreap{ (r — T)(T = t) + o(Wr = Wi)})

La variable aléatoire S; est F; - mesurable, sous Q, Wy - W, est indépendant de F; donc
Vt == F(t, St) .

Wr - W, varie comme /T — t* y tel que y suit la loi N (0, 1) , implique que Wy - W, est
une gaussienne centrée de variance T - t.

Avec :
Ft,5) = E2e T f(@)eep{(r — )T —1) + o(Wr = W)}/ F)
= e "(T- t)/ exp{(r — —2)( t)+ ayM}e\;Zy_jrdy

Ona F(t,S;) = E9(e" " I(f(Sr)/F))

4.1.1 Valeur du call européen

Dans ce cas, on note que F (t, S;) = C (t, Sy)ou f (x) = (x - K); d'ou :

2
2

O R e e A R

— BT cap{(r = )T = )+ opy/T =} = K),)

Posons 7= T - t et g est une gaussienne centée reduite.

C(t,S;) = E(x exp{o\/Tg — "2—27} — Ke '™
Comme x exp{o\/Tg — %27'} — Ke "™ >0 alors

k_ a?
lnaj T+ 5T

9= o7

posons

2
ln% +r7r+ %T

NG

dlz

et
dy = d; - o/T
d’ou : g > -ds, avec ces notations on obtient
o2
C(t,S;) = E((x exp{oV/Tg— ?T} — Ke ") 1,14,50)

+o0o 0'2 eiﬁ

= / (x exp{o/Tg — ?T} — Ke™ ') —Xdy
—ds

= L -1

V21

ou
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e

y2
2.d
\ 27 Y

+o0o 0'2
hi=a | “(eaplovrg— T}
—ds

et

+o0 e_y;

dy = Ke 7 "p(d
—d \/% Y 90< 2)
avec ¢ une fonction de répartition de N (0, 1) .
Pour calculer I; on fait le changement de variable y = z + o+/7;

I, = Ke™ 7

2
2 . =

Foo o° e % +oo £
I = / _T G g, — / 2_J» = zp(d
1 Zz dy (el'p{(f\/Fy 9 T}\/% Y x 4, \/% Z {,Eg0( 1)

Donc, on obtient

C(t,S) = zp(dy) — Ke "p(dy)

4.1.2 Valeur du put européen

Pour le put, on note que F(t,5;) = P(t,5;) ou f (x) = (K - x);. Un calcul analogue
nous donne :

P(t,S;) = Ke " p(—dy) — zp(—dy)

4.2 Estimation de la volatilité

Présentation [13]

L’estimation de la volatilité est capitale en mathématiques financieres pour calculer
le prix d’'une option. Elle permet de mesurer I'instabilité du cours d’un actif financier.
Plus la volatilité est importante plus 'actif est instable, si la volatilité est nulle, on peut
connaitre de maniere exacte la valeur de I’actif dans le futur.

Il existe deux méthodes de calculs de la volatilité :

4.2.1 la volatilité historique

En utilisant les données historiques du cours sous-jacent (S;); et des méthodes statis-
tiques d’estimation pour la moyenne et la variance, on en déduit le parametre de volatilité.

Calcul volatilité historique

Il existe différente formule pour calculer la volatilité historique. L’une d’elle consiste
en un calcul d’écart-type en se basant sur les valeurs passées du call. Notons C; la valeur
d'un call européen en fin de la i® période, C la moyenne de ces valeurs entre I'instant 1
et n, on a:

Op = \/Zil(oi —C) avec C = 2 O
n

n
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Exemple (Volatilité historique)

Prenons un exemple fictif avec les données de cotations de BNP sur I'année 2011 :

> wariation=c(5.38,-3.74,7.2,2.12,-12.34,-1.34,6.73,-3.34,4.65,16.
> variation

[1] 5.38 -3.74 T.20 2.12 -12.34 -1.34 6.73 -3.34
[11] -2.10 1.85

vol.historigque=zd(variation)

vol.historigque

’ Mois ‘ Variation BNP ‘
Janvier 2011 +5.38%
Février 2011 -3.74%
Mars 2011 +7.20%
Avril 2011 +2.12%
Mai 2011 -12.34%
Juin 2011 -1.34%
Juillet 2011 +6.73%
Aout 2011 -3.34%
Septembre 2011 +4.65%
Octobre 2011 +16.74%
Novembre 2011 -2.10%
Décembre 2011 +1.95%

Tableau 1 :Les données variation de cotations de BNP sur 'année 2011

Calcule sous R

4.2.2

o, = 7.26% , C’est la volatilité de I’action BNP sur I’année 2011

la volatilité implicite

En utilisant les prix observés des options C; et en inversant la formule de Black-
Scholes, on peut retrouver le parametre o. Ici, en général, on n’a pas une seule valeur de
sigma, mais une courbe qui dépend du strike K, c¢’est le phénomene du "smile de volatilité".

Calcul volatilité implicite

Pour obtenir une expression de la volatilité d’apres la formule de Black-Scholes, repre-

nons donc la formule de Black-Scholes pour un call-européen :

C(S,t) = SN(dl) - Ee_’"(T_t)N(dg)
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N<X):\/12_7r/—xoo

SN'(d1)

D’autre par :

Ee‘T(T_t) N’(dg)

Et donc, on a :

On pose ensuite :

1
e 25%ds, on a alors :  N'(x) =

1

_1
e 2

V21

2 et

V21

SN'(dy) = Ee "= N'(dy)

oC
1 —
¢ 8(l7215)
8§lnS)2
3 = Wb _o®
S :
s —p -
, S
N'(d1) + (T —1))?

(*)

N'(dy)
Ee—r(T—t)
(o(T —1))?

1
V2T g
1
In=+(r+-0*)(T -t
gt
_ g 1 . 2 o/ (T —t)
v 2T
1 L2 Sk T2 (T—0) 24207+ T ) (T—0)in( )
n(2),~3 2
= ——Fe"™Ele 2 o2(T—t)
V2T
1 7l(an(%)+(r+U—22)2(T7t)2+ln(%)(Tft)(2r+027202))
== 7E€ 2 UQ(T_t)
v 2T
1 _l(1n2<%>+<r+”—f)2<T—z>2+2m<%)(T—t)(r—%))
= 7E6 2 02(T*t)
V2T
— Ee_T(T_t) 1 efidg
V2T
ln§+(rfg—2)(T7t)
1 71( E 2 )2
— Ee_T(T_t) e 2 o/ (T—t)
V2T
In2(E)+(r— o) 2(T— )2 +2in (S (r— %2 ) (T—t)
_1 E 2 E 2 _
_ gL T +2r(T—t))
v 2T
1 1 zn2(%>+2m<%)(r—%)(T—z)ﬂr—f’;)?(T—z)?—zr(T—t)%Q
= E (& 2 ‘72(T*t)
V2T
1 _l(ln2(%)+21n(%)(r7%)(Tft)+(T7t)2(r2+UT477"02+2m72)
= E (& ‘72(T*t>
v 2T
1 _l(zn2(%>+<r+é)2<T—t>2+2zn<%><T—t>(r—“—22>)
—= 7Ee 2 UQ(T*t)
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S ! S 124 _ Ee_T(T_t) 14
o D F N ) - G )

N”(d) = -dN’(d), dy = dy + o(T — t) et en utilisant (*) on a :

£ =

§ = U<Tz_t>N/(d1)—l-(U(Ti_t))Q(Ee_r(T_t)dQN’(dQ)—Sle’(dl)))
— 0<TS_t)N’(d1)+ g’g(;_i%VEe "I 00(T — t)N'(dy)
_ mN’(d1)+mN’(dz)
_ 0(7%5— V() = QieT_iT;)N’(dQ)

Soit E¢ I'élasticité de la fonction auxiliaire § par rapport a S :

B dln|¢|
¢ 9insS

In|é| = In(2) + In(S) — In(o(T — 1)) — In(v/27) — 4. Dot :

dy
EBe = 1— ———
¢ aéT—t)
L U LA
- o(T—t) 2 o2 2 o2
o d r+9)(T=t) 1 7
- o(T—1) o?(T —1t) 2 o2
_o_ 1 l(ﬁ) 1_r
JQ(T—t)nE 2 o?
Et
(T —t)(Be— 5+ ) =ln (§) <= *(T —t)(Be — 3) = In (F) — (T — 1)
D’ou

On a donc une expression de la volatilité en fonction des autres parametres et de E¢ qui
n’est autre qu'une combinaison des différentielles premieres et secondes du prix du call
par rapport au logarithme du sous-jacent. En connaissant donc les valeurs précédentes du
call, on en déduit la volatilité.

On remarque que la volatilité implicite dépend du strike et de la maturité, on obtient
donc une courbe qui a la forme d’un sourire, d’ou le phénomeéne de "smile de la volatilité".
En pratique, pour calculer la volatilité implicite, on ne se sert pas de cette formule trop
compliquée a mettre en place, on utilise une résolution numérique. Si on appelle C, la
valeur d’un call a l'instant initial, pour calculer la volatilité implicite, on cherche a ré-
soudre :

Co — SN(dl) — EG_TTN(dQ) =0
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Exemple :(Volatilité implicite)
Call européen basé sur le cac40 de maturité T=1.
Le sous-jacent : S=3850 euros.
Le strike : E=4100 euros.
Le taux constant est celui de la banque centrale européene : r=1,25%.
Valeur actuelle du call : Cy=0.025 euros.
On résout alors par dichotomie 'équation Cy — SN(d1) — Ee " N(d2) = 0.
On obtient comme volatilité : 0=0.0168.

0.03

0.025

0.02

CEPms

0.0

0.005




Calcule sous R

> ## Black-5choles Function
» BS <-function(s, K, T, r©, =sig, tvpe="C")/{

+ dl <— (log(3/E) + (r + =2ig™2/2)*T) / (=3ig*=sgrt(T))

+ d2 «<- dl - =ig¥*=grt(T)
- if (type=="C") {

+ value <- 5*pnorm(dl}) - E¥*exp(-r*T) *pnorm(d2)

+ ¥
- if (type=="E") {

+ value <- E¥exp(-r*T) *pnorm(—d2) - S5*pnorm(-—dl)

+ h

+ return (value)

+ 1

> B5(3850,4100,1,0,.0125, HA, "C™)

[1] H&

> # volatility implicite

> vol.implicite <- function(3, K, T, r, market,
+ =ig <- 0.20

+ sig.up <- 1

+ 2ig.down <- 0.001

+ count <- 0O

+ err <— B3(53, K, T, r, =ig, tvpe) - market
+ while (abk=s(err) > 0.00001 £& count<l0OOO) {
+ if{err < 0){

+ sig.down <- sig:sig <- (sig.up + =ig) /2
+ lelsed

+ sig.up «- =sig:sig <- (2ig.down + =ig) /2
+ }

+ err <— B3(53, K, T, r, =ig, tvpe) - market

-

+ count <- count + 1
+ h

+ if (count==1000) {

+ return (Hi)

+ lelsed

+ return (2ig)

+ 1
> vol.implicite(3850,4100,1,0.0125,0.025,"C™)

tvpe) {
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Exemple et Application

5.1 Exemple

Soit un call sur Arcelourd, une entreprise spécialisée dans le commerce de ’acier, dont
les résultats futurs semblent prometteurs. L’action vaut aujourdhui 80 euros. Soit un call
de strike 90 et de maturité un trimestre. Les taux d’intéréts sans risque pour cette période
sont équivalents a 5%. La volatilité implicite est estimée égale a 35%. Donc, Sq = 80,
K=90,T =0,25r= 0,05 0 = 0,35.

In80 + (0.05 + 2352)0.25
g = Mw 00477025
0.351/0.25
d2 == d1—035\/02 :—069

call = 80N(dy) — 90e™%0*0-35 N (dy) = 2.48 euros
put = —80N(—d;) + 90e 095025 N (—d,) = 11.36 euros

Calcule sous R

> # Black-53choleszs Option Calcule (Call & Put)

> blackscholes <- function(3, K, r, T, =igma)

+ values <—- c(2)

+ dl <- [(log(3/EK)+(r+zigma™2/2)*T)/ (sigma*=sgrt (T) )

+ d2 <— dl - =igma * =grt(T)

+ value=[1l] <- S*pnorm(dl) - E¥*exp(-r*T) *pnorm(d2)

+ value=z[2] <- EK¥fexp(-rc*T) * pnorm(-d2) - S5*pnorm(-dl)
+ values

> blackscholes= (80,90,0.05,0.25,0.35)

[1] 5404
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5.2 Application

Evaluation des options financieres Selon le modele de Black Scholes
"étude de cas du secteur bancaire dans le marché financier du Koweit"

’ Nom de la Banque ‘ S ‘ E ‘ R ‘ o ‘ T ‘ S/E ‘ In(S/E) ‘
Kuwait National (NBK) 973 924.35 | 0.05 0.2598 | 0.75 1,0526 | 0,0513
Gulf (GB) 348 330.6 | 0.05 | 0.2301| 0.75 1,0526 | 0,0513
Commercial Kuwait (CBK) | 705 667.75 | 0.05 0.4232 | 0.75 1,0526 | 0,0513
Al Ahli Kuwait (ABK) 429 407.55 | 0.05 0.1448 | 0.75 1,0526 | 0,0513
Ahli United (AUB) 675 641.25 | 0.05 0.3705 | 0.75 1,0526 | 0,0513
Kuwait International (KIB) | 304 288.8 | 0.05 0.207 | 0.75 1,0526 | 0,0513
Burgan (Burg B) 537 510.15 | 0.05 0.2462 | 0.75 1,0526 | 0,0513
Kuwait Financement (KFB) | 810 769.5 | 0.05 | 0.4573|0.75 1,0526 | 0,0513
Boubyan (BB) 515 489.25 | 0.05 0.3873 | 0.75 1,0526 | 0,0513
Ahli United KSE 230 218.5 | 0.05 0.0682 | 0.75 1,0526 | 0,0513
al Ithmaar (IB) 20 47.5 0.05 0.1182 | 0.75 1,0526 | 0,0513

Tableau 1 : Les données pour calcul la valeur du contrat d’option par Modele Black
Scholes

Source : http ://www.kse.com.kw/A /Market/PrintOptionQuotes.aspx

Nous avons adopté dans notre étude sur les hypotheses suivantes :
1) le prix d’exercice doit avoir de 95% du prix implicite d’origine.
2) Volatilité a taux fixe de la période d'un an.

| Nom de la Banque | d1 | d2 | N(d1) | N(d2) | Call

Kuwait National (NBK) 0,50716 0,28217 0,6940 0,61109 131,1743
Gulf (GB) 0,54524 0,34597 0,7072 0,63531 43,8024
Commercial Kuwait (CBK) | 0,42554 0,05904 0,6648 0,52354 130,9340
Al Ahli Kuwait (ABK) 0,7708 0,6454 0,7796 0,74066 43,6946
Ahli United (AUB) 0,43718 0,11632 0,6690 0,5463 114,1604
Kuwait International (KIB) | 0,58496 0,4057 0,7207 0,65752 36,1951
Burgan (Burg B) 0,52307 0,30986 0,6995 0,62166 70,1820
Kuwait Financement (KFB) | 0,42224 0,02621 0,6636 0,51045 159,1587
Boubyan (BB) 0,43245 0,09705 0,6673 0,53865 89,8189
Ahli United KSE 1,53294 1,47388 0,9374 0,92974 19,9198
al Ithmaar (IB) 0,91863 0,81627 0,8209 0,79283 4,7696

Tableau 2 : Détermination de la valeur de gain d’une option achat (Call)
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’ Nom de la Banque \ S \ E \ R \ T \ N(-d1) \ N(-d2) \ Put ‘
Kuwait National (NBK) 973 924.35| 0.05 | 0.75 | 0,3060 0,3889 48,5030
Gulf (GB) 348 330.6 | 0.05 | 0.75 | 0,2928 0,3647 14,2345
Commercial Kuwait (CBK) | 705 667.75| 0.05 | 0.75 | 0,3352 0,4765 71,0334
Al Ahli Kuwait (ABK) 429 407.55| 0.05 | 0.75 | 0,2204 0,2593 7,2445
Ahli United (AUB) 675 641.25| 0.05 | 0.75 | 0,3310 0,4537 56,8088
Kuwait International (KIB) | 304 288.8 | 0.05 0.75 0,2793 0,3425 10,3656
Burgan (Burg B) 537 510.15| 0.05 | 0.75 | 0,3005 0,3783 24,5557
Kuwait Financement (KFB) | 810 769.5 | 0.05 | 0.75 | 0,3364 0,4895 90,3368
Boubyan (BB) 515 489.25| 0.05 | 0.75 | 0,3327 0,4614 46,0627
Ahli United KSE 230 218.5 | 0.05 | 0.75 | 0,0626 0,0703 0,3777
al Ithmaar (IB) 50 475 1 0.05 |0.75 | 0,1791 0,2072 0,5213

Tableau 3 : Détermination de la valeur de gain d’une option vente (Put)

Résultat : puisque la dispertion du prix augmente, on voit que le risque est augment,
et ainsi que le rendment de ’actif.

Calcule sous R

>
>

#Black-5chole=z Cption Calcule (Cal

blackscholez <- function|(3,
values <- ci2)

dl <- [(log(S/E)+(r+=igma2/;
d2 <- dl - =2igma * =grti(T)
values[l] <- S5*pnormidl) -

-

values[2] <- E¥*exp(-r*T) *
values

black=schole= (873,924 .35,0.0

[1] 131.17432 48.50308

¥

black=schole=(3438,330.6,0.05

[1] 43.80247 14.23455

¥

black=scholes= (705,669.75,0.0

[1] 130.53403 71.0334%

¥

black=scholes= (425,407 .55,0.0

[1] 43.6594641 7.244526

> blackscholes (675,641.25,0.0
[1] 114.16041 56.80883

> blackscholes (304,288.8,0.05
[1] 36.15513 10.36567

> blackscholes (537,510.15,0.0

[1] 70.18209 24,.55572

¥

black=scholes= (310,769.5,0.05

[1] 159.1587 90.3368

¥

¥

¥

[1] £9.81987 46.06273

s,
[1] 19.8188155 0.3777958
0

black=schole= (515, 4

black=scholes= (230,218,

black=scholes= (50,47.5,0.

[1] 4.7696087 0.5213446

E, r,

1 & Put)
T, =igma)

2)*T) 7 (sigma*=sgrt(T))

E*exp (—-r*T) *pnorm(d2)

pnorm{-d2) - S5*pnormi{-dl)
5,0.75,0.25%982)
F0.75,0.2301)
5,0.75,0.4232)
5,0.75,0.1448)
5,0.75,0.3705)
F0.75,0.207)
5,0.75,0.24962)
F0.75,0.4573)
5,0.75,0.3873)
F0.75,0.0682)
75,0.1182)
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Simulation

Le logiciel R est un freeware disponible sur le site http ://www.cran.r-project.org/
» Outils disponibles :
eun langage de programmation orienté objet
edes fonctions de "base"
edes librairies/packages complémentaires (1800 sur le site CRAN)
» Documents sur le logiciel R :
http ://www.math.sciences.univ-nantes.fr/.philippe/R__ freeware.html

Simulation du modeéle de Black Scholes [7],[24]

Dans le modele de black scholes il s’agit de simuler la solution de 1’équation :

dXt = Xt<7"dt + Uth),
XO = T

On peut procéder de deux facon. La premiere consiste a utiliser la méthode d’Euler
aléatoire, on pose :

Sn+l = Sn(l + rAt + OgnV At)?
SO = T

et a simuler X; par X" = Sy/aq
L’approximation du schéma d’Euler devient :

n(Sps1) = In{S.(1+rAt+ocAW,)}
= In(S,) + In(1 +rAt+ cAW,)

= In(So) + > _In(1+rAt+ cAW;)

=0

Pour simuler 'EDS par schéma d’Euler on utilise le Package ‘Sim.DiffProc’ (Simulation
of Diffusion Processes)
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1005 1010 1015 1020
| | | |

1000
|

99.5
|

Code R

Euler scheme of order 0.

0.4

Time

* ¥(t)

>
» librarv (Sim.DiffProc)
> £ <— exprezszion(0.0005%x)
> g <— exprezszion(0.01l*x)
>
> res
Ito Sde 1D:

| aX({t) = Se-04
Method:

|
Sunmary:

S5ize of process

Humber of simmlation
Initial walue
Time of process

Discretization

> Jummary (res)

Monte—-Carlo Statistics for X(t) at final time T = 1

Mean
Variance
Median

First gquartile
Third guartile

Skewness
Eurtosis
Moment of
Moment of
Moment of
Moment of

Bound conf Inf (953%) 101.

arder
arder
arder
arder

W Pa

o

Bound conf Sup (95%) 101
> plot (res,plot.type="single™)
> linezs(time (res)  mean(res) ,col=2, lwd=2)

X
.186354
059513
.007234
. 369933
.613215
.084%64
. 666867
0396732
001234
00236l
000122
246362
. T0B397

# dt + 0.01 * X(t)

06

o

H
M
x0 =
L in
Dt =

#£#f dS(t) = 0.0005*S(t) dt + 0.01*3(t) dW(t)

1000.
3.
100.

[o,1].
0.001.

08

regz <— snasdeld(drift=f,diffusion=g,M=3,x0=100,N=1000)

* dW(t)
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L’autre méthode consiste a utiliser la forme éxplicite de la solution :
X, =z exp(rt — %Qt +oWy)
On obtient

Sn = x exp((r — %Q)nAt + o ALY g)

On approxime toujours X; par X" = Sy/aq
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Code R

### =simulation Black-Scholes

T<— 100

deltat <- 1/230

lambda<—- 0.05%

mu <— 0.000%

gigma <- 0.01

x0<- 100

plot{c(0,100),c(0,100), vlim—c(&0,1e0), pch='.', xlab="temps", vlab="Black Scholeza™)
temps<— seq{from=0, to=T, by =deltat)
E=100*exp (lambda*temps)

lines (E,col=2)

for(i in 1:3)

i
epzilon=rnorm(I/deltat,mean=0, ad=3grt (deltat))
B<—array(data=c(0) ,dim=c (T/deltat+1l))

Bl[1]==x0

for (t in 2:(I/deltat+l))
i
Blt]=x0*exp (mu*t*deltat-0.5*zigma"2*deltat*t+zigma*sum(epsilon[2:t]))
}
linez(tempz,B[])

E A S SR SR I SR SR T SR I I L T T o T R

Source : http ://www.math.univ-lillel.fr /tran/enseignements/simuM2.R
Reésultat : on cherche une valeur optimale de sigma pour que la solution S; converge vers
son ésperence
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Conclusion

Ce travail est consacré a ’étude du modele de Black et Scholes dans le cas continu,
dans le but de leur application en finance. Le modele de Black-Scholes a été toujours une
référence pour tous ceux touchent de prés ou de loin a la finance des marchés. Il est trés
utilisé dans le monde de la finance moderne, alors que ces hypotheses ne sont pas toujours
réalistes. Il suppose que la taux d’intérét est constant or celui-ci est de toute évidence
stochastique, car il fluctue aléatoirement, ce modele a eu un succés commercial que les
autres modeles n’ont pu égalisé.
la volatilité et le taux d’intérét sont des éléments non obsorvables dans le calcul d'une
option or la volatilité est un parametre essentiel dans la valorisation d’une option, c’est
un parametre aléatoire contrairemet a ce que prévoyer le modele de Black-Scholes, qui
le considére comme élément constant, ce qui estime principalement ce parametre sont la
volatilité historique et la volatilité implicite.
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Biographie
Fisher Black

Fisher Black était un économiste américain, particulierement connu pour sa partici-
pation a 1’élaboration du modele de Black-Scholes.

Né le 11 janvier 1938 et décédé le 30 aotit 1995, Fisher Black obtient son doctorat
en mathématiques appliquées de 'université de Harvard en 1959, et ne validera sa these
qu’en 1964, apres avoir travaillé sur un systeme d’intelligence artificielle dans une société
et en étant étudiant au MIT.

Il commence sa vie professionnelle en tant qu’enseignant a l'université de Chicago,
avant de poursuivre au MIT. A partir des années 1970 il commence a s’intéresser a la po-
litique monétaire, et en 1973 il publie avec Myron Scholes, dans le « Journal of Political
Economy », « The Pricing of Options and Corporate Liabilities ». Ouvrage dans lequel il
présente le modele mis en place afin d’évaluer le prix d’actions.

Suite a la parution de cet ouvrage, Fisher Black acceéde a une forte notoriété et c’est
en 1984 qu’il rejoint Goldman Sachs.

Il décede suite a un cancer de la gorge, deux ans avant de pouvoir recevoir le prix
Nobel, décerné a son coauteur Myron Scholes en 1997.

Myron Scholes

Myron Scholes est un lauréat du prix Nobel de Sciences Economiques (1997) grice a
son travail et a 1’élaboration d’une méthode d’évaluation des produits dérivés (modele de

Black Scholes).

Né le 1 juillet 1941 au Canada, il a étudié ’économie a 1'université de Chicago. Il ob-
tient son MBA (Master of Business Administration) en 1964 et un doctorat en philosophie
cinq ans plus tard.

Apres sa these, il accepte un poste d’enseignant au MIT, ot il rencontre Fisher Black.
En 1973, il quitte le MIT pour intégrer I'université de Chicago afin de travailler avec
Eugene Fama, Merton Miller et Fisher Black.
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A partir de 1981 et jusqu’en 1996, Myron Scholes travaille en tant qu’enseignant cher-
cheur a 'université de Stanford, ou il est maintenant professeur de Finance.

En parallele de son activité d’enseignant chercheur, Scholes est également un inves-
tisseur. En 1994, il fonde avec plusieurs collegues un Hedge Funds, qui a connu un tres
fort succes dans un premier temps, avec des rendements annualisés de plus de 40%, et qui
s’est totalement écroulé en quelques mois.

Scholes a également été impliqué dans 'affaire LTCM, affaire dans laquelle il a été
accusé d’avoir utilisé de maniéere illégale un abri fiscal afin d’éviter d’avoir a payer des
impots sur les bénéfices des investissements des entreprises.

I1 est actuellement président d’'un Hedge Funds (Platinum Grove Asset Management)
qui pese entre 4 et 5 milliards de dollars avec un rendement moyen annuel de 9,5%.
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