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Introduction

Un des buts des mathématiques est la classification des objets dont elles font usage. A
défaut de le résoudre individuellement pour chaque objet, on peut se contenter de le faire a
isomorphisme prés. Cette notion dépend bien siir de la catégorie dans laquelle on se situe. Nous

examinerons ce probléme dans la catégorie topologique.

Deux espaces topologiques M et N sont dits homéomorphes s’il existe un homéomorphisme
¢ :M—N. Par exemple dans le cas ou M et N sont des ouverts de ’espace euclidien R", un

homéomorphisme peut s’interpréter comme un changement global de coordonnées.

Le probléeme de I’homéomorphie s’aveére donc étre d’un intérét incontestable mais en géné-
ral difficile a résoudre. Une maniére de I'aborder consiste & chercher des invariants dans une
catégorie ou le calcul est possible; par exemple la catégorie algébrique, cela consiste a associer
a chaque espace M un groupe, un anneau ou un espace vectoriel etc. qu’on notera 7(M) et qui
sera tel que (M) est isomorphe & 7(N) si M est homéomorphe a N. Nous dirons que 7(M) est

un invariant topologique de M.

Dans ce texte nous nous restreignons a des espaces topologiques particuliers pour simplier

le travail. Sur de tels espaces on peut dériver, ce sont les variétés différentiables.

Sur une variété différentiable M on peut définir un exemple d’invariant topologique a ’aide
des formes différentielles et I'opérateur de différentiation extérieure. C’est une suite d’espaces
vectoriels {H"(M)},>o naturellement associée & M et appelée cohomologie de de Rham de M

sur laquelle elle donne des renseignements topologiques.

Ce mémoire porte sur I’étude de la cohomologie de de Rham. Il permet de s’initier a la
topologie différentielle. En effet, la cohomologie de de Rham est un outil en topologie différen-
tielle au sens ou elle permet 1’étude des variétés différentielles. La construction de cette théorie
cohomologique repose sur des propriétés algébriques des formes différentielles, ainsi, il a fallu

se familiariser avec les notions de variétés différentielles et de formes différentielles.
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Le chapitre I : sera réservé aux notions générales et préliminaires de variétés différentielles,
concues de maniére & rendre ce travail aussi autonome que possible. Elle ne contiendra aucun

résultat nouveau, mais présentera un travail de synthese au chapitre 3.

Le chapitre 2 : sera consacré a I’étude des formes différentielles, on va énoncer le célébre
lemme de Poincaré, mais démontré seulement en dimension 1, on présentera, par la suite, la
notion de fibré des formes alternées ainsi que la notion d’homotopie, utile au chapitre suivante

pour une classification de certains groupe cohomologique.

Le chapitre 3 : Le mémoire se termine introduire la notion de cohomologie de De Rham
et 'isomorphisme entre les cohomologies d’une variété différentielle. A la fin du chapitre on
a essayé de présenter une application du calcul des groupes de cohomologie de de Rham des
spheres et des boules a travers le théoreme d’invariance du domaine de Brouwer, le théoréme

de la boule chevelue et le théoréme du point fixe de Brouwer.



Chapitre 1

Notions générales de géomeétrie

différentielle

La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel qu’on sait définir
sur R"™. Pour cela, nous allons introduire des objets mathématiques qui ressemblent localement
a R™, afin d’y transférer ce que nous savons déja y faire (i.e. continuité, dérivabilité, vecteurs,
applications diverses...), mais qui globalement ne seront pas topologiquement identiques a R".
De tels objets nous sont familiers dans R3 : une sphére, un tore, un cylindre, une selle, une
nappe... ressemblent localement & R?. Nous voyons toujours ces objets comme sous-ensembles
de R3. Ce que nous allons définir ne peut a priori pas étre vu comme sous ensemble d’'un R™.
Nous voulons en donner une définition intrinséque, que nous appellerons variétés, sans faire
référence a un espace plus grand. Nous sommes dans la situation d’habitants d’une sphére qui
voudraient définir leur habitat sans connaitre ni se référer & R3. Un habitant d’une sphére, s’il
était mathématicien, se rendrait compte que localement (et seulement localement) son habitat
ressemble & un ouvert de R2?. (’est cette propriété qui va étre & la base de la construction
des variétés. Nous allons recoller ensemble des ouverts de R™. Globalement, nous n’auront pas
nécessairement R”, mais localement, nous aurons & notre disposition tout ce que nous savons

faire sur un ouvert de R™.



1.1 Variétés Différentielles

Définition 1.1 Une carte de dimension n sur M est un couple (U, p) formé de
1/ un owvert U C M ;
2/ un homéomorphisme ¢ : U — p(U) C R".

L’ouvert U est le domaine de la carte. Pour p € U, ¢(p) = (z*(p),...,2"(p)) € R", qu'on
appelle une fonction coordonnée. Un point de M peut appartenir & deux domaines différents
correspondants & deux cartes (U, ) et (V, ).

Un ensemble de cartes locales {(U;, ¢;)}ier tel que la réunion des U; soit M tout entier est
appelé atlas de la variété. On dira alors que {U;};c; est un recouvrement d’ouverts de M. A

priori, cet atlas n’est pas unique. En particulier, la réunion de deux atlas est encore un atlas.

M

Définition 1.2 Deuz cartes (U, p) et (V,1) sur M sont compatibles si U NV = ou si
@o¢_l WUNV)—-eUNV)

est un difféomorphisme entre les ouverts de R". (voir Fig.1)



En coordonnées locales, une carte (U, ¢) donne un systéme locale de coordonnées, sur UNV
on a deux systémes de coordonnées ¢ = (z',..,z") et ¥p = (y},...,y"). Ces deux applications

s’écrivent :

pou ™t y=@' .y~ @ = y), 2" = (),

Yol 1 x= (ml,...,x") — (v =g'(2),...,y" = g"(x)).

La compatibilité signifie que les fonctions f? et ¢° sont de classe C°.

Définition 1.3 Un atlas de dimension n de M est un ensemble A = {(U,, ¢, )} de cartes de
dimension n tel que
1/ les ouverts (U, )aer recouvrent M ;

2/ toutes les cartes de A sont compatibles deux & deu.

Un atlas permet donc de définir des coordonnées locales partout sur M. On dit que deux
atlas sont équivalents si leur union est encore un atlas, c’est a dire que A = {(U,, ¢, )} et A=

{(Vg,wﬁ)} sont équivalents si toutes les cartes (U,, ¢,) et (Vg, 7%) sont compatibles deux a

deux.

Définition 1.4 1/ Une variété différentiable est le couple (M, A) ot M est une variété topo-
logique de dimension n et A ’atlas mazimal de classe C* de M, on l'appelle aussi la structure
différentiable de M.

2/ Une variété différentiable de dimension n est un espace topologique M séparé et a base dé-
nombrable muni d’une structure différentiable de dimension n.

3/ Soient (M™, A) et (N", B) deuz variétés différentiables. On dit que l'application f : M — N
est de classe C* si chaque représentation locale de f (respectivement A et B) est de classe C*,
c’est o dire, si la composition o foi)™" est une application lisse de o(UN f=2V) — (V) pour
toute carte (U,p) € A et (V1) € B, on dit que f : M — N est un difféomorphisme de classe
C> si f et f~tsont de classe C*.(voir Fig.2)
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Remarque 1.5 1/ Sur un espace non séparé il n'existe pas de métrique, puisque tout espace
muni d’une distance est séparé. De méme un sous-espace compact n’est pas forcément fermé
et I'tmage d’un compact par une application continue n’est pas toujours compacte. C’est pour
avoir ce type de propriété que l’on impose a une variété d’étre un espace séparé. En revanche,
tout sous-espace d’un espace topologique séparé est séparé.

2/ Base dénombrable : la classe d’équivalence d’un atlas A peut étre représentée par son atlas
maximal qui est [’ensemble de toutes les cartes compatibles avec celles de A. On veut que la
topologie définie par les domaines de ces cartes ait une base dénombrable. Cette hypothése est
importante, sans elle, il est par exemple possible de munir R™ d’une topologie qui le rende ho-

méomorphe a un R* muni de la topologie canonique, pour k < n quelconque.

Exemple 1.6 1) R" est une variété différentiable de dimension n pour 'atlas a une seule carte
(R™,id).

2/ Tout R-espace vectoriel E de dimension n est une variété de méme dimension : tout isomor-
phisme ¢ : E — R"™ définit un atlas (E, ). De méme tout ouwvert U C E de l’espace vectoriel

est également une variété, Uatlas étant (U, ).



3/ L’espace euclidien E" est une variété de dimension n : il est en bijection avec R" wvia
le choix d’un systéme de coordonnées . L’atlas a une carte (E", x) définit donc une structure

différentiable.
Tous ces exemples sont triviaux puisqu’il s’agit d’espaces homéomorphes a R”.

Exemple 1.7 1/ Le cercle S' C R?, muni de la topologie induite, est une variété de dimension
1, cependant il n'est pas homéomorphe & R (puisque S est compact). Une seule carte ne sera

donc pas suffisante pour créer un atlas. On définit deux cartes (Ur, ) et (Us, ps) :

0, SN{(1,0)} —]0,27[: (cosf,sin ) s 0,
0y : SN\{(~1,0)} =] — 7, 7[: (cosB,sinf) s 6.

Les domaines de ces cartes recouvrent clairement le cercle : Uy UUy = S*. De plus ¢, 005" est un
difféomorphisme, ce qui montre que les deux cartes sont compatibles. Ainsi {(Uy, ¢;), (Us, ps)}
est un atlas et définit une structure différentiable sur S*.
2/ La sphére unité

St={zeR" |2} + ..+, =1} CR"!

est une variété de dimension n. En effet; on peut construire un atlas en utilisant la projection
stéréographique, les points N = (1,0,...,0) et S = (—1,0,...,0) désignant respectivement les
poles nord et sud, on considére les ouverts Uy = S"\{N} ,et Us = S™\{S} et les applications :

oI Un — R"

(1, s Tas1) = T (T2, )

©Yg Us — R"

(@1, s Tny1) — lel(x%“'vxn—&-l)



Déterminons les applications de changement de cartes ¢, o ¢§1 et ¢pg o gb]_vl :R™\ {0} —
R™\ {0} qui sont des difféomorphismes données par x — W Donc {(Un, ¢n) , (Us, 4g)} défini

une structure différentiable sur S™.(voir fig.3)

Figure 3

3/ Tout sous-ensemble ouvert Q) d’une variété différentiable M est lui méme une variété diffé-

rentiable. Sa structure différentiable est definie par latlas :

Ao ={(UaNQ, ¢, |v.ne)}

ot A ={(Uq, p,)} est un atlas de M.
4/ Soitent M et N deux variétés différentiables de dimensions m etn et d’atlas {(Ua, ¢,)}, {(Vs,¥5) }
respectivement. Alors, ’espace produit M x N est une variété de dimension n+m dont la struc-
ture différentiable est définie par atlas formé de toutes les cartes de la forme {(U, x V3, p, X
1/),3)}’011

(b0 X ¥p)(p.a) = (Pa(p),¥s(q) € R™™

Le tore T? = St x St est une variété, de méme que le tore plat de dimensionn, T" = St x...x S
5/ L’espace projectif réel de dimension n noté P"R est l’espace quotion de R"™\ {0} par la

relation d’équivalence

x ~y si et seulement st x et y sont colinéaires



On peut donc considérer P"R comme [’ensemble des droites vectorielles de R, (voir Fig.4)

0xmR"

Figure 4

Remarque 1.8 On peut construire des cartes incompatibles sur des variétés. Considérons par
exemple la droite réelle recouverte d’une part par la carte globale (R, ;) ot ¢, = Id : R —
R:z — y =z et d’autre part par la carte (R, ;) ot oy = Cube : R — R : x — y = x°. Les

formules de changement de coordonnées sont

w 0@yt R—-R:z—y=2z/3

gpzogol_l : R—>R:y»—>z:y3

On vérifie aisément que ces transformations sont continues mais que z — y = 2% nlest pas

différentiable en z = 0.

Définition 1.9 Le (n + 1)-uple © = (xy,...,x,) est un systéme de coordonnées homogéne de

p(x). On note [x] = [(xg, ..., x,)] le point de coordonnées homogénes x. Nous allons menir P"R

d’un atlas (U;, ¢;)g<i<,, €t donc en faire une variété. Posons :

Vi={z = (0, ....,wn) ER™ /2, 20} 00 0<i<n

10



Définissons les applications ®; par :

b, V., — R"
v o) = (28

7

signifie que le terme correspondant est omis.

i/ Ce sont des applications continues et
®; (v) = ®;(y) si et seulement si p(x) = p(y)

it/ D’aprés les propriétés de la topologie quotiont, U; = ®;(V;) est un ouvert de P"R et ¢, passe
au quotion et donne une application bijective et continue ¢; de U; dans R™. Explicitement :

o.(p(z)) = <@ o ”’“—”)

) ) b

i/ L application réciproque est donnée par ¢; (Yo, .., Yn-1) = D(Y0s s Yi—1s Ly Yis ooy Yn—1) CE qui
montre que ¢; est homéomorphisme de U; sur R™.
Les fonctions de transition ¢;0¢; = sont bien des difféomorphismes de ¢;(U;NU;) sur ¢;(U;NU;),
car pour y; # 0 on a :

Yo o Y1 1 Ui Z/n—1)

¢'O¢i_1<y07"'7yn—1): (_,---, Y Ty ey g eeey
/ Yj Yi Yo Y Yj

Nous avons ainsi une structure de variété lisse sur P"R de dimension n.

1.2 Espace tangent

1.2.1 Courbes Parametrées sur une Variété

Définition 1.10 Une courbe paramétrée sur M est une application v : R —M de domaine

I C R. Son expression locale dans une carte ¢ : U — R™ est la courbe :

y=¢oy: I — R™

o FE) = GO, 7)) = @), 2™ (1))

11



La courbe v est réguliere en t € I (x = ~(t) € M) si, pour toute carte ¢ : U — R™ telle

que U contient le point P, son expression locale ¥ = @ oy est une courbe réguliére en t, i.e.

F(t) = 9(t) £ 0 . (voir Fig.5)

1.2.2 Espace Tangent

Définition 1.11 Un vecteur tangent a M en un point x est un vecteur tangent a une courbe
v : R — M au point v(0) = x (ou elle est réguliére). On appelle espace tangent a M en
x l'ensemble T, M des vecteurs tangents a M en x, c’est- a-dire, [’ensemble des vecteurs tangents

en x a toutes les courbes sur M qui passent par x et qui soient requliéres.

Proposition 1.12 L’espace tangent T, M est un espace vectoriel de dimension n, [’ensemble
{% lzyi = 1,...,m} forme une base de T, M en coordonnées locales. Par conséquent, tout

vecteur tangent a M en x est de la forme :

0

ou X'(z) € R.

Soient M une variété différentiable, p € M et v : I — M une courbe de classe C'™ telle que

v(t) =ppour t € I ou I C R est un ouvert, écrivant

C®(p)={f:U—-R| feC>®U),U voisinage de p}

- T
t 1 7 i “'“x-_,#
. : 2 | J'.ll -I
’ 1
;’; ™t
I B o ]
. ",
0 ¥ (x 0y - i | =,
To T .-"- I'.._ o .-".
P i o - Y
. z(p) wn f rd — Ll
- .
—'—
I
Figure 5 Figure 6
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La courbe ~ définie une application :

77&3 C>®(p) — R
f = th = (fo)(t)

On peut interpréter v,f comme la dérivative de f dans la direction de v au point p.(voir

Fig.6)

Exemple 1.13 M =R". Siy = (71,..,7,) : I — R" est une courbe lisse et v(t) = (v1(t), ..., Vn(t))

€ R" est la dérivée de v au point p, alors :
Y = (f o)) = flp)(t) =(t). v f(p).

En général, application v,satsfait & :

1/ ”')/t(af—l—bg) = a7tf+b7tg;

2/ v:(fg) = 9@ f+ ).

Pour tout f,g € C* (p) et a,b € R. On dit que 7, est une dérivation.

Définition 1.14 Un vecteur tangent a M en p € M est une application v : C* (p) — R telle

que :
1/ v(af +bg) =av(f)+bv(g), f,g € C® (p), a,beR;
2/ v(fg) = g(p)v(f) + f(p)v(g) (Régle de Leibniz).

L’espace tangent en p est le R-espace vectoriel linéaire de vecteur tangent au point p, noté T, M.

Remarque 1.15 1/ Siv,w € T,M et c,d € R, alors : cv + dw est Uapplication

(av +bw): C®(p) — R
= (cv+dw)(f) = co(f) + dw(f)

13



cv + dw est un vecteur tangent au point p.
2/ On note vf = v(f).
3/ SiveT,M et ce C® (p) est une fonction constante, alors : cv = 0.
4/ Soit U un voisinage de p interprété comme une variété différentiable. Puisque nous utili-
sons les fonctions en C*(p) dans la définition de TpM, les espaces TpM et TpU peuvent étre

identifiés de facon naturelle.

Soit (U, ), x = (x', 22, ...,2™) une carte au point p. On défini un vecteur tangent (aii)p au
point p en fixant
0 — 00
CTN0) = Dl o a7 )alp)). 1 € C¥(0)
D; est la dérivée partielle par rapport & la i-éme variable. On note aussi (0;), = D,,(p) = (%)p.

1.3 Application Tangente

Définition 1.16 Soient M™ et N" deux variétés différentiables et soit f : M — N une appli-
cation de classe C°. L’application tangent de f au point p est l’application linéaire f. : T,M

— TN définie par;

(fev)g =w(go f),Yg € C*(f(p), veT,M

On peut écrire ausst Ty, f ou fip.

Remarque 1.17 1/ f,v est un vecteur tangent au point f(p) pour tout v € T,M et 'applica-
tion f, est linéaire.

2/ St M =R™et N =R", alors f.p = f'(p) (avec Uidentification canonique T,R™ = R™).

3/ Soient M, N et L trois variétés différentiables et f : M — N, g: N — L deux application
de classe C*, alors; (g o f)wp = Gus(p) © fop, POUT tout p € M.

4/ L’interprétation de Uapplication tangente en utilisant les courbes : soient v € T,M et
v I — M une courbe de classe C™ telle que v(0) = p et v, = v. On défini une applica-
tion f: M — N de classe C® et o = fory: I — N ; alors f,v = .

14



Soit z = (x!,...,2™) les coordonnées locales de p € M™ et y = (y*,...,y") les coordonnées
locales de f(p) € N™. La matrice de f. : T,M — Tty N par rapport a les bases (%)p,i =1,...m
et (8y]) ), J=1,...,n, est

P oD |
f*(@)p = ;f*(@)py <(9_yi)f(p)’ 1<j<m.

Ainsi, on obtient la matrice (a;;) dont la dimension est n x m :

0
f*(ﬁaﬂ)py = &T](y f)

cela s’appelle la matrice jacobienne de f au point p (par rapport & des bases données), elle est

de méme que la matrice de l’application linéaire g = yo fox™! par rapport aux bases standards

de R™ et R™.(voir Fig.7)

.M
" e
] é Tri N
e, AT
e I"' - -
A . 'y | | / e _flp)
Yoo /ﬂ P I ‘ I | T 00
Y __.'.";t;"' e .--"";_.*5“-. Vi
.-. \ | ,.-;}"d g
M ' - /
-,
_— ! g \.\\ ‘li/f)
| - 1 _,// a= fl: 4
/f
4
| s
I
1]
Figure 7

Proposition 1.18 Soit f : M — N de classe C* et p € M. Alors [ est un difféomorphisme

locale au point p si est seulement si f, : T,M — TN est un isomorphisme.

15



Exemple 1.19 1/ l’espace tangent d’un espace vectoriel de dimension n : Soit V' un espace
vectoriel (réel) de dimension n. Rappelons que tout isomorphisme (linéaire) x : V — R™ induit
la méme C*°-structure sur V, ainsi nous pouvons identifier V' et T,V de fagon naturelle pour
toutpeV,ie.sipeV.

2/ Si f: M — R est de classe C* et p € M, on définit la différentielle de f par df : T,M — R
telle que dfv = vf, v € T,M, on peut la désigner aussi par df, par lisomorphisme : i : R —
Tt»R on obtient df =i~'o f,, nous identifions df = f,.

3/ L’espace tangent de variété produit : Soient M et N deux variétés différentiables et my :
MxN — M ,my: MxN — N deux projections. En utilisant ces projections on peut identifier

Tip)(M x N) et T,M ®T,N dune fagcon naturelle ; on défini un isomorphisme canonique

7: TpgM xN) — .M & T,N

v = TU = T4V + Mo,V

€TpM  €TpN
1.4 Fibré tangent

Sur une variété, la notion de dérivation garde un sens. Dans ces conditions, on aimerait bien
avoir un résultat analogue a celui obtenu pour les dérivations ponctuelles : une dérivation sur
une variété M devrait pouvoir nous permettre d’associer & chaque point x de M un vecteur
tangent X, de T, M. Pour ce faire, nous allons montrer que 1’ensemble des vecteurs tangents

est lui-meme une variété d’une fagon naturelle.

Définition 1.20 Soit M une variété différentiable. On définit le fibré tangent T'M de M comme

union disjointe de tous les espaces tangents de M . (voir Fig.8)

™M = UT,M

zeM

Les points de T'M sont les couples (z,v) on z € M, v € T, M et 7 : TM — M la projection
m(x,v) = z. Pour le moment, T'M est la somme ensembliste des différents espaces vectoriels

tangents a M, sans aucune topologie.

16



Pour chaque carte (U, ), 1’application :

Q:(2,8) — (¢(x), Trp(§))

est une bijection de TU sur (U} x R™.

Un atlas (U, ¢);cr de M étant donné, on munit 7'M d’une topologie en imposant les condi-
tions suivantes :

a) TU; sont des ouverts de T'M.

b) Les applications ®; sont des homeomorphismes.

Autrement dit,  C T'M est ouvert si et seulement si ®;(Q2 N TU;) est, pour tout i, un
ouvert de (U} x R™. Pour voir que ces conditions sont cohérentes, on remarque que, d’apreés

la définition méme de 1’espace tangent, si U; N U; # ¢, 1’application :

Di0®; ' o (U;NU;} xR — 0;(U;NU;} x R™
(y,v) = (007" (W), Tulp; 0 07 ) ()

est un homéomorphisme, et méme un difféomorphisme. On a donc défini une topologie sur T'M
qui en fait une variété topologique munie de ’atlas (TU;, ®;);c;. Cet atlas étant lisse, T M est
une variete lisse de dimension 2 x dimM (si M est une variété C? avec p > 0, alors T'M est une
variété CP~1). Cette variété s’appelle le fibré tangent a M.

Le fibré tangent 7'M a une structure canonique d’une variété differentiable. (Voir Fig.9)

[T Tw
Py
T U7 = R"
—_— e
T, M
e —— *
v F — 2l
Figure 8 Figure 9
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Théoréme 1.21 Soit M une variété différentiable de dimension n, le fibré tangent T M de M
est muni de la topologie naturelle et d’une structure de variété lisse de dimossion 2n telle que

la projection m: T M — M est lisse.

Définition 1.22 Soient E, B et F trois variétés. Une application lisse p de E dans B est une
fibration (de base B, de fibre type F' et d’espace total E) si pour tout x € B, il existe un ouvert

U contenant z et un difféomorphisme ® : p~(U) — U x F tel que le diagramme 1 :

P (U) e x F

pP"'l

U

Diagramme 1

soit commutatif. On appelle espace fibré le quadruplet (E,p, B, F).

Proposition 1.23 La projection canonique p de T'M sur M est une fibration.

: : L it pH(U)=TU; — U;xR
Preuve. II suffit d’introduire 1’application : .

&s = (2, Top(§))

Remarque 1.24 la réstriction de 1, a la fibre T, M de x est un isomorphisme d’espaces vec-

toriels de T,M sur R™.

Définition 1.25 Un fibré vectoriel réel sur une variété B est un espace fibré (E,p, B, F') tel
que :

a) la fibre type F et les fibres p~(b), b € B, sont des espaces vectoriels réels ;

b) pour toutes trivialisation locale v, la restriction de o ap~t(b) (qui envoie p~1(b) dans {b} x F),

induit un isomorphisme d’espaces vectoriels sur F. La fibre p~*(b) est notée Ej,.
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Remarque 1.26 Le fibré tangent est difféomorphe localement a un produit : m=1(U) ~ U x R"
(qu’on appelle une trivialisation locale). En général, TM n’est pas globalement trivial, c’est-a-

dire, qu’il n’existe pas de difféeomorphisme de TM dans M x R™ linéaire le long des fibres.

Exemple 1.27 1/ Le fibré tangent & R™ admet une trivialisation globale TR™ ~ R"™ x R™ via
[identification canonique T, R™ ~ R™.
2/ Le fibré tangent au cercle S' admet une trivialisation globale car il est difféomorphe au

cylindre : TS* ~ S* x R.

1.5 Partition de ’unité d’une variété

Définition 1.28 On appelle partition de l'unité d’un espace topologique X une famille de fonc-
tions continues (p;)ic; définies sur X et a valeurs positives telle que pour tout x € X on ait les
conditions suivantes :

1/ 1l existe un voisinage de x tel que toutes les fonctions p; sauf un nombre fini sont nulles sur
ce voisinage,

2/ Y ier pilz) = 1.

Définition 1.29 On appelle partition de l'unité subordonnée au recouvrement (U;);c; de X une
partition de l'unité de X indexée par le méme ensemble I et telle que pour tout v € I le support

de p; est inclus dans U;.

Lemme 1.30 Toute variété différentielle M admet une base dénombrable dont les éléments ont

une adhérence compacte.

Proposition 1.31 Toute variété différentielle M admet une suite (V,,)nen d’ouverts telle que :
1/VoCcVeCViCV,C,
2/ V, est compact,

3/ M=V,

n>0
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Définition 1.32 Une fonction plateau sur une variété M de classe CP est une fonction de
classe C? définie sur M et o valeurs dans [0, 1] pour laquelle il existe deux ouverts relativement

compacts U et V avec U C V tels quesup f CV etVo € U, f(z) = 1.

Lemme 1.33 Soit U un ouvert d’une variété différentielle de classe CP. Alors pour tout x € U,
il existe un ouvert relativement compact V' contenant x tel que V- C U et une fonction plateau

égale a 1 sur V et a support inclus dans U.

Proposition 1.34 Soit (U;)icr un recouvrement ouvert d’une variété différentielle M de classe
CP. 1l existe une partition de l'unité (p, )nen de classe CP et o support compact telle que pour

tout n € N il existe 1 € I tel que sup p,, C Uj.
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Chapitre 2

Formes différentielles

2.1 Algeébre tensoriel

Soit £ un espace vectoriel réel de dimension n, on rappelle quune application L de E* dans

R est appelée une forme k-linéaire si pour tout 7 € {1,...k} on a :
L (vq,..,av; + bw;, .., vx) = aL (v1...,0;, ..., v) + bL (vq, ..w;, . vg)

pour tout (a,b) € R? et v;,w; € E. On notera ®"E* 1’espace vectoriel des formes k-linéaire sur

E.

Proposition 2.1 Soit L € @"E* et T € ®'E*. Le produit tensoriel de L et T est la forme
k + l-linéaire noté L @ T définie par :

L@T(v1, .o vst) = Lv, c0p) T (U1, oo, Opt). (2.1)

Cette opération n’est pas commutative, mais elle est associative, elle permet de donner une

base de @*E*.
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En effet; si on se donne une base (e, ...,e,) de E et (e7,...,€") sa base duale (c’est la base

ey By

de E*, telle que €} (e;) = d;;), on montre que :

L(Ul,...,’Uk) = Z L(eil,...,eik)efl ®"‘®€;(’Ul,...,?}k)

1<y <...<ip<n

La famille {e} ®---®e; ,1 < i; < n} est libre, on a bien une base de ®*E* et dim @ E* = n".

2.1.1 Formes multilinéaires alternées et produit extérieur

Définition 2.2 Soit L € ®"E*. On dira que L est alternée si, pour toute permutation & de
{1,..k} et (vy,..0x) € E¥, on a :

L (vr..vg) = € (8) L (v5(1)s ---Vs(x)

ou & (8) désigne la signateur de 6, on notera A*E* [’espace vectoriel des k formes linéaires

alternées

Remarque 2.3 1/ On pose A°E* = R une 0-forme linéaire alternée est une constante.
2/ Lorsque k = 1, L est simplement une forme linéaire et N'E* = E*. Lorsque k = 2, cela
signifie L(v,w) = —L(w,v). L’application qui & n vecteurs de R"™ associe leur déterminant

relativement & une base donnée appartient a A" (R™)*

Définition 2.4 Si L € @*E*, on lui associe Alt(L) € NEE* (Iantisymétrisé de L) par :

Alt(L)(ve, ..., vg) = % Z £(0) L(Vo(1), --Vo(k)); (2.2)

oED

ot O est le groupe des permutations de {1, ..., k}.
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Proposition 2.5 Le produit extérieur de L € A*E* et de T € N'E* est la k + [-forme alternée

L AT définie par :
(k+1)!

LAT ==

AL ®T) (2.3)

c’est-a-dire par :

1
LA T(Ul, ...’UkJrl) = le' Z E(U)L(UU(D, ...Ug(k))T(Ug(k+1), "'/Ua(k+l))
o U€5k+l
ot Oy est le groupe des permutations de {1,...k + l}. Le produit extérieur est bilinéaire,

associatif et vérifie

LAT =(-DMTAL

Preuve. Il faut vérifier que L AT est bien k + [-linéaire et alternée. Soit u une permutation,

d’apres 2.2

1
LA T<UM(1)7 -‘-Uu(k—&—l)) - W Z 8(0’)8(”)2[/(1)00“(1), ceey Uaou(k))T(UUou(k-l—l); ooy Uao,u(k-‘rl))

O'E(Sk_H

1
= 5(”)% Z E(O- © HJ)L(UOOM(I)v ey UUOH(k))T(UUOM(kJrl)a Y UUOp(k+l))

U€5k+l

= E([L)L N T("Ul, -'-Uk:-i-l)

Soit 7 la permutation qui transforme (1,...,k+1) en (k+1,..k+1,1,....k). Onae(r) = (—1)**
et on voit que

TN L(Ul, ---Uk—i-l) =LA T(UT(l), -‘-Ur(k—i—l))

dot LAT = (-1)HT AL m

Proposition 2.6 Si Ly, ..., L, sont des formes linéaires, alors :

Ly Ao A Lo, vp) = Y £(0) La (0o(1)) - L (o)) = det((Li(v;))i)

o€
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Exemple 2.7 Soient (ey,...,e,) une base de E de base duale (€3, ...,e5), 1 <iy < ..<ix<n

et1 < jy <. <jr <n. Onae;ANej (€, ..., e5) =1 siet seulement si (iy, ..., 1) = (j1,---J)

et ej N--Aej (ej,, ..., e5,) = 0 sinon. Ainsi la famille {e N---Nej |1 <y < ... <ip <n} est libre.

Théoréeme 2.8 Si L € NFE* et si (ey, ..., e,) est une base de E de base duale (¢}, ..., €%), alors :

rn

L= Z L€iy, - €3 )€, N Nej,

1<i1 << <n

Preuve. On note v; =Y\ vie;. Comme L est multilinéaire on a :

3
L(vy,...,v E vl vk’“Le“,...,eik)

(ST

autrement dit L = Z“zk Le;,, ..., eik)6f1®"'®6fk).

Si les i1,...,ip ne sont pas tous distincts alors L(e;,,...,e;,) = 0, s’ils sont tous distincts
il existe une unique permutation o telle que iy1y < ... < iyu). De plus : L(es,...,e;,) =
8(0’)[/(6@'0(1), e eid(k)), d’otw :

L(vy,...,v) = Z Liey, ..., e:,) Z (o) v ®

i <<y =
= Z L(e, ..., e;,) Z e(o)v?(l)...vz’“(k)
i1 <<y TESL
= > Llei,mer) Y e(0)el, (voq))--€, (Vo))
i1 << =
= Z L(ei,, .. eq )e;, N Aep (v1,...,0p)
11 <<l
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2.1.2 Formes différentielles

Définition 2.9 Une forme différentielle w de degré k (ou k-forme différetielle ) lisse sur un

owvert U d’un espace vectoriel E (de dimension finie) est une application lisse de U dans A\*E* :

w: U — AE*

T o= Wy
L’espace vectoriel des formes de degré k sur U est noté Q¥ (U) .

Remarque 2.10 1/ Un élément de Q°(U) est une fonction lisse de U dans R. La différentielle
d’une fonction lisse f de U dans R appartient o QY (U), on la notera par df .
2/ Si (eq,...n) est une base de E et o € QF (U), pour tout x € U, il existe des réels ., ()

telles que :

oy = g iy g (T) e, A Aeg,

1<iy <. <ip<n

yeme

Comme e est la différentille de ’application i coordonnée x — ' on écrit :

y = Z Qiy iy () dT™ A A d' (2.4)
1<iy<..<ip<n
les fonctions «;,. i, sont obtenues en composant o avec des applications coordonnées et sont
donc lisse. En particulier, de la formule 2.4, la différentielle d’une application lisse f : M — R
notée df s’écrit :

df =3 =da,

i=1
2/ La définition du produit extérieur s’étend aux formes différentielles. Si o € QF(U) et B €
QUU), on pose (a A B)y = (az A B,).

Définition 2.11 Soit U et V' deux ouverts d’espaces vectoriels et f une application lisse de U

dans V. Limage réciproque par f de o € QF (v), notée f*a est la forme sur U définie par :

(ffa), (v1,..,00) = ap@) (Df (x) 01, ..., Df () vp) (2.5)
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Si on note y', ..., y™ les coordonnées sur'V et (f1, ..., f™) les composantes de f, on remarque

que dy" (Df (z) .v) = (df*), (v) . Ainsi si oy = Zl§i1<...<ikgm M<i <o <iper W) AY™ N Ny

alors :

(ffa)y= D g (F (@) (A A Adf™),

1<y <...<i<m

Proposition 2.12 Soit f : U — V une application lisse

1- Pour tout o et 3 dans Q% (V) on a : f*(a+ B) = frfa+ f*85,

2- Pour tout a« € Q* (V) et B€ Q' (V) ; ona f*(aAB) = (f*a)A(f*B),

3-Soient g : V. — W une autre application lisse et o € QF (W), alors, (go f) a = f*(g*a).

2.1.3 Différentielle extérieure

On note Q (U) la somme directe des QF (U); ie. Q(U) = @7_,QF (U). On sait que la
différentielle permet d’associer une 1-forme a une O-forme (i.e. une fonction). On étend ceci

aux k-forme différentielle.

Théoréme 2.13 Soit U un ouvert d’un espace vectoriel E. Il existe une application linéaire
d; :QU) — Q(U) et une seule ayant les proprietés suivantes :
1/ Sia € QF (u)da : da € Q¥ (u),
2/ La restriction de d a QY (u) est la différentielle des fonctions,
3/ SiaeQF(u):d(anp)=danB+(—1)" ands,
4/dod=0.

Preuve. Montrons d’abord l'unicité. Si dod =0 on a d(dz') = 0. En utilisant la troisieme
assertion du théoréme précédent, on a donc (dz™ A ... A dz'*) = 0, pour tout i;...ix, € {1,...k}.
On en déduit que

d(fdz™ A ... Adfz'™) =df Adz™ A .. Ada'™

do= Y day, g da A A da (2.6)

1<ig<...<ip<m
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1l faut voir maintenat que cette formule convient, l’expression est bien linéaire, elle vérifie
1 et 2. Pour prouwver 3, il suffit de considérer le cas ot o = fdax™™ A ... Adx' et B = gdz’* A ...\

dzix. Alors :

danB) = d(df.g+dg.f) ANNdz™ A ... Adx'™ Ada? A ... A da?

daANB = gdf Ndz™ A ... Ada' Ada?t A A da

anNdB = (=1) fdgda™ A ... Adx™ Adxt A LA da
Voyons que d o d =0 commengons par les fonctions, on a df =", ggi dz*, donc :
d(df) = i (” % <(§3]:Z) d:vj> A da?
i=1 \j=1
= 2 851'25351 dz’ A dx’
- Z: (af;gxi B aj;éfxa') det A da
=0

d’aprés le théoréeme de Schwars. Toujours d’aprés 2.6; d (dz') = 0, pour tout i € {1,...,n}

d(da) = o d(do,,.5) ANdat A LA da
1<ig<...<ix<m

= 0

Ce qui termine la preuve. m

Définition 2.14 On dit que
1/ « est fermé si da = 0,

2/ On dit que « est exacte s’il existe [ telle que df = a.
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Proposition 2.15 La différentielle extérieure et l'image réciproqgue commutent, c’est a dire st
U etV sont deuxr ouverts d’espaces vectoriels et si ¢ est une application lisse de U dans V;

alors pour tout a € Q2 (v), on a :

¢ (da) = d(p*a)

Preuve. Commencons par les 0-formes i.e. les fonctions. Dans ce cas la formule devient
d(f o) =Y*df ou l'on reconnait le théoréme de dérivation composée. Par linéairité, il suffit
de montrer le resultat pour les formes qui s’écrivent fdx™ A ... A\ dx'*.

On a vu que p*a = (fop)dp; N ... Ndp, ou les @; sont les composantes de . On a donc :

d(g*a) = d(fop)Nde, N...Ndg;,
= (¢ odf)Np* (da:il A A dxi’“)

= ¢"(da)

Remarque 2.16 On peut dire que l'image réciproque d’une forme fermée (resp. exacte) est une

forme fermée (resp. exacte) .

2.1.4 Lemme de Poincaré
Condition pour qu’une forme différentielle soit égale a da

Le probléme est Ie suivant : soit donnée une forme différentielle w : U — AYE*. A quelle

condition existe-t-il une forme différentielle a : U — A*"1E* telle que daw = w ?

Exemple 2.17 1. Considérons

p_ a:da; + ydy
x? 4 y?
sur R? — {0}. D’une part,
0 1 0
dP = 2——(——=)dyANd —(——)dz ANd
x@y(ﬁ—i—y?) Y x+y8x(x2+y2) Zz Yy
=0
D’autre part, P = %d‘xfjjf) ou encore P =dlIn || (z,y) ||*> . Ainsi P est ezacte sur R* — {0}.
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F1G. 2-1 — Figure 9 : Domaines convexe et donc étoilé, étoilé mais pas convexe et non étoilé.

Remarque 2.18 Une forme différentielle exacte est fermée.

Si on exige que a soit de classe C? , il faut que w soit de classe C* et que dw = 0, puisque
d(da) = 0. Nous allons donner une réciproque partielle lorsque I'ouvert U satisfait a certaines

conditions.

Définition 2.19 Un ouvert U de R" est dit étoilé s’il existe o € U tel que pour tout x € U le

segment [a, x| est contenue dans U. (voir Fig.9)

Remarque 2.20 Un ensemble étoilé est connexe, et un ensemble convexe est étoilé.
On peut maintenant formuler le lemme de Poincaré

Théoréme 2.21 Si U C R" est un ouvert étoilé, toute forme fermée sur U est exacte .

Preuve. On suppose que U est étoilé par rapport a l'origine. Montrons ce resultat pour les

1-formes. Soit v = > | a;da’ vérifiant dov = 0, et on consideére la fonction définie sur U par :

F@ =3 [ (ot a
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Remarquons que ceci & un sens car tout = € U, le segment [0, 2] C U. Calculons sa différentielle

n

df (z) = Z(/O o (to dt)da:+z Z(/l 20l )dt)dxj

=1

n

Oa; (tx) ;
= 4 Uil J
E (/0 a; (tz) dt + ZE 1 /0 tx xj dt) dx

Jj=1

n

! "Lt Oy (tr) ;

j=1
n

=y (/Olozj(tx)dt—i-/olt%dt) da’

j=1

n
— Ard
= E ajdx
=1

= «

Le passage de la ligne 2 a la ligne 3 se fait en utilisant da = 0 celui de la ligne 4 a la ligne
5 en intégrant par parties. Pour une forme de degré quelconque, on peut aussi produire une

primitive par intégration. Si a € Q" (u), on définit une k-forme I () par :

k+1

1 —_— .
I(a)= Z Z (/ tk@il ..... i (t2) dt) Zhdxt A AN dxhi A LA dztE

1< <1 J=1
ot 1 (@), (vi, ey ) = [y tFay (2,01, .0 v) dt. ®

Corollaire 2.22 Soit U un ouvert de R" et a € QF(U). Si U est difféomorphe o R™ et si

da =0, alors a est exacte.

Preuve. Soit f : R — U un difféomorphisme. D’aprés la proposition [Jon a f*« est fermée.

D’aprés le lemme de Poincaré, il existe 3 € Q! telle que d3 = f*«. On obtient

Af B = f A= [ fa=a

Ce qui montre que « est exacte. m
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Si on peut montrer qu’il existe une 1-forme fermée non-exacte sur R? \{0}, on a donc

Corollaire 2.23 R?/{0} n'est pas difféomorphe a R?.

2.2 Le fibré des formes alternées

Soit M une variété C™*! de dimension n, avec 0 < r < w et n dans N. Dans cette section ,

p désigne un élément de N. Notons 7 : TM — M le fibré tangent de M et

AT M = [ AT M) (2.7)

xeM

I’ensemble réunion disjointe des espaces vectoriels de dimension finie des formes multilinéaires

alternées sur les espaces tangents aux points x de M, ainsi que :
APT*M = HieMA(TmM)* (2.8)

En particulier T*M = A'T*M = H (T, M)*.

zeM
Soit I’application
Aot NT*M — M Nt AP(T,M)* — M
resp. (2.9)
Wy — T Wy — T

Notons que A°T, M s’identifie avec M x R, et \y avec la premiére projection.

Les inclusions AP(T,,M)* C A*(T,,M)*, pour tout x dans M, induisent une inclusion APT*M C
A*T*M, et N, = Ajarr=nr-

Nous allons munir Papplication A\, : A*IT*M — M d’une structure de fibré vectoriel, de
maniére complétement analogue & la construction du fibré tangent. Si (U, ¢) est une carte

locale de M a valeurs dans R", notons :

Mt AN (U) — U x A*(R™)*

la bijection telle que, pour tout = dans U et w, dans A*(T,M)* : \.p(wz) = (z, (Tpd) ') w,).
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Proposition 2.24 [] existe une et une seule structure de fibré vectoriel de classe C" sur \* :
ANT*M — M telle que, pour toute carte locale (U, ¢) de classe C™ de M, la partie \;*(U)
soit un ouvert de A*T*M et le couple (A, (U), \®) soit une trivialisation locale C* du fibré

vectoriel N\, au-dessus de U.

On construit de méme une unique structure de fibré vectoriel C" sur A, : APT*M — M
telle que, pour toute carte locale (U, ¢) de classe C™*! de M, la partie A, Y(U) soit un ouvert de
APT*M et le couple (A, (U), Ap), ot Ay associe & w, € AP(T, M)* le couple (z, (T,¢) ') w,),
soit une trivialisation locale C" du fibré vectoriel A, au-dessus de U. Le fibré vectoriel A, :
APT*M — M est un sous-fibré vectoriel du fibré vectoriel A\, : A*T*M — M.

Preuve. Si (U, ¢) et (U’, ¢') sont deux cartes locales de M & valeurs dans R", application :

M o (M) S(UNUY) x AR — &' (UNT') x A*(R?)*
(2, w) = (¢ oo™ (x), ((d(¢" 0 ™))™ ) (W)

est un C"-diffeomorphisme. Donc 1'ensemble des couples (A, '(U), \,¢), lorsque (U, ¢) parcourt
I’ensemble des cartes locales O™t de M, est un atlas de cartes C” sur A*T*M.
Ceci permet de munir A*T™* M d’une topologie, et d'une structure de variété C". Cette topologie
est, comme celle de M, séparée et & base dénombrable, que I'application A, est C", et que
(AH(U), A\e@) est une trivialisation locale C™ d’une structure de fibré vectoriel C” sur \,. ®
Le fibré vectoriel A\, : APT*M — M s’appelle le fibré des p-formes alternées sur M. Le fibré
vectoriel A\, : A*IT*M — M s’appelle le fibré des formes alternées sur M. Le fibré vectoriel
A T*M — M, dont la fibre au-dessus de chaque point z de M est I'espace dual a I’espace
tangent a M en x, s’appelle le fibré cotangent de M.

32



2.3 Homotopie

Définition 2.25 Soient fy et fi; deux applications continues d’un espace X dans un espacesY .

L’application fo et homotope a Uapplication fi sl existe une application continue F du produit

X x I dans'Y telle que
(2.10)

pour tout x € X.

Pour tout t € I on désigne par l’application

fi: X — Y
r = filx) =F(x1)

et on dit que F' est une homotopie de fy a fi.

Proposition 2.26 La relation” fo est homotope a fi” est une relation d’équivalence dans [’en-

semble des applications continues de X dans Y.

On appelle classes d’homotopie d’application de X dans Y les classes d’équivalences de
cette relation, et on dit que deux applications sont homotopes si elles sont dans la meme classes
d’homotopie.

Preuve. 1/ Cette relation est réflixive : pour toute application continue F' est une homotopie
de faf.

2/ Elle est symétrique : si F' est une homotopie de fy a fi, alors, G : (x,t) — F (z,1 —t) est
une homotopie de f; a f

3/ Elle est transitive : Si f est une homotopie de fy & f; et G une homotopie de f; a f,
Iapplication H : X x [ — Y définie par :

F(x,2t)  pour

=)
IN
~
AN

H(z,t) =

= N

G (z,2t — 1) pour

N[
VAN
~
INA

est une homotopie de fo a fo. =
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Définition 2.27 Deux espaces X et'Y ont meme type d’homotopie s’il existe une application
continue f : X — Y et une application continue g : Y — X telles que les applications g o f et

f o g soient respectivement homotopes aux applications identique de X et de Y.

Exemple 2.28 1/ Deux espaces homéomorphes ont meme type d’homotopie. En particulier
deux espaces réduit a un point on méme type d’homotopie. On pourra donc dire d’un espace
qu’il a meme type d’homotopie qu’un point.

2/ L’espace R™ a méme type d’homotopie qu’un point. Soient, en effet; Uapplication constante

f de R™ sur 0 et l'injection canonique de g : {0} — R™ ; Uapplication :
H: (z,t) — tx (2.11)

est une homotopie de g o f a l'application identique de R™.

3/ L’espace R™ —{0} et la sphére S™' ont meme type d’homotopie. Soient, en effet, l'injection
canonique f : S™t — R™ — {0} et g Uapplication x o de R™ — {0} sur S™71; gof est
Uapplication identique de S™ ! ; et

H:(2,t) — (1 —t)Hi—Hthx (2.12)

est une homotopie de f o g a Uapplication identique de R™ — {0} .

Définition 2.29 Un sous-espace Y d’un espace X est un rétracte par déformation de X s’il
existe une rétraction v de X surY relativement a 'Y a Uapplication identique de X . Autrement
dit Y est un rétracte par déformation de X s’il existe une application coninue H : X x I — X
ayant les proprietés suivantes :

1/ H (x,0) =z, pour tout z € X,

2/ H (z,1) =r(x) €Y, pour tout v € X,

3/ H (x,t) = x, pour tout x € Y et tout t € I.

On dit alors que r est une rétraction par déformation de X surY .
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Remarque 2.30 1/ 5i Y est un rétraction par déformation de X, linjection i : Y — X est
une équivalence homotopique ayant v : X — Y pour inverse homotopique.
2/ Si'Y est un rétraction par déformation de X et Z un rétracte par déformation de'Y, Z est

un rétracte par déformation de X.

Théoréme 2.31 [}/
1/ Toute application continue de M dans N est homotope & une application C> de M dans N.

2/ Deuz applications C*° de M dans N, qui sont homotopes, sont différentiablement homotopes.

35



Chapitre 3

Cohomologie de De Rham

Sur une variété différentiable M on peut définir un exemple d’invariant topologique a ’aide
des formes différentielles et 'opérateur de différentiation extérieure. C’est une suite d’espaces
vectoriels { H"(M)},>o naturellement associée & M et appelée cohomologie de de Rham de M

sur laquelle elle donne des renseignements topologiques.

3.1 Introduction a la notion de cohomologie
Nous considérons des modules sur un anneau donné A.

Définition 3.1 1/ Une suite (finie ou non) de morphismes de modules
fn fn+1
. Mn - n+1 — Mn+2 e (31)

est exacte si ker f, 1 = Im f,, pour chaque n.

2/ Une suite exacte de la forme 0 — M — N — K — 0 est nommée suite exacte courte.

Proposition 3.2 [1] Si 0 — Ej, Lop 4 Tst E, — 0 est une suite exacte d’espaces

vectoriels de dimension finie, alors

> (~1)'dimE; =0 (3.2)
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Définition 3.3 Un complexe de cochaines C' = (C*,0*) est une suite de modules (Cy,)nez €t de
morphismes de modules (0" : C™ — C™1), 7 telle que 0" 0 O™ = 0 pour tout n. On nomme
1/ 0™ opérateurs de cobord,

2/ les éléments de C™ sont les cochaines de degré n,

3/ les éléments de Z"(C) = ker 0™ sont les cocycles de degré n,

4/ les éléments de B"™(C') = Im 0" sont les cobords de degré n.

Proposition 8.4 Définition 3.5 Remarque 3.6 On remarque que : 0" od" =0 = B"(C) C
Z"(C).

Définition 3.7 Un morphisme de complexes de cochaines ¢* : C — D est une suite (¢" :
C"™ — D")nen de morphismes de A-modules telle que 0" o ¢™ = ¢" 0 O™ pour tout n, i.e. le

diagramme 2 commute :

w—1 w1
. J (7 & Cn-l—i a~t ;
':Pﬂ ':Pﬂ+i

Diagramme 2

Proposition 3.8 [1] Une suite exacte courte de complezes de cochaines 0 — C DL E-0

induit une suite exacte longue
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},Hn+1,:c) ..

6ﬂ
N
= HP(0) —— H?(D) —— H?(E) -~
S
g1 \I
Hn—i(E) _/

Suite Exacte Longue

Définition 3.9 Deux morphismes de complexes de cochaines ¢*, 1" : C* — D* sont homotopes
s’il existe une application K : C* — D* de degré —1 (i.e. K™ : C™ — D" ') vérifiant, pour tout
nezr:

Ktlod" +d" o K" = ¢™ — ¢" (3.3)

L’application K est nommée homotopie de ¢ a1 (ou opérateur d’homotopie).

3.2 Algébre de cohomologie de De Rham.

Soient n un élément de N et M une variété C'™° de dimension n. Une forme différentielle o
sur M est dite fermée si da = 0, et exacte s’il existe une forme différentielle 5 sur M telle que
dp = «a. Une forme différentielle exacte est fermée, car d o d = 0.

Notons :

{ Z*(M) =kerd (3.4)

Zr(M) = Z*(M)NQr(M)
Alors Z*(M) = @,enZP(M) est une sous algebre unitaire (somme directe en tant qu’espace

vectoriel) de Q(M).
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En effet ; la forme différentielle constante 1 est fermée, une forme différentielle est fermée si
et seulement si ses composantes dans les Q2’(M) sont fermées, et si o et § sont fermées, alors
a A [ aussi, car

dlaAp) = (da) NG+ (=1)Pan(dB) =0
Notons :

B*(M) = Imd 35)
Br(M) = B*(M) N Qr(M) '
Alors B*(M) = @penBP(M) est un idéal bilatere de Z*(M) (somme directe en tant qu’espace
vectoriel).

Si « est exacte et 3 est fermée, alors a A [ est exacte (et de méme pour 5 A o par anticommu-

tativité). En effet; si « = dar € QPTH(M), alors :
d(o/ ANB) = (da') NS+ (1P’ A (dB) =a AP

Par conséquent Hj, (M) = Z*(M)/B*(M) est une algebre (associative, unitaire) anticommu-
tative, graduée par :

Hpp(M) = @penHpp(M) (3.6)

ou Hpp(M) = Z7(M)/B*(M)

L’algebre H},p(M) s’appelle l'algebre (ou parfois ’espace) de cohomologie de De Rham
de M, et V'espace vectoriel réel HY,,(M) le p-iéme espace (ou parfois le p-éme groupe) de
cohomologie de De Rham de M.

Pour tout o dans Z*(M), nous noterons [«] sa classe dans Hj,p(M). Nous dirons que deux
formes différentielles fermées « et [ sont cohomologues si [o] = []. Nous notons les lois de

compositions de l'algebre H*(M) de la méme maniére que les lois de compositions de Q(M) :

ala] +b[p] = [aa+ bf],
[ A[B] = [aAB],
1] = 1.
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Remarque 3.10 Comme (M) = {0} sip >n oup <0, on a H)r(M) =0 sip > n ou
p < 0. Comme d: QY (M) — QM) est lapplication nulle, on a H*(M) = Z°(M)

Remarque 3.11 Deuzx r-formes fermées o et 3 sont dites cohomologues si elles définissent la
meéme classe de cohomologie i.e. s’il existe une (r — 1)-forme telle que v = d(a — 3). L’es-
pace vectoriel H" (M) est réduit {0} si et seulement si, l’équation différentielle o = df5 admet
une solution pour toute r-forme fermée (3. Ainsi, du point de vue de l’analyse, la cohomolo-
gie s’interpréte comme une obstruction (on verra qu’elle sera topologique ou plus généralement

homotopique) a existence de solutions de telles équations.

Proposition 3.12 1/ Si mgM est l’ensemble des composantes connexes de M, alors :
HY (M) ~R™M (3.7)

et en particulier HY,»(M) =R si M est conneze.

2/ Si M est un singleton, alors, Hyp(M) = HY (M) = R.

Proposition 3.13 1/ 5i M et N sont connezes, alors f*: H n(N) =R — HY (M) =R est
[identité.

2/ Si f est une application constante, alors f* : H)p(N) — HP (M) est Uapplication nulle
pour p # 0.

Preuve. 1/ Si M est connexe, alors H°(M) est l’espace vectoriel des applications constantes
sur M et f* envoie l’application constante valant a sur N sur [’application constante valant
encore a sur M.

2/ St f: M — N est Uapplication constante valant un élément donné a de N, alors, f
factorise par Uapplication constante g : M — {a} et linjection i : {a} — N. Donc par la

proposition précédente (2), si p > 0, alors Uapplication linéaire
fr=(iog)" =g 0i": H(N) — H"(M)

factorise par Uapplication nulle i* : HP(N) — HP({a}), donc est nulle. m
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3.3 Invariance par homotopie

Une application continue ¢ : M — N (non différentiable) n’induit pas a priori d’application
linéaire en cohomologie, on a besoin, d’aprés la formule 2.5, de prendre les images réciproques
des formes différentielles et cela doit utiliser la dérivée de ¢ dont on ne dispose pas. Toutefois
une telle application est toujours homotope & une application p : M — N différentiable; le
morphisme ¢* : H*(N) — H*(M) sera celui induit par @ par le résultat suivant, qui traduit
explicitement I'invariance topologique de chacun des espaces H*(M).

Soient M et N deux variétés C'°, et soient f et g deux applications C'*° de M dans .

Théoréme 3.14 Si f et g sont deux applications C* différentiablement homotopes, alors :
f* — g*

La preuve de ce théoréeme repose sur la proposition suivante, ou, pour tout ¢ dans R, on

note I’application C'*° définie par :

Jo: M — M xR
r = Jy(x) = (x,1)

Proposition 3.15 Pour toute variété M de classe C, il existe une application K : Q(M X

R) — Q(M) linéaire, graduée de degré —1, i.e. K(Q*(M x R)) C QP~1(M), telle que
doK +Kod=J: —J

et pour toute variété N de classe C'™ et toute application ¢ de classe C*° de M dans N, le

diagramme suivant soit commutatif :

(o xid)* | Le? (3.8)
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Preuve. de la proposition : Supposons tout d’abord que M = U soit un ouvert de R".
On note z, ..., x, les coordonnées dans U et la coordonnée dans R, de sorte que (x1, ..., 2y, t)
soient les coordonnées dans U x R. Posons, pour p > 0 dans le premier cas et p > 1 dans le

second :
Ka =0sia=adr, A Adx;,

KB = [y dey A Nda;, , si = bdt Adwy A Ad;,
Alors K définit une application linéaire de (M x R) dans 2P~1(M), que I'on étend par linéarité
en une application linéaire, graduée de degré —1, de Q(M x R) dans Q(M). La commutativité

du dernier diagramme 3.8 si IV est aussi un ouvert de R"™ est immédiate.

La vérification de la propriété (dite d’homotopie) de K découle des calculs suivants :

dKa = 0

' da . .
Kda = —dt | dx;, N Ndx, = (J7 — J§)a
o Ot ?

" L ob
dKB = Z (/0 8xidt> dr; Ndzy N Ndwg,_,

1 ob
Kd = — dt di/\dil/\"'/\di,1
o = X[ gt) doindsgne s,
RB = Ty =

Maintenant, pour montrer la proposition en général, on utilise des cartes locales et un argument
de partition de l'unité. Plus précisément, choisissons (U;, ¢;)icr un atlas de cartes C* et (¢,)ier
une partition de I'unité C'*° subordonnée au recouvrement (U;);e; de M. Alors

1/ (Ui x R, ¢; = ¢; x id);ies est un atlas de cartes C*° sur M x R,

2/ (1; = ; o pry)ier, ot pri : M x R — M est la premiére projection, est une partition de
I'unité C'*° subordonnée au recouvrement (U; X R);e; de M x R.

Pour tout o € Q(M xR), posons, avec les abus de notations évidents concernant les restrictions :

R(o) = o; (K@, ) ()

el

Cette formule ne dépend pas du choix de (U;, ¢;)icr, (¥;)icr-
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En effet ;
Soit (U!, @.)icr, (1})ier un autre choix. Par la commutativité du diagramme de 1’énoncé dans le

cas des ouverts numériques, si le support d’une forme différentielle /5 est contenu dans (U; N

U7) x R, alors¢! K (3, )*(8) = K (9, )*(8). Donc

K(a) = Y 6K, )WY da)

iel jeJ
= Y OTK@G )W)
jeJ

Alors K est une application linéaire, graduée de degré —1, de Q(M x R) dans Q(M), rendant
le dernier diagramme de I’énoncé commutatif.

De plus, si le support de S est contenu dans U; x R, alors celui de df aussi, et K () =
(be(a;l)*(ﬁ), car comme ;3 est alors & support dans (U; N Uy) x R, on a

STOTE@ ) W) = G K@, ) (WB)

jeJ kel

= GIK(6; ) (B)

Donc, en utilisant les propriétés des images réciproques, et la commutativité du diagramme

pour v = 0, 1, on obtient

(dK + Kd)a = (dK + Kd)(>_ ,a)

el

= Y dK(Wa) + Kd(i;a)

el

= 30K (; ) (i) + 61 Kd(8; ) (Py0)

el

_ qu;(J;_Jg)a;l)*@a)

i€l

= > (i = )W)

iel
_ * *
= Jia— Jja

ce qui montre le résultat.
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Preuve du Théoréme : Si h : M xR — M est une homotopie C*° de f a g, alors hoJy = f
et ho J; = g. Donc, par les propriétés des images réciproques, et par la propriété d’homotopie

de K, on a, pour toute forme différentielle fermée «

ga—fa = Jha—Jjh'a
= dK(ha) + Kd(h*a)
= d(Kh'a)

donc g*a et f*a sont cohomologues, et f* = g*. m
Maintenant, nous allons utiliser un théoréme d’approximation de fonctions continues par
des applications C'*° pour montrer 'invariance topologique et homotopique de l’algebre de

cohomologie de de Rham.

Remarque 3.16 Notons que si f : M — N est homotope & une application f : M — N de
classe C™, si g : N — P est une application continue homotope a une application g : N — P
de classe C™, alors g o f est homotope & Uapplication Go f : M — N, qui est de classe C™.
Donc, les applications de H*(P) dans H*(M) suivantes coincident :

(gof) = fog"

Proposition 3.17 Si f : M — N est une équivalence d’homotopie, alors f* : Hfr(N) —

H}R(M) est un isomorphisme d’algébres.

Preuve. Soit g : M — N une application continue telle que f o g et go f soient homotopes
a l'identité. Alors

ffog-=1idet g o f*=1id

Le résultat s’en déduit. m
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Cette proposition montre 'invariance homotopique (et donc topologique) de 1'algebre de
cohomologie de De Rham : si deux variétés C'™° ont le méme type d’homotopie, alors leurs
algebres de cohomologie de De Rham sont isomorphes.

1/ Si f: M — N est un homéomorphisme, alors f* : H*(N) — H*(M) est un isomorphisme
d’algébres.

2/ Si une variété M de classe C™ se rétracte par déformation sur une sous-variété N de classe
C, alors l'inclusion i : N < M induit un isomorphisme d’alge¢bres i* : H*(N) — H*(M).

3/ L’algebre de cohomologie de De Rham d’une variété M de classe C™°, qui est contractile, est
isomorphe a l'algebre R

H*(M) = H'(M) =R

3.4 Suites de Mayer-Vietoris

Dans toute cette partie nous considérerons une variété différentielle M recouverte par deux

ouverts U et V : M = U U V. Nous utiliserons les notations suivantes pour les inclusions :

w:UNV—=U; iw:UNV =V
Ju U — M ; gy V—=»M

Remarque 3.18 Sii: A < B est une inclusion alors i* : Q*(B) — Q*(A) est la restriction

des formes différentielles.

Proposition 3.19 Soit M une variété différentielle recouverte par deux ouverts U et V, alors

la suite de Mayer-Vietoris
0= (M) S W) aer(V)LoWwnV) =0
ot
a: Q" (M) — QYU)dQ"(V) . gr QMU)e QY (V) — QY UnNYV)
e

W= (j*Uw>j;k/w) (w> 77) = Zgw - 2577

est exacte.
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Preuve. 1/ kera” = 0.
2.1/ Ima™ = ker 8" : ["(jHw,jvw) = (Ju o iv)*w — (Jv o iv)*'w = ifjpw — ijpw = 0 ol
vy : UNV — M. Donc Ima™ C ker 5".
2.2/ Réciproquement, si (w,n) € ker " alors ij;w = i},n donc 7 et w coincident sur U NV, on

peut donc poser la forme différentielle sur M :

0 _ wysizelU
oy, sizeV

et alors (w,n) = a"f, d’ou le résultat.
3/ Surjectivité de 5" : soit {py,py} une partition de 'unité subordonnée au recouvrement

M=UUYV.
. py(r)we sizeUNV
Soit Quunv -
o1t w € ( )7 posons 7, { Osix € U\SUPPPV

sur V. Alors, n € Q"(U) et 0 € Q*(V) et w = ["(n,0). m

—py(@)w, stz e UNV

t 0, = ‘
SHEE { 0 si x € V\supppy

Corollaire 3.20 Si M est une variété différentielle recouverte par deux ouverts U et V' alors

on a la suite exacte longue suivante :

= HH (M)
i 5*}41
-\-‘\'.
= H*M) ——5 E*U) @ H*(V) ——= H*(UnV) -~
Il.\-\- -H\
gl :I
HHUnv)~

Suite exacte Longue
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Exemple 3.21 Cohomologie de S' avec la suite de Mayer-Vietoris : Comme S est connexe,
H°(SY) ~R.

Soit St =U UV tel que U = SIN\{N} et V= S"\{S}, U et V ont une composante connexe
et UNV en a deuz, donc H'(U) ~ H*(V) ~ R et H(UNV) ~ R2. Nous avons la suite de

cohomologie de Mayer-Vietoris
0-R-RARY gl(SH S0
D’apres la formule 15 : H*(S') ~ R. Par conséquent :

ol Rsi k=0,1
HY(S") =

0 sinon

L’application i}, : Z°(U) 2R — Z°(U N V) =~ R? restreint une application constante auzr deuz

composantes connexes de U NV, donc ij;(x) = (x,x). De méme

i R — R?

y — (y,v)

Ensuite

g 22U e Z2°(V)~R— Z°(UNV) ~ R?

Bxy) = iple) —ip(y) = (z,2) — (y,y) = (r —y,z —y)

Done Im(p°) = A = {(z,z) | z € R}.

Par exactitude de la suite :

HY(SY) =Imé® ~ R?/ker6° = R?/Im ° = R*/A ~ R
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On retrouve donc le résultat. Ensuite comme H'(S') est de dimension 1, il est engen-
dré par tout élément non nul. Un tel élément s’obtient par exemple en prenant 6°(a,b) ot
(a,b)/ € ker 6’ =Im 3" = A.

Prenons par exemple (a,b) = (1,0). Soit f : S* — R lisse qui vaut 1 sur la premiére com-
posante connexe de U NV et 0 sur la seconde. Soit {py,py} une partition de l'unitéde S*

subordonnée au recouvrement {U,V'}. Alors B°(py f, —puf) = fluav = (1,0). Puis 6°(1,0) =

S (1B%pv f, —pu)]) = [n] own= {_d(ng})sz;‘(]‘/

Exemple 3.22 Cohomologie de la sphére S™ : Nous avons déja

o . R® sik=0
HY(SY) = H'({+1}) =

0 S1 non

ol R si k=0,1
H*(S") =
0 st non

Nous allons montrer par récurrence que pour n > 1 :

N R sik=0,n
H*(S™) =

0 st non

Linitialisation enn = 1 est déja réalisée.
Supposons la propriété vraie pour un certain n — 1, n > 1. Nous savons déja, par connexité de
S", que H°(S™) = R et par dimension que H*(S™) = 0 dés que k > n. Soient U = SI\{N} et

V = SN{S}, et alors, pour 1 < k < n, le morceau suivant de la suite de Mayer-Vietoris
L= HY U)o HY (V) - HNUNV) — H*S") — H*(U) ® H*(V) — ...

donne :

0— HYUNV)— H*S") -0

puisque U et V' ont le type d’homotopie du point.
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La spheére privée de deux points U NV = S™\{N, S} est difféeomorphe & S"'x| —1,1] par

L’application

est un difféomorphisme.

Comme | — 1,1] est contractile, S"'x] — 1,1[ et S™! ont méme type d’homotopie. Ainsi
HYUNV) ~ HY(5"1). On en déduit que la suite 0 — H*Y(S"1) — H*(S") — 0
est exacte, ce qui permet de calculer H*(S™) pour 1 < k < n.

Il reste & calculer H'(S™), ce qui se fait en appliquant la formule 15 a
0— H'(S") —» H(U)e H'(V) - H*(UNV) — HY(S") — 0

et en remarquant que H*(U NV) = H°(S" 1) = R.

Exemple 3.23 Cohomologie de M = R?* — {0} (calcul a la main). A cet effet il est nécessaire
de connaitre l'expression exacte des formes différentielles sur R? — {0}. Elles s’écrivent, en
coordonnées polaires (mieuxr adaptées au probléme) :

1/h(p, ),

2/ a=al(p,0)dp+ b(p,0)do,

3/ B =c(p,0)dp A db

ot h,a,b et ¢ sont des fonctions C'* périodiques de période 2m en 6. La forme [ est fermée

(pour des raisons évidentes de degré) ; pour les autres leurs différentielles s’écrivent

oh oh ob  Oa
La 1-forme a = a(p,0)dp + b(p, 0)dO est fermée si, et seulement si, g—z = %.

Supposons cette condition set satisfaite ; o sera exacte s’il existe une fonction h de classe C,

périodique de période 21 en 0 et telle que g—';dp + %d@ = adp + bdb.
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On est donc amené a résoudre le systéme d’équations aux dérivées partielles suivant :

oh _
(o,

oh

%:b

La résolution formelle donne :

p

0
h(p,0) = /b(p, w)du + /a(g,O)df + cste
0

1

la fonction h ainsi définie est C*°. Pour qu’elle donne une primitive de 5 sur M elle doit etre

en plus périodique de période 21 en la variable 0. L’égalité h(p,0 + 2m) = h(p,0) équivaut a
2

/b(p, 0)dd = 0. Une forme fermée o = a(p,0)dp + b(p,0)dl dont le coefficient b vérifie cette

0
condition est donc exacte. On défini une forme linéaire

o: ZY (M) — R
a = @)= [T b(p,0)do
dont la valeur sur la 1-forme a = a(p,0)dp + b(p,0)do est P(a) = OZW b(p,0)dl. Alors ker & =
BY(M). Par suite l’espace BY(M) est Z1(M) tout entier si ® est nulle; dans le cas contraire il

en est un hyperplan.
Exemple 3.24 Soit la 1-forme :

xdy — ydx
Wp= ————=
" 2m(a? +42)

qui s’écrit en coordonnées polaires wy = % est fermée et vérifie ®(wo) = 1. Par suite l’espace

vectoriel H' (M) = ZY(M)/B1(M) est de dimension 1 engendré par la classe de cohomologie

de la forme wy.

50



3.5 Application de la cohomologie

Voici une application du calcul des groupes de cohomologie de de Rham des spheéres et
des boules, et de la propriété de fonctorialité de la cohomologie de de Rham. Nous fixons les
notations suivantes D" = {z € R" | ||z|| < 1} et S" 1 = {z e R" | ||z] = 1}.

La notation x-y désigne le produit scalaire usuel

Théoréme 3.25 (théoréme du point fire de Brouwer) Toute application continue f :

D™ — D™ admet un point fize.

Lemme 3.26 Il n’existe pas d’application continue g : D" — S™ 1 telle que gisn-1 = idgn-1.

i.e. il n'existe pas de rétraction de D" dans S™ 1.

Preuve. Si n = 1 c’est immédiat (g : [—1,1] — {%1} continue est constante par connexité

de [—1,1]). Supposons n > 2. L’application :

r: R™{0} — R™\{0}

A

est homotope a idrn\ {0y puisque le segment joignant = a ﬁ est inclus dans R™ \ {0}. Supposons

par ’absurde qu’un tel g existe alors :

R™M{0} < [0,1] —  R™\{0}
(z,1) — s — g(t-r(r))

définit une homotopie entre une application constante et r. Donc R™\{0} serait contractile. Or
on sait qu’il n’a pas la méme cohomologie que le point. D’otl une contradiction. m

Preuve. (théoréme du point fixe de Brouwer) Supposons par l'absurde l'existence
d’une application continue :

f:D"— D"

sans point fixe. Pour tout x € D", on définit g(z) € S™! comme lintersection de S™! avec la

demi-droite [f(z), ).

o1



Posons :
z — f(x)
|z — f(z)]

(z+tu)-(z+tu) admet deux solutions puisque la droite (f(z), z) intersecte S"! en deux points.

u(z) =

Nous ne nous intéressons qu’a la solution :

t>0:t=—zu+ 1 — || + (z-u)?

Ainsi g(z) = = + t(x)u(x) est continue et vérifie g|g, , = idg, , d’otl une contradiction avec le

lemme précédent. m

Théoréme 3.27 (Théoréme d’invariance du domaine de Brouwer) Sin # m, alors R"

et R™ ne sont pas homéomorphes.

Preuve. Si n # m, alors les espaces vectoriels H"(S™) et H"(S™) ne sont pas isomorphes.
Par I'invariance topologique de la cohomologie de de Rham, les espaces topologiques S™ et S™
ne sont donc pas homéomorphes.

Pour tout & dans N, le compactifié d’Alexandrov de R¥ est homéomorphe & S*.
Si deux espaces topologiques localement compacts sont homéomorphes, alors leurs compactifiés

d’Alexandrov le sont. Donc R"™ et R™ ne sont pas homéomorphes m

Théoréme 3.28 (théoréme de la boule chevelue) La sphére S™ admet un champ de vecteurs

partout non nul st et seulement si n est impair.

Preuve. Si n =2m + 1 alors X (xo, ..., Zams1) = (=21, %o, ..., —T2m11, T2m) convient.
Réciproquement, supposons qu’'un tel champ de vecteurs X existe, alors il s’étend en une ap-

plication continue sur R"™\ {0} par :
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Nous avons pour tout = € R"*\{0} : )N((:z:) # 0 et X(z)-x = 0. L’application :

H: R"™\{0} x[0,1] — R\ {0}
(z,t) —  cos(mt)x + sin(mﬁ))?(x)
est une homotopie entre fy = idgn+1\{0} et 'application antipodale f;(x) = —z, donc :

fo =i+ H"(R™I{0}) — H"(R™\{0})

Or f3 =id et f; = (—1)""'id, donc n est impair. m
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