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Résumé

Le processus autorégressif fonctionnel est devenu un utile outil dans I'analyse des
données de séries chronologiques fonctionnelles. Il est défini par I’équation
Xni1 = pnXy + €n41, dans lequel les observations X, et les erreurs ¢, sont des
courbes, et p est un opérateur. Pour assurer I'inférence significative et la prédiction
basée sur ce modéle, il est important de vérifier que 'opérateur p ne change pas avec
le temps. Nous proposons d’étudier une méthode pour tester la constance de p contre
un point de changement alternative en utilisant les composantes principales d’analyse

fonctionnelle.

La statistique de test est construite afin d’avoir une distribution asymptotique bien
connue, mais la justification asymptotique de la procédure est trés délicate. Nous
allons voir une nouvelle approche de troncature pour laquel I'inégalité de Mensov peut
étre utilisée dans d’autres problémes d’analyse de séries temporelles fonctionnelles.
L’estimation des composantes principales introduit des termes asymptotiquement non
négligeables toutefois annulés en raison de la forme particuliére de la statistique du
test.

Testing the stability of the functional autoregressive

process

Abstract

The functional autoregressive process has become a useful tool in the analysis of
functional time series data. It is defined by the equation X, 1 = p, X, + €,41, in

which the observations X, and errors ¢, are curves, and p is an operator. To ensure



meaningful inference and prediction based on this model, it is important to verify
that the operator p does not change with time. We will see a method for testing the
constancy of p against a change-point alternative which uses the functional principal
component analysis. The test statistic is constructed to have a well-known asymptotic
distribution, but the asymptotic justification of the procedure is very delicate. We
develop a new truncation approach which together with Mensov’s inequality can be
used in other problems of functional time series analysis.

The estimation of the principal components introduces asymptotically non-negligible

terms, which however cancel because of the special form of our test statistic.

Mots clés.

Processus autorégressif, opérateur de covariance, opérateur de covariance croisée, test
de stabilité.

key words.

Autoregressive process, covariance operator, cross covariance operator, stability test.
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Introduction

L’analyse des données fonctionnelles est devenue trés populaire au cours de cette
derniére décennie en raison de son applicabilité aux problémes qui sont difficiles a
résoudre dans un cadre scalaire ou vectoriel. Méme si ces approches standards sont
disponibles, 'approche fonctionnelle conduit souvent & une description plus naturelle
des données. La monographie de Ramsay et Silverman [18] est devenue une référence
standard donnant des outils pour I'analyse des données fonctionnelles. On peut aussi
citer quelques applications récentes d’analyse des données fonctionnelles dans [17,10]

et la monographie récente de Ferraty et Vieu [8].

Les séries temporelles fonctionnelles surviennent lorsque une longue histoire { Xy, ¢ €
[0,T]} peut étre dévisée sur des sous intervalles de méme longueur, alors on pose
Xp(t) = X(n—1+1t),t €0,1],n = 1,2,..., N = T, Les données sont alors des
courbes X, (.), n=1,2,...,N.

Le modéle le plus simple pour une série temporelle fonctionnelle est le processus
autorégressif hilbertien d’ordre 1, qui est un prolongement d’'un AR(1), le modéle
habituel. Malgré sa simplicité au niveau d’écriture, sa modélisation est trés souple
parce que l'opérateur d’autorégression agit sur un espace de Hilbert, dont les élé-
ments peuvent présenter un certain degré de non-linéarité. Ainsi, méme si ARH(1)
est un modéle linéaire dans un espace fonctionnel, il est fortement non linéaire pour
les enregistrements scalaires individuels. Divers estimation non paramétrique, et les
méthodes de prévision pour un modéle ARH(1) ont été mises en ceuvre, et ont trouvé

de nombreuses applications.
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Pour les séries temporelles fonctionnelles il est important de vérifier si un modele
unique peut étre utilisé pour I’ensemble des données. Des conditions peuvent changer

avec le temps, conduisant a une rupture de la structure stochastique des données.

§_
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|

-200

0 a0 400 e w0 1000
Figure 1 : Sept observations(journaliéres) d’une série temporelle fonctionnelle

dérivée de données de transaction par carte de crédit.

Dans ce travaille, on propose un test de stabilité du modéle ARH(1) contre une

alternative d’un point de changement.

Le premier chapitre est consacré au processus autorégressifs d’ordre un ARB(1) et

ARH(1). Le processus ARB(1), (X,,, n € Z) est un processus qui vérifie la relation
X =pXio1+ ¢

oll p est un opérateur borné continu et (¢;, ¢ € Z) est un B-bruit blanc. On donne
ensuite une relation entre 'opérateur de covariance du processus (X;) et I'opérateur
p. On donne également des exemples de processus admettant une représentation au-

torégressive ARB(1), et on cite les résultats dus & D.Bosq, concernant ces processus.

Dans le deuxiéme chapitre, on étudie la procédure du test de stabilité d'un ARH(1),
contre 'alternative d’un point de changement. On introduit les notations et les hypo-
théses pertinentes, ensuite on décrit, on justifie la procédure de test, et on présente

des résultats asymptotiques et des preuves.
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En fin, le dernier chapitre comporte quelques procédures pour simuler des données
fonctionnelle, des courbes, un bruit blanc et un processus autorégressif a valeurs dans
I'espace C|0, 1] noté ARC(1),en utilisant la version 3.2 du langage R et les packages
FDA et FAR . On termine par un script décrivant une méthode pour calculer un
certain élément Iy qui joue un role primordiale dans 'acceptation ou le rejet d’un
modeéle. On applique ce script sur les données co2 disponible dans R est tiré d’une

experience testant la resistance au froid d’une herbe.



Chapitre 1

Processus autoregressifs Banachiques
d’ordre un

Un processus Banachique d’ordre un, noté ARB(1), est une généralisation naturelle

d'un processus autorégressif a valeurs dans R¥. Dans ce chapitre nous donnons la
définition et les résultats les plus importants concernant ces processus contenus dans

3].

Nous donnons d’abord la définition d’'un ARB(1) puis une relation entre 'opérateur
de la covariance I' de X, I'opérateur de la covariance croisée A* de X; , X et
I'opérateur d’autocorrélation p. Nous indiquons ensuite deux processus réels a temps

continu qui peuvent se mettre sous la forme d'un ARB(1).

1.1 Définition et existence d’un processus autoré-
gressif Banachique d’ordre un

Définition 1.1.1. Une suite (e,,n € Z) de variables aléatoires indépendantes et de
méme lot est dit un bruit blanc si :
0 < Elle,||? = 0? < o0, E(g,) =0.

Définition 1.1.2. Soit (B, fg) un espace de Banach séparable muni de la tribu boré-
lienne Bg et de la norme ||.|. On note ||p||L la norme d’opérateurs linéaire bornés de

B dans B. On dira qu’une suite de v.a (X,,,n € Z) définie sur (2, A,P) et a valeurs
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dans (B, Bg).

est un processus autoregressif d’ordre 1 noté ARB(1), si

Xp—m = p(Xp1—m)+e,ne€Z (1.1)
ou p un opérateur linéaire borné de B et €, un B— bruit blanc, m € B.

Pour démentrer 'existence d'un processus admettant I’écriture ARB(1), faisons
I’hypothése suivante
Hypothése ()
Il existe un entier j5 > 1 tel que ||p”||r, < 1.

Lemme 1.1.1. [2] Sous Uhypothése Cy, la série

ijsn,j,ne Z (1.2)

Jj=1

Converge dans L} et presque sirement.

Pour m € B

X, = m—l—ZjZOpign_j’ jE 7

ou (g;) est un B— bruit blanc et la série converge presque strement et dans L%.

Alors ¢; est indépendant de (X, j < i), la suite (X,,) est strictement stationnaire et

Oon nous avons :

X,—m=p(X1—m)+e, né€cZ.

Par suite (X,,) est un processus autorégressif Banachique d’ordre 1, ARB(1) a valeurs
dans B.

1.2 Représentation ARB(1) de processus réels & temps
continu
Nous indiquons une classe de processus réels & temps continu admettant une repré-

sentation ARB(1). Cette classe contient notamment le processus d’Ornstein- Uhlen-

beck. Les résultats des deux sections qui suivent sont diis & Bosq [3] Chap.2.
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1.2.1 Le processus d’Ornstein-Uhlenbeck

On considére le processus réel
& = [Lexp(—c(t —u))dW(u), teER

ol W est un processus de Wiener et ¢ une constante strictement positive. Pour

construire un ARB(1) & partir de (&) on peut choisir B = Cjg 1) et poser
Xn(t):§n+ta 0§t§17 nez

La version choisie de & étant supposee a trajectoires continues, on définit ainsi des

v.a X, a valeurs dans C = Cjgy.

D’une part

E(&nii/és s <m) = E( e AW (u )/5s,ssn)

[
([ eemawi« [ esvawie. <a)
[

( e AW (u) /&, s Sn)

— / —c(t—u dW )

= e, 0<t<l1

Il
=

Il
=

Ce qui améne a poser

pf(t) = e f(1)
Et

n—+t t
ent) = / e~ e 0 G () — / e~ GT (n 4 )
n 0
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Alors

n+t n
en(t) = / e_c("”_“)dW(u)—e_Ct/ e~ WA (u)

[e.o] o

§n+t - (an—l)(t) 0<t< 17 nez

D’autre part, comme (W (u)) est & accroissements independants, (g,,) un bruit blanc

et

"] = sup ||p"f|| = e Y
1fl=1

Alors Y~ [[0"|| < oo et ainsi (X,,) est un ARB (1).

1.2.2 Construction d’'un modéle ARC(1)(B = Cyy))

Nous rappelons le théoréme de Karhunen-Loéve et une application de ce théoréme
pour construire un processus de Wiener.
Un processus stochastique du 2¢¢ ordre est une famille de variables aléatoires réelles
& ,t € T telle que E(|&*) < oo pour tout ¢ € T.
Soit (¢r,a <1 < b) tel que a et b sont finis, un processus stochastique de 2¢¢ ordre
de moyenne nulle et de fonction de covariance K continue.
Soit (p;,7 = 1,2...) une base orthonormale de 'espace engendré par les fonctions

propres correspondantes aux valeurs propres non nulles de 'opérateur intégral associé

a K.
(AN = [ Kl

Dans ces conditions, le théoréme de Karhunen-Loéve donne

((t) = Z@-soi(t),t € [a, b]

ou & = ff Gipi(t)dt, sont des variables aléatoires orthogonales de moyenne nulle et

E[|&]?] = \i. Cette série converge dans L2, et uniformément sur [a,b].
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Si le processus est Gaussien alors tout vecteur aléatoire (1, ..., &) est gaussien dans
R" pour r > 1. Dans le cas d’un processus de Wiener (W (t),t > 0) sa fonction de

covariance est

K(s,t) = min(s,t)

Les vecteurs et les valeurs propres de I'opérateur de covariance du processus de Wie-

ner (opérateur A) sont :

1
©; = V2sin {(z— 5)7#} yi>1

1>1

Hi = )27r2’ =

N =

(i -

En prenant £ = \/5;71 & ou & sont donnés par le développement en série de Karhunen-

Loéve, on obtient :

2™)

W)= V2 g —Sir(lfi — )

Pour un processus de Wiener sur un intervalle [0, n + 1], nous considérons le déve-

loppement suivant

ARV (| R

Bt

sin|(i— )t
W) = [ ee &Ml o)

1
5) n+1

Ou les (&) sont des variables aléatoires iid normales réduites.

Posons pour tout W € Q et n € N :
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en:[0,1]xQ — R
(r,w) — Wi (w) — Wy(w)

Maintenant nous définissons I'opérateur p. Puisque nous resterons dans le sous espace

engendré par les vecteurs ;, il suffit de définir p(p;). Nous prenons

pleil(s) = Bipi(s)

Ou la suite (f;) est une suite de réels donnés.

Posons

Xy = ijen—j
=0
Ainsi (X,,) est un processus ARC(1).

1.2.3 Une classe d’ARB(1) a valeurs dans L[20,1]

Soit (Z;,t € R) un processus réel du second ordre, centré et a accroissements
indépendants et strictement stationnaires. On suppose que nous avons une version de

(Z:) a trajectoires localement de carrés intégrables. Alors en posant :
ent)= Zpt—Zn, 0<t<1 nez

on définit un bruit blanc dans L[QOJ] =H.

Soit p un opérateur linéaire sur H, intégral de noyau K défini par

(pf)(t) = [y K(s,t)f(s)ds, 0<t<1, fel?,

Ou

11
0< / / K?(s,t)dtds < 1
0 Jo
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Alors ||p]] <1 et on definit un ARH (1) en posant :

Xn(t) = Zizo Pen—i)(t), 0<t<1

(Z¢) peut étre un processus de Wiener ot un processus de Poisson centré.

1.2.4 Processus avec saisonnalité

Considérons un processus réel de la forme

T]t = m(t) + ft, t - R

Ou (&) est un processus centré a trajectoires continues et admettant une représen-
tation ARB(1) ott B = Cjg 3. On suppose que m est une fonction continue non aléa-

toire, de période h et non constante. Dans ces conditions 7, admet une représentation
ARB(1) avec

Xn(t):,fnﬂ, 0<t<h, neZ
et

EX,=m

X, est donc stationnaire alors que (7;) ne l'est pas.
Conclusion : De nombreux processus usuels admettent une représentation autoré-

gressive dans un espace bien choisi.

1.3 Processus Autorégressifs Hilbertiens d’ordre un

1.3.1 Définition d’'un ARH(1)

Nous donnerons ici la définition d’'un ARH(1) tel qu’on utilisera dans cette sec-
tion avec deux hypothéses supplémentaires par rapport a la définition d'un ARB(1).
Considérons un espace de Hilbert réel et séparable muni de la norme ||.||. Un ARH(1)

est une suite de variables aléatoires a valeurs dans H telle que

XinXi,1+€i y ZZO,:EL:EQ,
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Ou (g;) est un H—bruit blanc et p est un opérateur compact et symétrique sur H tel
que [[p® || < 1 pour jo > 1.
Si ¢ est un vecteur propre de p associé¢ a A alors ((X;, ), € Z) est un AR(1).

Pour les variables aléatoires Hilbertiennes, les opérateurs de covariance et de cova-

riance croisée comme des opérateurs linéaires sur H sont définis par :

CXo(x) = E(<X0,ZE>X0)
Cxoxi () = E((Xo,2)X1)

Pour un ARH(1) on a Cx,x, = pCx,.

Proposition 1.3.1. [2] Si (X;) est un ARH(1) associé a p et (g;) on a :

EXO =0
CXO - PCXOP + C.
- Z p]Cep]
7=0
Cxox., = Cx,p"k=12.

Cx ,xo = pCxpk=12.

Dans la suite, on note

F:CXO, A*:CX1X2

Les deux dernieres équations de la proposition s’écrivent donc

A*=Tp et A=pl

Comme cela a été signalé dans le livre de Bosq [4], Uestimation de p est un probléeme
difficile méme si lexistence de inverse de I entraine p = I'"'A. Cela est di au fait

que H étant de dimension infinie ! n’est pas un opérateur borné.
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1.3.2 Estimation des opérateurs de covariance I' et A

Rappelons d’abord (cf [8]) qu’un opérateur linéaire T sur un espace de Hilbert sépa-
rable (H, |.]]) est de Hilbert Schmidt si :

TG = > [ Teill = Zz] (Tei e5)3 < o0

Ou (e;,7 € N) est une base Hilbertienne dans H. L’espace S des opérateurs aléatoires
de Hilbert Schmidt sur H est un espace de Hilbert pour le produit (.,.)s suivant :
si Ty, Ty €8S

[e.e]

<T1,T2> = Z<T17€i>H<T2a€j>H

ij=1

Les opérateurs I'(z) = E((Xy, ) Xo) et A(x) = E({Xy, z)X;) sont des opérateurs de
Hilbert-Schmidst.

En fait si X et Y sont des variables aléatoires Hilbertiennes du second ordre, alors

Cxy est un opérateur de Hilbert Schmidt car

ZHCXY(GOJ)H2 = ZZ(ny(w'),@z)Q
= ZZ (X, ;) (Y, 1))
< ZZE (X, ‘P] E(Y, SOZ>

< E|X|PE[Y]* < oo

Ot (¢;) est une base orthonormale de H. Leurs normes de Hilbert Schmidt sont res-

pectivement :

(NI

ICls = (3,0 B X0, 30 (Xo, )

N[

1AL = (5 [BXo, 20) (X1, 0)P)
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Un estimateur naturel de I' est 'opérateur de la covariance empirique, noté I',

Cp(z) =1 Sor (X)X, xeH.

n

Cet opérateur est de rang fini et donc de Hilbert Schmidt. De fagon analogue on

définit un estimateur de A par :

An(z) = -5 30 (X, 2) X, @€ H.

On l'appelle opérateur de la covariance croisée empirique de X, X;. Il est de Hilbert
Schmidt. On montre que I',, est un estimateur symétrique sans biais de T'.

La proposition suivante donne la convergence p.s de I',, vers I' et une vitesse de conver-
gence de 'ordre %
Proposition 1.3.2. [3] Supposons que E|| X,||* < co. Alors

A
B, - T < 2 (13)
n
Ou
A = E[|Xo|[*[L 4+ 4llpll> (X = [lp*) 7]
De plus on a :
Il —Tlls — 0 p.s.
Preuve. Considérons les v.a. a valeurs dans S

Zi= (X, )X;—T, i=1,2,..

Puisque
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EIZald = ED_ 1Znsll?

i

= B (Zupj @)’
75l

< D E((Xn, 0)(Xn, 1) — (Tops, 1))
7,0

< Y E((Xa 9% (X0 1))
7,0

S Z E<Xn7 <Pj>2 Z E<Xna SOZ>2
J l
< B[ Xoll*

Car E<Xn7 90]><Xn7 S0l> = <CX0(Pj7 (pb>
Donc

n+p—1 p—1

Bl|Zn+ .4 Zoapills = Y BIZilZ+2)  E(Zi,Z))s

i=n 3,j=1

p—1

< PE[Xoll* +2) (p = WE(Zo, Zn)s

h=1

Pour trouver une majoration de E(Zg, Z,), nous écrivons

E(Zo,Zn) = Z E(Z;05, 1) (Znpj, o1)

j7l

= Y E((X0, ) {Xo, 21) (Xn, 0,0 (Xn 1)) — Y (T, 1)

Jsl 4,0

Ot (p;) est une base orthonormale de H. Utilisons
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Xp = en+tpen+..+p" " eg+p"Xo

E(Zo,Zn) = _Z<F¢ja¢l>2+
¥

il k=0 k=0

€n_k etant indépendant de €, pour k # k' et Xgde ey sik<h—1

E(Zo,Zn) = Y E((Xo, 25){Xo. 00) (0" X0, 05) (0" Xo, 1))

gl

h—1
+> (s, o)) (0" Tep") s 0)) = Y (Ts, 1)
.l k=0

gl

Enfin, en utilisant ZZ;(l) PFT.p* + p"Tp" on trouve

E(Zo,Zn) = Y E((Xo,9;){Xo, 00)(Xo, "0;) (X0, p" 1)) —

al

h—1
Z P@w@l Z 1Y Fap 90],900)
7.l k=0

E((Xo, ) Xo, (0" X0, )p" Xo)s — (Cxy, p"Cxop")s
E|[Xo|?Ello" Xoll? + | Cux 1sll0" T s

IN

IN

2/|p|*"El| Xo*

Puisque les opérateurs T; = (Xg,.) X, To = (p" Xy, )p" Xy et p'Cx,p" sont de
Hilbert- Schmidt (par exemple le troisiéme opérateur : p"Cy, est de Hilbert-Schmidt
car p est borné et Cy, est de Hilbert-Schmidt) et de norme

IT2lE =D I Twel® = D (X0, 00)*1X0l|* = [1X]I*
i=1

%

> E <<Xo, i) (Xo, @) <i P (en-r) + 0" Xo, soj> <i P (en-r) + 0" Xo, &1

)
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De méme on obtient

T3S = [1p"Xoll* < llpllE" 1 Xo®

et
1" Cxop™ | < ol Cxo s
On a donc
AE|1 X, 14 olI?
E|Z, + ...+ Zn-i—p—lH% <p (E||X0||4 + %)
Puisque

1 n
BT, —Tlls = EHEZQQ )Xi =TI

=1

1
= EEHZl t o+ Za|l%

B (o)
2
" =Tl

IN

On aboutit donc a (1.4).

Proposition 1.3.3. [1] Pour n > 2

* * B
E[lA, —AlE = E[A; - A5 < —] (1.4)

O

B = 2E|| X ||*E|eo|* + 2A

Et A est défini dans la proposition 1.3.2.

De plus on a :

||AH—A”S: ||A;:_A*HS — 0 p.s.
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1.3.3 Estimation des éléments propres

Soient A\; > Ay > ... > A, > 0 les valeurs propres de I'), et @1, Pg, ... le systéme

complet de vecteurs propres de I',, tels que

Alors des estimateurs naturels de A; et ¢, sont respectivement j\j et ¢; .

Lemme 1.3.1. [3] Pour tout entier positif j nous avons.

N =N < |IT. =T (1.5)

Et si A\ > Ao

11 =il < @[T =T (1.6)

Ot ay = 2v/2(M\ — \) ™!, et si pour un j > 1, Aj—1 > Aj > Ajpq alors

165 = &5l < allTn =T (1.7)
Ou a; = 2\/§[min()\j_1 — /\ja )‘j — )\j_s_l)]il. Ict ()0; = éj@j,j >1,
1 st >0

avee sg(x) = { N

sinon

Proposition 1.3.4. [4] Si || Xo|| < d p.s, (X;) est géométriquement a—mélangeant
et

N=arl; a>0, 0<r<1, j=1,2,..

1

Alors pour 0 <y < 7,

nous avons pour tout € >0 et n > n,

en? 2ad*r

P(||IT', = Tl|ls >¢) < 2n7exp(— +
(T = Tls > <) M- Jomes) *

(o %m) (1.8)
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et

e(n —1)" ) 2ad?r

1
P(||A, — Al|s > < 2n7 — —log—(n—1)7
(18, = 8lls>¢) < 2exp (~ gttt ) o S e (g (17

Proposition 1.3.5. [3] Nous avons

- A
E(sup [A; — ;%) < o (1.9)

j>1

supj>; [Aj —Ajl — 0 p.s
et sous les hypothéses de la proposition 1.3.4 la vitesse de convergence est de l’ordre

O(exp(—cn?)), 0 <y < 1.

Preuve. De (1.4) et (1.6) on obtient (1.10). La convergence p.s. est directe, car
r,-r s 0
ITu =Tl s

Si on utilise (1.9) la vitesse de convergence est de l'ordre O(exp(—cn?)).

Proposition 1.3.6. [4] Pour tout j tel que A\j_1 > \; > Aj11, alors on a

) A
E[|¢; — ¢ < a?g

ou A est défini dans Prop (1.4.2) et ||¢; — & — 0 p.s..

Si \;j = ar? et k, = o(logn) alors

E(SUPlgjgkn o5 — @;HQ) — 0 p.s.

et la vitesse de convergence est O(exp(—cen?)),0 <y < 1.

Preuve. C’est une conséquence directe de la proposition 1.3.4, la proposition 1.3.2
et des inégalités (1.7) et (1.8).
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Proposition 1.3.7. [3] Pour n > 2

B

n—1

ElA, - Al =E[A; - A" < (1.10)

ol

B = 2E|| X0 ||*E|eo|* + 2A

A est défini dans la proposition 1.3.2.

De plus on a :
1A = Alls = |AL = A%ls — 0 p.s.
Preuve. Posons
Wi = (Xi, )Xo — Ai=1,2, ..
D’aprés (1.1) et puisque A = pI', nous avons
Wi = (Xi, Jeim + p[(Xi, ) Xi — T

Ainsi

n—1
- _W1+...+Wn_1_ 1
Wn - n — 1 - n — 1 ;(X’H '>€Z+1 + p(rnfl - F)

En choisissant une base orthonormale de H, de l'indépendance des v.a. €,.5_1 et
(X, Xosn, €ns1) pour h > 1 et de Ee,, =0 on a :

E<<Xn> '>5n+1a <Xn+h> ~>5n+h71>5 = Z E(<Xna 90i><5n+1a 903'><Xn+h> 90j><5n+h+1> 90j>)
,J

= E((Xn, 0i)(Ent1 ) (Xontn, 950 E(Entnsns )
= 0
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D’ou lorthogonalité des v.a.(X,,, .)e,11,n > 1 dans L. Comme pour tout n € N
E(Xn, Jensild = ED 1{Xn, @identall® = Ellensal* Y (Xn, 9i)* = Ellol *E[| Xo|?

On en déduit que :

n—1
1 2 _ Bl Xo|*Elleo]?

D’autre part pl',,_1, pI' sont dans S car I',,_; et '), appartenant & S et p est borné.

Donc

Ellp(Taet = D)5 < llolEENT — Tl

En utilisant les majorations précédentes on obtient :

ElA, - All§ = E[[Wa3

_ ||Z i Ve — p(Tusr — D)3

IN

2E||Z Xi,Jeinlls + 2E[p(Tar — D)5

2HXoH2EH<€oH2

< —— T 2lPIZEIT. =T

Maintenant on utilise la proposition 1.3.2 pour obtenir (1.11). En utilisant (1.9)
on a

[Walls < ||Z X, Yeinlls + lpllLlTn = Tlls

D’apres la proposition 1.3.2, ||I', — I'|| — 0 p.s et pour les v.a.(X;, .)e;41 étant or-

thogonal dans L2, elles vérifient donc
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n+p—1

El(Xn, Jenst + oo+ (Xutpot, Jenrpls = E D (X5 Jeinlls
i=1

IN

PEII Xo||*Elleo|1?
pK

IN

ot K = E[|Xo|[*Ell<0]*
Ainsi, on applique le lemme 1 [13] p 78 avec G = S muni de la norme ||.||s et on

obtient :

S (X e — 0 ps.

i=1 n—1

D’ou la convergence W,, — 0 p.s.



Chapitre 2

Procédure du test de stabilité d’un
processus autoregressif fonctionel

2.1 Préliminaires

Dans ce chapitre on étudie le test de stabilité d’'un ARH(1), contre I'alternative d'un
point de changement. On observe les fonctions aléatoires { X,,(¢),t € [0,1],n = 1,2, ..., N},

et on suppose qu’elles suivent le modéle :
Xnt1 = pnXn +Ens1, n=12,..,N

O les innovations &, sont iid, de moyenne nulle et appartenant a L2[0, 1]. Les p,, sont

des opérateurs linéaires bornés de L.2[0, 1] vers L2[0,1]. On teste

Hy:p1=ps=..=pn

Contre 'hypotheése alternative
Hy: 3 1<E*<N: pi=..=pp F# prrs1= ... = PN

Sous ’hypothése Hy, I'opérateur commun est noté p.

On suppose par la suite que toutes les fonctions aléatoires sont définies sur 'inter-

valle [0, 1], on n’indique pas les limites de l'intégration, i.e on utilise [ f(¢)dt pour
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désigner fol f(t)dt. L'hypothése suivante formalise la structure des observations sous
I’hypothese nulle.
Hypothése 1. Les observations fonctionnelles X,, € L?([0,1]) satisfont

Xos1=pXp+en, n=01..,N—1. (2.1)

Ou p est un opérateur intégral de noyau K (s,t) vérifiant :

//Kz(s,t)dsdt <1,

Les innovations ¢, € L*([0,1]) sont iid de moyenne nulle indépendantes de X,

Xn_1,-.., voir [3], telles que :

Elle.||* =E V gi(t)dtr < 00.

L’équation (2.1) peut étre écrite explicitement par :

Xpr(t) = [ K(t,8)Xu(s)ds + enia(t), t,s€[0,1]. (2.2)

Hypothése 2. Les valeurs propres de I'opérateur de covariance I' satisfont

AL > A > > A, > Ay

L’hypothése 1 assure I'unicité d’une solution strictement stationnaire dont le moment
d’ordre 4 est fini.

2.2 Procédure du test

L’idée est de vérifier si ’action de p sur les p plus importantes composantes princi-
pales des observations X7, X5, ...Xy change en un point inconnu du temps i. S’il n’y

a pas de changement dans I'opérateur autorégressif p, les fonctions py;, j = 1,2,...p
restent constantes. Comme pp; = >, (pp;, we) e, alors les coefficients (py;, we), £ < p
restent aussi constants. Une vérification directe montre que sous Hy,

(ppj, p0) = )\]-_1<Agoj,cpg>. Ainsi, I'invariabilité de p est approximativement équiva-
lente & l'invariabilité du produits (Ag;, ), j, £ =1,2,...,p.
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La restriction de p sur I'espace engendré par ¢;, j = 1,2, ..., p, signifie que le test ne
détectera pas les changements sur ’orthogonal de cet espace. Typiquement, la valeur
p est choisie de maniére que les vecteurs empiriques ¢;,7 = 1,2,...,p expliquent un
grand pourcentage de la variabilité des données, on considére donc un changement

dans 'action de p sur ¢;,j > p, comme non pertinents. Un autre point a noter est
que d’aprés (A, @) = N\j(ppj, pe), un changement de p peut étre masqué par un

changement dans les fonctions propres A;.

On doit d’abord évaluer ces produits a partir des observations X1, X, ..., Xj, puis
a partir des observations Xj.1, Xiio, ..., Xy et comparer les estimations qui en ré-

sultent, on définit les projections p—dimensionnelles, par :

~ A

Xi = [Xib "'7X7jp]T, Xz = [Xi17 ...,Xip]T

ou

Xy = (Xi, ) = [ X(t) Xy = (X5, ;) = [ X(t)

et les matrices (p x p)

1 ) T * 1 ) T.
Ry = % Z2§i§k XZ—le‘ ) N—k — N—k Zk<i§N XZ—lXi )

o1 v . T o _ 1 . T
Ry = % ZQgigk Xz—lxz‘ ) Rka — N—k Zk<i§N XZ—lXi :

On a par le théoréme ergodique, lorsque £k — oo

R ) = 7 3 (KXo, @)X ) — B[(Xar, 03) (Xe, 00)] = (D5, 00)

2<i<k

Ainsi, les matrices Ry, et R} _, sont des approximations de la matrice
[(Apj, @), 7,0 = 1,2,...,p], en utilisant les observations avant et aprés l'instant k.
Les matrices R, et R} _, ne peuvent pas étre calculées a partir des données car les

composantes principales sont inconnues.

. . . - A*
Donc, on les remplace par leurs estimateurs empiriques Ry et Ry _,.
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Par la relation (2.2) on a la convergence de ¢;¢; vers ;. Par conséquence, Ry doit
étre multiplié par ¢;¢, alors une statistique de test doit étre construite d’une maniére

a ne pas étre infleuncé par le signe de ¢;¢,.

On note

A

Yi(4,€) = (Xic1, 05)(Xi, 00),  Yi(4, £) = (Xi—1,05)(Xi, @) (2.3)

On considére les vecteurs colonnes de longueur p?

Yi = [Y;(]wl):7}/;(17p)ay;(271)77}/1(2ap)7}/z(pa]->a7Y;(p7p)]T
Yi = [A1(171)77Y/;(17p)7}>;(271)7>ﬁ<2ap>7z<p71)7az(p>p)]T

On définit aussi

Z, = Z2§igk Y, Ly = qu’gN Y;

- N . B N
Z, = Z2§i§k Y, ZN—k - Zk<i§N Y;

Puisque les X; suivent un modéle AR(1) fonctionnel, les vecteurs Y; forment une suite
stationnaire faiblement dépendante, lorsque k — oo, on a

Vk [% > Y- EYi| <5 N(0, D). (2.4)

2<i<k

ou D est la matrice de covariance définie par :

D = E[(Y, - EY2) (Yo —EY)"[+2 Y E[(Ys—EYs)(Yrs — EYspa)'] (25)

1<h<oo

La relation (2.4), peut étre réécrite comme

Z, — kEYy ~ N(0,kD), Z%_, — (N —k)EYy ~ N(0, (N — k)D).

En désignant par {Bp(t),t > 0} le mouvement brownien p?—dimensionnel avec ma-

trice de covariance D. On a
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Z, — kEYxy ~ Bp(k), Z%_, — (N — k)EYx ~ Bp(N) — Bp(k). (2.6)

Par (2.6) et sous Hp, nous avons

1 T . 1 1
EZ’“ _ N——kZN_k ~ EBD(k) — N——/<:<BD<N) — Bp(k))
1
- T F [NBp(k) = kBp(k) — kBp(N) + kBp(k)]
N k
= m {BD(M - NBDUV)} :
On note
k(N k) (1 -
Uv="§— (zzk B mZM) |

Le calcul ci-dessus montre que

En comparant les covariances, on voit que

"D L [Bp(k) - £Bp(N)], 1<k<N.

N

¥ [Bo(k) = 4 Bp(N)]
a la méme distribution que
Zl§m§p2 an(k < N)a 1< k < N. (27)

O les B,,(.) sont des ponts browniens standards indépendants sur [0, 1], Par consé-

quence, toutes les fonctions de

peuvent étre approchées par la fonction correspondante de (2.7).
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La théorie asymptotique pour le processus Y ;.2 By (u), u € [0,1] est bien

connu, voir [5,6] et [12].

Pour la mise en ceuvre du test, on doit estimer la matrice D dans (2.5). L’estima-
tion de la matrice de covariance asymptotique est I'un des sujets les plus étudiés dans
I’analyse et I’économétrie des séries chronologiques.

On note

et

@Z(N_k):ﬁ Z (Yz_ﬁ Z ?z> (Y”h_ﬁ Z Yz)

1<i<N—h 1<i<N—h 1<i<N-—h

Les matrices d’autocovariance sont calculées respectivement, a partir des k premiéres
et des N — k derniéres observations. Les estimateurs de Bartlett correspondant & D

sont alors

Dy =40(k) +2 ) (1 - m) Y, (k) (2.9)

1<h<q

et

Dy, =4(N—k) +2 > (1 - —> Y7 (N — k). (2.10)

1<h<gq q+1

La suite Gy (k), (2.8) est approchée par la suite

Gy (k) = =Uy (k)T [ﬁf)k +(1- —)f)}‘v_k] : Uy (k) (2.11)

Ou
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On définit la valeur critique ¢(«, d) par P(Ky > ¢(a,d)) = a, ou Ky = fol > 1<mep B (w)du
et

I == Galh). (2.12)

Le test est rejeté si Iy > ¢(a,p?), la valeur critique ¢(a, d) peut étre calculée en uti-

lisant une formule analytique dérivée par Kiefer [12].

On concluons cette section avec un résumé de la mise en ceuvre pratique de la

procédure de test :

1. Trouvez p assez grand telle que > 7_, A/ Zjvzl A; > 0.9.

2. Calculer Iy (2.12)

3. Choisir un niveau de signification a et trouver la valeur critique ¢(«,d) avec
d = p? de la table en [12].

4. Rejeter Hy si Iy > ¢(a, p?).
Dans I'étape (1), p ne peut pas étre trop grand car il est alors difficile d’estimer
D. Dans l'étape (2), de bons résultats sont obtenus si en (2.11) %]AD;C + (1 -
%)]AD}*V_  est remplacée par Dy. Les calculs sont alors beaucoup plus rapide.

2.3 Reésultats asymptotiques

Afin de développer une théorie asymptotique, on doit vérifier que la statistique du

test ne change pas si les composantes principales ¢; sont remplacées par ¢;p;. Dans
ce but, il est commode d’introduire une matrice C, diagonale (p X p) et une matrice

M diagonale (p? x p?) définie par

Cp= , M=C,®C,
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Ou ® est le produit de Kronecker, Par exemple, si p = 2
¢161
102
Caly
CoCo
Le remplacement de ¢; par ¢;¢; implique le remplacement des vecteurs Y, par M Yi,
qui & son tour implique le remplacement de U ~(k) par M U ~(k), tandis que D, et

D%, _, sont respectivement remplacées par MD, M7 et MD%_, MT. Comme M? est

une matrice identité (p? x p2), il en résulte que les Gy (k) sont invariantes aux signes

de ¢;. On peut alors travailler avec les quantités ¢;(X;, ¢;) a la place des (X;, ¢;).

On définit le processus
Qn(u) = Gn([Nu)), wel0,1].

Faisant 1’hypothése suivante sur ¢ = q(N).

Hypothése 3. Soit ¢(N) une suite non décroissante telle que

q(2k+1)
Ssu
ey q(26)

< 00

et

q(N) — 0o et q(N)(log N)* = O(N).
Théoréme 2.3.1. Sous les Hypothéses 1, 2 et 3
Qn(u) — > 1<me<p2 Bm(u) dans D([0,1]), ou D([0,1]) est 'espace des fonctions

continues a droite en tout point, x € [0,1], et {B,,(u),u € [0,1],1 < m < p*} sont

des ponts browniens iid.

La preuve du théoreme 2.3.1 est divisé en deux étapes. Dans la premiére étape,
la proposition 2.5.1 montre la convergence faible du processus Qn(u) = Gn([Nu]),
u € [0, 1], et G est défini par (2.8).
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Dans la deuxiéme étape, la proposition 2.5.2 montre que 'effet asymptotique des
estimateurs des éléments propres est négligeable. La deuxiéme étape est plus délicate,
repose sur la structure particuliére du processus Qn, et sur une application de l'in-

égalité de Mensov.

Proposition 2.3.1. Sous [’hypothése 1

Qn(u) — ZlSmSpg B,.(u) dans D([0,1]),
ot QN(U) = GN([NU])7 u € [07 1]'

Proposition 2.3.2. Sous les Hypothéses 1 et 2

N~} max HMUN(k) —uxm)| 0.

2<k<N

Preuve du théoréme 2.3.1 On a Qn(u) = Gn([Nu]), u € [0,1] ot Gy est défini
par (2.8). Par la proposition 2.3.1
Qn(u) — X2 <pnepe Bm(u) dans D([0, 1]), Pour compléter la preuve, on doit montrer

que

max |Gy (k) — Gy (k)] - 0. (2.13)

2<k<N

La relation (2.19) est montrée dés qu’on vérifie que

N~} max HMUN(k:) —uxm)||” L o. (2.14)
2<k<N
et
k k - P
N AR p L . -1
X {NDk + (1 N) N_k] D || —0. (2.15)

Pour prouver (2.15), on utilise le théoréme A.1 et la remarque A.1 de [3], qui im-

pliquent que sous I’hypothése 3, D, et ]5*ka convergent presque sirement vers D.

Rappelons que si la suite &, converge p.s vers zéro, alors

maxi<p<n | &l 50 lorsque N — oo. Donc
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A P
SUP_jcy<i ||UD[Nu] —uD[[ —0
et
A % P
SUp_icy<r [[(1 = w)Dy_yy — (1 —w)D] — 0
et par la suite
A A % P
SUP_1<y<1 [|(1 = w)Dywvy + (1 = U)DN_[NU] -D||—0
Comme l'inverse est une application continue, (2.15) est prouvée.
Preuve de la proposition 2.3.1
La proposition 2.3.1 résulte de la proposition 2.3.3 parce que, par (2.16)
Qn(u) — [Bp(u) —uBp(1)]" D™ [Bp(u) — uBp(1)] dans D([0, 1])
un calcul direct montre que le processus { D‘%[BD(U) —uBp(u)], uel0,1] } et
{ [Bi(u),...,By2(u)]", we[0,1] } ont la méme fonction de covariance. On rappelle

que Bp est un processus gaussien tel que
EBp(u) =0 et E[Bp(u)BE(s)] = Dmin(u, s), u,s € [0,1].

Proposition 2.3.3. Si l'hypothese 1 est vérifiée, alors

N~%(Zyy — BZnu) — Bp(u), in DP([0,1]). (2.16)

Preuve. Notons Zy(j,¢) = > 4. Yi(J,¢), pour prouver cette proposition, il suf-

fit d’établir la convergence dans D([0, 1]) de toutes les combinaisons linéaires, a savoir

N72 300, 0(Ziv (5, 0) — BZiay (5,0)) =5 W p(u)

jvezl

ou { Wyp(u), wel0,1] } est un mouvement brownien de variance

EWgpl=u) > 6000, 0)D( .5, ¢).

=14 0'=1

on se concentre sur un seul élément, i.e. on montre que

NTE ST WG 0 — BY;(, 0] =5 W (u).

2<i<[Nu]
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(Whij)(u) est définie en posant 6(4', j') = dy;6;:;, ot § est le symbole de Kronecker).

On doit vérifier que la suite Y;(7, ) est stationnaire et ergodique et que

Z |Cov(Yo (4, 0),Y;(4,0))] < oc. (2.17)

La relation (2.17) est établie par le lemme 2.3.1. L’ergodicité résulte de la représen-

tation

Yi(5,0) = (Xic1, ) [(pXi1, 00) + (€, 00)]

= (Xi—1, 0,){(Xi1, p"00) + (Xio1, 05) (i, p" 00)

Lemme 2.3.1. Sous l’hypothése 1, les Y;(j, €) définis par (2.3) satisfont

> |Cov(Yi(4,0), Yi(m,n))| < oc. (2.18)

1<i<oo

Preuve. Puisque
Yi(4,¢) = (Xi_1, <Pj><Xz‘—1”0T<Pé> + (X1, %‘)(51‘; PTW>

Cov(Y1(4,0), Yi(m,n)) = C1(i) + Ca(i) + Cs(i) + Cy(4)

ou

Ci(i) = Cov({Xo,0;){Xo, p" @0, (Xiz1, om)(Xio1, 0 pn))
Co(i) = Cov((Xo, ;) (Xo, p" @e)s (Xict, om) (€is p" 0n))
Cy(i) = Cov((Xo, ;) (e, 07 o), (Xio1, pm) (Xi1, 0" 00))
Cu(i) = Cov((Xo,5)(e1, p" 0e), (Xio1,9m) (€i T 0n)

Il est facile de voir que Cy(i) = Cy(i) = 0, pour ¢ > 1, il reste a trouver la convergence
de la limite absolue (i) et C3(i). On se concentre sur le terme C (i), argument

pour C3(4) étant similaire. On considére les éléments arbitraires z,y, u,v € L*([0, 1]).
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Puisque X, = p* X, + Z] "o Per—j,

Cov({Xo, 2)(Xo, y), (Xy, u)(Xs, v)) = Cov({Xo, 2)(Xo,y), (p" Xo, u) (" Xo,v))

Par conséquence

[Cov((Xo, ) (Xo, y), (Xi, u)(Xi, v))| < E[{Xo, 2)(Xo, y), {p" Xo, u){p" Xo, v)]
+E[(Xo, 2)(Xo, ) [E[( Xk, 2) (X, y)]
ol {EIXoll* + [EILXo )} iy llullv].

IA

Donc

CL(@)] < NP {EIX 1" + [ENXoll?1} il eellll o emlllle™ enll < 20l Bl Xoll*.
Preuve de la proposition 2.3.2

On note 7(t, s) = B[X, (1) Xa(s)] et A4, £) = [ [r(t,s)a(t, s)dtds.
ou
u(t,s) = @i(t)pe(s) — ¢;;(t)cepe(s) , 0<s,t <1 (2.19)

Les composantes de MUy (k) — Uy (k) correspondantes au produit du jéme et du ¢

éme élément sont égales a
MR 3 e 2aG.0) = 20,0 = kDGO = 755 |68 25,0 = ZiylG: ) — (N = AG0)] |

On vérifie que

max [éjéng(j, 0 = Zu(j. ) — KA(, E)} 0. (2.20)

2<k<N

D=

N-
et

N7E max 56254, 0) = Zieilis ) — (N = BAG, 0] <50,

2<k<N

Comme les deux relations ci-dessus sont vérifiées, on montre que (2.20) est vérifiée.

On note que

0= [ [ 3 XX e

2<i<k



2<z<k 2<i<k
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et
662, 0) = / / S X () X525 (eupels)dtds
2<i<k
Donc
2.0 - 6 2a(i) = [ [ Y e @Xis) = oty Oels)deds
2<i<k
// Z i1 ( s) —r(t,s)|¢;0;(t)cepe(s)dtds
2<i<k
-1 [ / rlt,)lpa(els) — Ex (0l s)duds.
= // D X () Xi(s) — r(t, s)a(t, s)dtds + (k — 1)A(), 0).
2<i<k
Comme A(j,£) = O,(1), pour prouver (2.20), il reste donc & montrer que
. 1
ax // Z i1 ( s) —r(t, s)u(t, s)dtds —Op(Né). (2.21)
2<i<k
Puisque
// () = r(t, 9)]| |k, s)|dtds < (// () = 1(t, )]

(//m(t, s)\zdtds);

Lemme 2.3.2. La fonction 4 € L*([0,1)%) défini par (2.19) satisfait

jal= ([ | [a<t7s>]2dtds); —0,(VH).

(2.21) résulte du lemme 2.3.2 et 2.3.3.

2
dtds)

NI
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Preuve. Puisque

|05 (t)pe(s) — 505t eepe(s)|? < 205 (1) e(s) — &0e(5)]” + 207 ()05 (1) — éeps ().
et ¢; et @y ont une norme unitaire dans L?([0, 1]),
lall* < 2{llpe — eepell® + Il — €517}
Donc, par (2.2), il existe une constante K telle que E||a|*> < KN~

Lemme 2.3.3. Sous l’hypothese 1

N

2

N max / / [Z[Xi_l(t)Xi(s)—r(t,s)] dtds | -5 0.

2<k<N
2<i<k

Preuve. D’aprés le théoréme 3.1 de [3]

[e.9]

X = ijﬁk—j,

J=0

ot la série converge presque stirement dans L2. Pour ¢ > 0 & déterminer plus tard, on

introduit la série tronquée
clog N

Xk,N = Z ijk,j. (222)

J=0

On va utiliser la décomposition

Xio1(t)Xi(s) —r(t,s) = Xisa(t)Xi(s) — Ximan(0) X n(s) + [Xici v (8) Xin(s) — (2, s)]
+rn(t, s) — r(t, s)]

ou

’I"N(t, S) = E[Xi—l,N(t)Xi,N(S)]-
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Introduisons également les fonctions

‘/;7]\[(75, 5) = Xz_l(t)Xl(S) — Xi—l,N(t)Xi,N(S)- (223)

et

Ui7N(t, S) = Xi—l,N(t)Xi,N(s)- (224)

Pour prouver le lemme, il suffit de montrer que

-1
EQ%%}]{V Z Vin (2.25)
2<i<k
N’lEzlgsgcv Z [Uin —rnl|| — 0. (2.26)
== le<i<k
et
|lry — || — 0. (2.27)

Dans (2.25), (2.26) et (2.27), la norme est prise dans I'espace L2([0, 1]?).

Par le lemme 2.3.3

< KN*7F,

> Vin

2<i<k

E max
9<i<N

Pour une certaine K, toute & > 0 et un ¢ suffisamment grande, on trouve (2.25). Les
relations (2.26) et (2.27) decoulent du lemmes 2.3.4 et 2.3.5.

Lemme 2.3.4. Pour ¢ > 0, on définit Xpyn = Xgn. par (2.22). Considérons la
fonction Vi y(t, s) défini par (2.23). Alors, pour toute k > 0, il existe un ¢ assez grand
tel que

EllVinll :E{//\/Z-?N(t,s)dtds} < KN7*

pour certaine constante I .
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Preuve. On note que

Wil = [ [ @Xi5) = Xiaw ()Xo () drds

- / / X1 ()(X() — Xinr(5)) + Xin (8)(Xioa (1) — Xoy (1)) Pdtds

IN

2 { / X2, (t)dt / (Xi(s) — Xun(s))?ds + / X2, (s)ds / (Xoa(t) XiLN(t))th}
= 2{| X P = Xion [P + 1w P11 — Koo x|
On définit 7 > 0 tel que ||p]| = e™". Alors
B[ Xk — Xl < D lolPElleoll < (1 =)' N=E|e,
j>clog N
d’ott le résultat.
Lemme 2.3.5. Les fonctions U; x € L2([0,1]%) définies par (2.24) satisfont

> [Uin — BUi || < KN (log N)2.

2<i<k

E max
2<k<N

ot K est une constante et la norme est dans Uespace L*(]0, 1]?).

Preuve. On a

U;(,N - Ui,N - EUi’N.

Soit m = clog N et supposons sans perte de généralité que m est un nombre entier.

On va travailler avec la décomposition
> Ury = Si(k) + Sa(k) + .. + S(k).
1<i<k

L’idée est que Sy (k) est la somme de (disponible) U7 y, Ui, n--,92(k) de Us , Uz v, -
etc. Formellement, pour 1 < k < N et 1 < j < m, on définit
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Wm[ﬁ (2.28)

S(k) — Z[k/m] U* 1)m+j,N + Um[k/m]+] N> Sl k/m n eSt pas un entler
’ ((=1)ym-+j,N* si k/m est un entier.

Par (2.22) et (2.24), pour tout j fixe, S;(k) est une somme de fonctions aléatoires iid
dans L?([0,1]?).
Puisque

> Uiy

1<i<k

< ISi(k)

et

> Uiy

1<i<k

< mz 1S, (k)12 (2.29)

Par (2.28) et le lemme 2.4.6, on obtient EHZ1<¢<1<; U;‘NH < cmk ou C est une
constante qui ne dépend pas de N. Puisque U}y est une suite stationnaire, ce ci

implique que pour tout K < L,

2
> Uiy

K<i<L

< Cm(L - K). (2.30)

La relation (2.30), ainsi que 'inégalité Mensov (lemme 2.3.7) impliquent que

< Om(log N)*N.

2
> Uiy

1<i<k

E max
1<k<N

On rappelle que m = O(log N).

Lemme 2.3.6. Sous les notations de r(t,s) = E[X;_1(t)X;(s)] et ry(t,s), on a

I — |2 = // In(t, ) — r(t, 8)[2dtds — O(N=2).

T

our >0 est défini par ||p|| = e
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Preuve. Pour faciliter la notation, on pose m = clog N et on observe que

=E [Z peia () Pjﬁi—e(t)] = Elpeia () e (1),
j=0 £=0 J=0

En utilisant une extension analogue de r(¢, s), on obtient
Z E[p/e_;(t)p’ 1 e_;(s)]| dtds

\V—TMF==U//
j>m

- Z //975—3 ()" e (s)p e_o(t) " e_i(s)|dtds

7 f>m

— {/pfe_] Y)pte_o( dt/p’Jrl e_;i(s)p e i(s)ds

j>m

< Y Ellpe o el el e ell]
7 f>m

< Y el P Elleoll* < Kol ™
7 f>m

Les deux lemmes suivants sont utilisés dans la démonstration du lemme 2.3.4.

Lemme 2.3.7. Les fonctions S;(k) € L2([0,1]?) défini par (2.28) satisfont

EIIS; (6)]l < Ch/m, 1<j<m.
ou C' est une constante qui ne dépend pas de N.

Preuve. Supposons k/m = n est un entier. Par stationnarité¢ du X;

E||S;(k)||> = dtds = dtds.

ZUZ 1m+]NtS ZUe 1)mNtS)

Ne dépend pas de j. Par construction, les Uf, ;) , ~(t,s) sont de moyenne nulle et

indépendantes de Uy, v (1, s), si ' # {. Donc
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E||S;(k)||? = //ZE U(g Hm,n (Es 8)]dtds :n//E[UfN(t, s)|dtds.

II reste donc a montrer que [ [ E[U}?(t, s)]dtds est borné par une constante qui ne

dépend pas de N.

On note que

E[U(t, s)]dtds < E[X3 (1) X7y (8)]dtds
| [ e | [ Eesaox:
_E (/ X&N(t)dt) (/ XﬁN(s)ds> <E (/ Xg’N(t)dt)Q — || Xon|"

on pose m = clog N, et on obtient
m 4
E (Z IIpIIJIIE—jH)
5=0

m m m m
= D> D D > el el el el E llejlille g s el
J1=0 j2=0j3=0 j4=0

E|Xon|I* =

m 4
E|) ple
§=0

= <Z ||ij> Elleoll* < (1 = [lpl)~"Elleo|*
j=0

Lemme 2.3.8. (l'inégalité de Menshov ). Soient &1,&s, ... des variables aléatoires a

valeur dans un espace de Hilbert. Si pour tout K < L

Y &l <CI-K).

i=K+1

Alors, pour tout b

K+b |2

Bl ) &l <

i=1+b

C[log(2N)]?N.
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Preuve. La preuve est pratiquement la méme que celle pour les variables aléatoires

a valeurs réelles &;, voir [16].



Chapitre 3

Simulation

Dans les simulations un élément fonctionnel 7 d’un échantillon se présente comme un
ensemble fini de mesures : {y;1, ..., Yin }, pour cela on utilise le paquet "fda" du langage

R développé par "James Ramsay et ses collaborateurs", le paquet est disponible sur
le site "CRAN".

3.1 Des données brutes aux fonctions

3.1.1 Introduction

On se donne un ensemble {¢x}, k& = 1,..., K de fonctions de base. Une fonction
"quelconque" x(t) est alors définie ou approximée par une somme des fonctions bases

multipliées par des coefficients. Plus explicitement on va avoir :

z(t) = Z i (t)

On a donc deux problémes a résoudre :
— Le choix de I'ensemble ¢y, c-a-d. le choix de la base.

— Etant données des observations y; = x(t;) +¢;, comment choisir les coefficents {cy}.

3.1.2 Construction de la base

Le paquet "fda" permet de travailler avec huit types de bases mais dans ce travaille

nous intéressons a la base de fonctions splines, z(t) est polynomiale par morceaux
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avec conditions de continuité sur z et de ses dérivées aux jointures entre les mor-
ceaux, pour cela on utilise la fonction "create.bspline.basis".

Exemple :

data(refinery)

refinKnots < — ¢(seq(0,67,len=3),67,seq(67,193,len=3))

refineryBS < — create.bspline.basis(c(0,193) norder=4,

breaks=refinKnots)

par(cex=2)

plot(refineryBS,cex=2)

00 04 038

0 50 100 200

Figure 3.1 : create.bspline.basis.

3.1.3 Calcul des coefficients

Comme déjas vus les x(¢;) ont la forme

x(t;) = Z i (t:)

ol les ¢; sont les fonctions de notre base, de facon classique pour un modele linéaire,
nous commengons par créer notre matrice d’expérience (design matrix), X, qui sera
ici une matrice a k lignes (nombre des temps de mesure) et & m colonnes (nous avons

m fonctions dans notre base), nous obtenons X en appliquant la fonction predict.
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A ce stade I'élément (X);; est ¢;(t;), si nous écrivons ¢ le vecteur (cy,...,cx) et x
le vecteur (z(ty),...,x(tx)), notre prédiction s’écrit sous forme matricielle : x = Xe,

I'estimateur des moindres carrés b de c est alors donné par : b = (X X') "1 X'z, ou X’

est le transposée de X.

3.1.4 Construction d’un objet fd

Maintenant que nous avons notre base, par la fonction creat.bspline.basis, et nos
coefficients, nous n’avons plus qu’a les combiner pour obtenir notre premiére donnée
fonctionnelle, on emploie la fonction fd pour effectuer cette opération :

Exemple

refineryX < — predict(refineryBS refinery$Time)

dim(refineryX)

194 9

refineryB < — solve (crossprod (refineryX),crossprod(refineryX refinery$Tray47))
refineryFD < — fd (refineryB,refineryBS)

plot(refineryFD)

lines(refineryFD,col=red)

Produit au niveau 47
2

0 50 100 150 200

Temps (mMin)
Figure 3.2 : refineryFD.
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3.1.5 Application aux données de la température de Notin-
gham

Programme

not=as.vector(nottem)

mat=matrix(nottem,20,12)

mat

not=seq(1,240,12)

nottemBs<-

create.bspline.basis(c(1,240),norder=4,breaks=not)

par(cex—=2)

plot(nottemBS,cex=2)

tim =c(1 :240)

nottemX <- predict(nottemBS, type="d",col="brown" n.ahead=12)
plot(nottemBS, nottemX)

graphe de la base spline

nottemB <- solve(crossprod(nottemX),crossprod(nottemX not))
nottemFD <-fd(nottemB, nottemBS)

plot(nottemFD)

lissage spline des donnée

tim <- ¢(1 :240)

noeuds <- sort(seq(1,240,12))

nottemBS <-
create.bspline.basis(c(1,240),norder=4,breaks=noeuds)

nottem.fdPar <- fdPar(fdobj=nottemBS,Lfdobj=2,lambda=0.01)
produit <- not
nottem.smooth <-smooth.basis(argvals=tim,y=produit,fdParobj=nottem.fdPar)

lissage spline avec penalisation (A choisi avec validation croisée)
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3.2 Simulation d’'un ARC(1)

La simulation d’un processus a termes dépendants demande indispensablement d’un

modeéle. Pour construire un ARC(1), on pourrait partir directement de la formule

X; = Z plei;
=0

ol p est un opérateur symétrique de norme plus petite que un et (g;) un H-bruit blanc.

Soit p un opérateur intégral symétrique de Cjgy et tel que sup, , [r(z,y)| <1

(p0)(w) = Jy (g 0)o()dy, =€ [0,1], ¢ €H
Nous avons préféré d’utiliser la relation de récurrence pour simuler un ARC(1), i.e.

Xi = p(Xip1) + &

En utilisant ce modéle, pour simuler n+ 1 observations d’'un ARC(1), il nous faudra
un Xy pour commencer et une suite €, = 1,n + 1.
Simulation d’un H-bruit blanc
On note {e;(t) = v/2sin[(i —1/2)xt],j = 1,2,...} les fonctions propres du mouvement
brownien.
Bruit blanc : un mouvement brownien sur l'intervalle [0, 1]

Les (Z}) sont des variables aléatoires iid N(0,1).

Pour la simulation on doit approximer les sommes infinies par des sommes finies,

et on utilise pour cela la fonction simul.wiener du package FAR.
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var

02
|

0.0

04

06

08

| 1 | | | |
0.0 02 0.4 06 0.8 1.0

Figure 3.3 : Simulation d’un bruit blanc wienerien.

var

15

0o

-1.5

Figure 3.4 : Simulation de cinq trajectoires d’'un processus wienerien.

Définition d’un opérateur p

Pour l'opérateur p on définit ple;]

plei(s)] = Biei(s)

ou la suite (;) est une suite de réels convergente.

Valeur initiale de X,
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Pour la simulation d’'un ARC(1) on prend comme valeur initiale la valeur Xy = 0 ou

XO = £y.

Soient (Xg)jzo,ly,”’n les coordonnées de X; par rapport (e;) pour i =0,1,...,n. On a
X, =8X+e,, j=1,..,M.

Dans R on utilise la fonction simul.far.wiener du package FAR pour simuler un tel
processus ARC(1).

var

-04 00

| | | | | |
0.0 02 0.4 0.6 0.8 1.0

Figure 3.5 : Simulation d’une trajectoire d’'un modéle ARC(1).

var

1.5

10

05

00

-0.5
I

Figure 3.6 : Simulation de cinq trajectoires d’'un modele ARC(1).
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3.2.1 Estimation d’un processus ARC(1)

Les vecteurs propres de ['x, sont connus
Sachant que les vecteurs propres de I'yx, sont orthonormaux dans l’espace de Hilbert
considéré, calculons les projections des observations X; : Vi, = ], (X;) sur les k,

premiers vecteurs propres. On peut calculer les opérateurs de covariance de Y;, :

kn kn

kn

kn,
D, = [Ja:]1

ou

Les vecteurs propres de I'y, sont inconnus
Soit (¢1, P9, ...) une base orthonormale convenablement choisie pour représenter les

observations (X7, ..., X,,). Nous avons

Xi - 220:1<Xi7¢k>¢k7 1= 1727 w0

On ne considérera qu'un nombre fini de termes de cette somme. En fait dans les
applications on connait toujours un nombre fini de données pour chaque observation
(X;) et deuxiémement dans les calculs numériques, on sera obligé de travailler sur les

matrices d’ordre fini.
Soit m un entier suffisamment grand. Deux cas peuvent se présenter en pratique. On

connait m X n valeurs (X, ¢;) ol ¢; est un systéme de vecteurs orthonormaux et

alors on observe en fait

Xz' = Z?:l(Xi7¢k>¢k‘7 Z = 1,2, ., n (31)
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On connait m x n valeurs Xf et on considére une approximation de la forme. On
choisit un systéme convenable pour avoir la représentation (3.1).

Dans la suite on travaillera avec la forme (3.1) et dans le sous-espace engendré par
les fonctions (1, ..., Om).

Soient I',,, A,, les opérateurs de la covariance empirique de Yj et Yy, Y7 respectivement.

La matrice correspondante de I'), est M, de terme général

my, = <Fn(¢k)a¢l>
— LYK e (X d), 1SLE<m

Soit ¥; = (9}, ...,9") un vecteur propre de la matrice Mr, et u; la valeur propre

correspondante. Soit ¢; la fonction

0 =0 by + ... + Vb, (3.2)

En sachant la correspondance entre 'opérateur I',, et la matrice My, nous concluons
que ; est un vecteur propre de I';,. En plus si ||¢;]],, = 1 alors ||g;]|L = 1.

Soient alors (g1, ..., om) les vecteurs propres de 'y, (1, ..., fty) les valeurs propres
correspondantes en ordre décroissant.

Remarquons enfin que les coordonnés de X; par rapport aux vecteurs propres (¢;)
peuvent étre calculées facilement connaissant les coordonnés de X; par rapport aux
vecteurs (¢;) et la relation (3.2). On a

m

j=1
En particulier on a
Xy = (Xo,00) = ) 01( X, 65) (3.3)
7j=1

ce qui entraine
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3.3 La mise en ceuvre du test de stabilité par R

Nous allons appliquer le test de stabilité sur les données du co2 (donnée implanté

dans R), nous avons écrit le script suivant :

co2
330 340 350 360
| | | |

320
|

WW

f T I T
1960 1970 1980 1990

Figure 3.5 : Graphe du co2.

Programmme

Base < — create.bspline.basis(c(1,12),norder=4)
X < — predict(Base,seq(1 :12))

dim(X)

p—4

n—32

N=n-1

q=3

a=as.numeric(co2)

a=matrix(a,39,12)

b=matrix(0,4,n)

b[,1]

for(i in 1 :n){b|,i]=solve(crossprod(X),crossprod(X,ali,|))}
b
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m=1/5*b%*%t(b)

v=eigen(m)$vectors

v=as.matrix(v)

r=t(v)%*%b

y=matrix(0,p2,N)

for(j in 2 :n)for(i in 1 :p)y[1 :(i*p),j-1]=r[,j]*r[i,j-1]
y

Zk=function(k){z2=apply(y[,1 :(k-1)],1,sum)
return(z2)}

ZN=function(k){z=apply(y|,(k-1) :(N)],1,sum)
return(z)}

gamma—matrix(0,p2,p2)

m—(1/N)*apply (y[,-c(1,N)],1,sum)
gamma2=function(h){for(iin 1 :(N-h)){s=(y[,i]-m)%*%t(y[,i-+h]-m) gamma=gamma-+s
return(gamma) } }

sum—matrix(0,p2,p2)

for(h in 1 :q){sum=gamma2(h)+sum}
E=(1-(h/(1+q)))*sum

DN=gamma2(0)+2*E

UN=function(k){

u (% (N /N (1K) Z(1)-(1/N)*ZN ()

return(u)}

s=ginv(DN)
GN=function(k){g=(1/N)%*%t(UN(k))%*%s%*%UN (k)
return(g) }

for(k in 1 :N)IN=(1/N)*sum(GN(k))}

IN

En exécutant ce programme, le langage R donne une valeur IN= 1.290057.

Donc si IN> ¢(a, p?) on rejette 'hypothése Hy, sinon on l'accepte.
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3.4 Application aux données de transactions par carte
de crédit

Dans cet exemple, on présente les résultats d’une petite étude de simulation qui

été faite par [19].

Les calculs ont été effectués en utilisant le R package FDA. Ils ont travaillé avec un
ensemble de données étudiées dans [14], tiré des registres détaillés des transactions

effectuées avec des cartes de crédit émises par la Banque Vilnius, en Lituanie.

Les séries chronologiques fonctionnelles étudiées le nombre Y, () de transactions
dans un intervalle chaque minutes ¢ pendant le jour n = 1, 2, ..., 200.

Tableau 1 Taille empirique.

p=2 p=3 p=4

108 5% 1% 105 2% 1% s 2% 1%
N =50 9.4 34 0.3 115 5.9 0.4 6.2 19 oo
N =10 9.7 3.6 0.6 8.9 5.0 Lo 7.2 23 0.5
N =200 8.1 38 05 103 4.8 [1F:] 6.3 28 03

-5 -5 0 5101520

; WWMM mmWWMWWWMM

100 200

c=0.3

MMWWMWWM WW“M

100

15 50 51016
1

': WWW, M‘WMWWMMW

Figure 3.6 : Transaction par carte de crédit.

<15 -5 0 51015
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En appliquant le test a ces données, le test ne rejette pas I’hypotheése nulle, indique

qu'un modeéle AR (1) fonctionnelle est approprié pour X,,.
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