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Résumé

La littérature statistique a plusieurs méthodes pour faire a la multicolinéarité. Ce
memoire présente un nouvel estimateur appelé estimateur modifié du ridge sans biais
(MUR), cet estimateur est obtenu & partir de l'estimateur ridge sans biais (URR),
De la méme maniére que l'estimateur ridge ordinaire (ORR) est obtenu a partir
des moindres carrés ordinaire (MCO), on compare ensuite l'estimateur ridge modi-
fie (MUR) par l'estimateur ridge ordinaire (ORR) et I'estimateur (URR) en terme

d’erreur quadratique moyenne MMSE.

Abstract

Statistical litérature has several methods for coping with multicollinearity. We intro-
duce in this memoir a new shrinkage estimator, called modified unbiased ridge (MUR).
This estimator is obtained from unbiased ridge regression (URR) in the same way that
ordinary ridge regression (ORR) is obtained from ordinary least squares (OLS). Pro-
perties of MUR are derived. Results on its matrix mean squared error (MMSE) are
obtained. MUR is compared with ORR and URR in terms of MMSE.

Title

Least squares régression and ridge régression.

Mots clés.

Estimateur des moindres carrés ordinaires, estimateur ridge ordinaire, estimateur

ridge sans biais, estimateur ridge modifié.
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Key Words.

Ordinary least squares estimator, ordinary ridge estimator, unbiased ridge estimator,

modified unbiased ridge estimator.



Introduction

Le terme "régression" a une origine curieuse. Il remonte & I’étude du physiolo-
giste et anthropologue Francis Galton (vers la fin du XIX-éme siécle) sur la relation
entre la taille des parents et celle des enfants. Galton a introduit le mot régression
pour désigner, dans des problémes d’hérédite, la diminution progressive (régression)
des écarts par rapport a la moyenne, d'une génération a la suivante. Le terme de ré-
gression a ensuite été utilisé d’une maniére tout a fait générale, sans aucune relation

avec sa signification initiale.

La régression linéaire est 'un des modéles statistiques les plus employés, son
champ d’application s’étend de la description et de I'analyse des données expérimen-
tales jusqu’a la prévision, et il est aussi utilisé pour l'interpolation. Une situation
courante en sciences biologiques est d’avoir a disposition deux ensembles de données
de taille n, yy,...,y, et x1,...,2,, obtenus exprémentalement et mesurés sur une po-
pulation. Le probléme de la régression consiste a rechercher une relation pouvant
éventuellement exister entre les x et les y, par exemple de la forme y=f(x). Lorsque la
relation recherchée est affine c’est a dire de la forme y=ax+b, on parle de régression

linéaire.

Ce memoire comporte trois chapitres. Dans le premier chapitre on introduit les
modeles linéaires simples, en commencant par donner un exemple sur la pollution
d’air. On donne l'estimateur des moindres carrés de cette régression qui permet de
chercher I’éventuelle relation fonctionnelle linéaire qui existerait entre une valeur ex-
plicative (ou indépendante) x et une variable aléatoire a expliquer (ou dépendante)
y, aprés avoir expliciter les hypothéses nécessaires du modéle, on donnes quelques

notions d’estimation des paramétres, une prévision par intervalle de confiance.
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Le deuxiéme chapitre est consacré a la régression linéaire multiple, 1'outil sta-
tistique le plus habituellement mis en ouvre par I’étude des données multidimension-
nelles, cas particulier du modéle linéaire, il constitue la généralization naturelle de la

régression simple.

Dans le dernier chapitre, on commence par étudier ’estimateur ridge ordinaire,
sa représentation dans le modéle de base et sa représentation dans le modéle cano-
nique. Des propriétés congernant ce processus sont établies, telles que 'espérance et
la variance. En fin une comparaison entre cet estimateur et l’estimateur MCO. On
examine ensuite un nouvel estimateur appelé (MUR), estimateur modifié du ridge
sans biais obtenu a partir d’'une modification faite sur 'estimateur ridge sans biais
(URR). De la méme fagon que le premier modéle le, on étudie ces propréités et on le

compare avec d’autres estimateurs au sens d’erreur quadratique.



Chapitre 1

La régression linéaire simple

Dans ce chapitre, nous allons analyser la régression linéaire simple : nous pou-
vons la voir comme une technique statistique permettant de modéliser la relation
linéaire entre une variable explicative (notée X) et une variable a expliquer (notée
Y'). Cette présentation va nous permettre d’exposer la régression linéaire dans un cas
simple afin de bien comprendre les enjeux de cette méthode, les problémes posés et

les réponses apportées.

1.1 Exemple : la pollution de lair

La pollution de l'air constitue actuellement une des préoccupations majeures
de santé publique. De nombreuses études epidemiologiques ont permis de mettre en
evidence l'influence sur la santé de certains composes chimiques comme le dioxyde de
souffre (S0O,), le dioxyde d’azote (NOy3), I'ozone (O3) ou des particules sous forme
de poussiéres contenues dans ’air. L’influence de cette pollution est notable sur les
personnes sensibles (nouveau-nés, asmatiques, personnes ageés ...). La prevision des
pics de concentration de ces composes est donc importante.

Nous allons nous interesser plus particuliérement a la concentration en ozone. Nous
possédons quelques connaissances a priori sur la maniére dont se forme 1’ozone, grace
aux lois régissant les équilibres chimiques. La concentration de I'ozone sera fonction
de la température ; plus la température sera élevée, plus la concentration en ozone va
augmenter. Cette relation trés vague doit étre améliorée afin de pouvoir prédire les

pics d’ozone.
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Afin de mieux comprendre ce phénoméne, I’association Air Breizh (surveillance de la
qualité de l'air en Bretagne) mesure depuis 1994 la concentration en O3 (en pg/ml)
toute les 10 minutes et obtient donc le maximum journalier de cette concentration. Air
Breizh collecte également a certaines heures de la journée des données meteorologiques
comme la température, la nebulosite, le vent...

Le tableau suivant donne les 10 données journaliéres de température et d’Ozone.

Individu 1 2 3 4 ) 6 7 8 9 10
Ty 238 | 163 | 272 | 7.1 | 25.1 | 275|194 |19.8| 32.2 | 20.7
O3 1154 | 76.8 | 113.8 | 81.6 | 115.4 | 125 | 83.6 | 75.2 | 136.8 | 102.8

Nous allons donc chercher, en particulier, & savoir si on peut expliquer le taux maximal
d’ozone de la journée par la température 715 & 12h. D’un point de vue pratique le
but de cette régression est double

— Ajuster un modéle pour expliquer O3 en fonction de 712 ;

— Prédire les valeurs d’0O3; pour de nouvelles valeurs de 7'12.

Pour analyser la relation entre les z; (température) et les y; (ozone), nous allons cher-

cher une fonction f telle que :

Yi = f(;).

Pour préciser le sens de = il va falloir se donner un critére quantifiant la qualité de
I’ajustement de la fonction f aux données. Il faudra aussi se donner une classe de
fonctions F' dans laquelle nous supposerons que se trouve la vraie fonction inconnue.

Le probléeme mathématique peut s’écrire de la facon suivante :
arg min (y; — f(x;)),
g min ; (i — f(x:))

ou n représente le nombre de données a analyser et [(-) est appelée fonction de cotit

ou fonction de perte.
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1.2 Modélisation mathématique

Etant donnés les points (z;,y;), le but est de trouver une fonction affine f telle

que la quantité

n

> Uy — fla)

i=1
soit minimale. Pour pouvoir déterminer f, il faut préciser la fonction du coiit [. Deux
fonctions sont classiquement utilisées :

— le cotit absolu f(u) = |ul;

— le cotit quadratique f(u) = u?.

Ces fonctions sont positives, symétriques, elles donnent donc la méme valeur lorsque
I’erreur est positive ou négative et s’annulent lorsque u vaut zéro. La fonction du cotit
[ peut aussi étre vue comme la distance entre une observation (z;,y;) et son point
correspondant sur la droite (z;, f(z;)).

Le cotit quadratique est le cotit le plus souvent utilisé, ceci pour plusieurs raisons :
historique, calculabilité, et propriétés mathématiques. En 1800, il n’existait pas d’or-
dinateur et 'utilisation du cotit quadratique permettait de calculer explicitement les
estimateurs a partir des données. A propos de l'utilisation d’autres fonctions de cofit,
voici ce que disait Gauss (1809) : " Mais de tous ces principes, celui des moindres
carrés est le plus simple par contre avec les autres, nous serions conduits aux calculs
les plus complexes".

En conclusion, seul le cotit quadratique sera automatiquement utilisé dans la suite.

1.3 Modélisation statistique

Dans de nombreuses situations, une idée naturelle est de supposer que la variable
a expliquer Y est une fonction affine de la variable explicative X, c’est-a-dire de
chercher f dans I’ensemble F des fonctions affines de R dans R. Lorsque nous ajustons

par une droite les données, nous supposons implicitement qu’elles étaient de la forme
Y = B + B X.

Dans l'exemple de l'ozone, nous supposons donc un modéle ot la concentration

d’ozone dépend linéairement de la température. Nous savons pertinemment que toutes
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les observations mesurées ne sont pas sur la droite. D’une part, il est irréaliste de
croire que la concentration de 1’ozone dépend linéairement de la température et de
la température seulement. D’autre part, les mesures effectuées dépendent de la préci-
sion de l'appareil de mesure, de 'opérateur et il arrive souvent que, pour des valeurs
identiques de la variable X, nous observions des valeurs différentes pour Y.

Nous supposons alors que la concentration d’ozone dépend linéairement de la tempé-
rature mais cette liaison est perturbée par un "bruit". C’est le principe de la régression

linéaire simple. On suppose disposer dans la suite de n points (z;, ;) dans le plan.

Définition 1.3.1. (Modéle de régression linéaire simple) Un modéle de régression

linéaire simple est défini par une équation de la forme :
Vi € {1,,n} yi:ﬁ1+52$i+€i. (11)

Remarque 1.3.1. Les quantités ¢; viennent du fait que les points ne sont jamais
parfaitement alignés sur une droite. On les appelle erreurs (ou bruits) et elles sont

supposées aléatoires.

Pour pouvoir dire des choses pertinentes sur ce modéle, il faut néanmoins imposer

deux hypotheéses les concernants :

2y H - Ele] =0 pour tout indice i
Ho: Cov(g,e;) = 650 pour tout couple (i, 7).

Les erreurs sont donc supposées centrées, de méme variance (homoscedasticite) et non

corrélées entre elles.
Notons que le modéle de régression linéaire simple de la définition 1.3.1 peut encore

s’écrire de la fagon vectorielle suivante :
Y = 51] + ﬁgX + €, (12)

ou :
— le vecteur Y est aléatoire de dimension n,

le vecteur I est le vecteur de R™ dont les composantes valent 1,

le vecteur X est un vecteur de dimension n donné (non aléatoire),

— les coefficients (31 et B3 sont les paramétres inconnus du modele,
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— le vecteur ¢ est aléatoire de dimension n.
Cette notation vectorielle sera commode notamment pour la représentation et 'inter-

prétation géometrique du probléme en régression linéaire multiple.

Remarque 1.3.2. Afin d’estimer les paramétres inconnus du modéle, nous mesu-
rons dans le cadre de la régression simple une seule variable explicative ou variable
exogéne X et une variable a expliquer ou variable endogéne Y, La variable X est

souvent considérée comme non aléatoire au contraire de Y .

1.4 Estimateur des Moindres Carrés Ordinaire

Définition 1.4.1 (Estimateurs des Moindres Carrés Ordinaires-MCO). On appelle
estimateurs des Moindres Carrés Ordinaires (en abrégé MCO) Bl et Bg les valeurs

minimisant la quantité :

n

S(Br, B2) = Z(yz — B — o).

i=1

Remarque 1.4.1. La fonction de deux variables S est une fonction quadratique et

sa minimisation ne pose aucun probléme.

1.5 Calcul des estimateurs de 5, et (3,

Proposition 1.5.1 (Estimateurs des MCO 5‘1 et Bz) Les estimateurs des MCO ont

POUT €TPTESSIONS :

b1 =1y — B, (1.3)
avec
v 2@ =) (i —y) (= Ty
2 = : n - = y 7)2 4
D 5 L S N FE L e
Preuve :

La fonction S(f1, 32) est strictement convexe, elle admet donc un minimum unique

au point (Bl, 5’2), lequel est déterminé en annulant les dérivées partielles de S. On
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obtient les équations suivantes :

36_51 = =220 - BlA_ BgAmi)
g_ﬁsz = =230 i(ys — b1 — Pawy) = 0,

la premiére équation donne :

n n
51”+52Z$i = Zyz
i=1 i=1
d’ou 'on déduit immédiatement :

b1 =1y — B, (1.5)

ou T et i sont comme d’habitude les moyennes empiriques des x; et des y;.

La seconde équation donne :
n n n
A A 2
B E T + [ E Ty = § TilYi
i1 i=1 i=1

et en remplagant 31 par son expression (1.5), nous avons :

(v — Bﬂ)sz +B2Z$? = in?ﬁ
i—1 i—1 i—1

5, - T aw = N e N w—g) _ S D@m= g

Do T = D T Yo xi(ri—2) YL (2 — @) (2 — T)

.a . . . . n —\2
Cette derniére équation suppose que le dénominateur » " ;(z; — Z)* est non nul. Or
ceci ne peut arriver que si tous les z; sont égaux, situation sans interét pour notre

probléme et que nous excluons donc & priori pour toute la suite.

Remarque 1.5.1. La relation 31 =1y — Bﬂ:, montre que la droite des MCO passe

par le centre de gravite du nuage (T,7).
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1.6 Quelques propriétés des estimateurs Bl et Bg

Sous les seules hypotheéses (H1) et (H2) de centrages, décorrelations et ho-

moscedasticités des erreurs €; du modéle, on peut déja donner certaines propriétés

statistiques des estimateurs [3; et By des moindres carrés.

Théoréme 1.6.1 (Estimateurs sans biais de 31 et (32). By et By sont des estimateurs

sans biais de By et [Bs.

Preuve :

Une autre fagon d’écrire 5 est :

Z?:l(xi —T)g
Z?:l(xi —7)?

52:52+

il suffit de remplacer y; par 81 + fax; +; et § par B1 + SoZ + € dans 'equation (1.4).
Dans cette expression, seuls les bruits €; sont aléatoires, et puisqu’ils sont centrés, on

en déduit bien que

E[@ﬂ = D2
Pour 3, on part de l’expression (1.3) :
Br=i— B, §=Pi+fi+e et E[F=0
on obtient alors :
E[p1] = E[g) — ZE[By] = By + B2 — 2Pz = fi.

On peut également exprimer les variances et les covariances de nos estimateurs ; et
Pa.
Théoréme 1.6.2 (Variances et covariance). Les variances des estimateurs sont :

. 2N g2 . 2
V(IT(61> = n;:n_zl:(zlfzi.>2 et V(IT(BZ) = Zn—1<22 — i’)Z
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tandis que leur covariance vaut :

Cov(By, Ba) = —

Preuve :

On part & nouveau de I'expression de (5 utilisée dans la preuve du non-biais :

&I

Z?:l(xi —T)g
> iy (2 — T)?

32:52+

ot les erreurs ¢; sont décorrélées et de méme variance o2 donc la variance de la somme

est la somme des variances :

D
Var (%) = (O (2 — 7))

Par ailleurs, la covariance entre g et (3, s’écrit :

Cov (g’ 52) = Cov <Z?;1 Yi i (i — 93)51') _ o yim@m—T)

Y (= T)? N ny (v —1)? B

d’ou il vient pour la variance de Bl :
Var(ﬁl) = Var (Q — Bg.ﬂ?)

= Var (M) +z*Var (52) — 29736'0@(@52))

n
= Var (Z?:l br + o + Ei) + 22Var <Bg>
n
2 o272
D SN,
c’est-a-dire :
SRR SR > 3t
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Enfin, pour la covariance des deux estimateurs :

Cov(Br, ) = Cov(y — a7, Bz) = Cov(y, fa) — 2Var(B)) = —=r . 5

Remarque 1.6.1. On a vu que la droite des MCO passe par le centre de gravité du
nuage (Z,y). Supposons celui-ci fize et T positif, alors il est clair que si on augmente

la pente, l'ordonnée a ['origine va baisser et vice versa, on retrouve donc bien le signe

négatif pour la covariance entre 51 et Ps.

Les estimateurs des moindres carrés sont en fait optimaux en un certain sens, c’est

ce que precise le théoréme suivant :

Théoréme 1.6.3 (Gauss-Markov). Parmi les estimateurs sans biais linéaires en v,

les estimateurs 3; pour j = 1,2 sont de variance minimale.

Preuve :
L'estimateur des MCO s’écrit 3o = S0 piwi, avec p; = (v, — &)/ S0, (2, — T)%

Considérons un autre estimateur 0y linéaire en y; et sans biais, c’est-a-dire :

0y = Z Aili-
i=1

Montrons que Y - N =0et > " Na; =1, L'égalité
i=1 i=1 i=1

= 512)\i+522>\i$i
i=1 i=1
= [

est vraie pour tout 5 et [y car 'estimateur dy est sans biais, donc E[ds] = (5 pour

tout s, cest-a-dire que > A =0et > Nx; = 1.
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A

Montrons que Var(dz) > Var(fs).

Var(dy) = Var (52 — Bg + Bg) =Var (52 — Bg) + Var (BQ) + 2Cov <52 — BQ, Bg) )

Cov (52 — Bo, @) = Cov (52, Bz) —Var (Bz) _ 0222511(;\;(?2;2@ _an(ij — ) =0,

d’ou :
Var(dy) = Va?“(ﬁz — BQ) + VGT(Bz)

comme la variance est toujours positive, donc :
Var(d,) > Var(B,)

D’ott le résultat. On obtiendrait la méme chose pour Bl.

1.7 Reésidus et variance résiduelle

Dans R? (espace des variables z; et y;), B est ordonnée a lorigine et 3, la
pente de la droite ajustée. Cette droite minimise la somme des carrés des distances

verticales des points du nuage a la droite ajustée. Les résidus sont définis par :

&=y~ Ui =Yi— P — Bowi = yi — § — Bolwi — 7). (1.7)
Par construction, la somme des résidus est nulle :

n n n

Zéi = Z(?Jz —§+ Boft — Poxy) = Z(yz —9) — B Z(x% —x)=0.

i=1 i=1 =1

Remarque 1.7.1. Les variances et la covariance des estimateurs [ et By établies
dans la section précédente ne sont pas pratiques, car elles font intervenir la variance
0% des erreurs, laquelle est ‘néral 1 0 t ' timat

, laquelle est en général inconnue. On peut en exprimer un estimateur

sans biais grace aux residus.

%

Théoréme 1.7.1 (Estimateur non biaisé de 02). La statistique 0 =Y\ | £2/(n—2)

est un estimateur sans biais de o2.
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Preuve :
En écrivant les résidus nous constatons que : Bl =qy— 82:6 et 1 =y — P — &, ce qui
donne :
€& = P+ Poxi +ei — Bl - B2$i
= Zj—ﬁﬂ'—?"‘ﬁﬂri‘&—ﬂ‘i‘Bﬂ—BQl’i

En développant et en nous servant de I’écriture vue plus haut :

Z:’Lzl (z; — T)ey
> iy (= 3)7

522524-

nous avons :

n n

Zé? = (B ﬁQ)Z , — ) +Z +2ﬁ2 BQ) (x; —T)(e; — &)

i=1 1=

—_

n n

= (B2 — 52) Z , — ) +Z 2 =28y - 32)2 (z; — 7).

=1 i=

—_

Prenons 'espérance :

n
22
D¢
i=1

Z(&‘ —5)2] —Z( —1)*Var(Be) = (n — 2)o.

i=1 i=1

Remarque 1.7.2. Bien sur, lorsque n est grand, cet estimateur différe tres peu de

l'estimateur empirique de la variance des résidus.



1.8 Interprétations géométriques 20

1.8 Interprétations géométriques

M(X)

Figure 2.1 - Représentation de la projection dans ’espace des variables.

Si nous abordons le probléme d’un point de vue vectoriel, nous avons deux vecteurs a
notre disposition : le vecteur X = [x1,...,x,]" des n observations pour la variable ex-
plicative et le vecteur Y = [y, ..., y,|" des n observations pour la variable & expliquer.
Ces deux vecteurs appartiennent au méme espace R™. Si on ajoute & cela le vecteur
1=11,...,1])" on voit tout d’abord que par ’hypothése selon laquelle tous les z; ne
sont pas égaux, les vecteurs 1 et X ne sont pas colinéaires : ils engendrent donc un
sous-espace de R" de dimension 2, noté M(X). On peut projeter orthogonalement
le vecteur Y sur le sous-espace M(X), notons provisoirement Y cette projection :

Puisque (1, X) forme une base de M(X), il existe une unique décomposition de la
forme Y = 3,1+ (3, X. Par définition de la projection orthogonale, Y est défini comme

I'unique vecteur de M (X ), minimisant la distance euclidienne ||Y —Y'||, ce qui revient

au méme que de minimiser son carré. Ou on a :

n
Y —YI[]? = Z(yz — (B1+ Bami))?,
i=1
ce qui nous rameéne & la methode des moindres carrés ordinaires. On en déduit que
Y = Y, Bl = B et Bg = [, avec les expressions de Y , Bl et ffg vues précédem-
ment. Autrement dit, dans R", Bl et Bg s'interprétent comme les coordonnées de la

projection orthogonale ¢y de y sur le sous-espace de R™ engendré par 1 et x.
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Remarque 1.8.1. Nous avons supposé que 1 et x est colinéaires. En général, ces
vecteurs ne sont pas orthogonauz, ce qui tmplique que Bll n’est pas la projection de y

sur 1 et que ng n’est pas la projection de y sur x.

1.8.1 Le coefficient de détermination R>
Nous conservons les notations du paragraphe précédent, en notant

~

Y = [gla"‘agn]t

la projection orthogonale du vecteur Y sur M(X) et

le vecteur des résidus déja rencontrés. Le théoréme de Pythagore donne alors direc-

tement :
1Y =gl =[|(Y =Y) + (¥ = gD)|* = [IY — g1|* + [|é]]”
donc
Dwi—9?=>_i—-9*+> &
i=1 i=1 i=1
SCT = SCE + SCR,
ou

n

o SCT = Z(yZ — 7)? représente la somme des carrés totale ;
i=1
Y SCE = Z@’ — /)% représente la somme des carrés expliquée ;

=1

n
o SCR = E €7 représente la somme des carrés résiduelle.
i=1

Définition 1.8.1. Le coefficient de determination R? est defini par :

_SCE _|IY —g1|P

R? = .
SCT ||y — 1|2
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On voit que R? correspond au cosinus carré de I'angle 6, De facon schématique, on

peut différencier les cas suivants :

MM Si R? = 1, le modéle explique tout, I'angle 6 vaut zero et Y est dans M(X),
c’est-a-dire que y; = 1 + [ax; pour tout i.

" Si R? =0, cela veut dire que > (§; — y)* = 0, donc §; = y pour tout i.

Remarque 1.8.2. On peut aussi voir R?> comme le carré du coefficient de corrélation

empirique entre les x; et les y; :

5 > (@i =) (i — 9) 2 2
R = ! =Pxy-
(@:;lm — P i 17)2) .

Cas d’erreurs gaussiennes

Mieux que les expressions des estimateurs et celles de leurs variances, on aimerait
connaitre leurs lois. Dans cette optique, il faut bien entendu faire une hypothése plus
forte sur notre modele, & savoir préciser la loi des erreurs. Nous supposerons ici que

les erreurs sont gaussiennes. Les hypothéses (H1) et (Hz) deviennent H

(Hy) : & ~ N(0,0?%) pour i=1,...,n
(Hz) : & sont independants pour i=1,... n.

Le modele de régression simple devient un modéle paramétrique, ot les parameétres 3y,
By, 02 sont a valeurs dans R, R et R?* respectivement. La loi des €; étant connue, les lois
des y; s’en déduisent. Nous pouvons donc calculer la vraisemblance de 1’échantillon
et les estimateurs qui maximisent cette vraisemblance. C’est 1'objet de la section

suivante.

1.9 Prévision

Un des buts de la régression est de faire de la prévision, c’est-a-dire de prévoir
la variable & expliquer y en présence d’une nouvelle valeur de la variable explicative
x. Soit donc x,, 1 une nouvelle valeur de la variable x, nous voulons prédire y,,.1.

Le modele est toujours le méme :

Ynt1 = B1 + PoZni1 + €nt1
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avec Ele,11] = 0, Var(e,y1) = 0% et Cov(gnyr, &) = 0 pour i = 1,...,n. Nous

pouvons prédire la valeur correspondante grace au modéle ajusté :

Ynt1 = Bl + B2$n+1'

Proposition 1.9.1 (Erreur de prévision). L’erreur de prévision

Ent1 = (Ynt1 — Uns1) satisfait les propriétés suivantes :

1. E [én+1] - O

) 1 (Tnp1 — T)°
o 1 n+1
2. Var(é,11) =0 (1 + n T Z?:l(xi - 1_7>2> '

Preuve :
Pour I'espérance, il suffit d’utiliser le fait que €, est centrée et que les estimateurs

Bl et BQ sont sans biais :

Eén] = E[f — Bl] + E[B, — B2]xn+1 + Elent1] = 0.

Nous obtenons la variance de I'erreur de prévision en nous servant du fait que y,,,1 est

fonction de €, seulement, tandis que 9,41 est fonction des autres erreurs (£;)1<j<p.
Var(é,i1) = Var(yni = Gnt1) = Var(yes1) + Var(fo1) = 0 + Var(foia).
Calculons le second terme
Var(gns1) = Var <B1 + Bﬂnﬂ)
= Var(p) + 22, Var(Bs) + 2x,1Cov <Bl7 52)
_ _ o2 - _)2 (2%11 1’12 + x721+1 _ 233”“@)

ZL((: — 1) (Z?ﬂ(j — 1)?

- (G et

,2 2 _
+I° - 2$n+1x>
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Au total, on obtient bien :

1 (Tpy1 — T)?
N 2 n+1
Var(éns1) =0 (1 + -+ = — |-
no i (zi—7)
Pour I'éspérance et la variance, nous avons évidemment les mémes résultats que ceux

obtenus précédamment. De plus, puisque 4,1 est linéaire en 3y, 2 et €,.1, on peut

préciser sa loi :

~ 1 (xn+1 - ‘f)2
il — Unar ~ N (0,02 [ 1+ = _ .
Yt = o ( 7 < " n " Zi:l(mi — )

A nouveau on ne connait pas o2 et on l'estime donc par 62.
Comme (Y11 — Jnr1) et 6%(n—2)/0? sont indépendants, on peut énoncer un résultat

donnant des intervalles de confiance pour y,1.

Proposition 1.9.2. (Loi et intervalle de confiance pour la prédiction) Avec les no-

tations et les hypothéses précédentes, on a :

ynJrl - yn+1
N 1 (Tpi1—7)2 2 To2y
G (1 tot Z?:f(_liffc)?)

d’ou l'on déduit ["intervalle de confiance pour ypiq1 :

1 (xn+1 — X

i=1




Chapitre 2

La régression linéaire multiple

2.1 Introduction

La modélisation de la concentration d’ozone dans l’atmosphére évoquée au
Chapitre 1 est relativement simpliste. En effet, d’autres variables peuvent expliquer
cette concentration, par exemple le vent qui pousse les masses d’air. Ce phénoméne
physique est connu sous le nom d’advectance (apport d’ozone) ou de dilution. D’autres
variables telles le rayonnement, la précipitation, etc, ont une influence certaine sur la
concentration d’ozone. L’association Air Breizh mesure ainsi en méme temps que la
concentration d’ozone d’autres variables susceptibles d’avoir une influence sur celle-ci.

Voici quelques-unes de ces données :

Ty, | 23.8 | 16.3 | 27.2 7.1 25.1 | 275 | 194 | 198 | 32.2 | 20.7
V1925 |-6.15 | -4.92 | 11.57 | -6.23 | 2.76 | 10.15 | 13.5 | 21.27 | 13.79
Nia 5 7 6 ) 2 7 4 6 1 4

Os | 1154 | 76.8 | 113.8 | 81.6 | 1154 | 125 | 83.6 | 75.2 | 136.8 | 102.8

La variable V est une variable synthétique. En effet, le vent est normalement mesuré
en degrés (direction) et métres par seconde (vitesse). La variable V que nous avons
créé est la projection du vent sur I’axe Est-Ouest, elle tient donc compte a la fois de

la direction et de la vitesse.
Pour analyser la relation entre la température T, le vent V , la nébulosité a midi N

et 'ozone O3, nous allons chercher une fonction f telle que :

Os; ~ f(Tz‘, Vi, Ni)
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Pour preciser ~ il va falloir définir comme au Chapitre 1 un critére quantifiant la
qualité de I'ajustement de la fonction f aux données, ou inversement le cout de non-
ajustement.

Minimiser un cotit nécessite aussi la connaissance de 1’espace sur lequel on minimise,
c’est-a-dire la classe de fonctions F dans laquelle nous supposerons que se trouve la

vraie fonction inconnue. Le probléme mathématique peut s’écrire de la fagon suivante :
n
argmin Zl L(yi — f(:))
1=

ot n représente le nombre de données & analyser, L(.) est appelée fonction de cofit, ou
de perte, et x; est une variable vectorielle pour tout i. La fonction de coiit sera la méme
que celle utilisée précédemment, c’est-a-dire le cotit quadratique. En ce qui concerne
le choix de la classe F, par analogie avec le chapitre précédent, nous utiliserons la

classe suivante :

F = {f :R? = R, f(xy,...,xp) = Zﬁﬂy}

2.2 Modélisation

Le modele de régression linéaire multiple est une généralisation du modele de
régression simple lorsque les variables explicatives sont en nombre quelconque. Nous

supposons donc que les données collectées suivent le modéle suivant :
Yi = Bo + Bz + BaTio + ... + Bpip + € 1 =1,..,n
ou :
1. les z;; sont des nombres connus, non aléatoires
2. les parameétres 8; du modéle sont inconnus

3. les ¢; sont des variables aléatoires inconnues

En utilisant 1’écriture matricielle nous obtenons la définition suivante :
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Définition 2.2.1. (Modéle de régression linéaire multiple) Un modeéle de régression

linéaire est défini par une équation de la forme :
Y=XB+¢€

o :

— Y est un vecteur aléatoire de dimension n.

— X est une matrice de taille n x (p+ 1) connue.

— [ est le vecteur de dimension p+1 des paramétres inconnus du modéle.

— € est le vecteur de dimension n des erreurs.

Les hypotheéses congernant le modéle sont

() { (H1) :rg(X)=p+1

(H2) :E(e) =0 Var(e) =o?

L’hypothése (Hy) signifie que les erreurs sont centrées, de méme variance et non

corrélées entre elles

2.3 Estimateur des Moindres Carrés Ordinaire

Conditionnellement & la connaissance des valeurs des X;;, les parameétres in-
connus du modéle : le vecteur 3 et o? (paramétre de nuisance), sont estimés par

minimisation du critére des moindres carrés (MCO).

Définition 2.3.1. L’estimateur des moindres carrés [3 est définie comme suit :

n
~

2
p
— ' o U : _ 2
b = arg Bg}&lplil 2 (yz jzoﬁsz]> arg 52%1131 ||Y Xﬁ”

Dans la suite de cette section, nous allons donner I’expression de ’estimateur § ainsi

que certaines de ses propriétés.
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2.4 Calcul de B

Pour déterminer B, une méthode consiste a se placer dans ’espace des variables :
Y = [y1, ..., yn|" est le vecteur des variables a expliquer. La matrice X est formée de p
vecteurs colonnes (la premiére colonne étant généralement constituée de 1). Le sous-
espace de R"™ engendré par les p vecteurs colonnes de X est appelé espace image, ou
espace des solutions, et noté M(X). Il est de dimension p, par 'hypothése H; et tout

vecteur de cet espace est de la forme Xa, ou «a est un vecteur de R? :
Xa=ou X+ ...+ a,X,

Le vecteur Y est la somme d’'un élément de M(X) et d’un élément bruit de R", lequel
n’a aucune raison d’appartenir & M(X). Minimiser ||Y — X || revient a chercher
un élément de M(X) qui soit le plus proche de Y au sens de la norme euclidienne

classique. Cet unique élément est par definition, le projeté orthogonal de Y sur M (X).
Il sera note Y = PxY, oit Px est la matrice de projection orthogonale sur M(X).

Il peut aussi s’écrire sous la forme V=X fi, ou B est 'estimateur des MCO de £.
L’espace orthogonal & M(X), note M*(X), est souvent appelé espace des résidus.
En tant que supplementaire orthogonal, il est de dimension n — p = dim(R") —

dim(M(X))

Proposition 2.4.1. . L ’estimateurﬁ des moindres carrés ordinaire a pour expression
B=(X'X)"' XY

Preuve

L’expression & minimiser sur 3 € RP*! s’écrit :

n

Z(yi—ﬁo—ﬁlle—523712—~--_ﬁp$f) = [y - Xg|?

i=1
= (Y - XB)'(Y - Xp)
— yty_QBtXty_'_BtXtXﬂ
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Par dérivation matricielle de la derniére équation on obtient les "équations normales" :
XY - X'XB=0
dont la solution correspond bien & un minimum car la matrice X*X est semi définie-

positive.

donc
B=(X'X)"' XY

2.5 Quelques propriétés

Comme en régression linéaire simple, l'estimateur obtenu est sans biais. On

rappelle que la matrice de covariance du vecteur aléatoire B , est par définition :

Var(3) = E[(6 — E[8))(5 - E[6))']

puisque [ est de dimension p, elle est de dimension p x p. De plus, pour toute matrice

A de taille n x p et tout vecteur $ de dimension n déterministes on a
E[AB + ] = AE[B + f] et Var(AB + 8) = AVar(B)A". ces propriétés élémentaires

seront constamment appliquées dans la suite.

Proposition 2.5.1. (Biais et matrice de covariance) Lestimateur 3 des moindres

N

carrés est sans biais, i.e B3] = 3, est sa matrice de covariance est
Var(8) = c2(X'X)

Preuve
Pour le biais : il suffit d’écrire :

E[f] = E[(X'X)X"Y]
= (X'X)'X'E[Y]
= (X'X)'X'E[XS + €]

et puisque Ele] = 0, il vient

E[f] = (X'X)'X'Xp =3
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Pour la variance, on procéde de méme :

Var[f] = Var[(X'X)'X'Y]
= (X'X) ' X'Var[Y]X(X'X)™!

ou Var[Y] = Var[XB + €] = Varle] = 01, donc

Var[f] = o*(X'X)'X'X(X'X)™!

Théoréme 2.5.1. (Gauss-Marcov) Lestimateur 3 des MCO est de variance mini-

male parmi les estimateurs linéaires sans biais de 3

Preuve

Nous allons montrer que, pour tout autre estimateur [ de [ linéaire et sans biais,

Var(B) > Var(3). Nous savons que la matrice de covariance de la somme de deux

vecteurs aléatoire U et V est :

Var(U+V)=Var(U)+ Var(V) + cov(U,V) + cov(V,U)

Décomposons ainsi la variance de 3 :

~ ~

Var(3) = Var(3— B+ 8)=Var(6 - B) + Var(B)
+ cov(B — B, B) + cov(B, B — B)

les variances étant semi-définies positives, si nous montrons que cov(f — 3, ) = 0.
Puisque [ est linéaire, 5 = AY ou A est une matrice (p,n), de plus, nous savons

qu’il est sans biais, c’est a dire E(g) = 3 pour tout 3, donc AX = I. La covariance

devient :

cov(B—B,3) = cov(AY,(X'X)'XY) — Var(3)
= FAXX'X) ' -2 X'X) =0
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2.6 Reésidus et variance résiduelle
Les résidus sont définis par :
é=[é1,.. &' =Y =Y = (I — Py)Y = Px.Y = Py.e¢

car Y = X et X € M(X). On peut alors énoncer les résultats suivants.
Propriétés
Sous I’hypothéses H, on a :
1. E(é) =0.
2. Var(¢) = o*Px. Y.
3. E(Y)=X8.
4. Var(Y) = 0®Py.
5. Cov(e,Y) = 0.

Preuve

1. E(é) =E(Px.€e) = Px1E(e) =0

2. Var(é) = Px.Var(e)Py, = Px.Var(e)Px: = 0*Px1Px1 = 0?Px.
3. E(Y) =E(Xj3) = XE(f) = X8, car 3 est sans biais.

4. Var(Y) = Var(Xf) = XVar(f) X! = 02X (X X)L X!

5. Rappelons que la covariance entre deux vecteurs aléatoires est une application

bilinéaire et que Cov(U,U) = Var(U), ici, ceci donne :
Cov(e,Y) = Cov(e,Y — &) = Cov((¢,Y) — Var(é) = Cov(Px.Y,Y) — 0° Py
et puisque Var(Y) = o2 nous avons :
Cov(é,Y) = Py Var(Y) — 6?Px. =0
Proposition 2.6.1. La statistique

o _ |lEll® _ SCR
o = =
n—p mn-—p

est un estimateur sans biais de o2.
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Preuve
Nous calculons E[||€]|?] : puisque c’est un scalaire, il est égal a sa trace, ce qui donne :

Efle]l*] = E[Zr(lle]*)] = E[Tr(€'6)]

et puisque pour toute matrice A, on a Tr(AA") = Tr(A'A) = 3, a3 il vient :

E[|[é||* = E[Tr(é'€)] = Tr(E[¢é')) = Tr(Varlé]) = Tr(c*Px.)

Et comme Py est la matrice de la projection orthogonale sur un espace de dimension

(n-p), on a bien :

E[|le]*] = (n - p)o”

2.7 Coefficient de détermination R?

Définition 2.7.1. Le coefficient de détermination R? est défini par :

~112
P e
[ R VY ey

ou plus souvent, si la constante fait partie du modéle, par :

V. expliqu par le modle 1Y — g2 B [ €] SCR

R? — cos?0 — _ 1 _1_ e
cos Variation totale Y — 7] 1Y — g2 SCT

Ce coefficient mesure le cosinus carré de l’angle entre les vecteurs Y et Y pris a l'ori-
gine ou pris en y. Néanmoins, on peut lui reprocher de ne pas tenir compte de la
dimension de l’espace de projection M(X), d’ou la définition du coefficient de déter-

mination ajusté.

Définition 2.7.2. Le coefficient de détermination ajusté R? est défini par :

e n o |€él? _ n SCR T

—1- —1- ke 1 - R?
WP T T n=pser At )
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2.8 Estimation par intervalle de confiance

Cherchons un intervalle de confiance pour 5. On a

B_E(B) NN(O 1)
Va’r(B)
& @(Xt)()% ~ N(0,1)
En utilisat & :
B-8

—(XX): ~ (N = p 1)

L’intervalle de confiance pour un risque « est tel que :
1—a=Pl-c6 < (8- B8)(X'X)2 < ;6]

avec ¢ le fractile d’ordre 1 — § de t(N —p — 1).

En isolant # dans I’équation ci-dessus, on obtient :
1—a=P3-c6(X'X) <B<B+ca6(XX)?]
L’intervalle obtenu est donc :

Belf—ao(XX)2, 3+ ao(XX)?]

2.9 Prévision

Un des buts de la régression est de proposer des prédictions pour la variable & ex-
pliquer y lorsque nous avons une nouvelle valeur de x. Soit donc «!, .| = (Zp41, 1, ..., Tny1, )
une nouvelle valeur pour laquelle nous voudrions prédire y,,;1. Cette variable réponse
est définie par yn41 = 2418 + €n41, avec Ele,q] = 0, Var(e,11] = o et

cov(€pi1,6) =0 pour i=1,...n.

Proposition 2.9.1. L’erreur de prévision é,.1 = (Ynt1—Uns1) Satisfait les propriétés

suivantes :
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1. E[ép1] =0

2. Varlép) = o*(1 + al (X' X) i)

Preuve.

Comme Ele, 1] = 0 et puisque B est un estimateur sans biais de [, il est clair que

Elé11] = E[xfzﬂ(ﬁ - B) + €41
= xfﬁl(ﬁ - E(B) + Elent1])
= 0

En calculant la variance de l'erreur de prévision, puisque S dépend uniquement des

variables aléatoires (€;)1<i<y il vient

Var(a,,1 (8 = B) + éui)
= o+ :vaHVar(B)an

== 02(1 +xn+1<XtX)71xn+1)

Var(é,r1) =

2.9.1 Inférence sur le modéle

Le modéle peut étre testé globalement. Sous 1'hypothése nulle
HoiﬁlzﬁQZ-nzﬁpZO

La statistique

SSR/P  MSR
SSE/(n—p—1) MSE

suit une loi de Ficher avec p et (n-p-1) degrés de liberté. Les résultats sont habituel-

lement présentés dans un tableau "d’analyse de variance" sous la forme suivante :

Source de variation | d.d.l | Somme des carrés Variance F
Régression p SSE MSR=SRE/P MSR/MSE
Erreur n-p-1 SSR MSR=SSR/(n-p-1)
Total n-1 SST




Chapitre 3

La régression ridge

3.1 Introduction

Nous savons que l'estimateur des moindres carrés et sans biais, nous savons
méme qu’il est 'estimateur ayant la variance la plus petite possible parmi les estima-
teurs linéaires sans biais de 3. Ainsi, si I'on cherche un estimateur dont I'erreur de
prédiction soit plus petite que celle de I'estimateur des moindres carrés, nous devons
nécessairement gagner sur la variance tout en perdant le fait que ’estimateur soit non
biaisé. On espére que le gain di a la réduction de la variance soit plus grand que la
perte due au biais. E. Hoerl et Kennard [8] Ont proposé des méthodes de régressions
pénalisés, qui forcent les éléments de § a avoir une certaine forme en vu de reduire

I’erreur de prédiction.

3.2 Estimateur ridge ordinaire

L’estimateur ridge ordinaire a été proposée par E. Hoerl et Kennard sans article
" Ridge regression, biaised estimation for nonorthogonal problems", ils partent de la
constatation suivante : lorsque ’on se trouve en face d’un probléme de forte colinéarité
des valeurs propres de la matrice X*X, et lorsqu’il y a des corrélations entre les
variables explicatives, la matrice X*X a des valeurs propres proches de zéro, dans ce
cas 'estimateur des moindres carrés n’est pas stable, car sa variance explose. Hoerl
et Kennard proposent d’augmenter faiblement les valeurs propres de cette matrice

d’une méme constante k£ > 0, ceci dans le but de rendre les estimateurs stables.
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3.2.1 Estimateur ridge ordinaire dans le modéle canonique

Soit le modéle défini précédamment
Y =X0+¢

Il existe une matrice orthogonale T de vecteurs propres de la matrice X‘X i.e

(T'T = I) et une matrice diagonale A de valeurs propres notée \;,i = 1,....p

telle que X'X =TAT et Y = XTT'S + e.
En notant XT=Z et T3 = ~, le modéle peut s’écrire

Y =2y+e (3.1)

C’est le modéle sous sa forme canonique.

Remarques

1. On constate que Z'Z = T*X'XT = A, matrice diagonale des valeurs propres,

ou des carrés des valeurs singuliéres, d;, © = 1...p

M 0 & 0
0 A 0o

2. Dans ces conditions l'estimateur Ridge ordinaire, donne le résultat suivant :
Hoerl et kennard proposent donc d’augmenter "un peu" les d; en ajoutant a
tous la méme constante k positive. Cela conduit & augmenter tous les termes

d’une valeur k, et comme Z'Z est une matrice diagonale, on obtient

3+ k
Z'Z + kI = o 2+ k
. 2+ k
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Pour estimé §, il suffit d’estimer le paramétre ~.

Définition 3.2.1. L’estimateur ridge ordinaire de v est donné par

= (Z2'Z+ k1) Z'Y (3.2)
L’estimateur des moindres carrés ordinaire (MICO) de  est donné par :

e = (2'2)7'2'Y

ouZ'Z =A
D’aprés la définition (3.2.1), 'estimateur ridge ordinaire (ORR) de «y peut étre écrit
comme :

A = (A + kL)' Z'Y. (3.3)
3.2.2 Estimateur ridge ordinaire dans le modéle de base

On se place dans le modéle linéaire suivant

Y:ﬁgln—FXﬁ—i—E

ou
1.2 P
Ty X Iy
1.2 p
x = | T2 2 L
1 2 D
T, x5 T
et
Io
B2
6 - ) ]-n -
Bp 1

Définition 3.2.2. L’estimateur ridge de 3 dans le modéle précédent est défini par :

Bk) = are iy (Z(YZ“ZXM)QJrkZB?)
Jj=0 j=1

=1

= argérel%; <||Y — Bol, — XB|I> + k||5||2)



3.2 Estimateur ridge ordinaire 38

le paramétre k > 0 controle le niveau de pénalité : lorsque k — 0, on s’approche de la

solution des moindres carrés.

Proposition 3.2.1. L’estimateur ridge s’exprime aussi sous la forme :
Bo(k) =Y, B(k) = (X'X + kL)' XY

Preuve
Pour pouvoir résoudre I’équation ci-dessus, il est préférable de centrer les données :

v, 1N 7 - s
remplacer chaque x;; par v;;—X;, X; = + >0 5. En utilisant les variables centrées

xi;, et RSS(B) = |ly — 1,80 — X B|| donc la dérivée par rapport a By

DRSS(9) + KIFI = 0 L1V = o= X5) = 0.6 Yy = nfly — X5 =0

En divisant par n

Y = o= > X8
j=1

Lorsque X est centrée en colonne, Bo =Y, pour les autres paramétres [ I’hypothese

de gradient nul donne :
Vs = (RSS(B) + k[|B|I°) =0 < 2X"(Y — Bo1, — XB) + 2kf3
En estime By par'Y donc
XY - X'XB+kf=0s (X'X +kI,)3=X'Y

d’ot

Bk) = (X'X + kL)' X'Y (3.4)
B(k;) est appelé 'estimateur ridge ordinaire notée ORR dans le modéle de base.

Remarques

1. X*X est une matrice symétrique positive (pour tout vecteur u de R?,
u' (X' X)u = || Xul|? > 0. Il en resulte que pour tout k& > 0, X*X + kI, est

nécessairement inversible.
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2. La constante [y n’intervient pas dans la pénalité, sinon, le choix de l'origine

pour Y aurait une influence sur ’estimation de I’ensembles des paramétres. On
obtient Bo =Y, ajouter une constante a4 Y ne modifie pas les Bj pour 5 > 1.

3. L’estimateur ridge n’est pas invariant par renormalisation des vecteurs Xj, il

est préférable de normaliser les vecteurs avant de minimiser le critére.

4. On montre que l'estimateur ridge revient encore a estimer le modéle par les
moindres carrés sous la contrainte que la norme du vecteur § des paramétres

ne soit pas trop grande :

Bk) = argmﬁin{llY —XB01% 118l < ¢}

3.2.3 Propriétés de ’estimateur ridge ordinaire (ORR)

Espérance

Revenons au définition de 'estimateur ridge ordinaire ORR et des moindres carrée
MCO :

Bk) = (X'X + kL)' X'Y (3.5)
et
Buc = (X' X)Xy (3.6)

En multipliant la seconde égalité a gauche par X'X, on obtient XX BMC = XY,

d’aprés la définition de 'estimateur MCO vient

~

Bk) = (X'X + kL)' X' X Buc

Cette écriture permet de calculer facilement le biais et la variance de ’estimateur
ridge. En utilisant les propriétés de l'estimateur MCO, l'espérance de l’estimateur
ridge est
E(B(k) = (X'X + kL)' X'XE(B)
= (X'X + kL) '(X'X)B
= (X'X + kL)' (X'X + kI, — kL)j
= B—-k(X'X +kIL,) '8 (3.7)
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Le biais de cet estimateur vaut

Biais(f(k)) = E(B(k) - B
= —k(X'X +kI,)'8
Ce qui montre que 'estimateur ridge est un estimateur biaisé.
variance
Var(6(k)) = Var[(X'X + kL) X'Y]

= [(X'X + kL) ' X[X(X'X + kL) '|Var(Y)

Ou cette hypothése
Var(Y) = 0’1

Et on obtient finalement la variance de 'estimateur ridge :
Var(B(k)) = o*(X*X + kL) ' X! X(X'X + kL) ™!

Conclusion
Nous nous trouvons face a un estimateur biaisé. Est-il meilleur que les MCO ? Mystére

car pour l'instant nous ne savons comparer que des estimateurs sans biais : on prend
celui de variance minumum. Mais pour comparer des estimateurs sans biais avec des

estimateurs biasés il faut introduire un nouveau critére celui du MSE.

3.3 Lecritére de ’erreur quadratique moyenne (MSE)

Définition 3.3.1. SoitB un estimateur de 3, on appelle MSE de B la formule sui-

vante :
MSE(B) =E[(8 - B)'(8 - B)]

Remarques

1. Dans la théorie de [’estimation paramétrique, MSE nous permet de comparer
deux estimateurs qu’ils soient sans biais ou biaisés. Le travail se fera plutdot

avec la trace de cette matrice, on a

~ ~ ~

traceM SE(3) = traceE[(8 — B)' (8 — B)]
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On note trace=tr, puisque la fonction trace est une application linéaire, alors

~

trMSEB) = trEC( —B)(B - B))
= rE[(f —E(B)' +E(B) — 8)(6 — E(B) + E(B))
— E[(B—E(B))'(3 - E(B)] + E[(E(B) — B) (B — E(B))]

+ E[(5 —E(9)"(E(5) — )] +E[EB) — H)(EB) - B)]

~ ~

oi  E[(B —E(6)"(E(B) - B)] = [(E(B) — E(8))'(E(B — B)] = 0 = E[(E(S) —
B)'(5 —E(B))]
donc

trMSE(B) = trE[(5 — E(8))'(5 — E(5))] + trE[(E(S) — 8)"(E(5) — B)
trMSE(B) = Zvar(@) + Z(biais(ﬁ))2

i=1

2. Dans le cas d’un estimateur sans biais trMSE(3) = Y0 var(f;)

3.4 Comparaison de ’estimateur ORR avec ’estima-
teur MCO

L’estimateur ORR est un estimateur biaisé, la MSE de ORR donnée par (Ozkale and
Kagiranlar [10] est
MMSE(B(k)) = o*WS™'W* + k2518848, !
et on a
. p

trMSE(B(k)) = f?“MSE(’/VE):Zvar(%HZ(bm@'S(%))Q

=1

= Zvar(’/ﬁi) + Z(’m‘ —E@F7))?
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ou
k/(di + k) 0 0 "
— 0 k/(d3+k 0
B — oy /(&5 + F) »
0 e e 0 .
0 0 k/(df,—l—k) Tp
Puisque
p
> (- Zk2 2/ + k)2
i=1
La matrice de variance-covariance de 4 s’écrit :
1/(d2+k) - 0 d? 0 1/(d? + k)
Var(yF) = o? 0 0 0 .. 0 0
0 e 1/(d1[2J + k) 0 dg 0
/(3 + k) - 0
= 0'2 0 o .. O
0 dg/(dz—i—k)Q

d?/(\; + k) alors

7,12

donc Y7 var(y7;) = o?
trMSE(RT,) =0 Zd2 /(d? + k) +Zk¢2 /(d? + k)?
=1 =1
La trace MSE de 'estimateur Ridge s’écrit

p 2d2 2

trMSE((vr,;) Z @+ k

(3.8)

Comparaison

Nous avons vu que la trMSE de I'estimateur Ridge s’écrit

P 272 | 122

g o°d; + k*v;

trMSE(Ar) = E NCEYSER
=1 i

1/(d2+ k)



3.5 Estimateur modifié du ridge sans biais (MUR) 43

La trMSE de l'estimateur des MCO #4 est (pour k=0)

-5

Pour que 'estimateur Ridge soit meilleur que MCO, selon le critére du MSE il faut

p 2d2
trMSE(5) = Z

=1 Z

que :

trMSE(Ar;) < trMSE(Y)

i o?d? + k2?2 P o2

(d? + k)? Sl

=1 i=1 !

il suffit donc vérifier 'inégalité pour chaque i, ie

&+ o
(d? + k)? i
et
o?d} + K’ d7 < o (d} + K* + 2kd3)
k (vid? — 0®) — 2ko?d} < 0
C’est une inégalité de second degré en k.
1. Si v2\; — 0?2 > 0, 'expression est négative entre les racines de 1’équation du

. . 20’2d2
second degré, soit entre 0 et une £k} = B >0

2. Si2d? —o? < 0, les deux expressions sont négatives et la condition est toujours
vérifiée.
On en déduit donc que la MSE de I'estimateur Ridge est inférieur a la MSE des
MCO si 0 < k < mink;.

3.5 Estimateur modifié du ridge sans biais (MUR)

Plusieurs autres estimateurs biaisés de 3 ont été proposées (Swindel [12], Sarkar
[11], Batah et Gore [1], Batah et al [2|, Batah et al [4]). Swindel [12] a défini un

estimateur appelé estimateur ridge modific (MRR) comme suit

Bk,b) = (X'X + kIp) " (XY +kb), k>0 (3.9)
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Ou b est un estimateur a priori de 5. Crouse et al [5] ont defini un estimateur ridge
sans biais (URR) par

Bk, J) = (X'X + kIp) " YX'Y +kJ), k>0 (3.10)

ou J est une variable aléatoire de loi N(/3, %QI p) pour k > 0.

Dans cette section on considére l'estimateur modifié du ridge sans biais (MUR).

3.5.1 Définition de ’estimateur MUR

Définition 3.5.1. L’estimateur modifié du ridge sans biais (MUR) est donné par :

A

By(k) = [I — k(X'X 4+ kL) YB(k, J) (3.11)

Ou B(k, J) est données par I’équation (3.10).

Cet estimateur est appelé estimateur modifié du ridge sans biais (MUR), car il est
développé a partir de I'estimateur URR.

L’estimateur MUR dans le modéle (3.1) devient

(k) = [T = k(A + kL) (k. J) (3.12)

3.5.2 Propriétés de 'estimateur MUR

Espérance
On a

N

Br(k) =[I — k(X'X + kL) ) (X'X + kL) {(X"Y + kJ)

E(B;(k)) = E[[I—k(X'X +k,) " 1(X'X + kL) " (X'Y + kJ)]
= [I—k(X'X + kL) ' (X'X + kL) '|E (XY + kJ)]
= [[—k(X'X + kL) ) (X'X + kL) | (X'E(Y) + kE(J))
= [I—k(X'X 4+ kL) (X'X + kL) Y (X'X + kL,)p

alors

E(B;(k) =8 — k(X'X + kIL,)"'3
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donc l'estimateur MUR est biaisé
Biais(B,(k)) = —kS; '8 (3.13)

ou S =X'X, et Sp=(S+kI
2. Variance
On note W = [I — kS, '], on remplace dans I'équation 3.11 :
Bi(k) = WS (XY + kJ)

Donc la variance de MUR est donnée par

V(Bs(k) = VIVS XY +kJ)]
= WS 'V(X'Y + kJ)W'S !
= WS to*(X'X + kI,)W'S,*
= FCWSW!
alors
V(B,(k)) = o*WS; W (3.14)
3. Matrice d’erreur quadratique moyenne (MMSE)
MMSE(B;(k)) = Var(B;(k)) + [biais(5,(k))][biais(B; (k)]
= WS, "W+ k25, 88'S,
donc
MMSE(B;(k)) = a* WS ' W + k25,165, (3.15)

4. Erreur quadratique scalaire moyenne (SMSE)

SMSE(B,(k)) = E[(B;(k) — B)"(Bs(k) — B)]
= tr(MMSE(B,(k))

donc
p

SMSE(B,(K) = " Var(3, () + Y_(biais(B (k) (3.16)

=1
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alors

p 2 p 2
. Z Aj Z (Ai + k)
_ 2 % 2 [

=1

i—1
5. B;(k =0) = Buc = (X'X)LX'Y c’est Pestimateur des moindres carrés (MCO)

6. lim 3, (k)rso = Buc

3.6 Comparaison avec les autres estimateurs

L’estimateur MUR est biaisé et il est donc comparé a d’autres estimateurs en

termes d’erreur quadratique mayonne MMSE.

3.6.1 Comparaison avec ORR

L’estimateur ridge ordiaire ORR est
Blk) = [I — k(X'X + kI,) "Buc
La variance de 3(k) est donnée par

V(B(K) = VII — KX'X + kL)' Barc]
= [ = k(XX + kL) "WV (Buc) — k(X'X + kL)']'
= [ —k(X'X + kL) (X' X) I - k(X'X + kL) 1!

o S =X'X, Sp=(S+kl) et W=[—-kS"]
V(B(Kk)) = oWswt (3.18)
d’aprés (3.13) on trouve 'erreur quadratique moyenne comme

MMSE(f(k)) = o*WS™'W* + k2518848, !
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et d’aprés la définition de 'estimateur ORR et d’aprés (3.3) on a

Var(3(k)) = war[(A+ kL)' Z'Y]
= (A+KL) ' Z'ZVar(Y)(A+ kL)~
= *ANA+kI,)?
donc
2 - Ai 2 - v;
SMSE®{(k)) = o 2 oore T k 2 EWnyse (3.19)
Considérons
A = MMSE(3(k) — MMSE(B(k))
= WS =S5 Hw!
= o’H

Puisque Sy, — S = kI, est définie positive (d.p), il est facile de montrer que S~ — S,
est définie positive, pour k£ > 0. Par conséquence, nous avons le résultat suivant.
Résultat 1 : MMSE de L’estimateur MUR est plus petite que MMSE de ORR, Pour
k> 0.

3.6.2 Comparaison avec URR

D’aprés la définition de l'estimateur URR (3.15), ie est un estimateur sans biais, son
MMSE est donnée par

MMSE(B(k,J)) = V(B(k,J))

V(B(k,J) = V[(X'X +EL)"{XY + kJ)]
= (X'X + kL) 'o*(X'X + kL) (X'X + kI,)™!
= o(X'X +kI,)™*
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telle que
St = (X'X + k)
donc
MMSE(B(k,J)) = o2S;* (3.20)
et on a
SMSEB(k,J)) = tr(MMSE(3(k,J)) (3.21)
Puisque 4(k, J) est un estimateur sans biais donc alors
MMSE(y(k,J)) = V(i(k, J))
ou
V(A(k,J) = V[(A+kL) Y (Z'Y + k)]
= (A+ kL) 'o*(A+ kL) YA+ kI,)
= o*(A+ k)"
on a aussi A = Z'Z alors
MMSE(¥(k,J)) = o*(A + kI,) ™"
et alors
St (3.22)

SMSE(§(k,.J)) = o> Ty
i=1 "
d’aprés (3.15)

A = MMSE(B(k,J)— MMSE(B,(k))
= oS - WS - K588

2
— Sk—l[k:20_2(%[p _ Sk—l) _ kQBﬁt]Sk_l
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ot W = [I — kS;'], A est définie non négative (pour k > 0) si et seulement si

o= k—IQSkASk est définie non négative de plus
2 (2 -1 t
o = o (Efp -5 ) — 88 (3.23)

Puisque la matrice %[p — S ! est définie positive (d’aprés Farebrother[6]), ¢ est non

négative si et seulement si

ﬁt[%lp - S8 < o? (3.24)

D’ou nous avouns le résultat suivant
Reésultat 2 : MUR a MMSE plus petite que celle de URR si

C e S R

La condition du résultat (2) est verifiée par le test

2
Hy : m#p - SB < o?

contre
2
H, = mzfp - S8 >0
Puisque A — A*(k) est semi definie positive, la condition du résultat (2) devient
BTA(k)MT'B < 0% si BITATIT!3 < 0% Sous la condition de la normalité
o A (k)2 TGy (k) « N(o'A*(k)~2(I — kA;HT!B, A* (k)1 (I — kAL Y)2), et le test

statistique

 Bi(k)' AT B (k) /p BTAT'S
F= ée/n—p NF(p,n—p,T)

sous Hy. En conclusion l'erreur de 'estimateur MUR et plus petite que URR si Hy

est acceptée.
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3.7 Le paramétre ridge optimal

L’erreur quadratique moyenne MMSE de I'estimateur modifié du ridge sans biais
MUR dépend du paramétre k, le choix de k est crucial pour la performance de MUR.
Par conséquence, on trouve des conditions sur les valeurs de k pour que ’estimateur

modifié du ridge sans biais MUR peut étre mieux que les autres estimateurs en termes

de SMSE.
Résultat 3
Nous avons

1. SMSE;(7;(k)) < SMSE;(3(k,J)), pour 0<k; <k
2. SMSE;(7;(k)) > SMSE;(¥(k,7)), pour ky<k; <oo
ou

(0% = A})
27}

2_)\1"22 22)\Z
(@ = AnB)? | 20,

2> 0 (3.25)
4%4 i '

ki + [

Preuve

Le résultat (3) peut étre prouvé en montrant que
(N + k)’ [SMSE;(7,(k)) = SMSE;(3(k, J))] = ki[v/k} — (0 = Xivi ) ki — 2Xi07)]

et c’est le cas d’aprés (3.18) et (3.23).
Ensuite, on compare SMSE de 4;(k) avec celle MCO. L’estimateur MUR réduit a
MCO lorsque k£ = 0. la iéme composante du SMSE de v de I'estimateur MCO est

donnée par
SMSE;(Avuc) = —, 1=1,2,..p (3.26)

on a le résultat suivant
Résultat 4 :
Nous avons

1. Si \y? — 02 <0, alors

SMSE;(7;(k)) < SMSE;(Ymc), pour 0<k; <oo
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2. Si \iy2 — 02 > 0, alors il existe un ks positif, telle que

SMSEA’?J(]C)) > SMSE(’S/Mc), pour 0< ]{Zz < kiQ

et
SMSEZ('?J(k)), pour k’ig < k’z < o0
ol
MA2 30207 3)20% o (A292— 302\
ko = [ i %0 Sy st ]5—(”’2—0)>0 (3.27)
A4\ — 0?)? (AP — 0?) 2(Aiyi —0?)
Preuve

Le résultat (4) peut étre prouvé en montrant que

(3

c’est un résultat de (3.18) et (3.27), Par ailleur, la différenciation de SMSE = (9,(k))

par rapport & k; donne :

ok N (A + k) =0
Ainsi, la valeur optimale du paramétre ridge k est
>\i 60'2 1
kire) = 511 = (Z7))> = 1] (3.28)

d’aprés (3.26),(3.38) et (3.28) , on peut facilement vérifier que k;; < kypagy < kig si
A2 —0? > 0. Dans le cas ou k = ky = ky = - - - = k,,, on obtient k comme la moyenne
harmonique dans (3.28). Elle est donnée par

2

k o
FG — X2 642 N2
/G + =) = 5

(3.29)

En utilisant un argument de Horel et al [8], il est raisonnable d’adopter la moyenne
harmonique des coefficients de régression. Le paramétre k(pe) de (3.29) dépend des

paramétres inconnus 7 et 0% & estimer
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3.8 L’estimation du parameétre ridge k

Dans cette section, nous proposons de construire 'estimateur modifié du ridge
sans biais (MUR) en utilisant le paramétre de ridge proposé par Hoerl et al [8] et
Crouse et al [5]. Puisque la moyenne harmonique des valeurs du paramétre ridge op-
timal, dépend des paramétres inconnus v et o2, nous utilisons dans ce cas I’estimation
des moindres carrés MCO.

1. le parameétre ridge opérationelle de (3.29) est

~2
~ po’
kFG = 42 2 =2 (330)
- D2 632\ A
i 37/ [ + ==)Y2 = 554
est appelé le paramétre ridge (FG)
2. le parameétre ridge HKB de (Hoerl et al [8]) est
~2
- o
knkp = —Atp - (3.31)
TmcTmMC

3. le paramétre ridge CJH (Crouse et al [5]) :

stnon

p6? : A Nt o ~9 tyvy—1
/};CJH = { (31\/1C*J‘I22231\4C*j)*&Qtr(XtX)_l7 ot (Buc = 3) (Buc = 5) > T5tr(XX)
(Bro—3) (Buc—3)’

2 _ (Y =XBrmc)' (Y —XBuc)
(n—p)

ol & est un estimateur sans bias de 0. Notons que kg

est une généralisation de - t’L de Hoerl et al. [§]
B]ucBJ\/IC’

3.9 Simulations et comparaisons

Dans cet exemple on calcule 'estimateur MCO et ORR des données de Boston
et on les compare au sens d’erreur quadratique. En utilisant le langage R
Exemple 1 : prix de maisons & Boston (1970)

Description des données

1. Variables de réponse : médiane des prix des maisons(medv).
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2. Variables de régression :
— taux de criminalité (crim) ;% zones terrestres pour les lots (zn)
— % les heures d’ouverture (indus); 1/0 sur la riviére Charles (chas)
— la concentration en oxyde d’azote (nox); nombre moyen de piéces (rm)

— % construites avant 1940 (age); taux d’imposition (tax)

distance pondérée a centres d’emploi (dis)
— population de statut inférieur (Istat) ;% noir (B)

— D’accessibilité aux autoroutes radiales (rad)

ratio éléves / enseignant (ptratio)

Programme
library(MASS)
Boston.Im<- lm(medv-., data=Boston)

summary (Boston.lm)

Call :
Im(formula = medve ., data = Boston)

Residuals :

Min 1  Median 3Q  Max
—15.594 —2.730 —0.518 1.777 26.199

Coefficients :
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(Intercept)
crim
Zn
mndus
chas
nox
rm
age
dis
rad
tax
ptratio
black
[stat

Estimate
3.646¢e + 01
—1.080e — 01
4.642¢ — 02
2.056e — 02
2.687e + 00
—1.777e 4+ 01
3.810e + 00
6.922¢ — 04
—1.476e + 00
3.060e — 01
—1.233e — 02
—9.527e¢ — 01
9.312¢ — 03
—5.248¢ — 01

Std.Error
5.103e + 00
3.286e — 02
1.373e — 02
6.150e — 02
8.616e¢ — 01
3.820e 4 00
4.179e — 01
1.321e — 02
1.995¢ — 01
6.635¢ — 02
3.760e — 03
1.308e — 01
2.686e — 03
5.072e — 02

tvalue
7.144
—3.287
3.382
0.334
3.118
—4.651
9.116
0.052
—7.398
4.613
—3.280
—7.283
3.467

Pr(>t])
3.28e — 12
0.001087
0.000778
0.738288
0.001925
4.25e — 06
<2e — 16
0.958229
6.0le — 13
5.07e — 06
0.001112
1.31e — 12
0.000573

—10.347 < 2e — 16

Residual standard error : 4.745 on 492 degrees of freedom Multiple R-Squared :
0.7406, Adjusted R-squared : 0.7338 F-statistic : 108.1 on 13 and 492 DF, p-value :

< 2.2e-16

D’aprés les résultats précédents

indus et age ne sont pas significatifs au niveau 0.05

fmBoston=as.formula("medv-., crim-+zn+chas+nox-+rm-+dis+rad+tax-+ptration+black+Istat"

)

Bostonl.lm <- Im(fmBoston-., data=Boston)

summary(Bostonl.lm) Call : Im(formula = fmBoston, data = Boston) Residuals :

Max
—0.5046 1.7273 26.2373

Min

—15.5984 —2.7386

Coeflicients :

1Q Median  3Q)



3.9 Simulations et comparaisons

55

(Intercept)

crim
zn
chas
nox
rm
dis
rad
tax
ptratio
black
[stat

FEstimate
36.341145
—0.108413
0.045845
2.718716
3.801579
3.801579
—1.492711
0.299608
—0.011778
—0.946525
0.009291
—0.522553

Std.Error
5.067492
0.032779
0.013523
0.854240
0.406316
0.406316
0.185731
0.063402
0.003372
0.129066
0.002674
0.047424

tvalue
7.171
—3.307
3.390
3.183
9.356
9.356
—8.037
4.72
—3.493
—7.334
3.475
—11.019

Pr(=t])
2.73e — 12
0.001010
0.000754
0.001551
<2e—16
<2e — 16
6.84¢ — 15
63.00e — 06
0.000521
9.24e — 13
0.000557
<2e — 16

Residual standard error : 4.736 on 494 degrees of freedom Multiple R-Squared :
0.7406, Adjusted R-squared : 0.7348 F-statistic : 128.2 on 11 and 494 DF, p-value :

< 2.2e-16

Graphiques de résidus :

plot(residuals(Boston1.lm))

abline(0,0)

qqnorm(residuals(Bostonl.lm))

qqline(residuals(Bostonl.lm))
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Régression "ridge"sous R

Description de la fonction Im.ridge
Valeurs a la sortie

— scales - parameétres d’échelle de la matrice X.
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— lambda - vecteur de valeurs de .
— ym - moyenne de Y.

— xm - moyenne des colonnes de X.

— GCV - vecteur des valeurs du V(\)(GCV).
— kHKB - estimation de la constante du ridge par HKB.
— kLW - estimation de la constante du ridge par L-W.

Boston.ridge<-lm.ridge(medv-~., Boston, lambda=seq(0, 100, 0.1))

plot(Boston.ridge)
Tracé du ridge :

t{x$coef)

select(Boston.ridge)

modified HKB estimator is 4.594163
modified L-W estimator is 3.961575
smallest value of GCV at 4.3

Boston.ridge.cv<-lm.ridge(medv-.,Boston,Jambda=4.3)

Boston.ridge.cvcoef
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crim zn mndus chas nox
—0.895001937  1.020966996  0.049465334  0.694878367 —1.943248437
age dis rad tax ptratio
—0.005646034 —2.992453378 2.384190136 —1.819613735 —2.026897293
Istat rm black

—3.689619529  2.707866705 0.847413719
L’erreur quadratique de ridge "MSE"

Im.ridgel=function (formula, data, subset, na.action, lambda = 0, model = FALSE,
x = FALSE, y = FALSE, contrasts = NULL, ...)

{

m <- match.call(expand.dots = FALSE)

m$model <- m$x <- m$y <- m.contrasts <- m.... <- m$lambda <- NULL
m|[1L]] <- quote(stats : :model.frame)

m <- eval.parent(m)

Terms <- attr(m, "terms")

Y <- model.response(m)

X <- model.matrix(Terms, m, contrasts)

n <- nrow(X)

p <- ncol(X)

offset <- model.offset(m)

if (lis.null(offset))

Y <-Y - offset

if (Inter <- attr(Terms, "intercept"))

{

Xm <- colMeans(X]|, -Inter|)

Ym <- mean(Y)

p<-p-1

X <- X|, -Inter| - rep(Xm, rep(n, p))
Y <-Y-Ym

}

else Ym <- Xm <- NA

Xscale < —drop(rep(1/n,n) x X?)%5
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X <- X/rep(Xscale, rep(n, p))
Xs <- svd(X)
rhs <- t(Xs$u) %*% Y

d <- Xs$d
Iscoef <- Xs$v %*%(rhs/d)

Isfit <- X %*%lscoef
resid <- Y - Isfit
52 < —sum(resid?®)/(n — p — Inter)

s3 = sum(resid®)/n

HKB < —(p—2)% * %s2/sum(lscoef?)
LW < —(p—2)% * %52% * %n/sum(ls fit*)
k <- length(lambda)

dx <- length(d)

div < —d?* + rep(lambda, rep(dz, k))

a <- drop(d * rhs)/div

dim(a) <- c(dx, k)

coef <- Xs$v %* % a

dimnames(coef) <- list(names(Xscale), format(lambda))

GOV < —colSums((Y — X% * Y%coef)?)/(n — col Sums(matrixz(d?/div, dz)))?

res <- list(s3=s3,resid=resid,s=s2,coef = drop(coef), scales = Xscale, Inter = Inter,
lambda = lambda, ym = Ym, xm = Xm, GCV = GCV, kHKB = HKB, kLW = LW)

class(res) <- "ridgelm"
res

}

Boston.ridge<-lm.ridgel (medv-~., Boston, lambda=seq(0, 100, 0.1))
Boston.ridgeS$resid
plot(Boston.ridge$resid, type="1")
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Comparaison de MCO avec ridge

Boston

attach(Boston)
Boston.ridge<-lm.ridge(medvcrim-+zn-+chas-+nox-+rm+dis+rad-+tax+ptratio+black+Istat,
lambda=4.3)

Boston.ridge

crim n chas nox
34.918471472 —0.104315656 0.043678727  2.747912270 —16.683126171
rm dis rad tax ptratio
3.851764685 —1.426638997 0.272261020 —0.010629921 —0.935344659
black Istat

0.009278324  —0.516975577

X.matrix <- cbind(rep(1,length=length(medv)),crim,zn,chas,nox,rm,dis,rad,tax,ptratio,black,lstat)
fitted.vals <- X.matrix %*% c¢(34.918471472 ,-0.104315656, 0.043678727, 2.747912270,
-16.683126171, 3.851764685 ,-1.426638997 , 0.272261020 ,-0.010629921 , -0.935344659,

0.009278324 ,-0.516975577 )
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sse.ridge < —sum((medv — fitted.vals)?)

sse.ridge
11088.5
sum(resid(body fat.reg)?)

11081.36
SSE pour régression ridge est pas beaucoup plus élevé que celle du MCO.

Exemple 2

On utilise maintenant les donées bodyfat

body fat.data < —read.table( file =" C : \Users\ Desktop\body fatdata.txt”, header =
FALSE, col.names = ¢("triceps”,”thigh”,” midarm”,” body fat”))
attach(bodyfat.data)

bodyfat.reg <- Im(bodyfat ~ triceps + thigh 4+ midarm)

plot(residuals(bodyfat.reg))

abline(0,0)

qqnorm(residuals(bodyfat.reg))

qqline(residuals(bodyfat.reg))

reslduale{bodyiat.reg)
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Nomal Q-Q Plot

Sample Quantliee

Régression "ridge"sous R
bodyfat.ridge.reg <- Im.ridge(bodyfat triceps + thigh + midarm, lambda =seq(0.1,0.001))
plot(bodyfat.ridge.reg)
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select(Im.ridge(bodyfat ~ triceps + thigh + midarm, lambda = seq(0,1,0.001)))

modified HKB estimator is 0.008505093

modified L-W estimator is 0.3098511

smallest value of GCV at 0.019

bodyfat.ridge.reg <- lm.ridge(bodyfat triceps + thigh + midarm, lambda = .019)

triceps thigh maidarm
43.8401126 2.1174933 —0.9597309 —1.0180612
Comparaison la regression ridge avec moindres carrés
X.matrix <- cbind(rep(1,length=length(bodyfat)),triceps, thigh, midarm)
les valeurs ajustées pour regression de ridge :
fitted.vals <- X.matrix %*% c(43.840113, 2.117493, -0.959731, -1.018061)
SSE pour regression ridge :
sse.ridge < —sum((body fat — fitted.vals)?)
sse.ridge

101.7287
SSE pour les moindres carrés :

sum(resid(body fat.reg)?)

98.40489
SSE pour régression ridge n’est beaucoup plus élevée que celle du MCO.
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