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Introduction

Depuis une dizaine d’années un grand nombre d’articles en mathématiques abordent I'étude
des fonctions multivoques. Les origines de cette notion semblent étre liées aux préoccupations
des mathématiciens pour représenter les singularités de I’ensembles des solutions de problémes

de géomtrie ou de mécaniques.

A notre connaissance, c’est a Painlevé (1902) que l'on doit la premiére représentation de la
continuité d’une telle famille d’ensembles. Cette idée fut ensuite reprise et développée dans le

méme sens par Zoretti en 1905 et Janizewski en 1912.

C’est vers 1920-1930 qu’apparait dans la littérature ’étude des fonctions multivoques plus
générales faisant correspondre a un point d’un espace métrique une partie d’un autre espace
métrique.

On s’intéressera dans ce travail a ’étude de quelques inclusions différentielles d’ordre entier.

Dans le chapitre 1 on a donné quelques définitions et propriétés des applications multi-

voques.

Dans le chapitre 2, on présente l'existence de solutions de quelques problémes aux limites

faisant intervenir des inclusions différentielles.




Chapitre 1
Généralités sur les multifonctions

Notation :Dans ce mémoire, nous utiliserons les notations suivants :
PE)={Y CE:Y #0} et
-Py(E) ={Y € P(E) : Yposséde la propriété "p"}, avec p=f (fermé),p=b (borné),p=cp (com-

pacte), p=cv (convexe), etc.

Alors
-PiE)={Y € P(E) : Yiermé }
“Pp(E) ={Y € P(X) : Y borné }

Y convexe}

'Pcv(E) - {Y € P(E)
“Pep(E) = {Y € P(F) : Y compact}
_Pcv,cp( ) (E) NP ( ) etc.

1.1 Définitions

Définition 1.1.1. Une multifonction (ou application multivoque) F d’un espace X vers un
espace Y est une correspondance qui associe & tout élément x € X un sous-ensemble F(z) de

Y. On notera F : X — P(Y) (les notations F : X — 2¥ et F : X — Y sont aussi utilisées

dans la littérature).

Définition 1.1.2. On appelle graphe de la multi-fonction F, ’ensemble
Graph(F) ={(z,y) e X xY :y € F(z)}

F est a graphe fermé si Graph(F) est fermé dans X x Y. On dira aussi que F est fermée.
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Définition 1.1.3. On appelle image de F' l'union des images F'(x)

et domaine de F [’ensemble
Dom(F) ={z € X : F(x) # 0}

Définition 1.1.4. (a) Une multi-fonction F : X — P(Y) est a valeurs fermées (respec.
convezes) si F(x) est fermée (respec. convexe) pour tout v € X.

(b) F est dite bornée sur les bornés si l’ensemble
F(A) = | F()
z€A

est borné dans'Y pour chaque sous-ensemble A € Py(X),i.e

sup{sup{[|yllr,y € F(w)}} < oo,
[AS
Enfin, on a la proposition suivante :

Proposition 1.1.1. Soit F': X — P(Y) une multi-fonction, et Ay,Ay deuz sous-ensembles de
X. Alors

(a) F(A;1 U As) = F(A;) UF(Ay).

(b) F(A1NAy) C F(A) N F(Ay).

(c) Im(F)\ F(A) C F(X\A).

(d) Ay C Ay = F(A)) C F(As).

1.1.1 TImage réciproque d’une multifonction

Soit Ey, Ey deux ensembles et F': E} — P(FE5) une application multivoque.

Définition 1.1.5. L’inverse F~'de F' est l’application multivoque de Ey dans E, définie par la

relation

v Fl(y) &yeFlx) s (z,y) € Graph(F).

C’est-a-dire

Fly)={xcE :ycF(x)}={rcE : (z,y) € Graph(F)}.
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L’une des différences entre les applications univoques et les applications multivoques est que
pour une fonction univoque,l’inverse d’un ensemble est défini de maniére unique ; par contre ,il

existe deux maniéres de définir I'image inverse d’un ensemble par une multi-fonction.

Définition 1.1.6. Soit ' : £y — P(E3) une application multivoque et B un sous-ensemble de
E,. L’image inverse de B par F notée F~(B), est définie par

F (B)={zx € FE,: F(x)NB#0}.
Le noyau de F, notée F*(B), est défini par
F*(B)={z € E,: F(z) C B}.

Proposition 1.1.2. Soit F' : X — P(Y) une multi-fonction et A C X,B C Y deux sous-
ensembles de X, Y respectivement. Alors

(a) A C (FT(F(A)).

(b) F(F*(B)) C B.

1.1.2 Union, intersection, composition et produit cartésien de multi-

fonctions

Définition 1.1.7. Si F,G : X — P(Y) sont des multi-applications, alors
(FUG)(z) = F(x)UG(z), (FNG)(x)=F(z)NG(x)

et

(F x G)(z) = F(x) x G(x).
Définition 1.1.8. Si FF: X — P(Y) et G : Y — P(Z) sont des multi-applications, alors la
composition (G o F)(-)est définie par

(GoF)(z)= |J G

yEF ()

1.1.3 Propriétés principales

Proposition 1.1.3. Soit F,G : X — P(Y') deux multi-fonctions, et B un sous-ensemble de Y .
Alors
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(a) (FUG) (B)=F(B)UG~(B) et (FUG)*(B) = F~(B)UG*(B).
(b) (FNG)~(B) C F~(B)NG~(B) et F~(B)NG*(B) C (FNG)*(B).

Proposition 1.1.4. (a) Soit F : X — P(Y) deux multi-fonctions,et B CY. Alors
(GoF) (B)=F (G (A) et (GoF)"(B)=F"(G"(A)).
(b) Soit F: X - P(Y) et G:Y — P(Z) deux multi-fonctions, B CY et C C Z. Alors

(Fx G (BxC)=FrnGH(C) et (FxG)(BxC)=F (B)nG~(C).

1.2 Elements de topologie

1.2.1 Meétrique de Hausdorff

Soit(E,d) un espace métrique. Pour tout a € F et A € P(FE), on définit la distance entre a et
A par
d(a,A) =inf{d(a,b) : be A}, d(a,0) = +oo.

Définition 1.2.1. soit (E,d) un espace métrique et A,B deuz sous-ensembles de E.
(a) On définit la distance entre A et B par

H*(A, B) = sup{d(a,B) : a € A}.
(b) La distance de Hausdorff entre A,B est donnée par
Hy(A, B) = max(H;(A, B), H;(B, A)).

D’aprés cette définition, on peut facilement vérifier les propriétés suivantes :
(a) Hyq(A, A) =0, pour tout A € P(E),

(b) Hy4(A, B) = Hy(B, A), pour tout A, B € P(E),

(¢) Ha(A,B) < Hy(A,C)+ Hy(C, B), pour tout A,B,C € P(E).

Lemme 1.2.1. (Caractérisation de la métrique de Hausdorff) Soit (E,d) un espace métrique

et A,B deux parties de E. Pour chaque € > 0, considérons les ensembles :

Ac={a € E:d(a,A) <c} et B.={be B:d(b,B) <¢e}.
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Alors
Hj(A,B)=inf{e>0: AC B.},Hj(B,A) =inf{e >0: B C A.}

et
Hy(A,B)=inf{e >0: BC A, A C B.}.

Démonstration.Soit € > 0 tel que A C B, ; alors

d(a,B) <eVae A= supd(a,B) <e= Hj;(A,B) <inf{e >0: AC B. }.

Supposons que Hj(A, B) <inf{e > 0: A C B.} ceci implique que
d(a,B) < inf{e > 0: A C B.} pour tout a € A, donc il existe a > 0 tel que

d(a,B) < a<inf{e>0:AC (B.)}Va € A.
Donc A C B,, alors inf{e > 0: A C B.} < « est une contradiction. D’ou
Hj(A,B)=inf{e >0: AC B.}.
De méme, on peut montrer que
Hj(B,A)=1inf{e >0: B C A.}.

Alors
Hy(A,B)=inf{e >0: AC B.,B C A.}.

Remarque 1.2.1. Généralement, Hy ne vérifie pas la condition
H4A,B)=0&< A=B.

Hy est une pseudo-métrique . Par exemple, soit (R,|.|), lespace métrique euclidien et
A={L:ne N},

B = {5 :n € N} deux sous-ensembles de R. Il est clair que Hq(A,B)=0, mais A#B ; donc
Hy nest pas une distance sur l’ensemble des parties de R.On remarque que ’ensemble B n’est

pas fermé dans R.

Le lemme suivant montre que la distance de Hausdorrff peut étre une métrique classique.
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Lemme 1.2.2. Soit(E,d) un espace métrique et A un sous-ensemble de E. Alors

Hy(A,B)=0< A= B,
et donc (P¢(E),H,) est un espace métrique.
En effet ce résultat découle du fait que
d(a,A) =0 ac A

Définition 1.2.2. Soit {A, : n € N} une suite dans Py(E). On dira que A,, converge vers
A € P¢(E) si et seulement si

Ve >0,3ng >0:Yn e N, (n >ng = Hy(An, A) <e).
On dit que {A,, :n € N} est une suite de Cauchy si
Ve > 0,3ng > 0:Vn,p € N(n,p > nyg = Hy(An, 4,) <¢)

Lemme 1.2.3. (Caractérisation de la limite d’une suite.) Soit {A,,A} € P;(E) et

A, — A.alors
A=A U AN U M-

n>1m>n e>0m>1m>n

Démonstration. Soit A, —H4 A. alors il existe ng(¢) > 0 tel que pour chaque m > ng(¢),

onaAC (An): et Ay, C A D’aprés la définition de la limite, on obtient

AcU A

e>0n>1m>n

et

Donc

AUAcac U Nio-
n>1m>n e>0m>nm>n

Inversment, soit © € (5o U, (ysn(Am)e. Alors pour tout € > 0, il existe
no(e) > 1 tel que m > ny(e), donc x € (Ay,)e. Pour n > 1, il existe m > max(n, ng(e)) tel que

z € (An): C (U5 Am)e- Comme € > 0 est aléatoire, on obtient que z € |J,,>,, Am et alors

m>n

2 € (V51 Upmsn Am, d'ott le résultat demandé.
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Théoréme 1.2.1. Soit (X, d) un espace métrique complet, alors (Pr(X), Hy) est aussi complet.

Démonstration. En effet, soit (A,)n,en une suite de cauchy dans P;(X). D’aprés le Lemme
1.2.3, la seule limite possible est A = Ny>1Up>nA;,. Montrons que A € Pp(X) et que A,
converge vers A. La suite (A,),cn étant de Cauchy alors pour tout e positive,il existe

n(e) € N tel que chaque n,m > n(e) on a Hy(A,, A,) < € et donc
A, C (Ap)eetA,, C (An)e.

Alors

sup d(z, Ay,) < cet sup) < e.
IeAn xeAn

Soit € > 0. Pour tout k € N, il existe N telle que pour chaque n,m > Ny,on a
€ €
sup d(z, Ap) < ——et sup d(z, A,) <

TC€A, 2k+1 €A - 2k+1

On construit ainsi par récurrence une suite (z)rendans X telle que pour € > 0 et pour tout

K,
£
d(zg, xp41) < ST (1.1)

oK =0, il existe ng > Ny et ny > max(ng, N1) telle que Hy(Ano, An1) < §,alors
il existe (zg,71) € Ao X Apy tel que d(zg,z1) < 5.

oK =1, il existe ny > max(ny, Na) tel que Hy(An1, An2) <
Ty € Apg tel que d(z1, 72) < 5.
e Supposons que pour ng > max(ng_1, NVy),il existe xp € A,x tel que

< ; donc il existe

e Montrons qu’il existe ng,1 € N et xp11 € Anry1 tel que

€
d(p, Tpy1) < SRz’

Comme c’est suite de Cauchy, alors il existe njy1 > max(ny, Nii1) tel que

£
Hy( Ak, Ang1) < Stee”

D’ou lexistence de xp11 € Anpritel que d(zg, xpr1) < SRFT -

Par 1.6.1, la suite (zj)ren est de Cauchy dans N, et donc converge vers un certain élement
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r € X. ({nr}ren étant une suite strictement croissante, pour tout n > 1,il existe K,tel que
ngn > n) Ceci montre que, pour tout n > letK > K, on a xy € Uy, > nA,,, otz € Up>,An.
Alors x € A.De plus

d(z,z9) = limd(x,, zo)

IA A

I
™
=

B
—

|
—
=
~—
3
~—

N
™

Donc pour chaque ng > Ny et zg C Ay, il existe x € A tel que d(z, xo) < €, ce qui exprime le
fait que A,o C A.. il reste a montrer que A C (A4,):Yn > Ny. Soit x € A, alors x € Up,>noAm
et donc il existe m > No,y € A,, tel que d(z,y) < 3,

d(x, Ay) d(x, Ap) + Hy(An, Ay)
d(ZE, y) + Hd(Am Am)

S+5=e=AC(A).,Vn > N.

IAIA A

Donc la suite (A, ),en converge vers A.

1.3 Topologie de 'espace (P.,(X), Hy)

Définition 1.3.1. Soit (X, d) un espace métrique complet et soit A C X une partie de X.A
est dite totalementt bornée si pour tout € > 0 il existe une famille finie {x1, T, ..., Tn() } d’éle-

ments de A tels que A C U?:(El)B(xi,e).

Rappelons le théoréeme suivant qui donne un critére de la compacité relative.

Théoréme 1.3.1. Soit (X, d) un espace métrique complet et A une partie de X.
Les deuz assertions suivantes sont équivalentes
(a) A est totalement bornée (précompacte).

(b) A est relativement compacte.

Lemme 1.3.1. Soit (X,d) un espace métrique complet. Alors Py(X) est fermée dans Pp(X).
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Démonstration. Soit {A,},en C Pyp(X) une suite convergente vers A. Montrons que A €
Pyp(X).lim A,, = A.alors pour tout € > 0, il existe n(e) € N tel que pour tout n € N, n > n(e)
ona A C (A,)e et (A,). C A.Puisque A, est totalement bornée, il existe un ensemble fini
{o7, 2%, ..., 2.} C A, tel que A, C UL, B(27',€).

Il clair que pour chaque z} € A, il existe x?’A € A vérifiant
d(:v?,x?’A) <ej=1,...,m.
Soit x € A. Alors

d(z, ™)

L]

d(z,y) + d(y, =) + d(a?,27"),Vy € A

d(z, A) + d(z?, 27" < 2e.

<
<
= IR

Ceci exprime que A C U}”ZIB(Z‘?’A, 2e). D’ont A € Py(X).

Lemme 1.3.2. Soit (X,d) un espace métrique complet. Alors P,,(X) est fermé dans Pr(X) ;
de plus (P, (X), Hy) est complet.

Démonstration. En effet, soit { A, },en une suite dans P.,(X) convergente vers A. Montrons
que A € P.,(X). D’aprés le Lemme 1.2.3 A € P¢(X).

D’autre part {4, }nen est totalement bornée, donc A € Py(X). Donc A est compact. De plus,
si {An},cn C Pep(X) une suite de Cauchy, alors {A, },cn est une suite de Cauchy dans Pr(X)
et comme X est complet, il existe A € Pp(X)tel que {4, },en converge vers A. Finalement, on
obtient A € P,.,(X)

Corollaire 1.3.1. Soit (X, d) un espace métrique, K C X une partie compacte et A C X un
ensemble fermé tel que K N A # 0. Alors sup,c, d(xz, K) > 0.

Démonstration. Supposons que d(K, A) = inf{d(z,y) : € K,y € A} = 0. Alors pour tout
e strictement positif, il existe z. € K, y. € A tel que d(y.,z.) < e .
Posons € = %, n € IN* et considérons {x, }neny C K et {y,}nen C A tel que

1
d(Tn,Yn) < = V(Tn,yn) € K x A;n € N"
n
Comme K est compacte, donc il existe une sous-suite {xz,, }men+ qui converge vers x € K. On
obtient alors

1

1
d nms Ynm < —
(@, Yom) < —

Ce qui montre {y,m tmen st suite convergente et sa limite égale a = € A. Contradiction avec

KnNA#Q).
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Théoréme 1.3.2. Soit (X, d) un espace métrique. Alors la topologie de Hausdorff sur les parties

compactes de X est engendrée par les ensembles :
L,={K € P,(X): KCU}

et
Cl:{KGPcp(X):KﬂU#@}.

ou Uest un ouvert de X. De plus, la famille
Bu={KeP,X): KCUKNUKNV,#0,... KNV, #0},
ou U ,Viyi=1,...,m sont des ouverts de X, forme une base de topologie de P.,(X).

Démonstration. Montrons que les ensemblles £, et £; sont des ouverts de P, (X). En effet,
soit Ko € L, ; alors il existe un ouvert U € X tel que Ky C U.D’aprés le corolairel.3.1, il existe
e > 0 tel que d(Ky, X \ U) = . Considérons 'ensemble

B(Ko,e) = {K € Poy(X) : Hy(K, Ko) < ¢},

Soit K € B(Ky,e).Alors Hy(K,Ky) < ¢ = Vo € K,d(z,Ky) < e.Supposons qu’il existe
x € Ktel que x ¢ U ; donc
e =d(K, ko) <d(z,Kp) < ¢

d’out une contradiction et alors K € U. Ceci montre que £, est un ouvert dans P,.,(X). Soit
Ky € L;; alors il existe un ouvert U tel que Ko NU # (), et donc il existe zg € Ko N U, tel que
pour € > 0, on a B(xg,&) C U.Posons

B(Ky,¢) = {K € Poy(X) : Hy(K, Ko) < e} = KNU % 0.
Sinon K N B(zg,e) = 0, pour tout x € K on a d(x,x9) > &. Alors
e <supd(z,z9) < Hy(K, Ky) < ¢
d’out L;est un ouvert dans P,.,(X),e > 0, B(Ky, ) contient un élément de 3. Soit
U={zxe X :d(z,Ky) <e}.
Puisque K est compact, alors il existe {z1, ...., z,,} C Ky tel que

ko C U™, B(x;, g) et Ko N B(x;, g) #£0,i=1,..,m.
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On considére 'ensemble
W ={K € P,(X):KcU}", {K e P,(X): KNB(a, g)}_

Il clair que Ko € W. Soit K € W;alors K C U et KN B(x;,5) #0,i=1,...,m.
KnNB(z;,5) et K CU = Jy; € By, 5) N K, ce qui implique que

d(zi,y:) < g etd(z, Ky) < eVor € K = d(z;, K) < g etsupd(z, Ky) < e.

De plus, on a
d(y, K) < d(y,z;) + d(x;, K) < eVy € Ky et sup,cx d(x, Ko) < e = Hy(K,Kp) < e.
On en déduit que Hy(K, Ky) < e. Donc W C B(Ky,¢).

Proposition 1.3.1. P,;(X) est un ensemble fermé dans (Pr(X), Hy). De plus si (X,d) est un

espace métrique complet, alors (Pyr(X), Hy) est complet.

Démonstration. Soit {A,},en C Pyy(X) une suite convergente vers A. On se propose de
montrer que A € Br(X). Soit € > 0 fixé. Alors il existe ng(e) tel que, pour tout ng(e) >n, A C
(A,)e. Comme A, () est borné; il existe xg € Apye) et M > 0 tel que A,y C B(xo, M) ; par
conséquent A C B(zg, e+ M). Ceci montre que A est borné. Puisque X est complet, Pr(X) et
par suite (Py(X), Hy), est complet.

Théoréme 1.3.3. Soit X un espace métrique séparable, alors (P.,(X), Hy) est séparable.

Démonstration. Soit B = {1, s, ..., Z,,...} C X un ensemble dénombrable d’éléments de

X tel que B = {x1,2s, ..., 7, ..} = X. Considérons
K = {A € P(B) : B une partie finie}.

Soit f: K — N* une application définie par

n

A= f(A) = Za(i),A = {Zo1), -, Tom) }, 0 = cardA.

i=1
On peut facilement montrer que f est bijective, et donc K est un ensemble dénombrable.
Montrons que K = P.,(X). En effet, soit W un ouvert ; alors pour tout K, € W il existe une
famille d’ouverts U, V1, ..., V;, dans X tels que

Wiy={K€eP,(X): KCUKNVi#0,...VnK £0} CW
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avec
Ky C (]7 KynVvy, ...,K() NV,,.
Posons
A= {LL’U, Lyly -ey xvm}
ou

rn€kNUuzxy; e KNVy,i=1,...,m.

Ceci exprime que K N W # ().

Définition 1.3.2. Soit (X, 7) un espace topologique. On dit que X est un espace polonais s’il

est métrisable et séparable.
Corollaire 1.3.2. Si X un espace polonais, alors P.,(X) l’est aussi.

Démonstration. D’apres la définition d’une espace polonais et les Théoréemesl.2.1, 1.3.3, on

peut déduire que P,.,(X) est un espace polonais.

Théoréme 1.3.4. Soit X un espace métrique et A,B € P(X). Alors
Hy(A, B) = sup{| d(x, A) — d(z,B) |: € X }.

Démonstration. Soit z € X. Alors

d(z,A) < d(z,y) +d(y, A)Vy € B
d(z,y) + Hy(A, B)Vy € B

d(z, B) + Hy(A, B) = d(z, A) — d(z, B) < Hy(A, B)

VAN VAR VAN

De méme, on peut montrer que

Donc

|d(x, A) — d(z, B)| < Hq(A, B) : Vz € X.

Ceci exprime le fait que

sup{| d(z, A) —d(z,B) |: z € X} < Hy(A, B).
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D’aprés la définition de Hy, on obtient

supd(x, A) = sup{d(z,A) —d(x,B):x € B}
< sup{|d(z,A) —d(z,B) |: v € X}

et

supd(z, B) = sup{d(z,B) —d(z,A) :x € A}

< sup{|(z,A) —d(z,B)|: z € X}.

Donc

Hy(A, B) <sup{| d(z,A) —d(z,B) |: z € X}.
Par suite

Hy(A, B) =sup{ld(z, A) —d(x,B)| : z € X}.
Dans tout ce qui suit, on suppose que (X, || . ||) est un espace normé.

Proposition 1.3.2. Soit X un espace normé, P, ;(X) est un ensemble fermé dans (Pr(X), Hy).

Démonstration.En effet, soit {4, },en une suite dans P., ¢(X), convergente vers A. Montrons
que A € P,, s(X). D’apres le Lemme 1.2.3, A € P¢(X) et A = Ne>0Un>1 Nimzn(Anm)e. Montrons
que (Ap,): € Poy(X).Soit z,y € (An)e et A € [0,1], alors

dAr + (1 =Ny, An) < dAz+ (1 =Ny, A, + (1 = NAn) +d(AA, + (1= NAL, An)

<
< Mz, Ap) + (1= Nd(y, Ap) < e
Comme A,, € P, ;(X), on obtient

dAx + (1 = Ny, An) < Md(x, Ap) + (1 = N)d(y, An) < e.

donc A, € P,y 1(X) = Nizn(Am)e € Pop(X). Puisque {Ny>n(Am):} est une suite d’ensembles

convexes et décroissants, alors U,>1 Myy>n (Am)8 € P.,,ce qui montre que
A= m620 Unzl ﬂmZn(Am)s S Pcv,f(X)-

Définition 1.3.3. Soit X un espace normé, A une partie de X et X* le dual topologique de
X. On appelle fonction support de A la fonction o(., A) : X* — R =R U {+oc} définie par

o(z*, A) =sup{(z*,z) : x € A}

ot (.,.) est le crochet de dualité.
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Théoréme 1.3.5. Soit X un espace normé et A, B € P,, ;,(X). Alors
Hy(A, B) = sup{|o(z*, A) — o(z*, B)| : ||z"]| < 1}

o

d(z,y) = ||z —y| : Vo,y € X,
Démonstration. Soit A,C € P,,; s(X). Alors
Hy(A,C)=inf{e >0: AC C.etC C A.}.
Montrons que
inf{e >0: AC C.etB C A.} = sup{||o(z*, A) — o(z*,C)| : [|z*|| < 1}.
On peut facilement montrer que
Coc={reX:|lz—Al<e}=A4eB(0,1) ={z € X : ||z]| < 1}.

Soit z* € X*, o(x*,A) = sup{(z*,a) : a € A},e > 0 tel que A C C +¢eB(0,1) et C C
A+¢B(0,1). On a

(x*, a) (x*,a —b) + (x*,b)¥V be C
2= [l a =0 | +(z", b)¥b € C
la=0b| +o(z*, C)

e+o(z*, 0) = o(z*, A) — (2% < ¢

VAN VANRVAN

De la méme maniére, on peut montrer que
o(x*,C) —o(z",A) < e
et donc
sup{|o(z*, A) —o(z",O)| : ||[z*|| < 1} <inf{e >0: AC C. et C C A.}.

Soit € = Hy(A,C) et g ¢ A—C. Comme A, C € P, (X), alors d’aprés le théoréme de

Han-Banach il existe une forme linéaire
¥ €1 ete < (z*a) — (z*,b),Va € A,Vbe C
ce qui montre que
Hy(A, C) <sup{lo(z*, A) — o(z*,C)| : ||z*|| < 1}
D’ou

Hy(A,C) = sup{lo (2", A) — o (", O)] - ||| < 1}
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1.3.1 Limites d’ensembles

Soit (X, d) un espace métrique et {A, },en une famille des sous-ensemble de X.

Définition 1.3.4. Le sous ensemble

A* = lim supA, = {z € X : lim infd(z, A,) =0}

n—-+4o0o n—+00

est la limite supérieure au sens de Painlevé-Kuratowski de la suite A, et le sous ensemble

A= lim infA,={z e X: lim d(z,A,) =0}

n—+400 n—-4o00

est la limite inférieure de la suite A,.On dit que la suite d’ensembles A, converge vers A au

sens de Painlevé-Kuratowski st

A=A = A" .= lim A,.

n—-+o0o

Corollaire 1.3.3. Les ensembles limites inférieures et supérieures sont des fermés vérifiant :

lim infA, C lim supA,.

n——+oo n—-+0o

Toute suite décroissante de sous-ensembles A, admet une limite qui est intersection de leurs
fermetures :

siA, C A, quand n >m, alors lim A, = Ny>0A,.
n—-+00 -

Démonstration. Soit {z, }men C A% une suite convergente vers z. Montrons que x € Al
d(z, A,) < d(z,zp) + d(xm,, Ay) = lim, o d(z, Ay) < d(z, z,,) + liminf, o d(z,, A,). Do
liminf, ,,. d(z, A,) = 0. Par la méme méthode, on peut facilement montre que A’ est un

ensemble fermé. Soit x € A°. Alors

liminfd(z, A,) < lim d(z,A,) =0=z € A"

n—4o0o n—-4o0o

Finalement, montrons que lim, ., 4, = ngOA_n- Soit x € lim, ., A, ; alors

lim d(x,A,) =0< Ve, IN € NtelqueVn € Ny,n > N = d(z, A,) < e.

n—-+o00

En effet,la suite{ A, },en est décroissante et donc

Ve > 0,d(x, A,) <e,Vn € N.
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Alors
re€A,VneN=zx¢c ngOA_n-

Réciproquement, soit # € N,>0A, ; alors x € A,Vn € N. D’aprés le Lemme, on obtient
d(z,A,) =0,Van e N = z € A",
Donc lim,, 1o A, = ngOA_n-

Proposition 1.3.3. Si {A,},en est une suite de sous-ensembles d’un espace métrique, alors
lim,, , o infA, est 'ensemble des limites des valeurs d’adhérences de suites x,, € A,, c’est-a-

dire les limites de sous-suites convergentes x,, € A,,.

1.3.2 Topologie de Vietoris

Dans toute la suite, on suppose que (X, 7) est un espace topologique de Hausdorff.
Pour A € P(X),on définit les ensembles qui touchent A et qui ne rencontrent pas le complé-

mentaire de A,respectivement :
A-={BeP(X): ANB# 0}

et
A+:{BEP(X):B§A}.

Définition 1.3.5. Soit (X, 7) un espace topologique et Lyy, Ly deuz familles de parties de X
définies par
EUV = {U+ U € T}Gt,CLV = {U_ U GT}.

(a) La topologie engendrée par Lyy est appellé topologie de Vietoris supérieure et est notée par
myv et (P(X),myy) est dit lespace topologique de Vietoris supérieur.

(b) La topologie engendrée par Ly est appellée topologie de Vietoris inférieur et on note par
v et (P(X),mov) lespace topologique de Vitoris inférieur.

(¢) La topologie engendée par Lyy U Ly est appellée la topologie de Vietoris est on par 7y et

(P(X),v) lespace topologique de Vietoris.

Remarque 1.3.1. La famille des parties de P(X) définie par B(U, Vy,....,V,) = {A € P(X) :
ACU ANV #£0,k=1,...,n}, ou U, Vy,....,V,, € T forme une base de la topologie de Vietoris.
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Lemme 1.3.3. Soit1: X — (P(X),7v) Uapplication multivoque définie par I(x) = {x}. Alors

I(.) est continue.

Démonstration. Soit U € 7. Alors I''(UT) = {x €: {z} C U} = U € 7. Par la méme
meéthode,si Vi,...,V, € 7, alors I"Y (N7, V) = {z € X : {z} NV, # 0,k = 1,...,n} =

1 V. € 7. Ceci exprime le fait que I(.) est continue.

1.4 Continuité de multi-fonctions

1.4.1 Définitions et propriétés principales

Les trois versions de la topologie de Vietoris introduites nous aménent aux concepts de conti-

nuité de multi-fonctions.

Définition 1.4.1. Soit F': X — P(Y) une multi-fonction.

(a) Si F: X — (P(Y),yv), est continue, alors on dit que F(.) est semi-continue supérieure-
ment (s.c.s)

(b) Si F: X — (P(Y),7Lv), est continue, alors on dit que F(.) est semi-continue inférieure-
ment (s.c.i).

(c) Si F: X — (P(Y),7v) est continue,alors F(.) est dite continue (ou continue au sens de
Vietoris).

Définition 1.4.2. Soit F': X — P(Y') une multi-fonctions.

(a) F est dite semi-continue supérieurement eu o € X si pour tout ouvert U de Y avec
F(zo) C U,il existe un ouvert V de xq tel que pour tout x € V., on a que F(z) C U.

(b) F est dite semi-contiue inférieurement au point vo € X si l'ensemble {z € X : F(z) C U #
0}

est ouvert pour tout ouvert U € Y.

Utilisant les trois versions des topoloies de Vietoris, on obtient les résultats immédiats suivants.
Rappellons d’abord qu’un ensemble M muni d’un préordre > est dit dirigé si tout sous-ensemble

fini est majoré. Une suite généralisée est une application
veMm—uzx, e X,

ou (X, 7) est un espace topologique. Un élément = € X est limite de (z,),em si, pour chaque

voisinage V de z il existe py € M tel que z, € V pour tout p = .
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Proposition 1.4.1. Pour une multi-fonction F : X — P(Y), les propositions suivants sont
équivalentes :

(a) F est s.c.s.

(b) F+(V) est ouvert dans X pour tout ouvert VCVY.

(c) Pour tout fermé C C Y, F~(C) est fermé dans X.

(d) F~(D) € F~(D).
(e) Pour tout x € X, si {xo}a € J est une suite généralisée, v, — x,et V C Y est un ouvert

tel que F(x) CV, alors il existe ag € J tel que pour tout a € J, a0 > o on a que F(x,) C V.

Démonstration. (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (a).

o(a) = (b).

Soit W ouvert dans Y, F*(W) ={x € X : F(z) C W} et soit z € F*(W).
Alors F(x) C W. Comme F est s.c.s, alors il existe V(x) € N(z) tel que

FV(x)) cW=V(z) C F (W).

Donc F* (W) est ouvert dans X.
o(b) = (o).
Soit Q un ensemble fermé dans Y et F~(Q) ={z € X : F(x) N Q # 0}. Alors

X\F7(Q) ={z € X : F(z) Cc X\Q} = F;(X\Q).

Q est un ensemble fermé dans Y ; alors X'\ Q est fermé dans Y. De (b), on déduit que F~+(X\Q)
est ouvert dans X. Ainsi F'~(Q est fermé dans X.
o(c) = (d).

Soit D un sous-ensemble de Y. Alors

DcC D= F (D)C F (D)= F~(D)c F~(D).

Comme F~(D) est fermé, alors F~(D) = F~(D). Ainsi

F~(D) c F~(D).

o(d) = (e).
Soit {4 }acs une suite généralisée, x € X,z, — x et V un ouvert de Y tel que F(z) C V.
Montrons qu’il existe ag € J tel que pour tout o > ap, on a F'(x,) C V. Dans le cas contraire,

pour tout a € J, il existe 5 € J tel que > avet F(xg) ¢ V ; ceci implique que x5 € F~ (Y \V);
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alnsl xrg € m

Comme z, — x, on peut facilement montrer que zg € m De (d), on tire = €
F~(Y\V),ce qui contredit F'(x) C V.

o(e) = (a).

Soit z € X et V des sous-ensembles ouverts de Y tels que F'(z) C V. Supposons que pour tout
V eN(z),onax, €V tel que F(x,) NY\V # (). Soit

R={[z,V]eV xN(z):2, € F-(Y\V)}.

Introduisons un ordre partiel sur R,[z,, V] < [z, V'] si V' C V. Montrons qu’avec cet ordre
partiel,R devient un ensemble dirigé. En effet, soit [x,, V], [z, V'] € R. Comme VNV’ € N (z),
il existe xyny € VNV tel que zyny € F-(YA\V NV) et [y, V'] < 200, VDOV

Soit ¢ : R — N(x) et [z, V] = ¢([x,,V]) = V, Il est clair que ¢(R) est cofinal dans N (z).
Pour tout [z,, V], soit [, v] = &,. Montrons que z, — z et soit V' € N(z). Alors il existe
x, € V' tel que z, € F~(Y\V). Alors pour tout [z,,V] > [z, V'], on a que z, € V C V"
Donc z, — .

Comme F(z) C V, alors d’aprés (e), il existe [z,, V] € R tel que [z, V'] > [z,, V], implique
F(zy,) C V. Ainsi x,, ¢ F~(Y\V’), ce qui est une contradiction.

Pour la semi-continuité inférieure, on a le résultat correspondant suivant

Proposition 1.4.2. Soit F : X — P(Y) une multi-fonction. Alors les propositions suivantes
sont équivalentes :

(a) F est s.c.i.

(b) Pour chaque owvert V-C Y, F~(V) est ouvert dans X ;

(c) Pour chaque fermé C C Y, F*(C) est fermé dans X ;

(d) F¥(D) C F*(D)

(e) F(A) C F(A), pour chaque sous-ensemble A C X

(f) Pour chaque x € X, si {xy}acs est une suite généralisée,x, — x, alors pour chaque y €
F(x) il existe une suite généralisée {Yotacs CY,Ya € F(Ta), Yo — Y.

Démonstration. (a) = (b) = (¢) = (d) = (e) = (f) = (a).

o(a) = (b).

Soit W ouvert dans Y, F~ (W) = {x € X : F(z) C W} et soit x € F~ (W), alors F(z) N W #

().Comme F est s.c.i.,alors il existe V(x) € N (z) tel que

Fz)NW £0,z€ V(z) = V(z) C F(W).
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Donc F~ (W) est ouvert dans X.
o(b) = (C)
Soit ¢ fermé dans Y et F*(¢) = {x € X : F(x) C ¢}. Alors

X\F7(¢) ={z € X : F(x) N X\¢} = F(X\¢).

¢ est fermé dans Y'; donc X\ 4 est ouvert dans Y. De (b),on a que F'~(X\¢) est ouvert dans
X. Ainsi F'*(¢) est fermé dans X.
o(c) = (d).

Soit D un sous-ensemble de Y ;alors on

FH(D) C F*(D) = F+(D) C F+(D).

De (c), on obtient

F+(D) C FT(D).
o(d) = (e).
Soit A un sous-ensemble de X. Montrons que F(A) C F(A). Supposons que F(A) ¢ F(A);
alors il existe y € F(A) tel que y € F(A) et donc il existe V(y) € N (y) avec V (y) N F(A)

ceci implique que

7

ACFT(Y\V(y)).

De (d) on a que

AC FHY\V(y)).
y € F(A); alors il existe z € A, tel que y € F(x). Comme z € A, alors on a une suite
généralisée {zq}taes dans A,x, — x. Donc x € FT(Y\V(y)); par définition de F'*, on obtient
que F(z) NV (y) =10, ce qui est en contradiction avec y € F(x).
o(e) = (/).
Soit {x4 }aes une suite généralisée, v € X, z, — x et y € F(x). Posons A = {z, :a € J} ou J

est un ensemble dirigé. D’aprés (e), on a

F(A) = F(AU {a}) € F(A).

et
R=A{[z.,V] €V xXN(y):x,€ F(V)}.

Comme y € F(A),alors y € F({x, : a € J}), et donc R # (). On définit un ordre partiel sur R
en posant [a, V] < [o/, V'] si V' C Vet o <a.
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Montrons que R muni de cet ordre partiel est un ensemble dirigé. En effet, soit [a, V], [/, V'] €
R. Comme J est dirigé,il existe § € J tel que a < et o/ < f.

Comme y € NaesUssaF(z5 et V NV’ € N(y), on peut trouver y € J,v > a, tel que Ty €
F-(VnV'). Alors [a, V] < [y, VNnV'] et [3,V'] < [y,V NV’]. Donc R est dirigé. Définissons
¢ : R — N(y) par ¢([o, V]) = a. Alors il est clair que ¢(R) est confinal dans J. Pour tout
[, V] € R,s0it yg(ja,v)) € F2a) NV

De méme, Zy((a,v]) = To-Comme ¢(R) est confinal dans J,on a que Ty(ja,v)) — 2.

Montrons que Yy(ja,v)) — y-S0it V' € N (y).Alors il existe o € J tel que zo € F~(V’).Ainsi
pour tout [a, V] > [/, V'],on a que yg(a,v)) € V C V' ce qui implique que yg(ja,vy = ¥-

o(9) = (@)

Soit x € X et W ouvert dans Y tel que F'(z) N W # (). Montrons qu'’il existe V' € N (z) tel que
F(2) NV # (,pour tout z € W. Dans le cas contraire, pour tout V € N(x), on a z, € V tel
que F(z,) NV = ().Soit

R=A{[z,,V] eV xN(z):2z,€ F7(V)}.

et
¢: R — N(z) par ([z,,V]) = V.

Comme dans la propositionl.4.1 on peut montrer que R est dirigé et ¢(R) est confinal dans
N (z).Pour tout [z, V],s0it 245, v] = x,.Montrons que z, — z.

Soit V' € N(z) ; alors il existe z,, € V' tel que z,, € F~(V').Ainsi pour tout [z,, V] > [z, V'],on
a que x, € V C V' Alors x, — x.Comme F(z) N W # 0,alors il existe y € F(z) N W. D’apres
(f), il existe Yp(w,,v) € F(xy) tel que yga,v)) — y-Mais Yy € F(x,) € Y\W. Ainsi
y € Y\W ce qui est contradictoire.

[z, V'] > [2,, V], implique F(z,) C V. Ainsi x,, ¢ F~(V'),ce qui est une contradiction.

Remarque 1.4.1. Dans le cas ou X sontY deux espaces topologiques a bases dénombrables,on
peut prendre des suites ordinaires plutdt que des suites généralisées dans le cadre des conditions

(e) et (f) des propositions 1.4.1,1.6.17 respectivement.

Définition 1.4.3. Soit F,G,: X — Y deux multi-applications. On définit, quand cela existe,
les multi-applications :

(a) (FNG)(x)=F(z)NG(x).

(b) (FUG)(z)=F(x)UG(x).
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Proposition 1.4.3. Si F' et G sont s.c.s.,alors FNG et FUG le sont aussi.

Démonstration. Montrons la premiére assertion. Soit x € X et V un voisinage ouvert de
F(z) N G(z) dans Y. Alors F(z)\V et G(x)\V sont des sous-ensembles fermés de Y tel que
F(z)\V NnG(z)\V = 0. Soit W, et Wy deux voisinage ouverts disjoins de F(x)\V et G(z)\V
respectivement. F' etant s.c.s.,soit U voisinage ouvert de x dans X tel que F(U;) C UNW; et
U, voisinage ouvert de z dans X tel que G(Uy) C UNW,. SiU = UyNUs,alors (FNG)(U) C V,

ce qui compléte la démonstration.

1.4.2 Exemples et contre-exemples

Exemple 1.4.1. Les applications multivoques suivantes sont semi-continues supérieurement :
(1) F:R — P(R) définie par

1, x>0,
{-1} xr <0

(2) F:R — P(R) définie par

r+1, x>0
rz—1 r <0,

(3) F: R — P(R) définie par F(z) = [f(x),g9(z)],0t f,g : R — R sont s.c.i. et s.c.s respecti-

vement.

Exemple 1.4.2. Les application multivoques suivantes sont semi-continues inférieument :
(1) F:R — P(R) définie par

F(;c):{ [a, b] x#0

{a} a € [a,b].

(2) F:R — P(R) définie par
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(3) F : R — P(R) définie par F(x) = [f(x),g(x)],0u les fonctions f,g : R — R sont s.c.s et
s.c.1 respectivement.
(4) Soit X =Y =[0,1] et

En général, les concepts de semi-continuité supérieure et inférieure sont distincts comme le

montre ’ezemple standard suivant :

Exemple 1.4.3. Soit X =Y =R et

B {1}, =z #0,
Fl(x)_{ 0,1, =0.

F@) = { {3, a#0
[0, 1] x # 0.

On peut facilement montrer que Fy est s.c.i. alors que Fy est s.c.i. mais non S.c.s.

1.4.3 dy—continuité
Soit (X,d) et (Y, d’) deux espaces métriques et F': X — B,(Y) une multi-application.
Définition 1.4.4. F est dite dg-continu si
Ve >0, 3§>0, (Ve e B(xg,0) = dy(F(xg, F(x)) < ¢).
On peut montrer que ssi F' est s.c.s., alors elle est dg-continu.

Proposition 1.4.4. Soit F': X — P.,(Y) une multi-application & valeurs compactes. Alors F

est dite dg-continu si seulement si F' est a la fois s.c.s. et s.c.i.

Remarque 1.4.2. Les multi-fonctions des exemples 1.1 et 1.2 sont s.c.s. mais ne sont pas dy-

continu. L’exemple suivant fournit une s.c.s. mais non dy-continuité. Soit F' : [0,1] — P([0,1])

Plz) = { 0.1, x40,
{0} z=0.

En effet F est s.c.s.a valeurs compactes mais dg(F(0), F(x)) =1,V # 0.

définie par
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1.4.4 Fermeture du graphe

Une autre notion de continuité liée a ces derniéres est obtenue en utilisant les graphes de
fonctions. On appelle une multi-fonction fermée si son graphe est fermé. On a d’abord la ca-

ractérisation suivante.

Théoréme 1.4.1. Les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) la multi-fonction F est fermée.

(b) Pour chaque (z,y) € X XY tel que y ¢ F(x), il existe des voisinages V(x) de x et W (y)
de y tel que F(V(x))NW(y) = 0.

(c) Pour des suites généralisées {xq}acs C X {Yatacs, St o — x,6t Yo € F(24), Yo — y alors
y e F(x).

Démonstration. (a) = (b) = (¢) = (a).

o(a) = (b).

Soit (z,y) € X XY tel que y ¢ F(y);alors (z,y) ¢ GraF, ce qui implique que (z,y) €
X x Y\GraF. Comme F est fermée ou de maniére équivalente,GraF est fermée, il existe
(V(z),W(y)) € N(z) x N(y) tel que V(z) x W(y) N GraF = (). Pour montrer que F'(V(x)) N
W (y) = 0, supposons qu’il existe z € F(V(x))NW (y); alors il existe r € V(z) tel que z € F(r);
ceci implique que (r, z) € GraF', ce qui est contradictoire.

o(b) = (o).

Soit {xa }aes une suite généralisée telle que

Supposons que y € F(z); alors il existe (V(z), W(y)) € N(z) x N(y) telle que
F(V(x)) nW(y) # 0.

To = &= oy € J tel queVa > agona,x, € V(x),

et
Yo — Yy = Jayq € Jtel queVa > aq ona ,y, € W(y).

Comme J est dirigé, il existe § € J tel que ap,a; < [; donc pour tout a > [,on a que
T € V() et yo, € W(y), avec y, € F(x,).Alors F(V(x)) NW(y) # 0 ce qui est contradictoire.
o(c) = (d).

Soit (%4, Ya) € GraF,a € J, o — X,Ys — Yy €t Yo € F(x,). De (c), on obtient que y € F(x).

Alors GraF' est fermé.
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Exemple 1.4.4. Soit f : Y — X wune application surjective entre deuzr espaces vectoriels
topologiques. Alors Uapplication inverse F : X — P(Y), F(x) = f~(z) est fermée.

La fermeture des applications s.c.s. est assurée par :

Théoréme 1.4.2. Soit X un e.v.t.,Y un ewv.t.séparé et F : X — P(Y) une multi-fonction

s.c.s. Alors F' est fermée.

Démonstration. Montrons que £ = X x Y\Gr(F) est ouvert. Soit (z,y) € €. Alors il existe
Vi €V, et Vo € Vi) tels que V1 NV, = ). Soit U, N'V; est un voisinage ouvert de (z,y) dans
X x Y. De plus (U, x V1) N Gr(F) = 0.En effet,si (2/,y") € U, x Vi, alors F(z') C V5 et par
conséquent y’ ¢ V5.

Dans le résultat qui suit, nous donnons des conditions suffisantes pour qu’une muli-fonction

fermée soit s.c.s. On aura d’abord besoin de quelques notions préliminaires :

Définition 1.4.5. Une multi-fonction F': X — P(Y) est dite :

(a) compacte si Uimage F(X) est relativement compacte dans Y i.e F(X) est compacte dans
Y

(b) relativement compacte si tout point x € X posséde un voisinage V (x) tel que la restriction
de F' a V(x) est compacte;

(¢) quasicompacte si la restriction a tout sous-ensemble compact A C X est compact.

Il est clair que (a) = (b) = (c).

Théoréme 1.4.3. Soit F' : X — P.,(Y) une muli-fonction fermée et localement compacte.

Alors F est s.c.s.

Démonstration. Soit x € X, W un voisinage ouvert de F'(z) et V(z) un voisinage ouvert de
x tel que la restriction de F' a V() est compacte. Supposons que 'ensemble ¢ = W\W
non vide. Comme I est fermée, pour tout y € ¢, il existe des voisinages de W(y) de y et V,(z)
de = tels que F(V,(z)) N W (y) = 0.

D’aprés la compacité de ¢, il existe un recouvrement fini W(yl), W(yg), vy W(yn)

Si on considére le voisinage ouvert de z défini par V(z) = V(z) N (N, V,, (), alors F(V(z)) C
Ww.

Exemple 1.4.5. La compacité locale est essentielle. Autrement,la multi-fonction F : [—1,1] —
P.,(R) définie par

Plz) = { iy z#o0
{0}, z=0.
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est fermée mais n’est pas s.c.s. au point x = 0.

On termine ce chapitre par un résultat qui s’avére utile dans de nombreuses applications. Mais

on commence par donner la définition suivante

Définition 1.4.6. Une multi-application F' est dite de s— Carathéodory si
(a) La fonction t — F(t,x) est mesurable pour tout x € R.
(b) Pour p.p.t € J, Uapplication x — F(t,xz) est s.c.s.(respec s.c.s.).
Elle est en plus L's — Carathodory si elle localement intégrablement bornée, i.e.pour chaque

réel r > 0,il existe une fonction h, € L'(J,R") telle que
[F (¢ 2)|| < h(t) pp-t € J et [lz]| <7

Exemple 1.4.6. La multi-application F : [0,1] x R — (R) définie par

F(t,x) = { 03, o=0,

0, 1], sinon.
est 1— Carathéodory mais non s— Carathéodory.

Lemme 1.4.1. Soit X un espace de Banach,F : [a,b] — P.,.(X) une multi-application L* —
Carathodory et soit T un opérateur linéaire continu de L'([a,b], X) vers C([a,b], X). Alors,

l’opérateur

T'oSp:C([a,b],X) = Pape(C([a,b], X))
z— (ToSp)(x) =T(SF.)

est a graphe fermé C([a,b], X) x C([a,b], X).

1.4.5 Opérateur Linéaire Multivoque

Définition 1.4.7. Soit X etY deux espaces vectoriels topologiques (e.v.t). Un opérateur multi-
voque A : X — P(Y') est dit opérateur linéaire multivoque si les deux propriétés suivantes sont
vérifiées :

(a) A(ax) = aA(x) pour toute constante o # 0 et tout x € X.

(b) A(z+y) C A(z) + A(y) pour tout z,y € X.

Remarque 1.4.3. Par convention,on pose 0.A(x) = A(0) pour tout x € X.
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Proposition 1.4.5. Soit A : X — P(X) un opérateur linéaire multivoque. Alors,pour tout
ye€ A(x) ona
A(z) =y + A(0)

et il existe une application linéaire A : X — P(Y/A(0)) tele que

Az) =7 Y A(z)),z € X,
ou m est la surjection canonique de Y dans Y/A(0).

Lemme 1.4.2. Soit A: X — P(Y) un opérateur multivoque linéaire. A est s.c.s. (ou continu)
si et seulement si A est s.c.s.en 0 (c’est-a-dire que pour tout voisinage V de 0 dans 'Y ,il eziste

un voisinage U de 0 dans X tel que A(x) C A(0) +V pour tout x € U.).

Définition 1.4.8. Une famille {A;}ic; d’opérateurs linéaires multivoques continus de X dans
Y est dite simplement bornée si pour tout voisinage V' de 0 dans Y et tout x € X il existe r > 0

tel que s > r,on a

{A;}ier est équicontinue si pour tout voisinage V de 0 dans Y il existe un voisinage U de 0
dans X tel que
A;(x) C A;(0) + V pour tout x € U et tout i € I.

1.5 Mesurabilité de multi-fonctions et de sélections

1.5.1 Tribu ou c-algébre

Définition 1.5.1. Soit Q un ensemble, ¥ une famille de parties Q) (i.e. X C P(£2)).

La famille & est une tribu (on dit aussi une o-algébre) sur ) si 3 vérifie :
1.0ex, QeX.

2. % est stable par union dénombrable, c’est-a-dire que pour toute famille dénombrable

(An)new C %, on a UpenA, € X.

3. X est stable par intersection dénombrable, c’est-a-dire que pour toute la famille dénom-

brable (Ap)newy C X, on a NpenA, € 2.
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4. % est stable par passage ou complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € 33, on a A° € 3
(on rappelle que A° = Q \ A.

Proposition 1.5.1. (Stabilité par des tribus) soit 2 et I deux ensembles. Pour tout i € I, on
se donne une tribu X; sur ). Alors, la famille (de parties de Q)

NierXi ={ACQ:ACY;, Viel}
est encore une tribu sur Q.

Cette proposition nous permet de définir la notion de tribu engendrée.

Définition 1.5.2. (Tribu engendrée ) Soit Q un ensemble et C C P(2). On appelle tribu
engendrée par C la plus petite tribu contenant C, c’est-a-dire la tribu X(C) intersection de toutes

les tribus sur Q0 contenant C (cette intersection est non vide car P(S2) est une tribu contenant

c).

Il est parfois utile d’utiliser la notion d’algébre, qui est identique & celle de tribu, en remplaA§ant

"dénombrable" par "fini".

Définition 1.5.3. (algébre) Soit Q@ un ensemble, A une famille de parties de Q (i.e.A C P(Q)).

La famille 2 est une tribu ( on dit aussi une algébre) sur Q si A vérifie :
1.0eA Qe A
2. A est stable par union finie, ¢’est-a-dire que pour tout A, B € A, ona AUB € A
3. A est stable par intersection finie, ¢’est-a-dire que pour tout A, B € A, ona ANB e A
4. A est stable par passage au complémentaire, c’est-a-dire que pour tout A € A, on a

Ace A

Soit €2 un ensemble. On rappelle qu’une topologie sur {2 est donnée par une famille de parties
de €, appelées ouverts de 2, contenant () et 2, stable par union quelconque et par intersection

finie. L’ensemble €2, muni de cette famille de paries est alors un espace topologique .

Définition 1.5.4. (Tribu borélienne) Soit @ un ensemble muni d’une topologie (un espace
métrique, par exemple). On appelle tribu borélienne (ou tribu de Borel) la tribu engendrée par
lensemble des ouverts de Q, cette tribu notée B(2). Dans le cas 2 = R", cette tribu est donc
notée B(R").
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Théoréme 1.5.1. Soit (X, d) un espace métrique séparable, alors la tribu Borélienne de P.,(X)

engendrée par les parties de P.,(X) définie par
L,={KeP,X): KCU}

et
L ={K €Py(X): KNU # 0}

ou U représente un ouvert dans X. De plus la famille
Bu={KeP,(X):KCUKNV,#0,... KNV, #0}

ou les V;, 1 =1,...,m sont des ouverts de X .

1.5.2 Propriétés de mesures

Définition 1.5.5. (Mesure) Soit Q un ensemble non vide et ¥ une tribu. On appelle mesure

une application ju: ¥ — Ry (avec Ry = Ry U {+o0}) vérifiant :
(a) u(0) =0,

(b) p est o-additive, c’est-a-dire que pour toute famille (Ay)new C X de parties disjointes deux
a deuz, (i.e t.q A, N Ay, #0 sin#m), ona

M(UnENAn> = ZN(An)

neN

Définition 1.5.6. On appelle espace mesurable un triple (Q, %, u) ou X est une o-algébre sur

l’ensemble €2 et p une mesure.

Définition 1.5.7. On dit qu’une multi-application F € P(2) est mesurable si l’image réciproque
F(O)={weX:Flw)nO #0}

de tout ouvert O est dans .

Lemme 1.5.1. Soit F : Q@ — P(X) une fonction multivoque. Alors F est mesurable si et

seulement si F est mesurable.
Démonstration. En effet, si U ouvert dans X, alors
FHU)={weQ:Fw)nU # 0}.

FlU)={weQ : Fw)nU +#0}.
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1.5.3 Mesurabilité Forte

Définition 1.5.8. On dit que F est fortement mesurable si l'image réciproque de tout fermé B
F7(B)={weX:Flw)nB#0}
est dans X.

Lemme 1.5.2. Soit F : Q@ — P(X) une application multivoque fortement mesurable, alors F'

est mesurable.

Démonstration . Soit U un ouvert dans X, donc U = U,enB(z,,7) (car X est un espace

métrique séparable). De plus, on peut facilement montrer que pour tout r > 0, on a

B(xn, 1) = UpZy Blam, r —m™1).

Par suite

F ' (Blaa,r)) = UL P (Blag,r —m 1))
La réciproque du lemme est en général fausse, i.e la mesurabilité n’implique pas la mesurabilité

forte, comme le montre '’exemple suivant :

Exemple 1.5.1. Soit Q = [0, 1], = ¢ :0-algébre de mesure de Lebesgue et A un sous-ensemble

de 2 qui n’est pas mesurable et F' une fonction multivoque définie par :

[0,1) siwe A
F(w) =
0,1] siw e A.
Soit U un ouvert dans R. Alors
FHU)={weQ: F(Q)NU # 0}
Donc
Q si [0,1] C U,
FHU)=19 si UN0,1] =0,
intervaleouvert si U N[0,1] # 0.
Donc F est mesurable. Mais F' n’est pas fortement mesurable car
FI{1)=A¢s
Par contre, on peut vérifier sans peine le

Théoréme 1.5.2. Soit F' : Q@ — Pr(X) une multi-fonction. Alors F est mesurable si et

seulement si F' est fortement mesurable.
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1.5.4 Mesurabilité du graphe

Définition 1.5.9. Soit X, Y deux espaces métriques et (2, X) un espace mesurable. Une fonction

univoque f : Q x X — 'Y est dite de Carathédory si :
(a) w — f(w,x) est mesurable pour tout x € X ;

(b) © — f(w,x) est semi-continue supérieurement presque pour tout w € ) .
Dans ce que suit, on suppose que X est un espace métrique separable.
Proposition 1.5.2. Soit f : Qx X — Y une fonction Carathédory. Alors f(.,.) est mesurable.

Démonstration. Comme Y est un espace métrique séparable, il existe un sous-ensemble D
dans Y dénombrable tel que D = X. Soit C' un ensemble fermé de Y. Alors

C={yeY dy(y,C)=0} =M Z{y €Y :dy(y,C) <1/n}.
Montrons que f(w,x) € C si et seulement si pour tout n > 1, il existe v € D tel que
dx(z,v) <1/n et flw,v) € Cy,

avec

Ch={yeY :d,(y,C)<1/n}

Comme x € X, alors il existe v,, € D telle que v,, converge vers x, c¢’est-a-dire

V€ >0,dmo € N telgue ,YVm € N,m > my = dx(vm,x) <&
En utilisant la continuité de f(w,.), on obtient

dy (f(w, ), f(w,vm)) <&
Donc on peut conclure qu’il existe n € N et m > myg tel que
dy (v, ) < % et dy(f(w,vm),C) < 1/n.
Pour tout n > 1, il existe v, € D tel que
dx(vn,x) <1/n et f(w,v,) € C,.

Alors
d(f(w,z), f(w,vn)) <&

Par suite

FHC) =Nps1 Upep {w € Q: fw,z) € C,} x {z € X 1 dx(z,v) < 1/n}.
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Lemme 1.5.3. Soit (2,%) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et F : ) —

73(X) une application multivoque mesurable, alors le graphe de F' est mesurable (i.e. GraF €
¥ x B(X)).

1.5.5 Sélection mesurable
Définition 1.5.10. On dit que [ : 2 — X est une sélection mesurable de F' si
fw) € F(w), Ywe .

Théoréme 1.5.3. (Kuratowski-Rull Nardzewski) Soit F' : Q — P(X) une multi-fonction
mesurable a images fermés non vides et supposons X séparable. Alors F admet au moins une

sélection mesurable.

Remarque 1.5.1. Dans le théoréme précédent, on peut remplacer l'image de F fermée par F

a valeurs fermées.

Lemme 1.5.4. Soit (,%) un espace mesure, X un espace polonais et
F:Q— Pf(X)

une fonctions multivogue mesurable. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) F est mesurable.

(b) I existe une suite de sélection (f,)new mesurable de F telle que

F(w) = {Ju@) 0 = 1J.

Théoréme 1.5.4. Soit (2,X) un espace mesurable, X un espace métrique séparable et F :

Q — Pp(X) une application multivoque. Les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) F est mesurable
(b) Pour chaque x € X, la fonction w — h(w) = d(x, F(w)) est mesurable

(c) F admet une sélection telle que

F(w) ={fu(w) :n € N}.
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Exemple 1.5.2. Soit Q = [0,1] = X, X = g o-algébre engendrée par les sous-ensembles mesu-

rables au sens de Lebesque dans ). On considére Dy, Dy deux ensemble dénombrable dans €.
Soit F': Q — P(X).

Dy si weA
Flwy=4 "
DQ st we A
ou A est un sous-ensemble de [0,1] qui n’est pas mesurable. On peut facilement montrer que
F' est mesurable mais n’admet pas de sélection mesurable. Suppposons le contraire, c’est-a-dire

qu’il eziste une fonction f: 2 — R mesurable telle que
fw) € F(w), Yw e Q.

On pose h : Q@ — X.

1 si we D
h(w)=4¢ 0 si we Dy
T si weQ\(DyUDy)
1l est clair que
flw)= (o)) (w), Ywe,

Alors
(ho f)(w) = Xa(w), Vw e Q.

D’apres de la définition de h, on obtient
h~'({1}) = D1 € B([0,1])

et
fHR({1})) € p.
Mais
AT ) =1 = Ad g,

ce qui est une condradiction avec f mesurable. On remarque que F(.) ¢ Ps(X).
On termine cette section sur la mesurabilité par récapitulatif d’assertions équivalentes.

Théoréme 1.5.5. Soit (2,3) un espace mesurable, X un espace métrique séparable

et [': Q — Pr(X) une application multivoque. les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) F-Y(D) €%, VD e B(X).
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(2) F est fortement mesurable.
(3) F est mesurable.
(4) pour chaque x € X, le fonction w — h(w) = d(z, F(w)) est mesurable.

(5) F admet des sélections msurables telles que

F(w) ={fa(w) :n € N}.
(6) GrF € ¥ ® B(X).

Alors

(a) (1) = (2) = (3) = (4) = (6).

(b) Si X est un espace métrique complet, alors (3) < (5).
(c) Si X est o-compact, alors (2) < (3).

(d) Si ¥ =3 et X est un espace complet, alors les propriétés (1) — (6) sont équivalentes.

1.5.6 Sélection continue

Nous allons énoncer un théoréme trés important en analyse multivoque, le théoréeme de sélection

de Michael. Mais d’abord nous allons commencer par deux lemmes :

Lemme 1.5.5. Soit (X,d) un espace métrique,Y un espace de Banach et Fy : X — P(X)
s.c.i. et Fy : X — P(Y) a graphe ouvert tel que Fy(x) N Fy(x) # 0, pour tout x € X. Alors,

l"operateur multivoque Fy N Fy est s.c.i.

Lemme 1.5.6. Soit (X,d) un espace métrique, Y un espace de Banach et F : X — P (Y)
s.c.i. Alors, pour tout € > 0, il existe une fonction continue f. : X — Y telle que pour tout

re X, onaque f.(x) € V(F(z),e).

Démonstration. Comme F est s.c.i., on peut associer a tout z € X et a tout y, € F(x)
un voisinage ouvert U, tel que F(z) N B(y,,e) # 0 pour tout 2/ € U,. L'espace X étant
paracompact, il existe un recouvrement local fini {U, },ex de {U,}.ex (i.e; pour tout y € X,
il existe V € V(y) tel que VNU, # 0, Va € X. De plus & tout recouvrement local fini, on
peut associer une partition de 'unité localement lipschitzienne une somme finie de fonctions
continues. De plus, si ¢,(t) > 0, pour t € U, C U, alors y, € V(F(z),¢) implique que f.(t) €
V(F(t),e).
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Théoréme 1.5.6. (Théoréme de sélection de Michael) Soit (X,d) un espace métrique, Y un
espace de Banach et F': X — Py, (Y). Alors il existe f : X — Y sélection continue de F.

1.5.7 Sélection décomposable

Rappellons tout d’abord la définition d’'une o-algébre. Soit E un e.v.t. et A une famille de

sous-ensemble de F.

Définition 1.5.11. A est dite o-algébre si elle vérifie les propriétés suivantes :
(a) 0 e A.

(b) O A= E\O € A.

(c) OneAn=12,..=,,0, €A

Soit E/ un espace de Banach et A un sous-ensemble J x F.

Définition 1.5.12. On dit que A est L ® B mesurable si A appartient a la o-algébre générée
par tout les ensembles de la forme I x D ou I est Lebesque mesurable dans J et D est Borel

mesurable dans E.

Définition 1.5.13. Un sous-ensemble A C L'(J, E) est décomposable si pour tout u,v € A et

pour tout sous-ensemble Lebesgue mesurable I C J, on a
Uy, + Uy, € A,
ou X la fonction caractéristique.

Soit F' : J x E — P(E) une multi-application a valeurs fermées nom vide. On associe
l'opérateur multivoque F : C(J, E) — P(L*(J, E)) défini F(y) = Sg, et posons F(t,y) =
Spy(t), te J.Lopérateur F est appelé opérateur de Nemyts’kii associé a F.

Définition 1.5.14. Soit F : Jx E — P(E) une application a valeurs compactes non vides. On
dit F' est de type s.c.i. (t.s.c.i.) si Uopérateur de Nemyts’kii associe F est s.c.i. et est a valeurs

nom vides et décomposables.

Une condition suffisante d’existence de fonction de type s.c.i. est assuré par le résultat suivant :
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Lemme 1.5.7. Soit F': J x R — P.,(R) une multi-fonction intégrablement bornée vérifiant

la condition suivante :

(a) (t,z)— F(t,z) est LB mesurable.
(b) x+— F(t,x) est s.ci. p.p. teld.

Alors F est de type s.c.i.

Pour l'existence de sélection mesurable, le fameux théoréme de sélection de Bressan and Co-

lombo (aussi appelé théoréme de sélection de Fryszkowski) s’enonce comme suit.

Lemme 1.5.8. Soit X un espace métrique séparable et E un espace de Banach. Alors tout
opérateur s.c.i. N : X — Py(L*(J, E)) a valeurs décomposables fermées posséde une selection
continue, i.e. il existe une fonction univoque continue f: X — L'(J, E) telle que f(x) € N(x)

pour tout v € X.

1.5.8 Ensemble de sélections
Soit F une application multivoque ; définissons ’ensemble
Spe={ve LYJ,R") :v(t) € F(t,z(t)),p.p. t€J}

Cet ensemble Sp, s’appelle ensemble des selections ; il est fermé. Il est convexe si et seulement
si F(t,z(t)) est convexe pour p.p.t € J.
Lorsque F est une multi-application L!-carathéodory, on sait en vertu d’un résultat de Losota
et Opial que pour chaque x € C(J,R), 'ensemble Sy, est non vide, ceci nous permet de définir
le multi-opérateur

Sr: C(J,RY) — P(C(J,RT))

x — Sp(z) = Sk,

1.6 Elements de théorie du point fixe

1.6.1 Introduction

Un théoréeme de point fixe est un résultat qui affirme qu’une fonction F' posséde au moins un

point fixe moyennant quelques conditions sur F'. Les résultats de ce type sont parmi les plus
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utiles en mathématiques. Le théoréme du point fixe de Banach fournit un critére garantissant
une procédure d’itération d’une fonction amenant & un point fixe. Le théoréme du point fixe
de Brouwer, quant a lui, est un résultat non constructif; il affirme qu'une fonction continue de
la boule unité fermée dans ’espace euclidien de dimension vers elle-méme doit avoir un point
fixe mais ne montre pas comment trouver ce point fixe. Nous présentons ici d’autres théorémes
du point fixe, notamment ceux de Schauder et de Kakutani, généralisations du théoréme de
Brouwer, suivis d’'une bréve description du travail de John Nash, Prix Nobel d’économie en

1994. La théorie du point fixe est assez bien développée dans des références standards.

1.6.2 Cas des fonctions univoques
Théoréme du point fixe de Banach

Définition 1.6.1. Un point fire de N : X — X est un point x € X qui est appliqué sur lui

méme, t.e.Nx = x.

Définition 1.6.2. Soit (X,d) un espace métrique . Une application N : X — X est appelée

contraction sur X s’il existe un nombre réel positif 0 < M < 1 tel que pour tout x,y € X
d(Nz,Ny) < Md(z,y).

Théoréme 1.6.1. Considérons un espace métrique (X, d).Supposons que X soit complet et que

N : X — X soit une contraction sur X. Alors N posséde un unique point fize.

Démonstration.

— L’unicité : Supposons qu'il existe z,y € X tels que z = N(z) et y = N(y).
d(z,y) = d(N(z), N(y)) < Md(z,y).

Comme K €]0, 1[,alors d(x,y) = 0 ce qui entraine que = = y.

— L’existence : Soit g € X un point arbitraire de X .Posons
x1 = N(xg), 20 = N(21), ..., Tp = N(Tp_1), ...

d(ZEo, 1‘1) = d(l’o, N(Io))
d([I)1, 1‘2) = d(N(ﬁo), N(l‘l)) S Md($0, N(fL‘Q))
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d(2p, Tpy1) < M™ (20, N(20)).
Considérons la suite définie par {z, = N(x,_1)}ren et montrons qu’elle est de Cauchy dans

X.

e
Il
i)

A(Tp; Tnyp) < A(N(Zny1, N(Tpiks1))

i
[e=)

k
S Mn+kd<l'0, N($0))

Il
=

e
Il
o

Wias
1—M
Ceci exprime le fait que {x,},en est une suite de Cauchy dans X. IL existe donc z, =
N(z,).onax, = N(x,_1),n € N.Par passage a la limite, on

d(zg, N(z9)) = 0, lorsque n — +oc.

lim,, ., x,.Montrons que x, =

obtient x, = N(x,) car N est continue.
La proposition suivante, qui généralise le théoréme (1.6.1), sera utile pour la suite.

Proposition 1.6.1. Soit (X,d) un espace métrique complet et une application N : X —

X .Supposons qu’il existe ng € N* et M €]0, 1] tels que

d(N™(z), N*(y)) < Md(x,y),Vz,y € X

avec N = NoNo.... o N,ng fois. Alors N admet une point fize unique.

Démonstration.Montrons que N admet un point fixe unique.

-Supposons qu'il existe z,y € X tels que = = N(z) et y = N(y).
r=N(z) = N"(x) = N () = N°(N(z)) = ... =2
y=N(y) = N"(y) = N""}(y) = N*(N(y)) = ... =y

d(z,y) = d(N™(x), N"(y)) < Md(z,y).

Or K €]0,1]. Donc d(x,y) = 0 et donc z = y. Comme N™ est contractante, alors en vertu du

théoréme 1.6.1, il existe x € X tel que N™(z) = x. Finalement montrons que N(z) = .
v, = N"(x,) = N(z,) = Nt (x,) = N"(N(x,))
d(zy, N(z,)) = d(N™(x,), N"(x,)) < Md(zs, N(x4)).

Or M €]0,1[; donc z, = N(x,).
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Corollaire 1.6.1. Soit (X,d) un espace métrique complet et

Byo,m) ={y € X : d(y,y0) <}
et une application N : B(yo, ) — X. Supposons qu’il existe M €]0, 1] tels que
d(N(z),N(y)) < Md(z,y),Vz,y € B(yo, R).
si d(yo, N(y0)) < (1 — M)r,alors N admet un point fize unique.

Démonstration.Comme d(yo, N(yo)) < (1 — M)r, alors on peut choisir 0 < e < r tel que
d(yo, N(yo)) < (1 — M)e < (1 — M)r.

Posons
D={ye€ X :d(y,y) <e}.

Montrons N (D) C D. soit y € D.Alors

d(N(y),y0) < d(N(y), N(yo)) + d(N (o), vo)

< Md(y,yo0) + (1 = M)e <e.

Donc N : D — D est un application contractante sur D et puisque X est un espace complet,

alors d’aprés le théoréme (1.6.1) N admet une point fixe unique.

Corollaire 1.6.2. Soit (E,||.|) un espace de Banach,
Br={yeE:|y|<r}
et une application N : Br — X .Supposons qu’il exitste M €]0, 1] tel que
IN(z) = N)ll < |z — yll.Vo,y € B, et N(9B,)C B,.

Alors N admet un point fixe unique.

Démonstration.Considérons 'application F(z) = %(x) Montrons que F(B,) C B,.soit

r € B, et x # 0. Posons . :7’”;’3—”

IN(z) = N(z)|| < Mz — z.]]
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< M(r —|l=),
et
IN@)[ <INl + IN(x) = N(z.)]]
<7+ M(r— =)
2r — ||z
Donc pour tout = € B, et  # 0, on a

x4+ N(x)

[l [N _ el 2r = |l
1E @) = I + < 5o <r

I < < <
2 2 2 2

Soit {zy, }bnen C B,, x, # 0 une suite telle que lim,,_,  » z,, = 0.D’aprés les inégalités précédantes

et la continuité de F', on obtient
[F(@a)ll <7 = [|FO0)] <7

Par conséquent F : B, — B,. De plus F est contractante .Soit x,y € B,

< 1+M

IF(z) = F)ll < ——lle = yll,Va,y € B..

D’aprés le théoréme (1.6.1),F admet un point fixe unique i.e.il existe zo € B, tel que 7o =
F(Io) = N(SL’Q)

Théoréme 1.6.2. (Edelstein) Soit(X,d) un espace métrique compact et une application F
X — X.Supposons que

Alors N admet une point fixe unique.

Démonstration.
— Unicité :
Soit z,y € X tels que z = N(z) et y=N(y)

d(xz,y) =d(N(z), N(x)) < d(z,y) = = =y.
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— Existence :

Considérons l'application F': X — R, définie par
r — F(z) =d(z,N(x)).
Puisque X est compact , alors il existe o € X tel que

F(zo) = d(xo, N — x0)) = mind(x, N(z)).

reX

Montrons que xy = N(zp).
d(wo, N(w0)) < d(N(N (o)), N (o))

< d(zg, N(x0))

ce qui implique d(zg, N(x)) = 0 puis xg = N (o).

Remarque 1.6.1. Soit C' un conveze fermé borné de E et F': C'— C une I-contraction, c’est
a dire que

[1F(x) = F(y)ll < llz —yll,Va,y € C.
Alors F admet-il un point fize ¢
La réponse est en général négative comme le montre 'exemple suivant.Soit E = ¢¢ [’ensemble
des suites x = (X1, T2, ..., Tp, ..) qui tendent vers 0, muni de la norme

2] = sup [z,
iEEN*

Sur Uensemble C' = {x € E : ||z|| < 1},Uapplication F' définie par

F(z) ={1,21,29, ..., 2y, ..}

est une 1-contraction de C' dans C' et n’admet pas de point fixe dans C. La réponse est néanmoins

affirmative lorsque F(C') est compact.

Théoréme 1.6.3. (Théoréme de contraction de type Schauder) Soit E un espace de Banach
sur le corps K = R ou C,C C E un ensemble convexe fermé et soit ' : C — C une I-

contraction.Supposons que F(C) est compact.Alors F admet au moins un point fize.
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Démonstration.Soit zo € C' et F}, : C — E une application définie par

1 1
F,=(1——=F+ —z9,n=2,3,...
n) n

Montrons que F,(C) C C' est une contraction . soity € F,(C); alors il existe z; € C' tel que

1 1
y=(1—-—=)F(r1)+—-20€C carC
n n

;est convexe. Soit x,y € C.
1
1Fa(2) = Fa()ll = —llz =yl

Alors d’apreés le théoréme (1.6.1), F,, posséde un point fixe unique z,, € C, soit
x, = Fo(x,) CC,n=2,3,..
Il existe donc y,, € C telle que
(1 ! ) (yn) + = 2,3
T, =(1—— n) + —Tg,n =23, ...
n n?

Puisque F(C) est compact, alors il existe une sous-suite {F(y,, : k = 2,3,...} converge vers

ue Cuxy, = (1—n—1k)F(ynk)+n—1kx0 converge vers u. Comme F est continue,alors F'(z,, ) converge

vers F'(u). Montrons que v = F(u).
lu = FQu)|| < flu = @n [l + 20, = F(u)]
1 1 1
< lu =z |+ (1= —[[F(yn, — F)| + —[[F(u)] + —lzoll = 0 alorsque n — 400
Nk ng N
Ce qui montre que u = F(u).
Remarque 1.6.2. Soit f : [0,1] — [0, 1] Uapplication identité
flx) =2

En vertu du théoréme (1.6.4),f admet au moins un point fixe ;mais on n’a pas de résultat d’uni-

cité.
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Théoréme de Banach généralisé

Théoréme 1.6.4. Soit(X,d) un espace métrique complet et N : X — X wune application

vérifiant la condition suivante :
Ve > 0,36(¢) > 0: (d(c, N(z)) <) = (N(B(z,e) C B(z,¢)).

St limy, 4 oo d(N"(u), N (u)) = 0 pour certain uw € X, alors la suite {N"(u)},en converge

vers un point fize de N.

Théoréme 1.6.5. Soit (X,d) un espace métrique complet et N : X — X wune application.
Supposons que
d(N(z),N(y)) < ¢(d(z,y)),Vz,y € X

ot ¢ : Ry — Ry est une fonction monotone vérifiant lim,_, o, ¢"(t) = 0,t €]0, 400[. Alors N

admet un point fixe unique u € X tel que

lim N"(z) =u,Vx € X.

n—-+40o

Alternative non linéaire pour les applications contractantes

Dans cette section, nous donne une généralisation de I’alternative non linéaire pour les appli-

cations contractantes.

Théoréme 1.6.6. Soit E un espace de Banach et T : B(0,7) — E une application contractance
sur B(0,r). Alors il existe A, €]0, 1] et une courbe lipschitzienne X — x, définie de [0, \.] dans
B(0,7) etls que x5 = ATxy pour tout A € [0, \,] et (A, xy.) est sur la frontiére de [0,1]x B(0, 7).

Théoréme 1.6.7. (Alternative non linéaire). Soit E un espace de Banach et T : B(0,7) — E

une application contractante. Alors au moins ['un des énoncés suivants est verifié :

i Il existe o € B(0,7) tel que xo = T(z).

ii 1l existe z9 € OB(0,7) et A €]0,1] tel que zg = AT (x0).

Théoréme 1.6.8. Soit T : B(0,7) — E une application contractante telle que sur la frontiére

0B(0,1) de B(0,7), une des conditions suivantes est satisfaite :

@) [|T(2)|| < |lz|| -(condition de E.Rothe)
()

() 1T ()] < [z = T(2)].
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(c) IT(@)]| < /]z|]>+ & — T(z) .(condition de M.Altman)
(d) 1T()] < max(||z], [l — Tz]|*).

Alors T posséde un point fixe.

Théoréme 1.6.9. Soit T : E — E une application telle que la restriction de T a n’importe
quelle boule B(0,r) est une contraction. Alors ,il existe \, €]0,1] et une courbe localement
lipschitzienne sur [0, N[ de points fizes x\ = NT' () tels qu’au moins un des énoncés suivantes
est vérifié :
i [’ensemble
er={zy € E:Xe€[0,\][}
est borné ;

ii Uapplication T admet un unique point five x1,\, = 1 et x) — x1 lorsque X — 1.

Théoréme du point fixe de Brouwer (1910)

Théoréme 1.6.10. Soit C' un sous-ensemble compact, convexe et non-vide de R"™ et supposons
que f soit une fonction continue de C' dans C. Alors f admet un point five. En particulier , si
B" désigne la boule unité fermé de R™, alors toute application continue f : B™ — B™ admet au

moins un point fize.

Lemme 1.6.1. Les quatre assertions suivantes sont équivalentes :

(a) f:B(0,1) = B(0,1) est continue , sans point fize,

(b) ¢: B(0,1) — S(0,1) est une rétraction continue,
(c) f:B(0,1— B(0,1) est C*, sans point fize,
(d) ¢: B(0,1) — S(0,1) est une rétraction C*.

On entend par fonction C! sur un fermé, toute restriction d’une fonction C! sur un voisinage
de ce fermé.

Dans la résolution des équations différentielles ordinaires dans des espaces abstraits, des équa-
tions différentielles fonctionnelles ou des équations aux dérivées partielles, on est souvent amené
a utiliser des théorémes de point fixe pour obtenir 'existence de solutions a un probléme aux

limites ou & conditions intiales. Mais en régle générale, ces théorémes s’appliquent dans des
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espaces de dimension infinie supposés comprendre toutes les solutions possibles. L’exemple sui-
vant montre qu’il n’est pas toujours possibe d’appliquer le théoréme du point fixe de Brouwer
dans un espace de dimension infinie. A cette fin, il suffit de définir une application continue de

la boule unité de I'espace de Hilbert I2(N) dans elle méme qui n’a pas de point fixe.

Exemple 1.6.1. Soit [*(N) l'espae des suite x = {x,, :€ N} de carrées sommables muni de la

norme
x| =

+oo
> el
n=0

Soit B(0,1) la boule unité fermée de I>(N), et T : B(0,1) — [*(N) une application définie par

T$ = (\/ 1 — |[L‘|27$0,J}1, vy Ty Tt 1, )

On vérifie sans peine que T est continue et que T(B(0,1)) C B(0,1). Plus précisément |Tx| =

1. Cependant T ne posséde aucun point fize dans B(0,1), car si x = Tx, alors pour tout
n>0,r,01 = x, et xg = /1 —|z]2. Or |z| = |Tx| =1 et par conséquent zo = 0; d’ot x = 0,

ce qui contredit |z| = 1.

Donc la continuité et la borniture d’un opérateur ne suffisent pas a résoudre 1’équation Tz = x
dans un espace de dimension infinie.

Rappelons aussi que dans un espace de dimension infinie, une application continue peut tres
bien étre non bornée sur les fermés bornés; mais ceci complique considérablement I’étude des
équations non linéaires. Afin d’obtenir des théorémes de point fixe analogues au théoréme de
Brouwer dans un espaces de dimension infinie, Il faudra rajouter une hypothése de compacité ;
plus précisément supposer que l'opérateur soit compact, ou qu’il laisse invariant un convexe

compact. C’est ce que fit remarqué par Schauder dans ses travaux entre 1930 et 1934.

Théoréme du point fixe de Schauder (1930)

Le théoréme de Schauder, prouvé en 1930 par le mathématicien polonais Juliusz Schauder,

s’avére un outil indispensable en théorie du point fixe moderne.

Théoréme 1.6.11. Soit E un espace vectoriel normé sur R, C' une partie non vide de E, com-
pact et conveze. SiT est une application continue de C dans C' telle que T'(C) soit relativement

compact, alors T a un point fize.
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Démonstration.Soit ¢ > 0 et C' C UyecB(x,).D’aprés la compacité de C| il existe {x1, ..., 2, } C
C tel que C' C U, B(x;,¢).S0it {¢;}, une partition continue et positive de I'unité de C' tel

que

Zgzﬁz(x) =1,V e C et sup(¢;) C B(zs,e), pourtout 1<i<n.
i=1

Considérons alors I'application T, : C' — C définie par
T.(x) = ¢i(T(x))z;, Vo € C.
i=1

D’aprés la continuité des fonctions ¢;, T' et la convexité de C, T, est continue et T.(C) C C.
De plus
T.: C — C. = conv{zy, ..., x,} C C.

Maintenant, soit € C'; alors T'(z) € C' et donc

T(x) = Te()] = | Z ¢i(T(x))(z; — T(x))|
< Z ¢i(T(x))|zi = T()|

<Y (T @)

i=1
=¢&.

Ceci entraine que
sup{|T(z) = T.(z)| : x € C} < e.

Introduisons I'application continue
T|C’5 : CE — Cg.

Soit F. un espace vectoriel engendré par {x;,...,x,}; alors dimF. = n et comme C. C F. est
un ensemble convexe fermé et borné, alors d’aprés le théoréme de Brouwer,il existe x. = T, (z.).

Posons {¢,, = %}nem*. Puisque ., = T(x., ). D’aprés la compacité de C, on en déduit que
{zc,, :meN}CC.

Il existe donc une sous-suite {x., :m € IN} convergente vers z, € C. Montrons que z, = T'(x,).

La ontinuité de T" entraine que la suite image T'(x., ) converge vers T'(z,).

T(xanm) = T($anm) — T, t+ Te,,,
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=T(z.,, )T, (2, )+, .

Donc
1T (2e,,,) — 2| < | T(2e,,,) = 1Ts,,, (@, ) + 115, (2c,,,) — 2|

< én,, + 1T, — || =0 Lorsque n — 4o00.

Ceci exprime que T'(z,) = ..

Théoréme 1.6.12. Soit E un espace vectoriel normé sur R, C' une partie non vide de E, fermée
et convexe. Si T est une application continue de C dans C telle que T(C') soit relativement

compacte , alors T admet un point fize.

Démonstration.Soit € > 0 tel que T'(C') C UyeryB(y, €), alors il existe {yi,....,yn} C T(C)

tel que T'(C) C U, B(y;, ). Soit {¢;}, une partition continue, positive de 'unité¢ de T'(C)
tel que

Zgzﬁi(y) =1,YyeT(C) et sup(¢;) C B(yi,e) pourtout 1<i<n.
i=1

Considérons alors 'application 7, : T'(C') — T'(C) définie par

To(y) == ¢i(y)yi¥y € T(CO).

D’aprés la ontinuité des fonction ; et la convexité de C, T; est continue et T.(T(C)) C C. De
plus T, : T(C) — C. = conv{y1, ..., Yn}

T(x) = Te(T(x))] = | Z ¢i(T(x)(yi = T(x)))]

n

<3 6T (@) |y — T(a)

< Z ¢i(T(x))e

Ceci entraine que

sup{|T(z) — T.(T(x))| : z € C} < e.
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Considérons 'application T;|¢. : C. — C..Par le méme raisonnement du théoréme (1.6.11),on
peut montrer qu'il existe y. € T'(C) tel que T-(y.) = y.. Posons {¢ = %}ne]N* tel que lim,, o &, =
0. Puisque y., = 1%, (v, ), alors

{y: :n €N} C T(C)

) est compact ; alors il existe une sous-suite {ya : m € N} convergente vers y, €

7(C)
T(C) C C. Montrons que y. = T'(y.).La continuité de T" entraine que T'(y., ) converge vers
T(y.).

(

TWen,,) = T WYen,,) = Yen,, + Yen,,

= T(ysnm) - Tanm (y€n7,L) + Yenp -
Donc
1T Wen) = Ul SNT Wern,) = Ten, Wenn M+ 115, (Yo, ) — sl

< éenp + |Yen,, =yl = 0 Lorsque n — +oo.

Ceci exprime le fait que T'(,) = v..

Enfin, on termine cette section par l’alternative non linéaire de Leray et Schauder.

Théoréme 1.6.13. Soit E un e.v.n. et B := B(0, R) une boule fermée. Supposons f : B — E

continue, compacte. Alors
(a) Ou bien f posséde un point fize dans B.
(b) Ou bien il existe x € OB et X € (0,1) tel que x = Af(x).

Démonstration.Soit r : & — B une rétraction. Par le théoréme de Schauder, la composition
compate r o f : B — B posséde un point fixe z = r(f(z)). Si f(z) € B, alors x = f(x) et donc
f posséde un point fixe; autrement, par définition de la retraction r, x = r(f(z)) = R+ fe ) ;

IIf(x

alors x € 0B, et prenant A\ = le résultat en découle.

Hf( e
Comme consequence, on a

Théoréme 1.6.14. (Théoréeme de Schaefer,1955) Soit f : E — E une application compacte,
continue. Alors

(a) Ou f posséde un point fixe dans E.

(b) Ou bien pour tout A € (0,1), l’'ensemble {x € E;x = \f(x)} est non borné.
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1.6.3 Cas des fonctions multivoques
Définition 1.6.3. Soit (X, 1) et (Y, 72) deux espaces topologiques et
F:X —P(Y)
une application multivoque. On dit que x € X est un point fize de F' si x € F(x).

Définition 1.6.4. Soit (X,d) un espace métrique. Un opérateur multivoque
F: X — Prip(X)

est appelée contration sur X s’il existe un nombre réel positif 0 < M < 1 tel que pour tout
x,y € X
Hy(F(z), F(y)) < Md(z,y).

Théoréme du point fixe de Covitz et Nadler Jr

Théoréme 1.6.15. Soit (X,d) un espace métrique complet et F': X — P(x) une contraction.

Alors F' admet au moins un point fize.

Démonstration.Soit z € X. Alors
d(z,y) <d(z,z)+d(z,y),Vz € F(x),ye X

et donc
d(z,y) < d(z, F(x)),y € F(x).

Considérons l'ensemble
D(z,d(z, F(z)) = {y € X : d(z,y) < d(z, F(z))} = Dz, F(x)) N F(z) £ 0.
Si 2y € D(x, F(x)) N F(z), Alors d(z, 1) < d(z, F(x)).Pour z, € F(zy), on a
d(z1,72) < d(z1, F(z)) + d(F(z), 72)

< Hy(F(z), F(71))

< Md(z,z1) < Md(x, F(x)).
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To € F(x7). Il existe x3 € F(z3) tel que
d(ﬂfg,l‘?,) S d(l’g, F(ZEQ)) + d(F(:}:l),x3)

< Hy(F (1), F(x2))
< Md(zy,15) < M?d(z, F(z)).
Par récurrence
A, 70 1) € M™d(, F(x)),n € .

Puisque M €]0, 1], alors {z,},exn+ est une suite de Cauchy dans X. Il existe donc z, € X tel
que z, = lim,_, . =,. Montrons que z, € F(z,). Il clair que F est Hs-u.s.c et donc F est ia
graghe fermé. La suite z,, € F(x,_1),X,, converge vers z, et z,,_; aussi converge vers la méme

limite de x,, ; alors =, € F(x,).

Théoréme de point fixe de Bohnenblust et Karlin

Théoréme 1.6.16. Soit (X|.||) un espace normé, C € Py en(X) et F: C — Prep(C) est un

opérateur multivoque semi-continue supérieurement . Alors F admet au moins une point fixe .

Démonstration.Soit € > 0 et C'U,cc B(x,¢). D’apreés la compacité de C| il existe {1, ..., x,} C
C tel que C C U, B(x;,¢). Soit {¢;}; une partition continue, positive de I'unité de C' telle

que

Zgbz(x) =Wz eC et sup(¢;) C B(x;,e) pourtout 1<i<n.
i=1
Pour tout x;, on choisit y; € F(x;),i = 1,....n. Considérons l'opérateur
T7.:C —C

défini par
T.(x) =Y ¢i(x)y,Vx € C.
i=1

D’apreés la continuité des fonctions ¢; et la convexité de C', 'opérateur T, est continue et T.(C') C
C. D’aprés le théoréme (1.6.12) , il existe 2. € C tel que z. = T.(,.). Pour {¢, =1 :n € N}, ona
{2, tnen = {71, (22, ) }new C C. Puisque C est compact ,il existe une sous-suite {z., :m € IN}
convergente vers x, € C. Montrons que z, € F(x,). Supposons que z, ¢ F(z,); alors il existe
n > 0 tel que

z, € Us(F(z,) = {r € X : ||z - F(a,)|| < g} € V(F(z.)).
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Comme F' est s.c.s., il existe § > 0 tel que
Vz € Us(zi) = {2 € X : ||z — z.|| <0} € V(z.) = F(2) € Un(F ().

Posons

Ulz)={z€X ||z —a.| <r= mm<g,5)}.

I clair que pour tout z € Uy(z.) N C, F(z) € Un(F(z.)). Comme lim,,, o €, = 0, alors pour
tout r > 0 il existe N € N tel que Vn € N,n > N et donc % < r. Par suite

Up—e, () NC C Up(z,) NC,¥n > N.
Siz € U_., NC, alors il existe z; € {z1,...,z,} tel que ||z — ;]| < L et
[z — il < flze =2l + ]z —zill <r <6 et Awx; € Un(F(z4)).

En utilisant la convexité de Uz (F(x,)),on obtient

I, (2) = Z ¢i(2)yi € Uy (F(.)).

Pour > 0, il existe NV € N tel que pour tout n < N,% < g, o0naqueég, <r— &, Donc pour
tout z., € Uy, (z:) N C, on a T, (.,) € Us(F(x,)) .Finalement

[z = F(@ll < llow = 2o, | + ll2e, = T ()| + (T2, (22,) = F(2)]

< g+g:n:> . € Un(F(z4)).

Ce qui conduit a une contradiction avec . & Un (F(.)).

Théoréme 1.6.17. Soit (X, ||.||) un espace normé , B € Prepp(X) et F 1 B — Prep(B) un
opérateur multivoque semi-continue supérieurement et compact . Alors F' admet au moins un

point fize.

Alternative Nonlinéaire de Leray-Schauder

Théoréme 1.6.18. Soit (X, ||.||) un espace normé et F: X — Prep(X) un opérateur multi-
voque, semi-continue supérieurement et compact. Alors au moins ['une des assertions suivantes

est vérifiée :
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(i) F admet au moins un point fize,
(ii) L’ensemble

M={zeX zelF(x),\€0,1]}
est non borné.

Démonstration.Supposons que I'ensemble M soit borné , alors F'(M est relativement compact

et donc il existe r > 0 tel que
FMcCB,={zxeX:|z|| <r}
Considérons I’ensemble
B = By, K =sup{||ly|| : y € F(Ba,)}, k = max (K, 2r + 2)
et introduisons I'opérateur multivoque G : B — P(X) défini par

F(x)NB, siF(x)NB#0;

G(z) = .
2 F(z), si F(z)N B = 0.

Montrons que G satisfait les conditions du théoréme

(a) G(B) € B. Soit y € G(B); alors il existe x € B tel que y € B et y € G(z) donc
y € F(z)N B or y € 2F(x). Dans le premier cas y € B.Si y € 2 F(x), alors il existe
z € F(x) tel que y = 2"z

2 2 2
Iyl = 1zl < Z-supfllzl) : = € F(e)} < T <.
(b) G € P.(B).Soit y1,y2 € G(x) au z;nB.Montrons que
ay; + (1 — )y, € G(z),a € [0, 1].
Puisque F(z) est convexe , alors

ay; + (1 — @)y, € G(z).

(c) G est s.c.s. Comme G est compact, il suffit de montrer que G est A graphe fermé. Soit
{z,} C B,x, = x et y, € G(x,) tel que y,, — y. Montrons que y € G(x). Considérons le

cas
{yn} C B,
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il existe une sous suite de

{yn : n € N}telque||yn,|| < 2r (1.1)
et il existe une sous suite de

{yn : n € N}telquel|y,, || > 2r. (1.2)

Deux situations se présentent :

~ (1.1) on a y,, € G(z,,) = F(x,,) N B.Puisque F est A graphe fermé et B est un
ensemble fermé, alors y € G(x) = F(z) N B.

— Si {Yn}nen vérifie (1.2), alors

2r k
Yn, € T E(@)n, = 54, € Flan,)

Donc y € %F(m) ; ce qui montre que G est s.c.s.
(d) G € Py(B). Soit {yn}nen € G(z) tel que y, — y. Montrons que y € G(x). D’aprés la
définition de G on a que {y,}nen € F(x) N B or {y,}new € G(z) = 2 F(z). Comme F
est A valeurs fermées et B est fermée, alors y € G(z).

(e) G(B) est relativement compact. Soit {y, }new C G(B) une suite ; donc il existe {z,, }neny € B
telle que

2
—TF(a:n),n e N.

yn € G(zy),n € N=vy, € F(z,)NB ou y,¢€ .

On en déduit que "
{yn}nEN € F(B> ou {gyn}neN € F(B)

D’aprés la compacité de F), on peut extraire de y,une suite y,, telle que

Ym € F(zy)NB et y, —y € F(B)
ou 5 )
%m%getye%Fw)

Ceci montre que G(B) est relativement compact. Utilisant le théoréme 1.6.17, on obtient

Yn €

I'existence de z € B tel que z € G(z). Montrons que z € F(z). Deux cas peuvent avoir
lieu :soit F'(x) N B # () alors x € F(z), soit

2
Fx)yNB=0 et z€Gx)=3yeF(x),]|y| >2T:x:%y.
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Comme

k 2r
=—y=y=—a=2r< <k=-—<1
r=y=y=ga= <yl < ’

alors

rteEM=>ye FM)=|y|<r=2r<r

C’est donc que F(z) N B = () est impossible.

Alternative nonlinéaire de Martelli

Théoréme 1.6.19. Soit E un espace de Banach et f : E — Py, une application multivoque
s.c.s. et condensante. Alors :

(a) Ou bien f posséde un point fire dans E.

(b) Ou bien l’ensemble
{z € E: Xz € G(x),pour\ > 1}

est non borné.

Alternative Nonlinéaire de Bader

Théoréme 1.6.20. Soit X,Y deux espaces de Banach avec Y réflexif. Considérons les appli-
cations F' : X — P oY) s.cs. et K :Y — X continues. Si N = K o F' est complétement

continue, alors l'une des assertions suivantes a lieu :
(a) Ou bien Uensemble {u € X : u € AN (u),pour 0 <\ <1} est non borné.

(b) Ou bien N posséde un point fize,i.e. il existe u € X tel que u € N(u).

Alternative Nonlinéaire de Dhage

Théoréme 1.6.21. Soit B(0,r) et B[0,r] respectivement les ouverte et fermée dans un espace
de Banach E centrée a lorigine et de rayon v et soit A : B[0,r] = Picp(E) et B : Bl0,r] —

Pepe(E) deuz opérateurs multivoques vérifiant
(i) A est une contraction multivoque.

(ii) B est compact s.c.s.

Alors ou

(a) L’opérateur d’inlusion x € Az + Bz posséde une solution dans B|0, 1], ou
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(b) Il existe xg € E avec ||xo|| = r tel que Axg € Axg + Brg pour A > 1.




Chapitre 2

Quelques problémes d’inclusions

différentielles

2.1 solution positive multiples a un probléme aux limites

2.1.1 Introduction

Considérons le probléme aux limites suivant

Lu € \F(t,u), 0<t<1,
au(0) — pu'(0) =0, (2.1)
yu(l) + du'(1) = 0,

ou Lu = —(ru')’ + qu, avec r une fonction strictement positive de classe C' sur [0, 1], et

g une fonction continue positive sur[0, 1]. «, 3,7,0 > 0 tel que ad + ay + By > 0 et F :
0,1] x [0,400) = P(]0,+00)),\ est un paramétre positif.

2.1.2 Existence de solutions positives

On sait que la fonction de Green associée a 'opérateur L avec les conditions aux limites données

dans 2.1 est définie par G(-,-) : [0,1] x [0,1] — R, tel que pour tout (¢, s)

o(t)(s), sit>s

Gl s) :{ Lo(s)b(t), sis > t. (22)

QO ol
|=
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Lo =0, ¢(0)=5, ¢(0)

Ly =0, 9(1)=46, v¢'(1)
Posons G = max{G(t,s): 0 <t,s <1}.

oit ¢ et 4 vérifient D et e =)@ ()W) — P (1)o(t)) > 0.

=

Définition 2.1.1. On appelle solution de2.1 toute fonction u € C?[0, 1] vérifiant les équations
du probleme 2.1.

Lemme 2.1.1. u € C?[0,1] est solution de (2.1) si et seulement si

1
MweA/‘GmﬁF@m@»%.
0
ou G(t,s) est la fonction de Green définie dans 2.2.

considérons Les hypothéses suivantes :

(H1) F(x,.) : [0,1] = Peyep(]0,+00)) possséde une selection mesurable f(t) € F(t,x) p.p
t€]0,1] et z € [0, +00).

(H2) F(.,t):[0,400) = Peyep([0,+00)) est s.c.s, p.p t € [0, 1].

(H3) 1l existe une fonction positive w € L[0, 1] tel que :
[E(t, 2)|| < w(s)(1+x).

Pour tout = € [0,4+00), p.p t € [0, 1].
(H4) F :[0,1] x [0, +00) — PJ\/([/, +00)) un opérateur multivoque presque s.c.i ¢’est-a -dire
3{I,,} un suite d’ensembles compacts disjoints ,I,,, € [0, 1] tel que :
1. max([0,1]\ Uy, I, =0
2. la restriction de I’ & chaque ensemble J,,, = I, x [0, 00) est s.c.i.

A partir de ces hypothéses, on en déduit les résultats suivants

Théoréme 2.1.1. Sous les hypothéses (H1)-(HS3), si le probleme (2.1)n’a pas de solution tri-

wale, alors pour chaque 0 < \ < m, le probléme (2.1) posséde une solution positive.
0 w(s)as

Théoréme 2.1.2. Sous les hypothéses (H1)-(H4), si le probleme (2.1) n’a pas de solution

triviale, alors pour chaque 0 < A < = le probléeme (2.1) posséde une solution positive.

1t
G f01 w(s)ds
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Démonstration. Pour démontrer le (2.1.1), nous devons utiliser le théoréme de point fixe de

Bahnenblust-Karlin. A partir des hypothéses (H1)-(H3), on déduit que 'opérateur de selection
Sp: C1[0,1] = Ppy e (L1 [0,1])

définie par
Sp(u) ={f € LL0,1] : f(s) € F(s,u(s)) p.ps€[0,1]}

est continue et fermé ([4].

Soit 'opérateur complétement continu

Qn: LL[0,1] = C4[0,1]),Q _)\/Gts
Posons 1
Cy=Qyo0Sp= )\/ G(t,s)F(s,u(s))ds.
0
Est s.c.s.
Ou Q,\Li_[o,l] —>C+[O,1], Q)\ —)\fo dS

posons T = {u € C;[0,1] : ||ul|. < p,oup > 0}. Pour u € T+,on a

1Ty (@)l = max{| / Gt 5)f(s)ds]le - f € pr(u)},

ou

||/ Glt.9)f(3)dsl = su { [ Gt 5) f(s)ds).

te[0,1]

Et d’aprés les hypothéses (H1) et (H3),p.p s € [0,1], On a :

f(s) <NF (s, u(s)]] < w(s)(1 = uls)) < ws)(1 = [lulle) < wls)(1—p).

Et de conclure )
INyle < AGO +p)/ w(s)ds.
0
Car 1
/ G(t,s)f(s)ds < G(1 +p)/ w(s)ds,
0

AG [ w(s)d » o
%; alors ||I'y(w)]|. < p, Popérateur @), admet

au moins un point fixe 7', ji.e.,le probléme (2.1)admet une solution positive.

pour tout f € Sp(u). Choisissons p >

Et pour le théoréme (2.1.1), on va utiliser le théoréme de point fixe de Schauder, on déduit
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Sp: C[0,1] = C(L1[0,1]) est un multi-opérateur de sélection est s.c.i & valeurs décomposables,

fermées posséde une selection continue
[:CL0,1] = LL[0,1], I(u) € Sp

par suite I'opérateur :
Il C+[0, 1] — C+[07 1]

(W) (t) = A /0 G(t, s)l(u)(s)ds.

est une sélection complétement continue de I'y, pour chaque 0 < \ < on peut choisir

N S
Gfol w(s)ds’
p > 0 tel que ||T')]|. < p,lopérateur 7, admet au moins un point fixe 7', ,i.e., le probléme (2.1)

admet ume solution positive.

2.1.3 Existence de solutions multiples
Considérons les hypothéses suivantes :
(F1) F:(0,1) x [0,400) = Kv([0, +00)) est s.c.i.

(F2) chaque M > 0,3gy € [0,1] une fonction continue tel que :
||F(t,1’)||p(y) SGM(t)7 te (O,].),ZL‘E [07M]

et )
/ G(s,s)gm(s)ds < oc.
0
(F3) 31 C (0,1) un intervalle et m € L*(I) fonction non triviale avec m > 0 tel que pour tout
b>0,3r,>0o0na:|F(tz)o>bmt)r, tel etxe (0,m).

(F4) 3, C (0,1) un intervalle et m; € L'([;) fonction non triviale avec m; > 0 tel que pour
tout ¢ > 0,3R. > 0 on a :||F(t,z)||o > cmi(t)x, tel, etr € R..

D’aprés les hypothéses on déduit le théoréme suivant :

Théoréme 2.1.3. Admettons que les hypothéses (F1)-(F3) ont lieu. Alors il existe g > 0 tel
que le probleme (2.1)posséde une solution positive que 0 < A\ < \g.Si de plus (F4) a lieu, alors

le probleme (2.1) a au moins deux solutions positives pour 0 < A < Ag.

Pour la démonstration, on aura besoin du lemme suivant.
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Lemme 2.1.2. Soit X un espace métrique et Y un espace de Banach. Alors chaque multi-

application s.c.iw : X — Cv(Y') posséde une sélection continue.

Démonstration.(du théoréme 2.1.1). Soit f : (0,1)x][0, +00) — [0, +00) une sélection continue

de Fjie., f(t,x) € F(t,z) pour tout(t,z) € (0,1) x [0,400). Et on a
[E @, 2)]lo < f(t,x) < [[F(t, )]

pour tout (t,z) € (0,1) x [0, 400).
Considérons le probléme
—(rv') 4+ qu = F(t,u), 0<t<l,
au(0) — pu'(0) =0, (2.3)
yu(l) 4+ 0u'(1) = 0,
D’aprés (F1)-(F4), on a :
(f1) f:(0,1) x [0,400) — [0, +00) est continue.
(f2) pour chaque M > 0,3g) € (0,1) une fonction continue tel que f(t,z) < gu(t) pour
te(0,1),0<xz <M et fol G(s,8)gu(s)ds < oo
(f3) 37 C (0,1) un intervalle et m € L*(I) une fonction non triviale avec m > 0 tel que pour
chaque b > 0on a :f(t,x) > bm(t)r, tel etxe (0,1p).Si(F4) a lieu, on a

(f4) 31, C (0,1) un intervalle et m; € L*(I;) fonction non triviale avec m; > 0 tel que pour
tout ¢ > 0,3R. >0on a :f(t,z) > cm(t)x, te€l, etx € R..

Et donc on déduit que sous les hypothéses (f1)-(£3),il existe Ag > 0 tel que le probléme (2.3)
posséde une solution positive pour 0 < A < Ag. Si,de plus (f4) est satisfaite, alors le probléeme

(2.3)posséde au moins deux solutions pour 0 < A < Ao.

2.2 Probléme aux limites associé a un systéme perturbé

2.2.1 Introduction
Considérons le probleme pour un systéme d’inclusions différentielles du premier ordre suivant

{ 2'(t) € A()a(t) + F(t,z(t)) + Gt z(t)), p.ptel0,1],

(2.4)
Mz(0) + Nz(1) = n,
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ou F,G : [0,1] x R* — P(R") sont des multi-applications a valeurs convexes, A(.) est une
fonction matrice continue (n x n); M, N sont des matrices constantes (n x n) et n € R". Notons

par ||z|| la norme de x € R™ et par ||A|| la norme de la matrice A.

2.2.2 Existence de solution

Définition 2.2.1. On dit que x € AC((0,1),R") est solution de (2.4), s’il existe deux fonctions
v1,v9 € LY([0,1],R") avec vi(t) € F(t,x(t)),vo(t) € G(t,z(t)) p.p t € [0,1] tel que 2'(t) =
A(t)z(t) + v1(t) + vao(t), p.pt € [0,1], et la fonction x vérifie la condition Mx(0) + Nz(1) =0,

Par les arguments standard des systémes différentielles linéaire on peut montrer le résultat

suivant

Lemme 2.2.1. Soit le probleme aux limites linéaire suivant
a'(t) = A(t)z(t) + h(t), p.pt € (0,1);
M=z(0) + Nz(1) = 0.

et soit ®(t) la matrice fondamentale solution de z'(t) = A(t)x(t) tel que ®(0) = I la matrice
identité. Alors si det(M + N®(1)) = 0, alors le probléme non homogéne posséde une solution

unique donnée par
1
x(t) = / K(t,s)h(s)ds
0

ou

Kt,s) =4 PO Si0<t<s
| (s)D(t) T 4 B(1)J(s), sis<t<1.

avec J(t) = —(M + N®(1))"'N®(1)P(t)~
Si la fonction « vérifie la condition Mx(0) + Nz(1) = n, donc la solution de probléme (2.4)
s’écrit
z(t) = zp(t) + ®(t)(M + ®(1)N) .
Nous allons transformer le probléme (2.4) en un probléme de point fixe, pour cela, considérons
l'opérateur suivant N : C([0, 1], R™) — P(C]0, 1], R™)
1
N(z) ={ue C([0,1],R") : u(t) = / K(t,s)(vi(s) +va(s))ds,v1 € Spp et vy € Sgut
0

Les hypotheéses suivantes sont utiles pour la suite
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(R1) La fonction ¢t — F(t,y) est mesurable, a valeurs convexes et intégrablement bornée pour
chaque y € R"

(R2) Hy(F(t,y), F(t,y)) <I(t)|ly — || pour p.p t € [0,1] et tout y, 7 € R" ou l € L'([0,1],R)
avec [(t) > 0 et Hy(0, F(t,0)) <I(t) p.p. te]0,1]

(R3) L’appliquation multivoque G est Carathéodory et G(t, y) est a valeurs compactes, convexes
pour chaque (¢,y) € [0, 1] x R™.

(R4) 1l existe une fonction ¢ € L'([0,1],R) avec q(t) > O pour p.pt € [0,1], et ¥ : R, — (0, 00)

une fonction continue croissante tel que
1G(ty)llp = sup{[lvll,v € G(t,y)} <q@)(lyll) pptel0,1] et yeR™
(R5) Ir > 0 tel que

K (1l + gl (r)
1 — K*|l| 2

ou K* = sup(; g)ep2 | K (¢, 5)|.
Théoréme 2.2.1. Sous les hypothéses (R1)-(R5), si
KMl <1, (2.5)
alors le probléme (2.4) admet au moins une solution.

Démostration. Pour démontrer ce théoréme, on va utiliser le théoréme de point fixe de Alter-
native Nonlinéaire de Dhage .
Soit X = C([0,1],R™) et B(0,r) C X une boule ouverte ,ou r vérifie I'inégalité dans I’hypo-

theéses (R5), on définit deux applications multivoques sur B[0, r| par

Alz) = {u € X s ult) = /0 K(t, s)oi(s)ds, v1 € Spa).

et
B(x) = {u e X : ult) = /0 K(t, s)a(s)ds, vs € Sera}.

Nous allons vérifier que les opérateurs A et B vérifient toutes les conditions du théoréme de
point fixe de Alternative Nonlinéaire de Dhage.

Etape 1 Montrons que A(x) est un convexe, fermé, borné dans X pour chaque x € B[0;r].
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(a) La fermeture s’en déduit si on montre que les valeurs prises par 'opérateur de Niemytsky
sont fermées dans L1([0; 1];R™). Soit (w,,) une suite d’éléments de L1([0; 1]; R™) convergente
vers une limite w. Or, comme les valeurs de Sp, sont fermées d’aprés 'hypothése (H1)dans
L([0; 1]; R™). Alors, pour chaque x € B[0;7], on a que A(z) est un sous-ensemble fermé, non
vide de X.

(b) Montrons que, pour chaque x € B[0;r|, A(z) est un sous-ensemble convexe de X. Soient

uy;ug € A(x), Alors il existe vy; vy € Sg, tel que pour tout ¢ € [0;1]; on a

1
:/ K(t; s)v;(s)ds; i=1,2
0

Soit 0 < d < 1. Alors, pour chaque ¢ € [0;1] on a

(duy + (1 — / K(t; s)[dvi(s) + (1 — d)va(s)]ds.
Comme ’ensemble de sélections Sg, est convexe (car F est a valeurs convexes), alors
dU1 + (1 - d)UQ € A((L’)

Etape 2 Montrons que A est contraction multivoque sur B[0;7].

Soit z,T € B[0;r] et u; € A(zx). Alors, il existe vy(t) € F(t;z(t)) tel que pour chaque ¢ € [0; 1]

- /O 1 K(t;s)v1(s)ds

Hy(F(t;2(1)); F(t;2(t) < 1@)[|2(t) —z(@)]]

L’hypothése (H2) entraine que

Donc, il existe w € F(t,Z(t)) tel que
[or(t) — wll < 1) |[«(t) —z(@)]; ¢ € [0;1].
Considéerons la multi-application U : [0, 1] — P(R"™) définie par
Ut) = {w e R" : floa(t) —wll < 1@)||=(2) — ()]}

Comme l'opérateur multivoqueV' (t) = U(t) N F(¢,T(t)) est mesurable (voir Propo- sition I11.4,
[3]), V admet une selection mesurable vs(t) € F(t,Z(t)) et pour chaque ¢ € [0; 1]

[or(t) = va (D) < L) () = Z(D)]]-
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Pour chaque ¢ € [0, 1] )
us(t) = /O K (¢, s)va(s)ds:
et 'on a
Jui(?) —u2 ()] < A K (¢, s)|l[[v1(s) — va(s)]|ds
< [ IR ols) ~ a(s) s

Par suite

[ur = us|| < K*|[l][ 12 = =l

En interchangeant les roles de = et Z, on obtient une seconde relation puis on arrive a
Hy(A(x),"™ athcal A(x)) < K*||l]| 1 ]|z — Z||c-

Donc 'opérateur A est, en vertu de (2.5) une contraction sur X.
Etape 3 Montrons que l'opérateur multivoque B est compact et s.c.s sur B(0,r).
Pour montrer que B est compacte sur B(0,7); soit x € B(0,r). Alors, pour chaque u € B(x),

il existe v € S, tel que pour chaque ¢ € [0,1] on a

u(t)z/o K(t,s)v(s)ds

L’hypothése (H4) entraine que
1
lu@®)] < /HK@$WM$WS
0

1
< K*/ lv(s)||ds
0
1

K / 2(5)0(l|z]lc)ds
< K'lglui(r)

IN

A

Montrons que B transforme les bornés en des ensembles équicontinus de X. Soit ¢,7 € [0, 1] et
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x € B(0,7). Pour chaque u € B(z),
lu(t) - u(rl] < / 1K (t,5) — K(7, )] lo(s) |ds

< / 1K (t,5) — K (r 9)l|a(s)|[zl|c)ds

IN

/0 1K (t,s) — K (r,8)llq(s)d(r)ds

Le terme de droite tend vers zéro quand |t — 7| — 0. On conclut alors A partir du Lemme
d’Arzela-Ascolis I'opérateur B : B(0,7) — P(X) est compact.

Etape 4 Montrons que B est a graphe fermé.

Soit (z,) — x* et (y,) € B(z,) tel que (y,) — vy * . Montrons que yx € B(xx). Comme
Yn € B(z,); il existe v, € Sg4, tel que, pour chaque t € [0, 1]

un(t) = /0 K (t, 5)on (s)ds

On doit montrer qu’il existe y* € S¢ ..« tel que, pour tout t € [0, 1];

yx*(t) = /0 K(t,s)v* (s)ds

Il est clair que

lyn —y*llc — 0, lorsquen — oo.
Considérons 'opérateur linéaire continu
[(L'0,1],R) — X
définie par
v D(v)(t) = /1 K(t, s)v(s)ds
0

On sait que 'opérateur I' o Sr est un opérateur a graphe fermé. De plus

yn(t) € F(SG,mn)'

Comme z, — x*, alors

y*(t) = /0 K(t,s)v * (s)ds
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avec vx € Sq zx-
Etape 5 Montrons que la seconde assertion du théoréme de Dhage n’est pas satis- faite.
Soit u € X une solution possible de Au € A(u)+ B(u) pour un réel A > 1 avec ||u||c = r. Alors

il existe v; € S, et v2 € S, tel que pour chaque ¢t € [0,1] on a
1 1
u(t) = /\_1/ K(t, s)vi(s)ds + )\_1/ K(t, s)va(s)ds.
0 0
Alors
lu@] < / lon(s)llds + K / () lds
< K / (1) ()] + 1(5))ds +K*/O a(s)([[us) [)ds
1 1
< K[ U)ulle + s)ds + K [ a(o)u(lulo)ds
0 0
En passant a la borne supérieur en ¢, on obtient,

lulle < K*/O (l(S)IIUI\c+l(S))d8+K*/O q(s)¢([lullc)ds

En remplagant ||u||c = r, dans I'inégalité ci-dessus, on obtient

- < KUl + gl e(r))
- 1 — K*|||

ce qui contredit I'hypothése (R5). Ainsi la deuxiéme assertion du théoréme de Dhage n’a pas

lieu et le probléme (2.4) posséde une solution x définie sur [0, 1].

2.3 Probléme aux limites a conditions intégrales

On se propose d’étudier le probléme aux limites avec conditions intégrales

2"(t) € F(t,z(t)), p.ptelo,1],
2(0) — k12’ (0) = [ ha(x(s))ds, (2.6)
z(1) + ko' (1) = [, ha(z(s))ds

ou F:[0,1] x R — P(R) est une multi-application a valeurs compactes, h; : R — R sont des

fonction continues et K; des constantes positives (i = 1, 2).
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Une fonction z € AC'([0, 1], R) est solution de (2.6), s’il existe une fonction v € L'([0, 1], R) avec v(t) €
F(t,z(t)) p.p.te0,1]tel que 2”(t) =v(t) p.pt € [0, 1] et = satisfait les conditions du pb (2.6)
.St a(t), pi(t), p2(t) € C[0,1], avec o(t) C v(t), p1(t) C hi(t), p2(t) C ha(t) ,donc le probléme

linéaire

ﬂwzaw, ppte0]
x(0) — k12'(0) = fol p1(z(s)
x(1) + ko2'(1 fo pa(x(s)

admet une unique solution donnée par

ou
1

Pt)y= ——
(*) 14k + ks

est I'unique solution du

{1—-t+ k2/0 p1(s)ds + (k1 + 1)/O p2(s)ds}

2"(t) =0, p.ptel0,1]

et
—1 (k1+t)(1—5+k2>, SlO§t<S§1,

kithket 1| (b 4 9)(1—t+ky), siO<s<t<l.
est la fonction de Green. Notons que G(t,s) < 0 sur (0,1) x (0,1)

G(t,s) =

2.3.1 Le cas convexe

Soient les hypothéses suivantes
(D1) F:[0,1] x R = P, .(R) est L'-Carathéodory ;

(D2) 3¢y, ¢ deux constantes positives tel que
|hi(z)| < e et |hao(z)| <E pour tout = € R.

(D3) 1l existe une fonction ¢ : [0,00) — (0,00) positive croissante et une fonction p €
LY([0,1]Ry) telle que

|E(t )| < p(t)o(lz]) pourchague (t,z) € [0,1] x R,
(D4) 11 existe une constante M > 0 tel que

M

> 1.
—1+ki+k2{(1 + k2)er + (k1 + 1)ea} + supg geo,1x(o,1 |G (& 8) [0 (M fo
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Théoréme 2.3.1. Sous les hypothéses (D1)-(D4), le probléme (2.6) admet au moins une so-

lution.

On va utiliser le théoréme de point fixe (alternative non linéaire de leray-schauder), donc on va
prendre un opérateur définie par N : C([0,1], R) — P(C([0,1],R)), avec

N(z) = {h € C([0,1],R) : h(t) = P(t) + / 1 G(t,s)v(s)ds, v € Sra),

P = Tl =t ) [ mal)ds+ -+ ) [ hata(s))ds)

et on va montrer que cet opérateur est convexe pour chaque x € C([0, 1], R). Et transforme les
bornés en des bornés et en des ensembles équicontinus de C([0, 1], R), et il est & graphe fermé.
Finalement on va travailler & une estimation qui & priori montre que L’alternative non linéaire

de Leray-Schauder nous donne 'existence d’un point fixe pour N solution du probléme (1.6.7).

2.3.2 Le cas non convexe

On admet les hypothéses suivantes

(D5) F:[0,1] x R = P.(R) est tel que F(.,x) : [0,1] = P,(R) est mesurable pour chaque
reR;

(D6) Hy(F(t,z),F(t,x)) < l(z)|lr — 7| ppt € [0,1] et z,7 € R oul € L'[0,1],R) et
d(0,F(t,0)) <l(x) p.p.t €0,1];

(D7) I existe deux constantes positives d; et dy tel que |hy(x) — hy(Z)| < di|z —T| et |ho(z) —
ho(T)| < dy|x — | pour tout z,T € R.

Théoréme 2.3.2. Sous les hypothéses (D5)-(D7), si de plus

1
———— (L 4+ ky)dy + (1 + ko)ds] + sup G(t,s)|||l]|r < 1,
3 e (RO R AIR U EAE S N ORI

alors le probléme (2.6) admet au moins une solution.

Pour montrer ce théoréme, on va utiliser 'opérateur N : C([0, 1], R) — P(C([0, 1], R)),
1
N(z) ={h € C([0,1],R) : h(t) = P(t) +/ G(t,s)v(s)ds,v € Sp.},
0

on doit montrer que N(t) € Py(C|0, 1], R) pour chaque z € C([0,1],R), et Il existe v < 1 tel
que Hy(N(z), N(T)) < ||z — T||s pour chaque z,7 € C([0,1],R). Finalement on déduit que

N est une contraction et admet donc un point fixe = solution du probléme (2.6).
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