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Introduction générale

Ce mémoire rentre dans le cadre de l'étude des fonctions biharmoniques sur une va-

riété riemannienne (M, g), ce sont les fonctions f : M −→ R de classe C4 qui sont

solutions de l'équation ∆2f = ∆(∆f) = 0. Ce type de fonctions généralise d'une

manière naturelle la notion des fonctions harmoniques. Notons que les fonctions bi-

harmoniques sont solutions d'un système linéaire elliptique d'ordre quatre di�cile à

résoudre en général.

Ce mémoire se divise en trois chapitre. Dans le premier chapitre, on rappelle quelques

opérateurs sur les variétés riemanniennes, en particulier le gradient d'une fonction,

la divergence d'un champ de vecteurs et le Laplacien en donnant les di�érentes écri-

tures en coordonnées locales. On présente quelques règles de calcul pour l'opérateur

Laplacien et on dé�nit les fonctions harmoniques qui sont les fonctions qui annulent

le Laplacien, on termine ce chapitre par la dé�nition d'une fonction biharmonique sur

une variété riemannienne en citant ses propriétés.

Le deuxième chapitre est consacré à la construction des fonctions biharmoniques

dans certains cas, on commence par la caractérisation de la biharmonicité des fonc-

tions radiales à l'aide de la résolution d'une équation di�érentielle. La deuxième idée

de construction est basée sur la déformation conforme de la métrique, c'est à dire

multiplier la métrique initiale par une fonction strictement positive, on a réussi à

donner l'expression de l'opérateur Bilaplacien après ce changement conforme, ce ré-

sultat nous a permis de construire quelques exemples. A la �n de ce chapitre, on étudie

les fonctions biharmoniques sur les variétés produit tordu en présentant les di�érentes

expressions liées à ce type de variétés et en traitant certains cas particuliers.

Dans le troisième, on s'intéresse dans une première partie aux quelques théorèmes de

type Liouville pour les fonctions biharmoniques en se basant sur quelques hypothèses

géométriques et topologiques. En�n, on étudie le problème de Dirichlet pour ce type

de fonctions lorsque la donnée au bord est constante, les résultats de ce chapitre

généralisent des résultats connus pour les fonctions harmoniques.
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Chapitre 1

Généralités

Dans ce chapitre, on s'intéresse dans un premier lieu à la dé�nition de quelques opéra-

teurs di�érentiels sur une variété riemannienne (gradient d'une fonction et divergence

d'un champ de vecteur) à partir des isomorphismes musicaux, les opérateurs gradient

et divergence nous permettent de dé�nir l'opérateur de Laplace appelé aussi le Lapla-

cien et on donne quelques règles de calcul, on dé�nit ainsi les fonctions harmoniques

comme solution de l'équation de Laplace, et on caractérise touts les fonctios radiales

qui sont harmoniques, ces opérateurs vont nous permettre de dé�nir le Bilaplacien et

par suite les fonctions biharmoniques dont on donne explicitement quelques régles de

calculs.

1.1 Les isomorphismes musicaux

Soit (Mm, g) une variété riemannienne, gx est un produit scalaire sur TxM , on peut

identi�er TxM à T ∗xM à l'aide de l'isomorphisme noté ]x dé�ni par :

]x : T ∗xM −→ TxM

ωx 7−→ ]x(ωx)

tel que : on a pour tout Xx ∈ TxM

gx(]x(ωx), Xx) = ωx(Xx).
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]x est un isomorphisme, on note bx son inverse qui est dé�ni par :

bx : TxM −→ T ∗xM

Xx 7−→ bx(Xx)

tel que : pour tout Yx ∈ TxM ,

bx(Xx)(Yx) = gx(Xx, Yx).

On peut dé�nir les opérateurs ] et b appelés opérateurs musicaux de la façon suivante :

] : Γ∗(TM) −→ Γ(TM)

ω 7−→ ](ω)

tel que pour tout x ∈M , on a

(](ω))x = ]x(ωx)

et

b : Γ(TM) 7−→ Γ∗(TM)

X 7−→ b(X)

tel que : pour tout x ∈M ,

(b(X))x = bx(Xx).

Pour plus de détails, voir ([1])

Proposition 1.1.1. Les opérateurs ] et b sont des isomorphismes inverse l'un de

l'autre et sont également dé�nis par :{
](ω) est tel que g(](ω), X) = ω(X)

b(X) est tel que b(X)(y) = g(X, Y )
(1.1)

pour tout X, Y ∈ Γ(TM) et ω ∈ Γ∗(TM).

Preuve :

La linéarité est une conséquence de la linéarité des ]x et bx, pour tout x ∈M .

Il su�t de montrer que les opérateurs ] et b sont inverse l'un de l'autre.
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Soient x ∈M,X, Y ∈ Γ(TM) et ω ∈ Γ∗(TM).

D'une part, on a

gx(]x(bx(Xx)), Yx) = (bx(Xx))(Yx) = gx(Xx, Yx).

Comme gx est non dégénérée, alors

]x(bx(Xx)) = Xx

pour tout x ∈M , d'où

] ◦ b = IdΓ(TM).

D'une part, on a

((b ◦ ])(ω))x(Xx) = (bx(]x(ωx)))(Xx) = gx(]x(ωx), Xx) = ωx(Xx)

alors, pour tout x ∈M
((b ◦ ])(ω))x = ωx.

d'où

b ◦ ] = IdΓ∗(TM)

En utilisant le fait que

(ω(X))x = ωx(Xx)

et

(g(X, Y ))x = gx(Xx, Yx),

on aura à partir des dé�nitions de ]x et bx les relations suivantes :{
gx((](ω))x, Xx) = ωx(Xx).

(b(X))x(Yx) = gx(Xx, Yx).

Ce qui nous donne {
(g(](ω), X)x = (ω(X))x

((b(X))(Y ))x = (g(X, Y ))x

d'où les relations voulues.
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1.1.1 Les isomorphismes musicaux en coordonnées locales

Soit (U,ϕ) une carte locale surMm, {U, ( ∂
∂xi

)i=1,...,m} et {U, (dxi)i=1,...,m} sont respec-
tivement le repére et le corepére locale associés à la carte donnée (U,ϕ).

En utilisant la convention d'Einstein pour les indices, on a pour ω ∈ Γ∗(TM)

ω = ωidx
i.

pour X, Y ∈ Γ(TM) , on a

X = Xj ∂

∂xj
, Y = Y j ∂

∂xj
.

La métrique g s'écrit sous la forme :

g = gijdx
i ⊗ dxj

où

gij = g(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
).

Comme

g(](ω), X) = ω(X),

alors

gij(](ω))iXj = ωjX
j,

pour tout X ∈ Γ(TM). En particulier pour X = ∂
∂xj

, alors

gij(](ω))i = ωj,

d'où

(](ω))i = gijωj,

où (gij) est la matrice inverse de (gij).

En�n nous obtenons la formule suivante :

](ω) = gijωj
∂

∂xi
. (1.2)

De même, pour l'opérateur b nous avons d'une part

(b(X))(Y ) = (b(X))jY
j,
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et d'autre part

(b(X))(Y ) = gijX
iY j,

pour tout Y ∈ Γ(TM), en particulier pour Y = ∂
∂xj

, il vient que

(b(X))j = gijX
i,

d'où

b(X) = gijX
idxj. (1.3)

1.2 Les opérateurs sur une variété riemannienne

1.2.1 L'opérateur gradient sur une variété riemannienne

Dé�nition 1.2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, on dé�nit l'opérateur gra-

dient (noté grad) par :

grad : C∞(M) −→ Γ(TM)

f 7−→ grad(f) = ](df)

où df est la di�érentielle de f , tel que pour tout X ∈ Γ(TM) on a

g(grad(f), X) = df(X) = X(f).

Proposition 1.2.1. (Expression du gradient en coordonnées locales)

Soit (Mm, g) une variété riemannienne de dimension m, (U,ϕ) une carte sur

M avec les champs de base associée ∂
∂x1
, ..., ∂

∂xm
, alors pour tout f ∈ C∞(M,R) on a :

(grad)|U = gij
∂f

∂xi
∂

∂xj
. (1.4)

Preuve.

Il su�t d'appliquer directement la dé�nition de l'application ] et la dé�nition de la

di�érentielle la fonction f ∈ C∞(M,R) relativement à la carte (U,ϕ) sur M , on a

df =
m∑
i=1

∂f

∂xi
dxi
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](df) =
∑m

i,j=1 g
ij(df)i ∂

∂xj

=
∑m

i,j=1 g
ij ∂f
∂xi

∂
∂xj

où dx1, ..., dxm est la base duale.

Propriété 1.2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, pour toutes f, h ∈ C∞(M)

on a

1. grad(f + h) = grad(f) + grad(h)

2. grad(fh) = hgrad(f) + fgrad(h)

3. (grad(f))(h) = (grad(h))(f)

Preuve. Soit f, h ∈ C∞(M), pour tout X ∈ Γ(TM) on a :

1.

g(grad(f + h), X) = X(f + h)

= X(f) +X(h)

= g(grad(f), X) + g(grad(h), X)

= g(grad(f) + grad(h), X)

2.

g(grad(fh), X) = X(fh)

= hX(f) + fX(h)

= hg(grad(f), X) + fg(grad(h), X)

= g(hgrad(f) + fgrad(h), X)

3.

(grad(f))(h) = g(grad(h), grad(f))

= g(grad(f), grad(h))

= (grad(h))(f)
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1.2.2 L'opérateur divergence sur une variété riemannienne

Soit X ∈ Γ(TM) un champ de vecteurs sur une variété riemannienne (M, g), l'appli-

cation dé�nie par :

∇X : Γ(TM) −→ Γ(TM)

Z 7−→ ∇ZX

est une application C∞(M) linéaire (∇X est un tenseur de type (1,1)).

Si x ∈M , alors

(∇X)x : TxM −→ TxM

v 7−→ (∇vX)x

est une application linéaire d'espaces vectoriels.

Dé�nition 1.2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne. La divergence d'un champ

de vecteurs X ∈ Γ(TM), notée divX est une fonction sur M dé�nie par :

div : Γ(TM) −→ C∞(M)

X 7−→ divX

et
divX = trg(∇X)

(divX)x = trg((∇X)x) x ∈M

En coordonnées locales, on a

divX = dxi(∇ ∂

∂xi
X)

= gijg(∇ ∂

∂xi
X, ∂

∂xj
)

Si (ei) est une base orthonormée locale sur M , on a

divX =
m∑
i=1

g(∇eiX, ei)

De même, la divergence d'une 1-forme ω sur M est dé�nie par

divω = trg(Z −→ ∇Zω)

=
∑m

i=1(∇eiω)(ei)

=
∑m

i=1 g
ij(∇ ∂

∂xi
ω)( ∂

∂xj
)
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Proposition 1.2.2. Première expression de la divergence en coordonnées

locales.

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m, X = X i ∂
∂xi
∈ Γ(TM)

on a :

divX =
m∑

i,j=1

(
∂X i

∂xi
+XjΓiij)

où les fonctions Γkij sont les symboles de christo�el donnée par la relation

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
.

Preuve.

Sur une carte locale de M nous avons,

X = X i ∂

∂xi
,

et

∇ ∂

∂xi

∂

∂xj
= Γkij

∂

∂xk
,

alors
divX =

∑m
i=1 dx

i(∇ ∂

∂xi
X)

=
∑m

i,j=1 dx
i(∇ ∂

∂xi
Xj ∂

∂xj
)

=
∑m

i,j=1 dx
i(∂X

j

∂xi
∂
∂xj

+XjΓkij
∂
∂xk

),

d'où �nalement

divX =
m∑

i,j=1

(
∂X i

∂xi
+XjΓiij)

Propriété 1.2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne, pour tous X, Y ∈ Γ(TM)

et f ∈ C∞(M,R), on a

1. div(X + Y ) = div(X) + div(Y )

2. div(fX) = fdiv(X) +X(f)

Preuve.

Pour démontrer la propriété (1), on applique directement la dé�nition de la divergence,
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soit (ei) une base orthonormée locale sur M on a

div(X + Y ) = g(∇ei(X + Y ), ei)

= g(∇ei(X), ei) + g(∇ei(Y ), ei)

= divX + divY

Pour la deuxième propriété, on a

div(fX) = g(∇eifX, ei)

Or

∇eifX = ei(f)X + f∇eiX,

Il suit que

div(fX) = g(ei(f)X, ei) + fg(∇eiX, ei)

On sait que

divX = g(∇eiX, ei)

et

g(ei(f)X, ei) = g(X, grad(f)) = X(f),

d'où

div(fX) = X(f) + fdivX

Lemme 1.2.1. ([2]) Sur une variété riemannienne (M, g) on a

∂

∂xk
(
√
det(gij)) =

√
det(gij)

m∑
l=1

Γllk,

En utilisant ce lemme, nous allons donner la deuxiéme expression de la diver-

gence.

Proposition 1.2.3. (Deuxième expression de la divergence en coordonnées

locales.)

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m, pour tout X ∈ Γ(TM)

on a :

divX =
1√

det(gij)

∂

∂xk
(
√
det(gij)X

k)
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Preuve.

Grâce à la première expression de la divergence en coordonnées locales, nous

avons
divX =

∑m
i=1

∂Xi

∂xi
+
∑m

j=1

∑m
i=1X

jΓiij

=
∑m

i=1
∂Xi

∂xi
+
∑m

j=1X
j
∑m

i=1 Γiij

en utilisant le lemme 1.2.1, avec

|g| = det(gij),

alors un calcul direct nous donne :

divX = 1√
|g|

(
√
|g|
∑m

i=1
∂Xi

∂xi
+
∑m

j=1X
j
√
|g|
∑m

i=1 Γiij)

= 1√
|g|

(
√
|g|
∑m

i=1
∂Xi

∂xi
+
∑m

j=1X
j ∂
∂xj

(
√
|g|))

= 1√
|g|

∑m
i=1

∂
∂xi

(
√
|g|X i)

en utilisant la convention d'Einstein, on a

div(X) =
1√
|g|

∂

∂xi
(
√
|g|X i)

1.3 L'opérateur Laplacien sur une variété rieman-

nienne

1.3.1 Dé�nitions et Propriétés

Dé�nition 1.3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, on dé�nit l'opérateur La-

placien noté ∆ sur M par :

∆ : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ ∆(f) = div(gradf)

Propriété 1.3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, pour toutes f, h ∈ C∞(M,R)

on a :

1. ∆(f + h) = ∆(f) + ∆(h)
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2. ∆(fh) = h∆(f) + h∆(f) + 2g(grad(f), grad(h))

Preuve.

Soit f, h ∈ C∞(M,R), en utilisant les propriétés des grad et div et le fait que

X(f) = g(grad f,X),

on obtient

1.

∆(f + h) = div(grad(f + h))

= div(grad f + grad h)

= div(grad f) + div(grad h)

= ∆(f) + ∆(h)

2.

∆(fh) = div(grad(fh))

= div(hgrad f + fgrad h)

= hdiv(grad f) + (grad f)(h) + fdiv(grad h) + (grad h)(f)

= h∆(f) + f∆(h) + 2g(grad f, grad h).

Dé�nition 1.3.2. Soit (M, g) une variété riemannienne, et soit f ∈ C∞(M), on dit

que f est harmonique si :

∆(f) = 0.

L'équation ∆(f) = 0 est appelée l'équation de Laplace.

Proposition 1.3.1. Expression de l'opérateur Laplacien en coordonnées lo-

cales

Soit (M, g) une variété riemannienne, et pour tout f ∈ C∞(M), on a

∆f = gij(
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk
) (1.5)
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Preuve.

Soit f ∈ C∞(M,R), alors

∆f = div(grad f)

= gijg(∇ ∂

∂xi
grad f, ∂

∂xj
)

Or
g(∇ ∂

∂xi
grad f, ∂

∂xj
) = ∂

∂xi
(g(grad f, ∂

∂xj
)− g(grad f,∇ ∂

∂xi

∂
∂xj

))

= ∂2f
∂xi∂xj

− Γkij
∂f
∂xk

,

d'où

∆f = gij(
∂2f

∂xi∂xj
− Γkij

∂f

∂xk
)

Remarque 1.3.1. (Deuxième expression de l'opérateur Laplacien)

Grâce à la deuxième expression de l'opérateur divergence, il existe une deuxième

écriture pour le Laplacien donnée par l'équation suivante :

∆f =
1√

det(gij)

∂

∂xi
(gij

∂f

∂xj

√
det(gij)).

Exemple 1.3.1. Soit Rm muni du produit scalaire standard g0, (g0)ij = δij, alors

pour toute fonction di�érentiable f sur Rm et X = (X1, ..., Xm) un champ de vec-

teurs sur Rm on a

1.

grad f =
∑m

i=1
∂f
∂xi

∂
∂xi

= ( ∂f
∂x1
, ..., ∂f

∂xm
)

2.

divX =
∑m

i=1
∂Xi

∂xi

= ∂X1

∂x1
+ ...+ ∂Xm

∂xm

3.

∆(f) =
m∑
i=1

∂2f

∂x2
i
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Exemple 1.3.2. (Laplacien sur la sphère S2)

Soit S2 la sphère de dimension 2, sa métrique est donnée par

gS2 = dθ2 + sin2 θdϕ2

et f : S2\{(±1, 0, 0)} −→ R, on a

∆f =
∂2f

∂θ2
+ cot θ

∂f

∂θ
+ sin2 θ

∂2f

∂ϕ2

Par exemple f(θ, ϕ) = ln(tan θ
2
) est harmonique. Car :

∂f
∂θ

= ∂
∂θ

ln(tan θ
2
)

=
∂
∂θ

(tan θ
2

)

tan θ
2

=
1
2

(1+tan2 θ
2

)

tan θ
2

De même, on a
∂2f
∂θ2

= 1
2

(1+tan2 θ
2

) tan2 θ
2
− 1

2
(1+tan2 θ

2
)2

tan2 θ
2

= 1
4
(tan2 θ

2
− 1

tan2 θ
2

).

On déduit :

∆f =
1

4
(tan2 θ

2
− 1

tan2 θ
2

) +
1

4
(

1

tan θ
2

− tan
θ

2
)(

1

tan θ
2

+ tan
θ

2
) = 0

Donc f est fonction harmonique.

1.3.2 Quelques régles de calcul pour le Laplacien

Proposition 1.3.2. Soit (R2, g) une variété riemannienne, ∀x, y ∈ R, en coordonnées

cartésiennes (x, y) est repère en coordonnées polaires (r, θ) avec{
x = r cos θ

y = r sin θ

et on a :

∆f(x, y) =
∂2f

∂r2
+

1

r2

∂2f

∂θ2
+

1

r

∂f

∂r
. (1.6)
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Proposition 1.3.3. Soit f : Rm −→ R une fonction strictement positive de classe

C2. Alors

∆(fp) = pfp−2(f∆f + (p− 1)|grad f |2). (1.7)

Preuve.

D'aprés la dé�nition on a

∆(fp) = ei(ei(f
p))− (∇eiei)(f

p) (1.8)

où (ei)
m
i=1 est une base orthonormée sur Rm.

On a pour X ∈ Γ(TRm),

X(fp) = pfp−1X(f).

Ce qui donne

X(X(fp)) = pX(fp−1X(f))

= p(fp−1X(X(f)) +X(f)X(fp−1))

= p(fp−1X(X(f)) + (p− 1)fp−2X(f)X(f)).

D'où
ei(ei(f

p)) = p(fp−1ei(ei(f)) + (p− 1)fp−2ei(f)ei(f))

= pfp−2(fei(ei(f)) + (p− 1)|grad f |2)

donc

ei(ei(f
p) = pfp−2(fei(ei(f)) + (p− 1)|grad f |2) (1.9)

et

(∇eiei)(f
p) = pfp−1(∇eiei)(f). (1.10)

En remplaçant (1.9) et (1.10) dans (1.8), on obtient

∆fp = pfp−2(fei(ei(f)) + (p− 1)|grad f |2 − f(∇eiei)(f)).

Or

∆f = ei(ei(f))− (∇eiei)(f),
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il suit que

∆(fp) = pfp−2(f∆f + (p− 1)|grad f |2).

Comme cas particulier de la proposition 1.3.3, on obtient le résultat suivant

Corollaire 1.3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne,∀x ∈ Rm on a

∆(|x|p) = p(p+m− 2)|x|p−2. (1.11)

Preuve.

Posons f(x) = |x| dans l'équation (1.7) , on obtient

∆(|x|p) = p|x|p−2(|x|∆|x|+ (p− 1)|grad |x||2),

où

|x| =
√
x2

1 + ...+ x2
m,

et
grad|x| = ∂

∂xi

√
x2

1 + ...+ x2
m

∂
∂xi

= xi
|x|

∂
∂xi
.

De même

|grad|x||2 = g(
xi
|x|

∂

∂xi
,
xi
|x|

∂

∂xi
) = 1

et

∆|x| = Σm
i=1

∂2|x|
∂x2

i

.

Or
∂

xi
(|x|) =

xi
|x|
,

on obtient
∆|x| = ∂2|x|

∂x2i
= ∂

xi
( xi|x|)

= 1
|x|2 (m|x| − |x|) = (m−1)

|x| ,

d'où

∆(|x|p) = p|x|p−2((m− 1) + p− 1).

Finalement, on déduit que

∆(|x|p) = p(m+ p− 2)|x|p−2.
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Proposition 1.3.4. Soient f : Rm −→ R, g : R −→ R deux fonctions de classe C∞,

alors

∆(g ◦ f) = (g′ ◦ f)∆f + (g′′ ◦ f)|grad f |2. (1.12)

Preuve.

Soit

g ◦ f : Rm −→ R
x = (x1, ..., xm) 7−→ (g ◦ f)(x)

Par dé�nition du Laplacien, on a

∆(g ◦ f) =
∂2

∂x2
i

((g ◦ f)(x)).

Un simple calcul nous donne

∂

∂xi
((g ◦ f)(x)) = g′(f(x))

∂f

∂xi
,

il suit que
∂2

∂x2i
((g ◦ f)(x)) = ∂

∂xi
( ∂
∂xi

((g ◦ f)(x)))

= ∂
∂xi

(g′(f(x)) ∂f
∂xi

).

On obtient donc

∆(g ◦ f)(x) = g′(f(x))
∂2f

∂x2
i

+ g′′(f(x))
∂f

∂xi

∂f

∂xi
.

Comme ( ∂f
∂xi

)2 = |grad f |2, il résulte que

∆(g ◦ f)(x) = (g′ ◦ f)(x)∆f + (g′′ ◦ f)(x)|grad f |2.

Proposition 1.3.5. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m. Pour

toute fonction f ∈ C∞(M), on a

∆ef = ef (∆f + |grad f |2). (1.13)
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Preuve.

Par dé�nition, on a

∆ef = ei(ei(e
f ))− (∇eiei)(e

f ).

Or

ei(e
f ) = ef .ei(f),

d'où
ei(ei(e

f )) = ei(e
fei(f))

= efei(ei(f)) + efei(f)ei(f)

= ef (ei(ei(f)) + |grad f |2)

et

(∇eiei)(e
f ) = ef (∇eiei)(f),

donc

∆ef = ef (∆f + |grad f |2)

Dé�nition 1.3.3. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m.On appelle

forme volume sur (M, g), notée υM ou υg, la forme dé�nie localement dans un repère

par

υM =
√
det(gij)dx

1∧, ...,∧dxm.

Exemples 1.3.1. On considère la variéte R2 muni des coordonnées cartésiennes

(x, y) on a

g0 = dx2 + dy2,

et

υg0 =
√
det(gij)dx ∧ dy = dx ∧ dy.

On consédère la shpère S2 muni de la métrique

g = dθ2 + sin2θdϕ2,

alors, la forme volume est donnée par

υg =
√
det(gij)dθ ∧ dϕ = | sin θ|dθ ∧ dϕ.



24 CHAPITRE 1. GÉNÉRALITÉS

Proposition 1.3.6. (Théorème de divergence [4])

Soit D un domaine compact à bord dans une variété riemannienne (M, g).

Soit ω une 1-forme et X un champ de vecteur, dé�nis sur un voisinage inclue dans

D. Alors ∫
D

(divω)υM =

∫
∂D

ω(n)υ∂D et

∫
D

(divX)υM =

∫
∂D

g(X,n)υ∂D,

où ∂D est le bord de D et n = n(x) est le vecteur unitaire normal à ∂D.

Corollaire 1.3.2. Pour tout ω une 1-forme et X un champ de vecteurs à support

compact dans le domaine D, alors∫
D

(divω)υM = 0 et

∫
D

(divX)υM = 0.

1.4 L'harmonicité des fonctions radiales

Dans le cas où la fonction f : Rm −→ R est radiale, c'est à dire elle dépend seulement

de r =
√
x2

1 + ...+ x2
m, nous allons caractériser touts les fonctions radiales qui sont

harmoniques.

Proposition 1.4.1. Soit f une fonction de classe C2 dé�nie par :

f : Rm −→ R m ≥ 2

x = (x1, ..., xm) 7−→ f(x) = F (r)

Alors f est harmonique si et seulement si s'écrit sous la forme suivante :

f(x) = A ln r +B si m = 2

f(x) = A
(2−m)rm−2 +B si m 6= 2

où r =
√
x2

1 + ...+ x2
m et A, B sont des constantes.

Preuve.

On a r =
√
x2

1 + ...+ x2
m, il su�t de remplaçer dans l'équation (1.12) pour

h(x) = r = |x| on obtient

∆f = ∆F (r)

= ∆(F ◦ h)

= (F ′ ◦ h)∆h+ (F ′′ ◦ h)|grad h|2

= F ′(r)∆|x|+ F ′′(r)|grad|x||2
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en utilisant l'équation (1.11) pour p = 1, on a

∆|x| = 1(1 +m− 2)|x|1−2

= (m− 1) 1
|x|

= (m− 1)1
r

et
grad|x| = ∂

∂xi

√
x2

1 + ...+ x2
m

∂
∂xi

= xi
|x|

∂
∂xi
.

De même

|grad|x||2 = g(
xi
|x|

∂

∂xi
,
xi
|x|

∂

∂xi
) = 1.

Ce qui donne �nalement

∆f = F ′′(r) +
(m− 1)

r
F ′(r) (1.14)

Grâce a l'équation (1.14), on déduit que f est harmonique si seulement si F véri�e

l'équation suivante :

F ′′(r) +
(m− 1)

r
F ′(r) = 0 (1.15)

Ce qui donne
F ′′(r)

F ′(r)
= −(m− 1)

1

r
.

En intégrant par rapport à r, on obtient

lnF ′(r) = −(m− 1) ln r + c

lnF ′(r) = ln A
rm−1 .

avec c = lnA

En�n l'harmonicité de f se traduit par l'équation

F ′(r) =
A

rm−1
(1.16)

Pour résoudre l'équation (1.16), nous allons distinguer deux cas :

1er cas : Pour m = 2, on obtient

F ′(r) =
A

r
⇒ F (r) = A ln r +B
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donc

f(x) = A ln r +B.

2eme cas : Pour m 6= 2, l'équation (1.16) s'écrit sous la forme

F ′(r) = Ar1−m.

Par intégrationt, on obtient :

F (r) =
A

(2−m)rm−2
+B,

d'où

f(x) =
A

(2−m)rm−2
+B.

1.5 L'opérateur bilaplacien sur une variété rieman-

nienne

1.5.1 Dé�nitions et Propriétés

Dé�nition 1.5.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, on dé�nit l'opérateur bila-

placien noté ∆2 sur M par :

∆2 : C∞(M) −→ C∞(M)

f 7−→ ∆2f = ∆(∆f)

Propriété 1.5.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, pour deux fonctions f, h ∈
C∞(M,R) on a :

1. ∆2(f + h) = ∆2(f) + ∆2(h)

2. ∆2(fh) = h∆2(f) + f∆2(h) + 2∆(f)∆(h) + 2grad f(∆h) + 2grad h(∆f) +

2∆df(grad h))

Preuve.

Soit f, h ∈ C∞(M,R), en utilisant les propriétés de ∆,on obtient :
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1.
∆2(f + h) = ∆(∆(f + h))

= ∆(∆(f) + ∆(h))

= ∆(∆(f)) + ∆(∆(h))

= ∆2(f) + ∆2(h)

2.
∆2(fh) = ∆(∆(fh))

= ∆(h∆(f) + f∆(h) + 2g(grad f, grad h))

= ∆(h∆(f)) + ∆(f∆(h)) + ∆(2g(grad f, grad h)).

Où
∆(h∆(f)) = h∆(∆f) + ∆(f)∆(h) + 2grad h(∆f)

= h∆2f + ∆(f)∆(h) + 2grad h(∆f)

De même, on obtient

∆(f∆(h)) = f∆2h+ ∆(h)∆(f) + 2grad f(∆h)

et

∆(2g(grad f, grad h)) = ∆(g(grad f, grad h) + g(grad f, grad h))

= ∆(g(grad f, grad h)) + ∆(g(grad f, grad h))

= 2∆(g(grad f, grad h))

= 2∆df(grad h).

Donc

∆2(fh) = h∆2f + ∆(f)∆(h) + 2grad h(∆f) + f∆2h+ ∆(h)∆(f)+

2grad f(∆h) + 2∆(g(grad f, grad h))

= h∆2(f) + f∆2(h) + 2∆(f)∆(h) + 2(grad f(∆h) + 2grad h(∆f)+

2∆df(grad h))

Exemple 1.5.1. Soit (Rm, g0) une variété riemannienne tel que (g0)ij = δij, et soit

f ∈ C∞(Rm,R) alors :

∆2f =
∂4f

∂x2
i∂x

2
j
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Dé�nition 1.5.2. Soit (M, g) une variété riemannienne, et soit f ∈ C∞(M), on dit

que f est biharmonique si :

∆2f = 0.

Exemple 1.5.2. Tout fonction harmonique f ∈ C∞(M) est biharmonique.

Exemple 1.5.3. Le simple exemple d'une fonction biharmonique, les polynômes de

degrés 3 et 2 sur R.



Chapitre 2

Quelques constructions des fonctions

biharmonique

Dans ce chapitre, comme premier résultat de ce travail, on caractérise touts les fonc-

tions radiales qui sont biharmonique, ensuite on s'intéresse à la déformation conforme

de la métrique où on donne l'e�et d'une telle déformation sur les connexions, sur la

courbure et sur bilaplacien, on termine ce chapitre par l'étude du bilaplacien et des

fonctions biharmoniques sur les variétés produit tordu où on traite certains cas par-

ticuliers.

2.1 La biharmonicité des fonctions radiales

Dans le cas où la fonction f : Rm −→ R est radiale, c'est à dire elle dépend

seulement de r =
√
x2

1 + ...+ x2
m, nous allons caractériser quelques fonctions radiales

qui sont biharmonique, par exemple toute fonction radiale harmonique est biharmo-

nique, c'est à dire toutes les fonctions qui véri�er l'équation (1.15) sont biharmonique.

Proposition 2.1.1. Soit f une fonction de classe C4 dé�nie par :

f : Rm −→ R
x = (x1, ..., x2) 7−→ f(x) = F (r)
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Alors f est biharmonique si et seulement si F est véri�er l'équation suivante :

F (4)(r) + 2
(m− 1)

r
F (3)(r) +

(m− 1)(m− 3)

r2
F ′′(r)− (m− 1)(m− 3)

r3
F ′(r) = 0.

Preuve.

Par dé�nition de bilaplacien, on a

∆2f = ∆2F (r)

= ∆(∆F (r)).

En utilisant l'équation (1.14), on trouve :

∆2F (r) = ∆(F ′′(r) + (m−1)
r

F ′(r))

= ∆(F ′′(r)) + ∆( (m−1)
r

F ′(r)).

Alors

∆2F (r) = ∆(F ′′(r)) + (m− 1)∆(
1

r
F ′(r)). (2.1)

De même, on a

∆(F ′′(r)) = F (4) +
(m− 1)

r
F (3). (2.2)

D'aprés les propriétés de ∆, on a

∆(r−1F ′(r)) = F ′(r)∆(r−1) + r−1∆F ′(r) + 2g(grad F ′(r), grad (r−1)). (2.3)

Comme r = |x| =
√
x2

1 + ...+ x2
m en utilisant l'équation (1.11) pour p = −1 on

trouve :
∆(r−1) = ∆|x|−1

= −1(−1 +m− 2)|x|(−1−2)

= − (m−3)
r3

d'où

∆(r−1) = −(m− 3)

r3
(2.4)

et

∆F ′(r) = F (3)(r) +
(m− 1)

r
F ′′(r). (2.5)

On sait que

g(grad F ′(r), grad (r−1)) =
∂F ′(r)

∂xi
,
∂(r−1)

∂xi
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comme
∂F ′(r)
∂xi

= ∂r
xi
F ′′(r)

= xi
r
F ′′(r)

et
∂(r−1)
∂xi

= (−1)xi
r

1
r2

= −xi
r3
,

il suit que

g(grad F ′(r), grad (r−1)) = −xi
r3
xi
r
F ′′(r)

= −F ′′(r)
r4

r2

= −F ′′(r)
r2

,

d'où

g(grad F ′(r), grad (r−1)) = −F
′′(r)

r2
(2.6)

En remplaçant l'équation (2.4),(2.5) et (2.6) dans l'équation (2.3) on obtient :

∆(r−1F ′(r)) = F ′(r)(− (m−3)
r3

) + r−1(F (3)(r) + (m−1)
r

F ′′(r)) + 2(−F ′′(r)
r2

)

= 1
r
F 3(r) + (m−3)

r2
F ′′(r)− (m−3)

r3
F ′(r),

on déduit que

∆(r−1F ′(r)) =
1

r
F 3(r) +

(m− 3)

r2
F ′′(r)− (m− 3)

r3
F ′(r). (2.7)

En remplaçant (2.2) et (2.7) dans l'équation (2.1), on arrive au résultat suivant :

∆2f = ∆(F ′′(r)) + ∆( (m−1)
r

F ′(r))

= F (4)(r) + (m−1)
r

F (3)(r) + (m− 1)(1
r
F 3(r) + (m−3)

r2
F ′′(r)− (m−3)

r3
F ′(r))

= F (4)(r) + (m−1)
r

F (3)(r) + (m−1)
r

F (3)(r) + (m−1)(m−3)
r2

F ′′(r)− (m−1)(m−3)
r3

F ′(r)

= F (4)(r) + 2 (m−1)
r

F (3)(r) + (m−1)(m−3)
r2

F ′′(r)− (m−1)(m−3)
r3

F ′(r).

Donc f est biharmonique si et seulement si

F (4)(r) + 2
(m− 1)

r
F (3)(r) +

(m− 1)(m− 3)

r2
F ′′(r)− (m− 1)(m− 3)

r3
F ′(r) = 0.
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Proposition 2.1.2. Soit f une fonction de classe C4 dé�nie par :

f : Rm −→ R
x = (x1, ..., x2) 7−→ f(x) = F (r)

Alors f est biharmonique si et selement si f s'écrit sous la forme suivante :

f(x) = r2

4
(A ln r +B − 3A

2
) + C ln r +K si m = 2

f(x) = −A
4

ln r + B
8
r2 − C

2r2
+ k si m = 4

f(x) = A
2(2−m)(4−m)rm−4 + B

2m
r2 + C

(2−m)rm−2 + k si m 6= 2 et m 6= 4.

avec r =
√
x2

1 + ...+ x2
m et A,B,C et k sont des constantes réelles.

Preuve.

Par fé�nition de l'opérateur bilablacien, on a

∆2f = ∆(∆f) = 0

avec

∆f = F ′′(r) +
(m− 1)

r
F ′(r).

On pose

G(r) = F ′′(r) +
(m− 1)

r
F ′(r).

Donc

∆G(r) = G′′(r) +
(m− 1)

r
G′(r)

D'où

∆G(r) = 0 ⇒ G′′(r) +
(m− 1)

r
G′(r) = 0.

On utilisant la proposition 1.4.1, on trouve :

G(r) = A ln r +B si m = 2

G(r) = A
(2−m)rm−2 +B si m > 2

Donc pour m = 2, on a

F ′′(r) +
F ′(r)

r
= A ln r +B

on multipliant par r, on obtient :

rF ′′(r) + F ′(r) = r(A ln r +B).
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Or

d(rF ′(r)) = (rF ′′(r) + F ′(r))dr

il suit que

d(rF ′(r)) = r(A ln r +B)dr.

Par une intégration par partie, on trouve :

rF ′(r) =
∫
r(A ln r +B)dr + C

= [1
2
r2(A ln r +B)]−

∫
1
2
r2A

r
dr + C

= 1
2
r2(A ln r +B)− A

2

∫
rdr + C

= 1
2
r2(A ln r +B)− A

4
r2 + C

= 1
2
r2(A ln r +B − A

2
) + C.

Ce qui nous donne

F ′(r) =
1

2
r(A ln r +B − A

2
) +

C

r
.

En intégrant cette équation, on a

F (r) =
∫

(1
2
r(A ln r +B − A

2
) + C

r
)dr +K

= 1
2

∫
r(A ln r +B − A

2
)dr + C

∫
r−1dr +K

= 1
2
[1
2
r2(A ln r +B − A

2
)− A

4
r2] + C ln r +K

= 1
4
r2(A ln r +B − A

2
− A) + C ln r +K

= 1
4
r2(A ln r +B − 3A

2
) + C ln r +K,

d'où

f(x) =
1

4
r2(A ln r +B − 3A

2
) + C ln r +K si m = 2.

Pour m 6= 2, on a

G(r) =
A

(2−m)rm−2
+B.

Ce qui implique que

F ′′(r) +
(m− 1)

r
F ′(r) =

A

(2−m)rm−2
+B.

En multipliant par rm−1, on trouve :

rm−1F ′′(r) + (m− 1)rm−2F ′(r) =
Ar

(2−m)
+Brm−1.
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Or

d(rm−1F ′(r)) = (rm−1F ′′(r) + (m− 1)rm−2F ′(r))dr,

d'où

d(rm−1F ′(r)) = (
Ar

(2−m)
+Brm−1)dr.

En intégrant cette dernière équation, on trouve

rm−1F ′(r) =
∫

( Ar
(2−m)

+Brm−1)dr + C

= A
(2−m)

∫
rdr +B

∫
rm−1dr + C

= A
2(2−m)

r2 + B
m
rm + C.

En divisant par rm−1, on conclut que

F ′(r) =
A

2(2−m)rm−3
+
B

m
r +

C

rm−1
. (2.8)

Pour resoudre l'équation (2.8), nous allons distinguer deux cas :

1er cas : Pour m = 4, on obtient

F ′(r) = −A
4r

+
B

4
r +

C

r3
,

d'où

F (r) = −A
4

ln r +
B

8
r2 − C

2r2
+ k

2eme cas : Pour m 6= 2 et m 6= 4, on a

F ′(r) =
A

2(2−m)rm−3
+
B

m
r +

C

rm−1
,

d'où

F (r) =
A

2(2−m)(4−m)rm−4
+

B

2m
r2 +

C

(2−m)rm−2
+ k.

2.2 Etude de la biharmonicité aprés déformation conforme

Dans cette partie, nous allons étudier la biharmonicité d'une fonction f ∈
C∞(M, g) en déformation conformément la métrique g en g̃ = e2γg où γ ∈ C∞(M, g).
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Proposition 2.2.1. Soit (M, g) une variété riemanienne munie de sa connexion

Levi-Civita ∇, et soit g̃ = e2γg une déformation conforme de la métrique g.

Nontons ∇̃ la connexion de Levi-civita associe à la métrique g̃.On a pour

tous X, Y ∈ Γ(TM).

∇̃XY = ∇XY +X(γ)Y + Y (γ)X − g(X, Y )gradγ. (2.9)

Preuve.

On va donner la preuve de la proposition en utilisant les symboles de Chris-

to�el Γkij qui sont donnés par la formule suivante :

Γkij =
1

2
gkl(∂i(gjl) + ∂j(gil)− ∂l(gij)).

Pour Γ̃kij, on a

Γ̃kij = 1
2
g̃kl(∂i(g̃jl) + ∂j(g̃il)− ∂l(g̃ij))

= 1
2
e−2γgkl(∂i(e

2γgjl) + ∂j(e
2γgil)− ∂l(e2γgij))

= 1
2
e−2γgkl(e2γ∂i(gjl) + e2γ∂j(gil)− e2γ∂l(gij) + 2e2γ∂i(γ)gjl + 2e2γ∂j(γ)gil − 2e2γ∂l(γ)gij)

= Γkij + gkl∂i(γ)gjl︸ ︷︷ ︸
T1

+ gkl∂j(γ)gil︸ ︷︷ ︸
T2

− gkl∂l(γ)gij︸ ︷︷ ︸
T3

.

D'une part que gklgjl = δkj, on obtient :

T1 = δkj∂i(γ)

T2 = δki∂j(γ)

et

T3 = gklgij∂l(γ).

Où ∂i = ∂
∂xi

, par dé�nition, on a

∇∂i∂j = Γkij∂k.

Calculons ∇̃∂i∂j, on trouve :

∇̃∂i∂j = Γ̃kij∂k

= ∇∂i∂j + δkj∂i(γ)∂k + δki∂j(γ)∂k + gklgij∂l(γ)∂k
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Ce qui entraine l'équation suivante :

∇̃∂i∂j = ∇∂i∂j + ∂i(γ)∂j + ∂j(γ)∂i − g(∂i, ∂j)gradγ.

On prend X = X i∂i,Y = Y j∂j, on a

∇̃XY = ∇̃Xi∂iY
j∂j

= X i(∇̃Xi∂i∂j)

= X i(Y j∇̃∂i∂j + ∂i(Y
j)∂j)

= X i(Y j(∇∂i∂j + ∂i(γ)∂j + ∂j(γ)∂i − g(∂i, ∂j)gradγ) + ∂i(Y
j)∂j)

= X iY j∇∂i∂j +X iY j∂i(γ)∂j +X iY j∂j(γ)∂i −X iY jg(∂i, ∂j)gradγ +X i∂i(Y
j)∂j

Or
∇XY = ∇Xi∂iY

j∂j

= X i(∇Xi∂i∂j)

= X iY j∇∂i∂j +X i∂i(Y
j)∂j

D'où

∇̃XY = ∇XY +X(γ)Y + Y (γ)X − g(X, Y )gradγ.

Grace à la formule (2.9), on va calculer le bilaplacien d'une fonction f ∈ C∞(M),

aprés déformation conforme de la métrique, plus précisement on va le résultat suivant :

Théorème 2.2.1. Soit (Mm, g) une variété riemannienne, et soit g̃ = e2γg une

déformation conforme de la métrique g. Alors pour tout fonction f ∈ C∞(M), on a :

∆̃2f = e−4γ(∆2f − 2(∆γ + (m− 4)|gradγ|2)∆f + (m− 6)dγ(grad∆f)

+ (m− 2)(∆df(gradγ) + (m− 6)gradγ(df(gradγ)))

− 2(m− 2)(∆γ + (m− 4)|gradγ|2)df(gradγ)

(2.10)

Preuve. Soit (ei)
m
i=1 une base orthonormée sur (M, g). Pour g̃, la base orthonormée

est donnée par ẽi = e−γei, i = 1, ...,m,

D'abord on va calculer le Laplacien ∆̃ associe à (M, g̃).

Par dé�nition de ∆̃, on a

∆̃f = ẽi(ẽi(f))− (∇ẽi ẽi)(f) (2.11)
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Grâce à l'équation (2.9) on a :

∇̃eiei = ∇eiei + ei(γ)ei + ei(γ)ei − g(ei, ei)gradγ.

or

gradγ = ei(γ)ei,

ce qui donne :

∇̃eiei = ∇eiei + (2−m)gradγ.

De même, on a

∇̃ẽi ẽi = ∇̃e−γeie
−γei

= e−γ∇̃eie
−γei

= e−γ(e−γ∇̃eiei − e−γei(γ)ei)

= e−2γ(∇eiei + (2−m)gradγ − gradγ),

ce qui donne

∇̃ẽi ẽi(f) = e−2γ(∇eieif + (1−m)gradγ(f)). (2.12)

On sait que

ẽi(f) = e−γei(f),

il suit que

ẽi(ẽi(f)) = ẽi(e
−γei(f)) = e−γei(e

−γei(f))

= e−2γei(ei(f)) + e−γei(e
−γ)ei(f)

= e−2γei(ei(f))− e−2γei(γ)ei(f)

En�n, on conclut que

ẽi(ẽi(f)) = e−2γei(ei(f))− e−2γei(γ)ei(f) (2.13)

En remplaçant (2.12) et (2.13) dans (2.11), on trouve

∆̃f = e−2γ(ei(ei(f))− ei(γ)ei(f)− (∇eiei)(f)− (1−m)gradγ(f))

= e−2γ(∆f + (m− 2)gradγ(f)),

d'où

∆̃f = e−2γ(∆f + (m− 2)gradγ(f)). (2.14)
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Grace à l'équation (2.14) on obtient :

∆̃2f = ∆̃(∆̃f)

= ∆̃(e−2γ(∆f + (m− 2)gradγ(f)))

= ∆̃(e−2γ∆f) + ∆̃(e−2γ(m− 2)gradγ(f)).

Comme

∆̃2f = ∆̃(e−2γ∆f)︸ ︷︷ ︸
H1

+ ∆̃(e−2γ(m− 2)gradγ(f))︸ ︷︷ ︸
H2

(2.15)

Pour le terme H1, on a

∆̃(e−2γ∆f) = e−2γ(∆(e−2γ∆f)︸ ︷︷ ︸
T1

+(m− 2) gradγ(e−2γ∆f)︸ ︷︷ ︸
T2

). (2.16)

En utilisant les propriétés du Laplacien et du gradient sur T1 e T2, on trouve :

∆(e−2γ∆f) = e−2γ∆(∆f) + ∆f∆e−2γ + 2grad e−2γ(∆f)

= e−2γ∆2f + ∆fe−2γ(∆(−2γ) + |grad(−2γ)|2)− 4e−2γgradγ(∆f)

= e−2γ(∆2f − 2∆f∆γ + 4∆f |gradγ|2 − 4gradγ(∆f))

d'où

T1 = e−2γ(∆2f − 2∆f∆γ + 4∆f |gradγ|2 − 4gradγ(∆f)) (2.17)

et
gradγ(e−2γ∆f) = e−2γgradγ(∆f) + ∆fgradγ(e−2γ)

= e−2γgradγ(∆f)− 2e−2γ∆fgradγ(γ)

= e−2γ(gradγ(∆f)− 2∆fgradγ(γ))

Donc

gradγ(e−2γ∆f) = e−2γ(gradγ(∆f)− 2∆fgradγ(γ)) (2.18)

En remplaçant (2.17) et (2.18) dans l'équation (2.16), on obtient :

∆̃(e−2γ∆f) = e−2γ(e−2γ(∆2f − 2∆f∆γ + 4∆f |gradγ|2 − 4gradγ(∆f))+

(m− 2)e−2γ(gradγ(∆f)− 2∆fgradγ(γ)))

= e−4γ(∆2f − 2∆f∆γ − 2(m− 4)∆fgradγ(γ) + (m− 6)gradγ(∆f)),

il suit que

∆̃(e−2γ∆f) = e−4γ(∆2f−2∆f∆γ−2(m−4)∆fgradγ(γ)+(m−6)gradγ(∆f)). (2.19)
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En�n pour le terme H2, on a

∆̃(e−2γ(m− 2)gradγ(f)) = (m− 2)∆̃(e−2γgradγ(f)).

En remplaçant ∆f par gradγ(f) dans l'équation (2.19), on trouve :

∆̃(e−2γgradγ(f)) = e−4γ(∆(gradγ(f))− 2gradγ(f)∆γ − 2(m− 4)gradγ(f)gradγ(γ)

+ (m− 6)gradγ(gradγ(f))).

Il suit que :

∆̃(e−2γ(m− 2)gradγ(f)) = (m− 2)e−4γ(∆(gradγ(f))− 2gradγ(f)∆γ

− 2(m− 4)gradγ(f)gradγ(γ) + (m− 6)gradγ(gradγ(f))).

(2.20)

Finalement, en substituant (2.19) et (2.20) dans (2.15) on déduit que

∆̃2f = e−4γ(∆2f − 2∆f∆γ − 2(m− 4)∆fgradγ(γ) + (m− 6)gradγ(∆f))

+ (m− 2)e−4γ(∆(gradγ(f))− 2gradγ(f)∆γ

− 2(m− 4)gradγ(f)gradγ(γ) + (m− 6)gradγ(gradγ(f))).

= e−4γ(∆2f − 2(∆γ + (m− 4)|gradγ|2)∆f + (m− 6)dγ(grad∆f)

+ (m− 2)(∆df(gradγ) + (m− 6)gradγ(df(gradγ)))

− 2(m− 2)(∆γ + (m− 4)|gradγ|2)df(gradγ)

Proposition 2.2.2. Soit (Mm, g) une variété riemannienne, et soit g̃ = e2γg une

déformation conforme de la métrique g. Alors f ∈ C∞(M, g̃) est biharmonique si et

seulement si :

∆2f − 2(∆γ + (m− 4)|gradγ|2)∆f + (m− 6)dγ(grad∆f)

+(m− 2)(∆df(gradγ) + (m− 6)gradγ(df(gradγ)))

−2(m− 2)(∆γ + (m− 4)|gradγ|2)df(gradγ) = 0

(2.21)

Comme cas particulier, on a les resultats suivants :
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Corollaire 2.2.1. Soient f : (Mm, g) −→ R et m 6= 2 une fonction harmonique et

soit g̃ = e2γg une métrique conformément équivalente à g.Alors f : (Mm, g̃) −→ R
est biharmonique si et seulement si :

∆df(gradγ) + (m− 6)gradγ(df(gradγ)))− 2(∆γ + (m− 4)|gradγ|2)df(gradγ) = 0

Corollaire 2.2.2. Soient f : (Mm, g) −→ R et m = 2 une fonction non harmonique

et soit g̃ = e2γg une métrique conformément équivalente à g.Alors f : (Mm, g̃) −→ R
est biharmonique si et seulement si :

∆2f − 2(∆γ − 2|gradγ|2)∆f − 4dγ(grad∆f) = 0

Exemple 2.2.1. Soit

f : Rm −→ R m > 1, m 6= 3

x = (x1, ..., xm) 7−→ r =
√
x2

1 + ...+ x2
m

et

g = dx2
1 + ...+ dx2

m

Un calcul simple nous donne :

∆f =
m− 1

r

et

∆2f = −(m− 1)(m− 3)

r3

D'ou la fonction f n'est pas biharmonique par rapport à la métrique g.Nous allons la

rendre biharmonique en déformant conformément la métrique euclidienne g sur Rm

en g̃ = e2γg où la fonction γ dépend seulement de r.

Par suite, l'équation (2.21) est équivalente à l'équation di�érentielle ordinaire non

linéaire de troisième ordre suivante

(m− 2)γ′′′ + (m−1)(m−4)
r

γ′′ + (m− 2)(m− 8)γ′γ′′ − (m−1)(3m−8)
r2

γ′

−4(m−1)(m−3)
r

γ′2 − 2(m− 2)(m− 4)γ′3 − (m−1)(m−3)
r3

= 0
(2.22)

Alors si γ véri�er l'équation (2.22) notre fonction f devient biharmonique pour cette

nouvelle métrique g̃.
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2.3 La biharmonicité sur le produit tordu des varié-

tés riemanniennes

2.3.1 Produit tordu des variétés riemanniennes

Dé�nition 2.3.1. Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux varitiés riemanniennes, la varitié

produit tordu M×fN munie de la métrique Gf , ou f ∈ C∞(M) une fonction positive

telle que :

Gf = π∗g + (f ◦ π)2η∗h

où

π : M ×N −→M

et

η : M ×N −→ N

désignent les projections canoniques.

Si X, Y ∈ Γ(T (M ×N)), on a

Gf (X, Y ) = g(dπ(X), dπ(Y )) + (f ◦ π)2h(dη(X), dη(Y )).

Remarque 2.3.1. Relativement à des cartes locales (U, xi) sur M et (V, yi) sur N .

la matrice associe à Gf et donnée par :(
gij 0

0 f 2hlk

)

et la matrice inverse est donnée par :(
gij 0

0 f−2hlk

)

La connexion de Levi-Civita de M×fN peut être maintenant rapprochée à celle

de M et de N comme suit :
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2.3.2 Connexion de Levi-Civita de la variété produit Tordu

Proposition 2.3.1. ([1]) Soient (Mm, g) et (Nn, h) deux variétés riemanniennes,

si ∇ la connexion de Levi-Civita associe à la variété produit (M × N,G), alors la

connexion de Levi-Civita ∇̃ associe à la variété produit tordu (M×fN,Gf ) est dé�nie

par :

∇̃XY = ∇XY +
1

f
X1(f)(0, Y2) +

1

f
Y1(f)(0, X2)− fh(X2, Y2)(grad f, 0) (2.23)

pour tout X1, Y1 ∈ Γ(TM) et X2, Y2 ∈ Γ(TN), tel que X = (X1, X2) et Y = (Y1, Y2).

2.3.3 L'opérateur bilaplacien sur la variété produit tordu

Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes, notons par ∆M le Laplacien sur

(M, g) et ∆N le Laplacien sur (N, h).

D'abore on va calculer l'opérateur Laplacien sur M ×f N sera noté par ∆̃ en fonction

de ∆M ,∆N et la fonction f .

Pour cela, considérons {e1, ..., em} une base orthonormée sur (M, g), et {f1, ..., fn}
une base orthonormée sur (N, h), la base orthonormée sur (M ×f N,Gf ) est donnée

par :

{(e1, 0), ..., (em, 0), (0,
1

f
f1), ..., (0,

1

f
fn)}

Proposition 2.3.2. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes, ∆M , ∆N

désignent les opérateurs Laplaciens sur M et N . Si

ϕ : M ×f N −→ R
(x, y) 7−→ ϕ(x, y)

est une application de classe C∞, alors :

∆̃ϕ = (∆Mϕ, 0) +
1

f 2
(0,∆Nϕ) + n(grad ln f(ϕ), 0). (2.24)

Preuve.
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Par dé�nition du Laplacien ∆̃ sur (M ×f N,Gf ), on a :

∆̃ϕ = (ei, 0)((ei, 0)(ϕ))︸ ︷︷ ︸
A1

− (∇̃(ei,0)(ei, 0))(ϕ)︸ ︷︷ ︸
A2

+

(0,
1

f
fi)((0,

1

f
fi)(ϕ))︸ ︷︷ ︸

A3

− (∇̃(0, 1
f
fi)

(0,
1

f
fi))(ϕ)︸ ︷︷ ︸

A4

(2.25)

Calculons les termes A1, A2, A3 et A4, on a :

A1 = (ei, 0)((ei, 0)(ϕ))

= (ei, 0)((ei(ϕ), 0))

= (ei(ei(ϕ)), 0).

Or, grâce à l'équation (2.23), on a :

∇̃(ei,0)(ei, 0) = ∇(ei,0)(ei, 0)

= (∇eiei, 0),

d'où

A2 = (∇eiei(ϕ), 0).

Et pour A3, on a

(0,
1

f
fi)(ϕ) =

1

f
(0, fi(ϕ)),

donc

A3 =
1

f
(0, fi)(

1

f
(0, fi(ϕ))).

Comme f ∈ C∞(M), on déduit que :

A3 =
1

f 2
(0, fi(fi(ϕ))).

En�n, pour le terme A4, en utilisant l'équation (2.23), on a :

(∇̃(0, 1
f
fi)

(0, 1
f
fi)) = 1

f2
(∇̃(0,fi)(0, fi))

= 1
f2

(∇(0,fi)(0, fi)− fh(fi, fi)(grad f, 0))

= 1
f2

(0,∇fifi)− n
f
(grad f, 0).

Comme grad f = fgrad ln f , on déduit que :
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A4 =
1

f 2
(0,∇fifi(ϕ))− n(grad ln f(ϕ), 0). (2.26)

En remplaçant les termes A1, A2, A3 et A4 dans (2.25), on obtient

∆̃ϕ = (∆Mϕ, 0) +
1

f 2
(0,∆Nϕ) + n(grad ln f(ϕ), 0).

Maintenant on va calculer le bilaplacien dans la variété produit tordu,on obtient le

résultat suivant :

Proposition 2.3.3. Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes, ∆M , ∆N

désignent les opérateurs Laplaciens sur M et N . Soit

ϕ : M ×f N −→ R
(x, y) 7−→ ϕ(x, y)

est une application de classe C∞, alors :

∆̃2ϕ = ((∆M)2ϕ, 0) + 1
f4

(0, (∆N)2ϕ) + n2(grad ln f(dϕ(grad ln f)), 0)

+ n(∆Mdϕ(grad ln f) + grad ln f(∆Mϕ), 0).
(2.27)

Preuve. Grace à l'équation (2.24), on a :

∆̃2ϕ = ∆̃(∆̃ϕ)

= ∆̃((∆Mϕ, 0) + 1
f2

(0,∆Nϕ) + n(grad ln f(ϕ), 0))

= ∆̃((∆Mϕ, 0)) + ∆̃( 1
f2

(0,∆Nϕ)) + ∆̃(n(grad ln f(ϕ), 0)),

ce qui nous donne

∆̃2ϕ = ∆̃((∆Mϕ, 0))︸ ︷︷ ︸
T1

+ ∆̃(
1

f 2
(0,∆Nϕ))︸ ︷︷ ︸
T2

+ ∆̃(n(grad ln f(ϕ), 0))︸ ︷︷ ︸
T3

(2.28)

En utilisant la dé�nition du Laplacien ∆̃ sur (M ×f N,Gf ) pour chaque T1, T2 et T3,

on a :

∆̃((∆Mϕ, 0)) = (ei, 0)((ei, 0)(∆Mϕ, 0))− ∇̃(ei,0)(ei, 0)((∆Mϕ, 0))

+ (0, 1
f
fj)((0,

1
f
fj)((∆

Mϕ, 0)))− ∇̃(0, 1
f
fj)

(0, 1
f
fj)((∆

Mϕ, 0)).
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Un calcul simple donne

(ei, 0)((ei, 0)(∆Mϕ, 0)) = (ei(ei(∆
Mϕ)), 0),

et
∇̃(ei,0)(ei, 0)((∆Mϕ, 0)) = ∇(ei,0)(ei, 0)((∆Mϕ, 0))

= (∇eiei(∆
Mϕ), 0),

et

(0,
1

f
fj)((0,

1

f
fj)((∆

Mϕ, 0))) = (0, 0).

Grace à l'équation (2.26), on a :

∇̃(0, 1
f
fj)

(0, 1
f
fj)((∆

Mϕ, 0)) = 1
f2

(0,∇fifi)((∆
Mϕ, 0))− n(grad ln f, 0)((∆Mϕ, 0))

= −n(grad ln f(∆Mϕ), 0),

d'où
T1 = ∆̃((∆Mϕ, 0))

= (∆M(∆Mϕ), 0) + n(grad ln f(∆Mϕ), 0)

= ((∆M)2ϕ, 0) + n(grad ln f(∆Mϕ), 0).

Pour T2 on a :

∆̃( 1
f2

(0,∆Nϕ)) = (ei, 0)((ei, 0)(
1

f 2
(0,∆Nϕ))︸ ︷︷ ︸

A1

−∇̃(ei,0)(ei, 0)(
1

f 2
(0,∆Nϕ))︸ ︷︷ ︸

A2

+ (0,
1

f
fj)((0,

1

f
fj)(

1

f 2
(0,∆Nϕ)))︸ ︷︷ ︸

A3

−∇̃(0, 1
f
fj)

(0,
1

f
fj)(

1

f 2
(0,∆Nϕ))︸ ︷︷ ︸

A4

(2.29)

le calcule des tremes A1, A2, A3 et A4 donne

A1 = (ei, 0)((ei, 0)( 1
f2

(0,∆Nϕ))

= (0, 0),

et pour A2, on trouve :

A2 = ∇̃(ei,0)(ei, 0)( 1
f2

(0,∆Nϕ)) = ∇(ei,0)(ei, 0)( 1
f2

(0,∆Nϕ))

= (0, 0)
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Comme f ∈ C∞(M), on a

A3 =
1

f 4
(0, fj(fj(∆

Nϕ)))

En�n

A4 =
1

f 4
(0,∇fifi(∆

Nϕ))

En remplaçant les termes A1, A2, A3 et A4, on trouve :

T2 =
1

f 4
(0, (∆N)2ϕ).

La même méthode de calcul nous donne

T3 = n(∆Mdϕ(grad ln f), 0) + n2(grad ln f(dϕ(grad ln f)), 0).

En�n, en remplaçant T1, T2 et T3 dans l'èquation (2.28), on obtient

∆̃2ϕ = ((∆M)2ϕ, 0) + 1
f4

(0, (∆N)2ϕ) + n2(grad ln f(dϕ(grad ln f)), 0)

+ n(∆Mdϕ(grad ln f) + grad ln f(∆Mϕ), 0).

Nous allons traiter quelques cas particulier :

Si ϕ(x, y) = α(x)β(y), on trouve

∆̃2ϕ = β((∆M)2α, 0) + 1
f4

(0, α(∆N)2β) + n2β(grad ln f(dα(grad ln f)), 0)

+ nβ(∆Mdα(grad ln f) + grad ln f(∆Mα), 0).

On peut distinguer le cas où α(x) = 1 et la cas où β(x) = 1.

1er cas : α(x) = 1, on obtient :

∆̃2ϕ =
1

f 4
(0, (∆N)2β)

D'où ϕ est biharmonique si et seulement si β est biharmonique.

1er cas : β(y) = 1, on trouve l'équation suivante :

∆̃2ϕ = ((∆M)2α, 0)+n2(grad ln f(dα(grad ln f)), 0)+n(∆Mdα(grad ln f)+grad ln f(∆Mα), 0).

Donc ϕ est biharmonique si et seulement si :

(∆M)2α + n2grad ln f(dα(grad ln f)) + n∆Mdα(grad ln f) + ngrad ln f(∆Mα) = 0.



Chapitre 3

Théorème de Liouville et problème de

Dirichlet pour les fonctions

biharmoniques

Dans ce chapitre, nous établissons le théorème de Liouville pour les fonctions biharmo-

niques. Nous montrons que toute fonction biharmonique d'une variété riemannienne

complète à courbure de Ricci positive à valeur dans R telle que sa bi-énergie est �-

nie, est nécessairement harmonique. C'est une généralisation d'une résultat connue

pour les fonctions harmonique. Dans la seconde partie, nous étudions le problème de

Dirichlet pour les fonctions biharmoniques dé�nie sur la boule euclidienne.

3.1 Théorème de Liouville pour les fonctions bihar-

moniques

Dans ce partie, nous montrons le théorème de Liouville pour les fonctions biharmo-

niques.

Dé�nition 3.1.1. Soit f : M −→ R une fonction de classe C∞(M) , le tenseur

impulsion bi-énergie de f noté S2(f) est dé�ni par :
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S2(f) = (
1

2
(∆f)2 + Trgd(∆f)⊗ df)g − 2Sym(d(∆f)⊗ df). (3.1)

Où

Sym(d(∆f)⊗ df) =
1

2
{d(∆f)⊗ df + df ⊗ d(∆f)}

S2(f) est une 2-forme bilinéaire symetrique qui satisfait les propriétés suivantes

Propriété 3.1.1. Soit (Mm, g) une variété riemannienne on a :

1.

S2(f) = (
1

2
(∆f)2 + df(grad∆f))g − 2Sym(d(∆f)⊗ df). (3.2)

2.

S2(f) = (−1

2
(∆f)2 + div(∆fdf))g − 2Sym(d(∆f)⊗ df). (3.3)

3.

T rgS2(f) =
m

2
(∆f)2 + (m− 2)df(grad∆f) (3.4)

Preuve. Soit (Mm, g) une variété riemannienne et soit (ei)
m
i=1 une base orthonormée.

Pour le première resultat il su�t de calculer Trgd(∆f)⊗ df , on a donc :

Trgd(∆f)⊗ df = (d(∆f)⊗ df)(ei, ei)

= d(∆f)(ei)df(ei)

= g(grad∆f, ei)g(gradf, ei)

= g(grad(∆f), gradf)

= df(grad∆f)

on remplaçant cette expresion dans l'équation (3.1), on trouve :

S2(f) = (
1

2
(∆f)2 + df(grad∆f))g − 2Sym(d(∆f)⊗ df).

Maintenant on calculer div(∆fdf), on obtient

div(∆fdf) = (∇ei(∆fdf))(ei)

= ei((∆fdf)(ei))− (∆fdf)(∇eiei)

= ei(∆f)ei(f) + ∆fei(ei(f))−∆f∇eiei(f)

= df(grad∆f) + (∆f)2,
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d'où

df(grad∆f) = div(∆fdf)− (∆f)2. (3.5)

Remplaçons l'équation (3.5) dans (3.2) on obtient

S2(f) = (−1

2
(∆f)2 + div(∆fdf))g − 2Sym(d(∆f)⊗ df).

Pour démontrer le troixième résultat, on applique directement la dé�nition de la trace,

on obtient :

TrgS2(f) = S2(f)(ei, ei)

= (1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(ei, ei)− 2Sym(d(∆f)⊗ df)(ei, ei)

= m(1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))− 21

2
{d(∆f)⊗ df(ei, ei) + df ⊗ d(∆f)(ei, ei)}

= m(1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))− 2d(∆f)(ei)df(ei)

= m(1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))− 2df(grad∆f)

= m
2

(∆f)2 + (m− 2)df(grad∆f)

Maintenant on peut trouve un lien entre la divergence de tenseur impulsion bi-énergie

et le bilaplacien.

Théorème 3.1.1. Soit (Mm, g) une variété riemannienne on a :

divS2(f) = −∆2fdf (3.6)

Preuve.

Rappelons la divergence d'une 2−forme bilinéaire symétrique ω, pour tout X ∈
Γ(TM), on a :

(divω)(X) = (∇eiω)(ei, X)

= ei(ω(ei, X))− ω(∇eiei, X)− ω(ei,∇eiX)

où (ei)
m
i=1 est une base orthonormée, on a donc :

(divS2(f))(X) = (∇eiS2(f))(ei, X)

= ei(S2(f)(ei, X))− S2(f)(∇eiei, X)− S2(f)(ei,∇eiX)
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En utilisant la dé�nition de S2(f), on obtient :

divS2(f)(X) = ei{(1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(ei, X)− 2Sym(d(∆f)⊗ df)(ei, X)}

− {(1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(∇eiei, X)− 2Sym(d(∆f)⊗ df)(∇eiei, X)}

− {(1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(ei,∇eiX)− 2Sym(d(∆f)⊗ df)(ei,∇eiX)}

= ei(
1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(ei, X) + (1

2
(∆f)2 + df(grad∆f))ei(g(ei, X))

− 2ei(Sym(d(∆f)⊗ df)(ei, X))− (1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(∇eiei, X)

+ 2Sym(d(∆f)⊗ df)(∇eiei, X)− (1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(ei,∇eiX)

+ 2Sym(d(∆f)⊗ df)(ei,∇eiX)

= ei(
1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(ei, X) + (1

2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(∇eiei, X)

+ (1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(ei,∇eiX)− 2ei(Sym(d(∆f)⊗ df)(ei, X))

− (1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(∇eiei, X) + 2Sym(d(∆f)⊗ df)(∇eiei, X)

− (1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(ei,∇eiX) + 2Sym(d(∆f)⊗ df)(ei,∇eiX)

= ei(
1

2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(ei, X)︸ ︷︷ ︸

A1

−2 ei(Sym(d(∆f)⊗ df)(ei, X))︸ ︷︷ ︸
A2

+ 2Sym(d(∆f)⊗ df)(∇eiei, X)︸ ︷︷ ︸
A3

+2Sym(d(∆f)⊗ df)(ei,∇eiX)︸ ︷︷ ︸
A4

Pour calculer divS2(f)(X), on va expliciter tous les termes A1, A2, A3 et A4, on a

donc :

A1 = ei(
1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g(ei, X)

= (∆fei(∆f) + ei(df(grad∆f)))g(ei, X)

= ∆fei(∆f)g(ei, X) + ei(df(grad∆f))g(ei, X)

= ∆fg(ei(∆f)ei, X) + g(ei(df(grad∆f))ei, X)

= ∆fg(grad(∆f), X) + g(grad(df(grad∆f)), X)

= ∆fX(∆f) +X(df(grad∆f)),

pour A2, on trouve

A2 = ei(Sym(d(∆f)⊗ df)(ei, X))

= ei{1
2
(d(∆f)⊗ df + df ⊗ d(∆f))(ei, X)}

= 1
2
ei(d(∆f)(ei)df(X) + df(ei)d(∆f)(X))

= 1
2
ei(ei(∆f))df(X) + 1

2
ei(∆f)ei(X(f)) + 1

2
ei(ei(f))X(∆f) + 1

2
ei(f)ei(X(∆f))
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Le calcul de A3 nous donne

A3 = Sym(d(∆f)⊗ df)(∇eiei, X)

= 1
2
(∇eiei(∆f)X(f) +∇eiei(f)X(∆f))

= 1
2
∇eiei(∆f)X(f) + 1

2
∇eiei(f)X(∆f).

En�n, pour le thèrme A4, on obtient :

A4 = Sym(d(∆f)⊗ df)(ei,∇eiX)

= 1
2
(ei(∆f)∇eiX(f) + ei(f)∇eiX(∆f))

= 1
2
ei(∆f)∇eiX(f) + 1

2
ei(f)∇eiX(∆f).

Finalement, en remplaçant les termes A1, A2, A3 et A4, on trouve :

divS2(f)(X) = ∆fX(∆f) +X(df(grad∆f))− ei(ei(∆f))df(X)− ei(∆f)ei(X(f))

− ei(ei(f))X(∆f)− ei(f)ei(X(∆f)) +∇eiei(∆f)X(f) +∇eiei(f)X(∆f)

+ ei(∆f)∇eiX(f) + ei(f)∇eiX(∆f)

= ∆fX(∆f) +X(df(grad∆f))−∆2fX(f)−∆fX(∆f)− ei(∆f)(ei(X(f))

− ∇eiX(f))− ei(f)(ei(X(∆f))−∇eiX(∆f))

= Xg(gradf, grad∆f)−∆2fX(f)− ei(∆f)g(∇eigradf,X)

− ei(f)g(∇eigrad∆f,X)

= g(∇Xgradf, grad∆f) + g(gradf,∇Xgrad∆f)−∆2fX(f)

− g(gradf,∇Xgrad∆f)− g(∇Xgradf, grad∆f)

= −∆2fdf(X),

d'où

divS2(f) = −∆2fdf.

Conséquences 3.1.1. De l'équation (3.6), on déduit le résultat suivant :

f est biharmonique ⇔ divS2(f) = 0

Pour le cas harmonique, on a résultat suivant
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Théorème 3.1.2. ([7]). Soit (M, g) une variété riemannienne complète non com-

pacte dont la courbure de Ricci est positive , et soit f : (M, g) −→ R une fonction

harmonique telle que ∫
M

|df |2dvg <∞,

alors f est constante.

Théorème 3.1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne complète non compacte dont

la courbure de Ricci est positive , et soit f : (M, g) −→ R une fonction biharmonique

telle que ∫
M

|∆f |2dvg <∞,

alors f est harmonique.

Corollaire 3.1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne complète non compacte dont

la courbure de Ricci est positive , et soit f : (M, g) −→ R une fonction biharmonique

véri�ant : ∫
M

(|∆f |2 + |df |2)dvg <∞,

alors f est constante.

Pour la preuve du théorème 3.1.3, nous avons bosoin de deux lemmes.

Lemme 3.1.1. ([3]) Soit (M, g) une variété riemannienne complète non-compacte

dont la courbure de Ricci est positive et soit f une fonction positive sur-harmonique

(∆f ≥ 0), alors on a

soit

∫
f 2 =∞, soit f est constante.

Lemme 3.1.2. ([5]) Toute variété riemannienne complète non-compacte dont la

courbure de Ricci est positive a un volume in�ni.

Preuve du théorème 3.1.3 :

Soit h une fonction positive sur M , on sait que

∆hp = hp−2(ph∆h+ p(p− 1)|dh|2),
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en posant p = 1
2
, on obtient :

∆h
1
2 = h

−3
2 (

1

2
h∆h− 1

4
|dh|2).

Pour h = (|∆f |2 + ε), avec ε > 0 on a :

∆((∆f)2 + ε)
1
2 = ((∆f)2 + ε)

−3
2 (

1

2
((∆f)2 + ε)∆((∆f)2)− 1

4
|d((∆f)2|2).

Comme
|d((∆f)2|2 = |grad(∆f)2|2

= 4(∆f)2|grad∆f |2,
et

∆((∆f)2) = 2∆f∆2f + 2|grad∆f |2,

et puisque f est biharmonique (∆2f = 0),on trouve :

∆((∆f)2 + ε)
1
2 = (∆f)2 + ε)

−3
2 {((∆f)2 + ε)|grad∆f |2 − (∆f)2|grad∆f |2}

= ε(∆f)2 + ε)
−3
2 |grad∆f |2.

Alors :

∆((∆f)2 + ε)
1
2 ≥ 0.

Faisons ε tend vers 0, on obtient :

∆|∆f | ≥ 0.

|∆f | est une fonction positive sur-harmonique alors daprés le lemme 3.1.1, on a soit∫
|∆f |2 =∞ , soit |∆f | est constante comme par hypothèse :∫

|∆f |2 <∞.

Alors |∆f | est constante.
On sait que d'aprés le lemme 3.1.2 , que la volume de (M, g) est in�ni

V ol((M, g)) =

∫
M

dvg =∞.

Alors on déduit que

∆f = 0.

Donc f est harmonique.
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Proposition 3.1.1. Soit D un domaine compact d'une variété riemanienne (M, g)

et soient u, v deux fonctions de classe C2 sur (M, g). Alors :∫
D

(u∆v − v∆u)υD =

∫
∂D

(u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n
)υ∂D,

où ∂
∂n

est le vecteur normal.

Preuve. On sait que :

div(ugradv) = u∆v + g(gradu, gradv).

De même, on a

div(vgradu) = v∆u+ g(gradu, gradv),

ces deux équations nous donnent :

u∆v − v∆u = div(ugradv)− div(vgradu),

par une intégration, on obtient∫
D

(u∆v − v∆u)υD =

∫
D

(div(ugradv)− div(vgradu))υD. (3.7)

Or, en utilisant le théorème de la divergence∫
D
div(ugradv)υD =

∫
∂D
g(ugradv, ∂

∂n
)υ∂D

=
∫
∂D
u ∂v
∂n
υ∂D,

d'où ∫
D

div(ugradv)υD =

∫
∂D

u
∂v

∂n
υ∂D. (3.8)

De même ∫
D

div(vgradu)υD =

∫
∂D

v
∂u

∂n
υ∂D. (3.9)

En remplaçant l'équations (3.8) et (3.9) dans (3.7), on déduit que :∫
D

(u∆v − v∆u)υD =

∫
∂D

(u
∂v

∂n
− v ∂u

∂n
)υ∂D.
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3.2 Problème de Dirichlet pour les fonctions bihar-

moniques

Nous étudions le problème de Dirichlet pour les fonctions biharmoniques dé�nies sur

la boule euclidienne Bm lorsque la donnée au bord de la fonction est constante.

Dé�nition 3.2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne. Pour X ∈ Γ(TM), on

dé�nit la 1-forme notée S2(f)(X, .), par

S2(f)(X, .)(Y ) = S2(f)(X, Y ).

Proposition 3.2.1. Pour X ∈ Γ(TM), on a :

div(S2(X, .)) = (divS2(f))(X) + 〈S2(f),∇X〉, (3.10)

où

〈S2(f),∇X〉 = S2(f)(ei, ej)g(∇ei , ej).

(ei)
m
i=1 est une base orthonormée locale sur M .

Preuve. Pour une 1-forme ω, on dé�nit sa divergence par

divω = (∇eiω)(ei)

= ei(ω(ei))− ω(∇eiei),

on par dé�nition

S2(f) = (
1

2
(∆f)2 + df(grad∆f))g − 2Sym(d(∆f)⊗ df),

et

S2(f)(X, .)(Y ) = S2(f)(X, Y ),

on obtient

(divS2(f))(X) = (∇eiS2(f))(ei, X)

= ei(S2(f)(ei, X))− S2(f)(∇eiei, X)− S2(f)(ei,∇eiX).

De même

div(S2(f)(X, .)) = (∇eiS2(f)(X, ei))

= ei(S2(f)(X, ei))− S2(f)(X,∇eiei),
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donc

div(S2(f)(X, .)) = (divS2(f))(X) + S2(f)(ei,∇eiX).

Or
S2(f)(ei,∇eiX) = S2(f)(ei, g(∇eiX, ej)ej)

= S2(f)(ei, ej)g(∇eiX, ej)

= 〈S2(f),∇X〉,

on déduit que

div(S2(X, .)) = (divS2(f))(X) + 〈S2(f),∇X〉.

La résultat du problème de Dirichlet pour le cas harmonique est donnée par ce

théorème

Théorème 3.2.1. ([6]) Soient f : Bmr −→ R, une fonction harmonique, où Bmr est

la boule euclidienne de dimension m et de rayon r.

Si f est constante sur le bord ∂Bmr = Sm−1
r , Alors f est constante.

Théorème 3.2.2. Soient f : Bmr −→ R, (m > 4) une fonction biharmonique telle

que f/Sm−1
r

est constante et df( ∂
∂r

)/Sm−1
r
≡ 0, Alors f est constante.

Preuve.

Comme f est biharmonique, alors

divS2(f) = 0,

d'où

div(S2(X, .)) = 〈S2(f),∇X〉.

Pour X = r ∂
∂r

où ∂
∂r

le vecteur normal à Sm−1
r , calculons le deuxième terme de cette

équation , on a

〈S2(f),∇X〉 = S2(f)( ∂
∂r
, ∂
∂r

)g(∇ ∂
∂r
X, ∂

∂r
) + S2(f)( ∂

∂r
, ei)g(∇ ∂

∂r
X, ei)

+ S2(f)( ∂
∂r
, ei)g(∇eiX,

∂
∂r

) + S2(f)(ei, ej)g(∇eiX, ej).

où i, j = 1, ...,m− 1. Comme X = r ∂
∂r
, alors :

g(∇ ∂
∂r
X,

∂

∂r
) = 1,
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de même

g(∇ ∂
∂r
X, ei) = g(∇eiX,

∂

∂r
) = 0,

et

g(∇eiX, ej) =

{
1 si i = j

0 si i 6= j

Il suit que pour X = r ∂
∂r
, on a

〈S2(f),∇X〉 = S2(f)( ∂
∂r
, ∂
∂r

) + g(ei, ei)

= trgS2(f).

Donc pour X = r ∂
∂r
, on déduit que

div(S2(f)(X, .)) = trgS2(f) =
m

2
(∆f)2 + (m− 2)df(grad∆f)

On sait que

df(grad∆f) = div(∆fdf)− (∆f)2,

d'où
div(S2(f)(X, .)) = m

2
(∆f)2 + (m− 2)df(grad∆f)

= 4−m
2

(∆f)2 + (m− 2)div(∆fdf)

Par intégration sur Bmr , on obtient

∫
Bmr
div(S2(f)(r

∂

∂r
, .))dx =

4−m
2

∫
Bmr

(∆f)2dx+ (m− 2)

∫
Bmr
div(∆fdf)dx (3.11)

Or D'aprés le théorème de la divergence, on a∫
Bmr
div(∆fdf)dx =

∫
Sm−1
r

∆f
∂f

∂r
dσ (3.12)

et ∫
Bmr
div(S2(f)(r

∂

∂r
, .))dx =

∫
Sm−1
r

rS2(f)(
∂

∂r
,
∂

∂r
)dσ. (3.13)

Calculons maintenant deuxième terme de l'équation (3.13), d'abord

S2(f)( ∂
∂r
, ∂
∂r

) = (1
2
(∆f)2 + df(grad∆f))g( ∂

∂r
, ∂
∂r

)− 2Sym(d(∆f)⊗ df)( ∂
∂r
, ∂
∂r

)

= 1
2
(∆f)2 + df(grad∆f)− 2∂∆f

∂r
∂f
∂r
,
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d'où∫
Sm−1
r

rS2(f)(
∂

∂r
,
∂

∂r
)dσ =

r

2

∫
Sm−1
r

(∆f)2dσ+r

∫
Sm−1
r

df(grad∆f)dσ−2r

∫
Sm−1
r

(∂∆f)

∂r

∂f

∂r
dσ

On sait que

df(grad∆f) = ei(f)ei(∆f) +
∂∆f

∂r

∂f

∂r
.

Comme f/Sm−1
r

est constante, alors df(ei) = ei(f) = 0, d'où

df(grad∆f) =
∂∆f

∂r

∂f

∂r

Finalement, on arrive à l'équation suivante∫
Bmr
div(S2(f)(r

∂

∂r
, .))dx =

r

2

∫
Sm−1
r

(∆f)2dσ − r
∫
Sm−1
r

∂∆f

∂r

∂f

∂r
dσ. (3.14)

En remplaçant l'équation (3.12) et (3.14) dans (3.11) nous obtenons

4−m
2

∫
Bmr

(∆f)2dx+(m−2)

∫
Sm−1
r

∆f
∂f

∂r
dσ =

r

2

∫
Sm−1
r

(∆f)2dσ−r
∫
Sm−1
r

∂∆f

∂r

∂f

∂r
dσ

d'où

4−m
2

∫
Bmr

(∆f)2dx =
r

2

∫
Sm−1
r

(∆f)2dσ− (m−2)

∫
Sm−1
r

∆f
∂f

∂r
dσ−r

∫
Sm−1
r

∂∆f

∂r

∂f

∂r
dσ

(3.15)

En utilisant l'hypothèse df( ∂
∂r

)/Sm−1
r
≡ 0, alors l'égalité (3.15) nous donne

4−m
2

∫
Bmr

(∆f)2dx =
r

2

∫
Sm−1
r

(∆f)2dσ.

Comme m > 4, nous concluons que∫
Bmr

(∆f)2dx = 0.

d'où

∆f = 0

Donc l'aplication f est harmonique, et comme elle est constante sur Sm−1
r et d'aprés

le théorème 3.2.1, nous déduisons que f est constante.
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