Dédicace

Il m’est agréable de dédier ce modeste travail a :
Mes parents pour tout ce qu’ils ont fait pour mot,
sans leur amour et leur confiance,
je ne serais jamais arrivée la.

Mes trés chers fréres qui m’ont toujours soutenue
avec beaucoup d’amour et de compréhension.
Toute la famille Rabhzi.

Mon chére amie S.Bakrou, qut m’a supporter durant ce derniére
et chez qut j3’at trouvé l’entente dont j’avais besoin.
Mes amies avec qui j’ar passé des moments
mémorables.

Tous mes enseignants.

année.



Remerciements

Si nous sommes arrivés jusqu’a la, c’est grace a mon Dieu le tout clément qui ma
donnée la force et la patience afin de suivire mes études et de pouvoire achever ce

modeste travail.

Ce travail n’a pas pu étre concrétisé sans ’aide genéreuse de mon encadreur Dr.
S.OUAKKAS, Donc je le remercie beaucoup et je le doit exprimer ma gratitude et
ma reconnaissance pour leur aides appréciables et leur sacrifice de son temps, ainsi

pour ses précieux conseils et sa grande patience.
Je remercie les membres de jury pour leur amabilité de juger mon travail.

Je remercie tous les proffesseurs du départements de mathématique, et en particu-

lier ceux qui m’ont suivi durant mon cursus.

Enfin, Je remercie tous ceux qui m’ont aidé de prés ou de loin, et contribuer a la

réalisation de ce travail.

Merci a tous



Table des matiéres

1 Généralités

1.1 Les isomorphismes musicaux . . . . . . . . . . ... ... ... ...

1.1.1  Les isomorphismes musicaux en coordonnées locales . . . . . . 10

1.2 Les opérateurs sur une variété riemannienne . . . . . . . . . .. ... 11
1.2.1 L’opérateur gradient sur une variété riemannienne . . . . . . . 11
1.2.2  L’opérateur divergence sur une variété riemannienne . . . . . . 13

1.3 L’opérateur Laplacien sur une variété riemannienne . . . . . . . . . . 16
1.3.1 Définitions et Propriétés . . . . . . . . .. ... ... 16
1.3.2  Quelques régles de calcul pour le Laplacien . . . . . .. .. .. 19

1.4 L’harmonicité des fonctions radiales . . . . . . .. .. ... ... ... 24
1.5 L’opérateur bilaplacien sur une variété riemannienne . . . . . . . . . 26
1.5.1 Définitions et Propriétés . . . . . . . .. ... ... ... .. 26

2 Quelques constructions des fonctions biharmonique 29
2.1 La biharmonicité des fonctions radiales . . . . . . .. ... ... ... 29
2.2 Etude de la biharmonicité aprés déformation conforme . . . . . . .. 34
2.3 La biharmonicité sur le produit tordu des variétés riemanniennes . . . 41
2.3.1 Produit tordu des variétés riemanniennes . . . . . . . ... .. 41
2.3.2 Connexion de Levi-Civita de la variété produit Tordu . . . . . 42
2.3.3 L’opérateur bilaplacien sur la variété produit tordu . . . . . . 42

3 Théoréme de Liouville et probléme de Dirichlet pour les fonctions
biharmoniques 47

3.1 Théoréme de Liouville pour les fonctions biharmoniques . . . . . . . . 47



TABLE DES MATIERES

3.2 Probléme de Dirichlet pour les fonctions biharmoniques . . . . . .. 55



TABLE DES MATIERES 5

Introduction générale

Ce mémoire rentre dans le cadre de I'étude des fonctions biharmoniques sur une va-
riété riemannienne (M, g), ce sont les fonctions f : M — R de classe C* qui sont
solutions de I'équation A?f = A(Af) = 0. Ce type de fonctions généralise d’une
maniére naturelle la notion des fonctions harmoniques. Notons que les fonctions bi-
harmoniques sont solutions d’un systéme linéaire elliptique d’ordre quatre difficile a
résoudre en général.

Ce mémoire se divise en trois chapitre. Dans le premier chapitre, on rappelle quelques
opérateurs sur les variétés riemanniennes, en particulier le gradient d’une fonction,
la divergence d’un champ de vecteurs et le Laplacien en donnant les différentes écri-
tures en coordonnées locales. On présente quelques régles de calcul pour 'opérateur
Laplacien et on définit les fonctions harmoniques qui sont les fonctions qui annulent
le Laplacien, on termine ce chapitre par la définition d’une fonction biharmonique sur
une variété riemannienne en citant ses propriétés.

Le deuxiéme chapitre est consacré & la construction des fonctions biharmoniques
dans certains cas, on commence par la caractérisation de la biharmonicité des fonc-
tions radiales a ’aide de la résolution d’une équation différentielle. La deuxiéme idée
de construction est basée sur la déformation conforme de la métrique, c¢’est a dire
multiplier la métrique initiale par une fonction strictement positive, on a réussi a
donner I'expression de 'opérateur Bilaplacien aprés ce changement conforme, ce ré-
sultat nous a permis de construire quelques exemples. A la fin de ce chapitre, on étudie
les fonctions biharmoniques sur les variétés produit tordu en présentant les différentes
expressions liées a ce type de variétés et en traitant certains cas particuliers.

Dans le troisiéme, on s’intéresse dans une premiére partie aux quelques théorémes de
type Liouville pour les fonctions biharmoniques en se basant sur quelques hypothéses
géométriques et topologiques. Enfin, on étudie le probléme de Dirichlet pour ce type
de fonctions lorsque la donnée au bord est constante, les résultats de ce chapitre

généralisent des résultats connus pour les fonctions harmoniques.
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Chapitre 1
Généralités

Dans ce chapitre, on s’intéresse dans un premier lieu a la définition de quelques opéra-
teurs différentiels sur une variété riemannienne (gradient d’une fonction et divergence
d’un champ de vecteur) a partir des isomorphismes musicaux, les opérateurs gradient
et divergence nous permettent de définir 'opérateur de Laplace appelé aussi le Lapla-
cien et on donne quelques régles de calcul, on définit ainsi les fonctions harmoniques
comme solution de I’équation de Laplace, et on caractérise touts les fonctios radiales
qui sont harmoniques, ces opérateurs vont nous permettre de définir le Bilaplacien et
par suite les fonctions biharmoniques dont on donne explicitement quelques régles de

calculs.

1.1 Les isomorphismes musicaux

Soit (M™, g) une variété riemannienne, g, est un produit scalaire sur T, M | on peut

identifier T, M a Ty M a 'aide de 'isomorphisme noté f§, défini par :

b TEM — T M

Wy ﬂx (Wx)

tel que : on a pour tout X, € T, M

Go (o (Wz), Xa) = wa(Xy).
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f. est un isomorphisme, on note b, son inverse qui est défini par :

by: T\M —s T'M
X, — b (X,)

tel que : pour tout Y, € T, M,
bx(Xx)<Yx) = gz(Xa:a }/I)

On peut définir les opérateurs § et b appelés opérateurs musicaux de la facon suivante :

¢: T*(TM) — D(TM)
w o fw)

tel que pour tout x € M, on a

et

tel que : pour tout z € M,

Pour plus de détails, voir ([1])

Proposition 1.1.1. Les opérateurs § et b sont des isomorphismes inverse ['un de

l'autre et sont également définis par :

{ f(w) est tel que g(t(w), X) = w(X) (1.1)

b(X) est tel que b(X)(y) = g(X,Y)
pour tout X, Y € I(TM) et w e I'"(T'M).

Preuve :
La linéarité est une conséquence de la linéarité des f, et b,, pour tout x € M.

11 suffit de montrer que les opérateurs ff et b sont inverse 'un de l'autre.



1.1 Les isomorphismes musicaux

Soient z € M, X, Y e I'(TM) et w e I'"(T'M).

D’une part, on a

9o (B (b2 (X)), Vo) = (02(X0)) (Ve) = 92 (X, Vo).

Comme g, est non dégénérée, alors
ﬂJ:(bx(Xx)) =Xy

pour tout x € M, d’ou
fob=Idrrum).

D’une part, on a

(0o f)(W))e(Xa) = (ba(ta(we)))(Xa) = go(fe(wa), Xa) = we(Xa)

alors, pour tout x € M
((bof)(w))e = wa-

d’ou
En utilisant le fait que

et
(g(Xv Y))x = goc(Xza Y;c)a

on aura a partir des définitions de f, et b, les relations suivantes :

{ 9o ((H())ar Xa) = wa(X,).

Ce qui nous donne

d’oul les relations voulues.
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1.1.1 Les isomorphismes musicaux en coordonnées locales

..........

tivement le repére et le corepére locale associés a la carte donnée (U, p).
En utilisant la convention d’Einstein pour les indices, on a pour w € I'*(T'M)

w = w;dx".

pour X, Y € I'(T'M) , on a

X = in’ Y = yji.
835j 8xj

La métrique g s’écrit sous la forme :

ol
RS
g” -9 81’1" 0xj '
Comme
g(f(w), X) = w(X),
alors

9ij (#(w))' X7 = w; X,

pour tout X € I'(T'M). En particulier pour X = 2, alors

T’
gij(ﬂ(w))i = Wj,
d’ou
(#(w)" = g"wj,
oi (¢g*) est la matrice inverse de (g;;).

Enfin nous obtenons la formule suivante :

Hw) = gy (12)

De méme, pour 'opérateur b nous avons d’'une part
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et d’autre part
O(X))(Y) = g; XY,

pour tout Y € I'(T'M), en particulier pour ¥ = il vient que

a T
(b(X)); = g X",

d’ou

1.2 Les opérateurs sur une variété riemannienne

1.2.1 L’opérateur gradient sur une variété riemannienne

Définition 1.2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, on définit l'opérateur gra-
dient (noté grad) par :
grad: C*(M) — I(TM)
[ grad(f) = i(df)

ot df est la différentielle de f, tel que pour tout X € T'(T'M) on a

g(grad(f), X) = df (X) = X(f).

Proposition 1.2.1. (Expression du gradient en coordonnées locales)
Soit (M™, g) une variété riemannienne de dimension m, (U, p) une carte sur

M avec les champs de base associée -2 alors pour tout f € C*(M,R) on a :

LOf 0
(grad)lu = ¢" 5% = (1.4)

Preuve.
Il suffit d’appliquer directement la définition de 'application f et la définition de la
différentielle la fonction f € C*(M,R) relativement a la carte (U, ) sur M, on a
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i(df) = Z?jj:l gij(df)i%

— oy gior o
= ij=19" 827 87

ou dx', ..., dz™ est la base duale. m

Propriété 1.2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, pour toutes f,h € C>*(M)

1. grad(f + h) = grad(f) + grad(h)
2. grad(fh) = hgrad(f) + fgrad(h)
3. (grad(f))(h) = (grad(h))(f)

Preuve. Soit f,h € C®(M), pour tout X € I'(TM) on a :
1.

g(grad(f+h),X) = X

grad(f), X) + g(grad(h), X)
grad(f) + grad(h), X)

g(grad(fh), X) = X(fh)
= hX(f)+fX(h)
= hg(grad(f), X) + fg(grad(h), X)
= g(hgrad(f) + fgrad(h), X)

(grad(f))(h)

g(grad(h), grad(f))
= g(grad(f), grad(h))
= (grad(h))(f)
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1.2.2 L’opérateur divergence sur une variété riemannienne

Soit X € I'(T'M) un champ de vecteurs sur une variété riemannienne (M, g), appli-

cation définie par :

VX: I(TM) — T(TM)
Z — VzX
est une application C*°(M) linéaire (VX est un tenseur de type (1,1)).
Six e M, alors
(VX),: T.M — T,M
v — (VX))

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 1.2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne. La divergence d’un champ

de vecteurs X € I'(T'M), notée divX est une fonction sur M définie par :
div: T(TM) — C>(M)
X —  divX

et
divX = try(VX)

(divX), = try((VX),) rxeM
En coordonnées locales, on a
divX = dz'(V_o X)
BIZ

= gijg(V%X )

) I

Si (e;) est une base orthonormeée locale sur M, on a
divX = Z g(veiXJ €i>
i=1

De méme, la divergence d’'une 1-forme w sur M est définie par

divw = try(Z — Vzw)
2t (Vew)(e:)
LGV ) ()
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Proposition 1.2.2. Premaiére expression de la divergence en coordonnées

locales.

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m, X = X';2. € T(TM)

on a .

2,j=1

ot les fonctions Ffj sont les symboles de christoffel donnée par la relation

o ., 0
Vit ~ g

Preuve.

Sur une carte locale de M nous avons,

o,
X=xZ
ort’
et
o .0
Vow ~ iggh
alors

divX = Y", dx'(V e X)
ozt
= ZTj:l dmi(V%Xj%)
S (2 4 XOTE 2,

i,j=1 oxt OxJ tj Ok

d’ou finalement

Propriété 1.2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne, pour tous X,Y € I'(TM)
et f € C*(M,R), ona

1. div(X +Y) =div(X) + div(Y)
2. div(fX) = fdiv(X) + X(f)

Preuve.

Pour démontrer la propriété (1), on applique directement la définition de la divergence,
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soit (e;) une base orthonormée locale sur M on a

dZ’U(X + Y) = g(vel(X + Y)> ei)
g(vei (X>7 ei) + g<v€¢ (Y)7 61')
= divX + dwY

Pour la deuxiéme propriété, on a

div(fX) = g(Ve, fX, e:)

Or
Ve fX =e()X + Ve X,

Il suit que

div(fX) = glei(f)X, ei)) + f9(Ve, X, )
On sait que

divX = g(Ve, X, e;)

et

glei()) X, ei) = g(X, grad(f)) = X(f),
d’on

div(fX)=X(f)+ fdivX

Lemme 1.2.1. (/2]) Sur une variété riemannienne (M, g) on a

%(« [det(gij)) = 1/ det(gi;) Zm: Dl

En utilisant ce lemme, nous allons donner la deuxiéme expression de la diver-

gence.

Proposition 1.2.3. (Deuxiéme expression de la divergence en coordonnées
locales. )

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m, pour tout X € T'(TM)
on a :

divX = det(gi;) X ")

R
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Preuve.
Grace a la premiére expression de la divergence en coordonnées locales, nous

avons ,
divX = 2?1:1 %fi_ + Z;nﬂ ZZI XJI‘%
Zgil %i(i + Z;nﬂ X7 Z:L I

en utilisant le lemme 1.2.1, avec

9] = det(gi;),
alors un calcul direct nous donne :
X = (IS G4 D OV T
= VL 55 + T X035 (V1aD)
= =T ATl

en utilisant la convention d’Einstein, on a

din(X) = ﬁ%wm

1.3 L’opérateur Laplacien sur une variété rieman-

nienne

1.3.1 Définitions et Propriétés

Définition 1.3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, on définit 'opérateur La-

placien noté A sur M par :
A: C*(M) — C>®(M)
f —  A(f) = div(gradf)

Propriété 1.3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, pour toutes f,h € C*(M,R)

on a :

1. A(f+h) = A(f) + Ah)
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2. A(fh) = hA(f) + hA(f) + 2g(grad(f), grad(h))

Preuve.

Soit f,h € C*(M,R), en utilisant les propriétés des grad et div et le fait que

X(f) = g(grad f,X),

on obtient
1.
A(f+h) = div(grad(f + h))
div(grad f + grad h)
div(grad f) + div(grad h)
= A(f) +A(h)
2.

A(fh) = div(grad(fh))
div(hgrad f + fgrad h)
hdiv(grad f)+ (grad f)(h) + fdiv(grad h) + (grad h)(f)
= hA(f) + fA(R) +29(grad f,grad h).

Définition 1.3.2. Soit (M, g) une variété riemannienne, et soit f € C*(M), on dit

que f est harmonique si :
A(f) = 0.

L’équation A(f) = 0 est appelée I’équation de Laplace.

Proposition 1.3.1. Expression de l’opérateur Laplacien en coordonnées lo-
cales

Soit (M, g) une variété riemannienne, et pour tout f € C°(M), on a

Pf O

89[518@ S 8xk

Af=g"( ) (1.5)



18 CHAPITRE 1. GENERALITES

Preuve.
Soit f € C*(M,R), alors

Af = div(grad f)
979(V o grad f, 53;)

Or
9(V o grad [.55) = F=(9(grad f.55) — glgrad [,V a 7))
_ _0%*f 1k Of
- Bzzﬁxj 1.7 Bxk’
d’ou o of
Af = g¥ B
f g (81'285L‘J K 8xk)

Remarque 1.3.1. (Deuziéme expression de l’opérateur Laplacien)

Grice a la deuziéme expression de l'opérateur divergence, il existe une deuxieme
écriture pour le Laplacien donnée par ’équation suivante :
B 1 0 ;i 0f
Exemple 1.3.1. Soit R™ muni du produit scalaire standard go, (go)ij = 0ij, alors
pour toule fonction différentiable f sur R™ et X = (X', ..., X™) un champ de vec-

Af det(gi;)).

teurs sur R™ on a

1.
of d
grad f = Y, 90
(ﬁ ﬁ)
8x17"'78xm
2.
. _ m  9X’
dZ’UX = zi:lw
_ax? axm
= Gor Tt Gm
3.
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Exemple 1.3.2. (Laplacien sur la sphére S?)

01 a SPpnere ae armenston 4, Sa meirique es onnee par
Soit S? la sphére de di jon 2 Stri t donné
gs2 = df? + sin? §dp?

et f:S1\{(£1,0,0)} — R, on a

_0*f of ., 0
Af—w—l—cote%—l—sm QG_@Q

Par ezemple f(0,¢) =In(tan$) est harmonique. Car :

0
a—’g = % In(tan g)

9 6
%(tan 5)
tan %
%(1+tan2 g)
tan g

De méme, on a

20
tan 5

On déduit :

1 0 1 1 1 0 1 0
Af = =(tan® - —
/ 4( 2  tan? g 4 “tan g 2 tang 2

Donc f est fonction harmonique.

1.3.2 Quelques régles de calcul pour le Laplacien

Proposition 1.3.2. Soit (R?, g) une variété riemannienne, Y,y € R, en coordonnées

cartésiennes (x,y) est repére en coordonnées polaires (r,0) avec

T = 1rcosf
y =rsinf
et on a :

Af(x,y) =

2f 19°f 10f
o il (1.6)

290 T or



20 CHAPITRE 1. GENERALITES

Proposition 1.3.3. Soit f : R™ — R une fonction strictement positive de classe
C2. Alors

A(f?) = pfP2(fASf + (p— 1)|grad f|?). (1.7)
Preuve.

D’aprés la définition on a

A(fP) = ei(ei(f7)) = (Vee) (f7) (1.8)

ou (e;)™, est une base orthonormée sur R™.
On a pour X € I'(TR™),

X(f?) =pfrX(f).
Ce qui donne

X(X(f7) = pX(PX(S)
= p(fX(X() + X(NHX(P)
p(f7TX (X)) + (0 = D2 X ()X ()

D’ou
ei(ei(f)) = p(frteile(f) + (p— D) fPei(fe(f))
= pff7%(feilei(f)) + (p— Dlgrad f[?)
donc
ei(ei(f7) = pfr*(feiei(f)) + (p — Dlgrad fI?) (1.9)
et
(Veea)(fF) = pf* " (Ve,ea) (f)- (1.10)

En remplacant (1.9) et (1.10) dans (1.8), on obtient

AfP=pfr=2(feilei() + (p = Dlgrad fI* = f(Vee)(f)).

Af =ei(ei(f)) — (Vee)f),
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il suit que
A(fP) = pfP2(fAf + (p = 1)lgrad f?).

[
Comme cas particulier de la proposition 1.3.3, on obtient le résultat suivant
Corollaire 1.3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne,NYx € R™ on a

A(lzlP) = plp +m — 2) P72 (1.11)

Preuve.

Posons f(z) = |z| dans I’équation (1.7) , on obtient

A(|2f) = pleP~*(Jz|Alz] + (p = Dlgrad |=]]*),

ou
lz| = /a3 + ... + 22,
et
grad|z| = %\/xf + ..+ xfna%i
z; O
T Jal 0z
De méme 5 5
T T
dlz|]? = (2L — = 2 ) =
|grad|z|| g(|xmxi, |x|8xi)
et 82| |
x
Alz| = Eﬁla—xg‘
Or 5
T
= (fal) =
on obtient ,
9 i
Alel = g = 2(E)
-1
= pplmlz|—|z]) = —(T’Tﬂ L,
d’onl

A(lz[?) = pla*((m = 1) + p — 1).
Finalement, on déduit que

A(|z]?) = p(m + p — 2)|z["~2.
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Proposition 1.3.4. Soient f : R™ — R, g: R — R deux fonctions de classe C*,

alors

Algo f)= (g o HAf+ (3" f)lgrad fI*. (1.12)

Preuve.
Soit
gof: R™ — R
r=(T1,....,Tm) —> (gof)(x)
Par déffinition du Laplacien, on a

2

Ago ) =L ((go Hia)).

= 9,2
Ox;

Un simple calcul nous donne

({50 1)@) = /) 5L
il suit que
ZgoNE@) = (9o NE@)
- aii(gl f(x))ii)
On obtient donc
Mg D) = o ()5 +o" )L 2L

Comme (%)2 = |grad f|?, il résulte que

Algo f)(@) = (g o [@)Af + (¢" 0 f)(@)lgrad f|*.

Proposition 1.3.5. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m. Pour
toute fonction f € C*(M), on a

Aef = el (Af + |grad f]?). (1.13)
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Preuve.
Par définition, on a
Aef = ei(ei(ef)) - (Veiei)(ef).
Or
ei(ef) = el ei(f),
d’on
ei(ei(ef)) = €z‘(€f€i(f))
= elei(ei(f)) +elei(fe(f)
= el(ei(es(f)) + |grad fI?)
et
(Vee)(ef) = e/ (Vee)(f),
donc
Ael = e/ (Af + |grad f]?)
| |

Définition 1.3.3. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m.On appelle

forme volume sur (M, g), notée vM

oM =\ [det(gij)dx A, ..., Adz™.

par

ou v, la forme définie localement dans un repére

Exemples 1.3.1. On considére la variéte R? muni des coordonnées cartésiennes

(x,y) on a

go = de + d?/27

V% = /det(g;;)dx N\ dy = dx A\ dy.

On consédére la shpére S? muni de la métrique

et

g = df* + sin*0dy?,

alors, la forme volume est donnée par

v? = \/det(g;;)d0 N dp = |sinf|df A dp.
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Proposition 1.3.6. (Théoréme de divergence [4{])
Soit D un domaine compact a bord dans une variété riemannienne (M, g).

Soit w une 1-forme et X un champ de vecteur, définis sur un voisinage inclue dans

D. Alors
/(dz’vw)vM—/ w(n)vo? et /(diUX)UM—/ g(X,n)vo?,
D oD D oD

ot 0D est le bord de D et n = n(x) est le vecteur unitaire normal & 0D.

Corollaire 1.3.2. Pour tout w une 1-forme et X un champ de vecteurs a support

compact dans le domaine D, alors

/D(dz'vw)'UM =0et /(dz’vX)vM = 0.

D

1.4 L’harmonicité des fonctions radiales

Dans le cas o la fonction f : R™ — R est radiale, c’est & dire elle dépend seulement
de r = \/m, nous allons caractériser touts les fonctions radiales qui sont
harmoniques.
Proposition 1.4.1. Soit f une fonction de classe C?* définie par :
f: R™ — R m > 2
= (r1,...,Tm) — f(x)=F(r)

Alors f est harmonique si et seulement si s’écrit sous la forme suivante :

flx) = Alnr+B si m =2
flz) = W%—B st m # 2
our = /1?4 ...+ 22 et A, B sont des constantes.

Preuve.
Onar= m, il suffit de remplager dans I’équation (1.12) pour
h(x) = r = |z| on obtient
Af = AF(r)
= A(Foh)
= (F'oh)Ah+ (F"oh)|grad h|?
= F'(r)Alz|+ F"(r)|grad|=||?
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en utilisant ’équation (1.11) pour p =1, on a

Alz] = 1(1+m—2)[z["?
(m — 1)%
= (m—-1)1%
et
gradlz| = /234 .. +a25>
— % 0
|| Ox;
De méme 5 5
x; x;
dlz|]? = g(—= —, = =
|grad|x|| g(|x| o Tal o)
Ce qui donne finalement
—1
Af = )+ D iy (1.14)

r
Grace a Iéquation (1.14), on déduit que f est harmonique si seulement si F' vérifie

I’équation suivante :

F'(r) + MF’(@ =0 (1.15)

Ce qui donne
F"(r)
= —(m—1)-.
F'(r) (m )7“

En intégrant par rapport a r, on obtient

InF'(r) = —(m—1)lnr+c
InF'(r) = In-2;.

avecc=1nA

Enfin 'harmonicité de f se traduit par I’équation

A

rm—l

F'(r) = (1.16)

Pour résoudre 1'équation (1.16), nous allons distinguer deux cas :

1¢" cas : Pour m = 2, on obtient

A
F’(r):?:>F(r) =Alnr+ B
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donc
f(z)=Alnr+ B.

2¢¢ cas : Pour m # 2, 'équation (1.16) s’écrit sous la forme

F'(r) = Art™™,
Par intégrationt, on obtient :
A
F(r)= B
() (2 —m)rm=2 +E
d’ou 1
flz) = + B

1.5 L’opérateur bilaplacien sur une variété rieman-

nienne

1.5.1 Définitions et Propriétés

Définition 1.5.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, on définit [’opérateur bila-

placien noté A? sur M par :

A?: C®(M) — C>(M)
[ Af=A(Af)
Propriété 1.5.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, pour deux fonctions f,h €
C>®(M,R) on a :
1. A%(f +h) = A%(f) + A%(h)
2. A% (fh) = hA%(f) + fA%(R) + 2A(f)A(R) + 2grad f(AR) + 2grad h(Af) +
2Adf (grad h))

Preuve.
Soit, f,h € C*(M,R), en utilisant les propriétés de A,on obtient :
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A (f+h) = AA(f+h)
A(A(f) + A(h))
A(A(f)) + A(A(R))
= A*(f) + A%(h)
2.
A%(fh) = A(A(fh))
= A(RA(f) + fA(R) +2g(grad f,grad h))
= A(hA(f)) + A(fA(R)) + A(2g9(grad f,grad h)).
Ou

AMRA(F)) = BA(AF) + A(f)A(R) + 2grad h(Af)
= hA2f + A(f)A(R) + 2grad h(Af)

De méme, on obtient
A(fA(R)) = FA*h 4+ A(R)A(Sf) + 2grad f(AR)

et

A(2g(grad f,grad b)) = A(g(grad f,grad h)+ g(grad f,grad h))
= A(g(grad f,grad h)) + A(g(grad f,grad h))
= 2A(g(grad f,grad h))
= 2Adf(grad h).

Donc

A?(fh) = hA?f + A(f)A(R) + 2grad h(Af) + fA%h + A(R)A(f)+
2grad f(Ah) +2A(g(grad f,grad h))
= hA%(f) + fA%(h) + 2A(f)A(R) + 2(grad f(Ah) + 2grad h(Af)+
2Adf (grad h))

Exemple 1.5.1. Soit (R™, go) une variété riemannienne tel que (go)ij = 0i;, et soit
f € C®(R™R) alors :
o'f

~ 9.29.2
Oxi0x;

AZf



28 CHAPITRE 1. GENERALITES

Définition 1.5.2. Soit (M, g) une variété riemannienne, et soit f € C*(M), on dit
que f est biharmonique si :
A?f =0.

Exemple 1.5.2. Tout fonction harmonique f € C°(M) est biharmonique.

Exemple 1.5.3. Le simple exemple d’une fonction biharmonique, les polynomes de

degrés 3 et 2 sur R.



Chapitre 2

Quelques constructions des fonctions

biharmonique

Dans ce chapitre, comme premier résultat de ce travail, on caractérise touts les fonc-
tions radiales qui sont biharmonique, ensuite on s’intéresse a la déformation conforme
de la métrique ot on donne l'effet d'une telle déformation sur les connexions, sur la
courbure et sur bilaplacien, on termine ce chapitre par ’étude du bilaplacien et des
fonctions biharmoniques sur les variétés produit tordu ol on traite certains cas par-

ticuliers.

2.1 La biharmonicité des fonctions radiales

Dans le cas ou la fonction f : R™ — R est radiale, c’est a dire elle dépend
seulement de r = /2?7 + ... + 22, nous allons caractériser quelques fonctions radiales
qui sont biharmonique, par exemple toute fonction radiale harmonique est biharmo-

nique, c¢’est a dire toutes les fonctions qui vérifier ’équation (1.15) sont biharmonique.

Proposition 2.1.1. Soit f une fonction de classe C* définie par :

f: R™ — R
r=(21,...,02) — f(z)=F(r)
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Alors f est biharmonique si et seulement si F' est vérifier I’équation suivante :

FO(r) + 2—(7"; D po) () 4 ™= %m =Y pryy - (M= 123" Dy =
Preuve.
Par définition de bilaplacien, on a
A% = A%F(r)
= A(AF(r))
En utilisant I’équation (1.14), on trouve :
A2F(r) = A(F"(r)+ "1 F(r)
= AF'(r) + AL F(r)).
Alors
A2F(r) = A(F"(r)) + (m — DA(SF/(r)). (2.1)
r
De méme, on a
A(F"(r)) = FW + (m=1) g, (2.2)

D’aprés les propriétés de A, on a
A(r7'F'(r)) = F'(n)A(r™) + 7' AF(r) + 2g(grad F'(r), grad (r™)). (2.3)

Comme r = |z| = /27 + ... + 22, en utilisant ’équation (1.11) pour p = —1 on
trouve :

A = Alz™
—1(=14m —2)|z|+2

d’ou
A= -2 (2.4)
et
AF(r) = FO ) + - Y gy (2.5)

On sait que
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comme
6F/T' r
o S P (r)
= =F(r)
et
a(r—1 x;
G = (D%
= -,
il suit que
glgrad F'(r).grad (r1)) = —HEF"(r)
F(r) .2
7.4
_ _F'()
- 2
d’ou
F//
glgrad F'(r), grad (r1)) = — 20 2.6)
r

En remplacant 'équation (2.4),(2.5) et (2.6) dans I’équation (2.3) on obtient :

A (r) = F(r)(="52) +r  (FO(r) + P20 F () + 2(=557)
= 1F3(r) + 2 () — B E (),

on déduit que

A(T_IF/(T‘)) _ %F3<T) + (m ; 3) (m — 3)

r3

F(r) — F'(r). (2.7)

r

En remplacant (2.2) et (2.7) dans 'équation (2.1), on arrive au résultat suivant :

A’f = A(F(r) + A ()

FO(r) + PDEO () 4 (m — DEF(r) + 22 P (r) - 252 P (r))
F@ (7“) + (m_l)F(s)(r) + (m—l)F(3) 7’) + (m—l)gm—?’) F”(T) B (m—l)gm—?’)F/(r)
= FO(r) + 20D p6) () 4 omm=d) poryy  (nDim=3) por ),
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Proposition 2.1.2. Soit f une fonction de classe C* définie par :

f: R™ — R
= (x1,..,22) — f(z)=F(r)

Alors f est biharmonique si et selement si f s’écrit sous la forme suivante :

fx) = Z(Alnr+B -3+ Clnr + K st m =2
fle) = —4lnr+ 22 -5 +k si m =4
f(f)f) = 2(2—m)(im)rm*4 + %7"2 + W —I— ]{f Si m 7é 2 et m # 4

avec r = \/x} + ... + 22, et A, B,C et k sont des constantes réelles.

Preuve.

Par féfinition de 'opérateur bilablacien, on a

AZf = A(Af) =0

avec .
Af = ')+ =D i,
T
On pose
-1
qmzpwm+ﬁ%flpgy
Donc |
AG(r) = G"(r) + <mr_ Jar(r)
D’ou .
AG(r)=0 = G"(r)+ (Tn—r_)G/(T) =0.
On utilisant la proposition 1.4.1, on trouve :
Gr) = Alnr+B si m =2
G(T) = W—i‘B s1 m > 2
Donc pour m = 2, on a
F/
F'(r)+ (r) =Alnr+ B
r

on multipliant par r, on obtient :

rF"(r) 4+ F'(r) =r(Alnr + B).
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Or
d(rF'(r)) = (rF"(r) + F'(r))dr
il suit que
d(rF'(r)) = r(Alnr + B)dr.
Par une intégration par partie, on trouve :
rF'(r) = [r(Alnr+ B)dr+C
[3r*(Alnr + B)] — [ir?ddr + C
Lr2(Alnr+B)—4 [rdr+C
Lr2(Alnr+B) — 42+ C
s (Alnr+B—-4)+C.
Ce qui nous donne
F'(r) = 11“(/111&7" + B — é) - ¢
2 27’
En intégrant cette équation, on a
F(r) = [Gr(Alnr+B—-42)+%)dr+ K
r(Alnr+B—4)dr+C [r7ldr+ K

2
2

ir!(Alnr+B—4) -4+ Clnr+ K

Y (Alnr+B—-4-A)+Chr+K

= 1Y (Alnr+B-3)+Clhr + K,
d’ou
1, 34 .
f(:zc):zr (Alnr+B—7)—|—C’lnr+K st m = 2.
Pour m # 2, on a y
G(r) = — + B.

(2 —m)rm=2

Ce qui implique que

(m — 1) F/(’I“) _ A + B.

Fi(r) + r (2 —m)rm=2

En multipliant par ™!, on trouve :

P () 4 (mo— Dr™ A F (1) =
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Or
dir™ Y E' (r)) = (@™ " (r) + (m — 1)r™ 2 F (r))dr,
d’ou
Ar
(2—m)

En intégrant cette derniére équation, on trouve

d(r™ ' F'(r)) = ( + Br™ Hdr.

r"E (r) = f((ﬁ:n) + Br™Hdr + C
= —(Qf‘m) [rdr+B [r™tdr+C
— —2(21”) r?+ Bpmy

En divisant par ™!, on conclut que

A B C

Flr)y= ————+— : 2.8
(r) 2(2 — m)rm=3 + m + rm—l (28)
Pour resoudre I'équation (2.8), nous allons distinguer deux cas :
1°" cas : Pour m = 4, on obtient
A B C
F(ry=—-—+—
(r) Ay + 1" + r3’
d’ou A B o
_ 2
F(T) ——Zlnr+§r —2—742+]€
2¢m¢ cas : Pour m # 2 et m # 4, on a
A B C
Firy) == —— 1+ N
(r) 2(2 — m)rm=3 + m + rm—1’
d’ou 1 B o
F(r)= i R
(r) 2(2—m)(4 —m)rm—4 * om * (2 —m)rm—2 *
]

2.2 Etude de la biharmonicité aprés déformation conforme

Dans cette partie, nous allons étudier la biharmonicité d’une fonction f €

C°°(M, g) en déformation conformément la métrique g en g = e*7g ot v € C®(M, g).
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Proposition 2.2.1. Soit (M, g) une variété riemanienne munie de sa connexion
Levi-Civita V, et soit g = e*'g une déformation conforme de la métrique g.

Nontons ¥V la connezion de Levi-civita associe  la métrique g.0On a pour
tous X,Y € I(T'M).

VxY = VxY + X(7)Y + Y (1) X — g(X,Y)grady. (2.9)

Preuve.
On va donner la preuve de la proposition en utilisant les symboles de Chris-
toffel Ffj qui sont donnés par la formule suivante :

1
It = 59“(@'(9;’1) + 9;(g9a) — 0i(g:5))-

Pour T'};, on a

TE = L5M(0uG) + 0;(Ga) — a(G)
= e Tg"(0,(ePgp) + 0;(eP gau) — Bi(e? gy5))
3¢ 9" (e210,(g51) + €70;(ga) — €*70i(gi) + 2¢70i(v)gji + 2¢70;(7) gt — 2¢70u(7)gi5)
= T+ ¢"0:(7) g+ ¢"0i (1) g — 9" 0(7) g5

~~ -~ ~~

T Ts Ts

D’une part que g*'g?' = 4y, on obtient :

T, = 5@@'(7)
T, = 0,0;(7)

et
T3 = gklgijal(7)~

Ou g; = %, par définition, on a

Vo,

(3

Gj = Fk 8k

ij
Calculons 6@0]-, on trouve :
Vo,

(3

9; = Thoy
= V4,0, + 0k;0;(7) 0k + 01:0;(7) Ok + 6" 9i;01(7) Ok
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Ce qui entraine I’équation suivante :
Vo,0; = Vo, 0; + 0i(7)0; + 8;(7)d; — g(9;,9;)grady.
On prend X = X'9,,Y =Y79;, on a
6)(}/ - %X@inaj
X'(YIV,0; + 0i(Y?)0))

= X'(Y9(V,0; + 0:i(7)0; + 0;(7)0; — 9(0;, 0;) grady) + 0;(Y7)0;)

Or '
Xi(VXiaiaj)
— XYIV,0; + Xi0,(Y7)0,
D’ou

VxY = VxV + X(7)Y + Y ()X — g(X,Y)grady.

n
Grace a la formule (2.9), on va calculer le bilaplacien d’une fonction f € C*(M),

aprés déformation conforme de la métrique, plus précisement on va le résultat suivant :

Théoréme 2.2.1. Soit (M™,g) une variété riemannienne, et soit § = e*'g une

déformation conforme de la métrique g. Alors pour tout fonction f € C*°(M), on a :

AZf = e (A2f — 2(Ay + (m — 4)|grady|*) A f + (m — 6)dy(gradAf)
+ (m —2)(Adf(grady) + (m — 6)grady(df (grady))) (2.10)
= 2(m = 2)(Ay + (m — 4)|grady|*)df (grady)

Preuve. Soit (e;)!, une base orthonormée sur (M, g). Pour g, la base orthonormée
est donnée par ¢; = e Ve;, i =1,....m,
D’abord on va calculer le Laplacien A associe a (M, §).

Par définition de ﬁ, on a

Af=&@(f) — (Vae)(f) (2.11)
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Grace a I'équation (2.9) on a :

Ve.ei = Ve +e(v)e +ei(y)e; — glei, e;)gradry.

7

or
grady = e;(7)e;,
ce qui donne :

Ve.ei = Ve + (2 —m)grady.

De méme, on a

Vaei = Veaee e
e‘”%eie”ei
= (e Ve — e Vei(7)es)
= e (Ve + (2 —m)grady — grady),

ce qui donne

Vaeilf) = e (Veeif + (1 —m)grady(f)). (2.12)
On sait que
e(f) =ee(f),
il suit que
e(ei(f)) = elee(f)) =eei(eei(f))
= e ei(ei(f) +eMei(eTei(f)
= e ei(e(f) — e Me(v)eilf)

Enfin, on conclut que

G(@(f) = e eileif) — e Fei(v)eilf) (2.13)
En remplacant (2.12) et (2.13) dans (2.11), on trouve

Af = e 2(efe(f) —ese(f) = (Vee) (f) = (1 — m)grady(f))
e (Af + (m —2)grady(f)),
d’ou
Af = e (A + (m — 2)grady(f)). (2.14)
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Grace & I’équation (2.14) on obtient :

A’ = A(Af)
= A(e(Af + (m = 2)grady(f)))
= A(Af) + Ale™(m — 2)grady(f)).
Comme
A’f = A(e*QWAf)J—i— Ale™>(m — 2)grady(f)) (2.15)
i, H,
Pour le terme H;, on a
A(e™Af) = e /(A(e ™ Af) +(m — 2) grady(e T Af)). (2.16)
\_}T_/ }g

En utilisant les propriétés du Laplacien et du gradient sur 7T e T5, on trouve :
A(e™Af) = e AASf) + AfAe 7 + 2grad e > (Af)

= DA+ Afem(A(=27) + |grad(—2y)[?) — de~Fgrady(Af)
= e (A2f — 2Af Ay + AAflgrady|? — Agrady(Af))

d’ou
Ty = e (A f — 2Af Ay + 4A flgrady|* — 4grady(Af)) (2.17)
et
grady(e ™ Af) = e Pgrady(Af)+ Afgrady(e )
— e grady(Af) — 2 fgrady()
= e P (grady(Af) — 2Afgrady(v))
Donc

grady(e VA f) = e (grady(Af) — 2A fgrady(v)) (2.18)

En remplagant (2.17) et (2.18) dans 'équation (2.16), on obtient :

AleAf) = e (e (A f = 2AfAy +4Af|grady|” — dgrady(Af))+
(m —2)e 2 (grady(Af) — 2A fgrady(y)))
= e V(A’f = 2AfAy —2(m — 4)Afgrady(y) + (m — 6)grady(Af)),

il suit que

Al DAf) = eV (A2 f=2A fFAy—2(m—4) A fgrady(y)+(m—6)grady(Af)). (2.19)
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Enfin pour le terme Hs, on a
A(e™™(m = 2)grady(f)) = (m — 2)A(e " grady(f)).

En remplagant Af par grady(f) dans I'équation (2.19), on trouve :

Ale™grady(f)) = e (Algrady(f)) — 2grady(f)Ay — 2(m — 4)grady(f)grady(v)
+ (m —6)grady(grady(f))).

Il suit que :

Ale2(m — 2)grady(f)) = (m—2)e (A(grady(f)) — 2grady(f)Ay

— 2(m —4)grady(f)grady(y) + (m — 6)grady(grady(f))).
(2.20)

Finalement, en substituant (2.19) et (2.20) dans (2.15) on déduit que

A2f = e M(A2f — 20 fAy —2(m — 4)Afgrady(y) + (m — 6)grady(Af))
+ (m—2)e(A(grady(f)) — 2grady(f)Ay
— 2(m —4)grady(f)grady(y) + (m — 6)grady(grady(f)))-
= e (A%f = 2(Ay + (m — 4)|grady|>)Af + (m — 6)dy(gradAf)
+ (m—2)(Adf(grady) + (m — 6)grady(df (grady)))
— 2(m = 2)(Ay + (m — 4)|grady[*)df (grad)

Proposition 2.2.2. Soit (M™,g) une variété riemannienne, et soit § = e*'g une
déformation conforme de la métrique g. Alors f € C(M,q) est biharmonique si et

seulement si :

A%f —2(Ay + (m — 4)|grady|>) Af + (m — 6)dy(gradA f)
+(m — 2)(Adf (grady) + (m — 6)grady(df (grady))) (2.21)
—2(m — 2)(Ay + (m — 4)|grady[*)df (grady) = 0

Comme cas particulier, on a les resultats suivants :
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Corollaire 2.2.1. Soient f : (M™,g) — R et m # 2 une fonction harmonique et
soit g = €*7g une méltrique conformément équivalente a g.Alors f : (M™,q) — R

est biharmonique st et seulement si :
Adf(grady) + (m — 6)grady(df (grady))) — 2(Ay + (m — 4)|grady|*)df (grady) = 0

Corollaire 2.2.2. Soient f: (M™, g) — R et m = 2 une fonction non harmonique
et soil g = €*7g une mélrique conformément équivalente & g.Alors f : (M™,g) — R

est bitharmonique si et seulement si :
A2 f —2(Ay — 2|grady|>)Af — 4dy(gradAf) =0
Exemple 2.2.1. Soit

f: R™ — R m>1 m#3
T = (21,0 T) —> T= T+ ...+ 12
et
g =dz}+ ...+ da?,

Un calcul simple nous donne :
m—1

Af =

r

et
(m—1)(m — 3)

r3

AZf = —

D’ou la fonction f n’est pas biharmonique par rapport a la métrique g.Nous allons la
rendre biharmonique en déformant conformément la métrique euclidienne g sur R™
en g = e27g ot la fonction v dépend seulement de r.

Par suite, U’équation (2.21) est équivalente 4 I'équation différentielle ordinaire non

linéaire de troisieme ordre sutvante

(m _ 2)’)//” + (mfl)rﬂ,y// + (m _ 2)(m _ 8)’}//’}/” . (mfl):3m78)7,
_Am=1)(m=3) 2 o a3 (m=1)(m=3) _ (2.22)
7 = 2(m = 2)(m — 4)y® — = = 0

Alors si vy vérifier 'équation (2.22) notre fonction f devient biharmonique pour cette

nouvelle métrique g.
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2.3 La biharmonicité sur le produit tordu des varié-

tés riemanniennes

2.3.1 Produit tordu des variétés riemanniennes

Définition 2.3.1. Soient (M™,g) et (N™, h) deuz varitiés riemanniennes, la varitié

produit tordu M x ¢ N munie de la métriqgue Gy, ou f € C®(M) une fonction positive

telle que :
Gy =g+ (fomyh
ot
T:MXN—M
et

n:MxN— N

désignent les projections canoniques.
Si XY e I(T(M x N)), on a

GH(X,Y) = g(dn(X),dn(Y)) + (f o )*h(dn(X),dn(Y)).

Remarque 2.3.1. Relativement & des cartes locales (U, ") sur M et (V,y') sur N.

la matrice associe a Gy et donnée par :

Gij 0
0 f2hlk

el la matrice inverse est donnée par :

gv 0
0 f—thk

La connezion de Levi-Civita de M x ¢ N peut étre maintenant rapprochée a celle
de M et de N comme suit :
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2.3.2 Connexion de Levi-Civita de la variété produit Tordu

Proposition 2.3.1. ([1]) Soient (M™,g) et (N™, h) deuz variétés riemanniennes,
st 'V la connexion de Levi-Ciwita associe & la variété produit (M x N,G), alors la
connezion de Levi-Civita V associe & la variété produit tordu (M x;N,Gy) est définie

par :

VxY = VxV + %Xl(f)((), Ya) + %Yl(f)(onQ) — [h(X2,Y2)(grad f,0)  (2.23)

pour tout X1,Yy1 € (T M) et Xo,Ys € I'(TN), tel que X = (X1, X2) et Y = (Y1, Y3).

2.3.3 L’opérateur bilaplacien sur la variété produit tordu

Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes, notons par A le Laplacien sur
(M, g) et AN le Laplacien sur (N, h).

D’abore on va calculer I'opérateur Laplacien sur M x ; N sera noté par A en fonction
de AM AN et la fonction f.

Pour cela, considérons {ey, ..., e, } une base orthonormée sur (M, g), et {f1,..., fu}
une base orthonormée sur (N, h), la base orthonormée sur (M x; N,Gy) est donnée

par :

1 1
{(e1,0), ..., (em,0), (0, ?fl), -, (0, ?fn)}

Proposition 2.3.2. Soient (M, g) et (N,h) deuz variétés riemanniennes, AM, AN

désignent les opérateurs Laplaciens sur M et N. Si
o: Mx;N — R
(z,y)  — o(z,y)
est une application de classe C*, alors :
~ 1
Ap = (AMp, 0) + ﬁ((), ANp) +n(gradin f(p),0). (2.24)

Preuve.
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Par définition du Laplacien A sur (M x¢ N,Gy),ona:

Ap = (,0)((¢,0)(9) = (Vi (en 0)) () +

\ . 7
~~

~~
Al A2

(0. 1O () = (V03110 7)) (2:25)

f f f

Az Ay

Calculons les termes Ay, Ay, Az et Ay, on a :

A= (e 0)((e50)()
= (e 0(

= (ei(ei()),0).

Or, grace a I’équation (2.23), on a :

6(62.’0)(6,',(” = V(ei,o)(euo)
d’onl

Et pour Az, on a

<m§mwz§@ﬁw»
donc
A =20 1)CE0. 1000
FAEAY AL

Comme f € C*(M), on déduit que :
1
1

Enfin, pour le terme Ay, en utilisant I’équation (2.23), on a :

As = (0, fi(fi(9))).

(Vio,1,(0, %fi)) = % (Vio(0, f))
= % (Vo.(0, fi) = fh(fi, fi)(grad f,0))
- fl_Z(O?vafZ) —?(grad fv())

e

Comme grad f = fgrad In f, on déduit que :
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A= %m, V. fi(9)) — n(grad In f(p),0). (2.26)

En remplagant les termes A;, Ay, A3 et Ay dans (2.25), on obtient

Ap = (AMp,0) + 2(0 AN ) + n(gradln f(y),0).

f

]
Maintenant on va calculer le bilaplacien dans la variété produit tordu,on obtient le

résultat suivant :

Proposition 2.3.3. Soient (M, g) et (N,h) deuz variétés riemanniennes, AM, AN

désignent les opérateurs Laplaciens sur M et N. Soit

p: Mx;N — R
(z,y)  — p(z,9)

est une application de classe C*, alors :

A = ((AM)%,0) + (0, (AN)%p) + n?*(gradn f(de(gradin f)),0)

(2.27)
+ n(AMdyp(gradin f) + gradln f(AMp),0).
Preuve. Grace a 'équation (2.24), on a :
A2p = 3(&@
= A((AM,0) + 2(0, ANg) + n(gradIn f(p), 0))
= A((AMp,0)) + A(£(0,AVp)) + A(n(gradn f(¢),0)),
ce qui nous donne
Ao = A((AMp,0)) + ( 2(0 AN)) + A(n(gradn f(),0)) (2.28)
T f -~ };
T2

En utilisant la définition du Laplacien A sur (M x; N,Gy) pour chaque 11, T, et T,

on a :

A((AY5,0)) = (e, 0) (€5, 0/(AM, 0)) = Vi, (€0, 0)(AYp,0)
+ (0,550, FH)(AY,0) = Vo 1, 0, 5) (A, 0).
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Un calcul simple donne

(eiv 0)((62'7 O)(AMgp, O)) = (ei(ei(AM@))a O)a

et
Ve (€ 0)(AM,0)) = V(e 0)(e:,0)((AMp,0))
= (Veiei<AMg0),0),
et ) )
(0, ;m((o, ?fj)((AMso, 0))) = (0,0).

Grace a I’équation (2.26), on a :

V(O,%f]-)(ov %f])((AMSQ 0)) = f%(oa vfzfz)«AM@’ O)) - n(grad In f, O)((AMSO’ O))

= —n(grad In f(AMp),0),
d’ou B
T = A((AY,0))
(AM(AM ), 0) + n(gradln f(AMp),0)
= ((AY)%p,0) +n(gradln f(AMp),0).

Pour 15 on a :

A5 (0.A%9)) = (e:,0)((e: )(f2(0 AVy)) - 6(ei,O)(%O)(le(0 AYp))
1 A1 N X N
+ \(OFfj)((O ffg)(fQ(O A ))), \V (0, ?fﬁ(fg(o A ))j

(2.29)

le calcule des tremes A;, Ay, A3 et Ay donne

A = (e 0)((e0)((0, AN )
= (070)7

et pour A,, on trouve :

Ay = Vie,0)(€,0)(F(0,AV9)) = Ve, 0)(es,0)(F2(0, AVg))
= (0,0)
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Comme f € C*(M), on a

Ay = (0, £;(f,(AY9))

f
Enfin
1 N
Ay = F(O; Vi5ifi(A )
En remplacant les termes A, Ay, A3 et A4, on trouve :
1
13 = F(Ov (AM)%p).

La méme méthode de calcul nous donne
Ts = n(AMdp(gradn f),0) 4+ n*(gradln f(de(gradln f)),0).
Enfin, en remplagant 77,75 et T3 dans I’équation (2.28), on obtient

Ao = ((AM)20,0) + #(0, (AN)%p) + n*(gradin f(di(gradln f)),0)
+ n(AMdyp(gradin f) + gradln f(AMp),0).

Nous allons traiter quelques cas particulier :
Si p(x,y) = a(z)B(y), on trouve

A% = B((AM)20,0) + (0, a(AN)?B) + n?B(gradln f(da(gradln f)),0)
+ nB(AMda(gradln f) + gradln f(AMa),0).

On peut distinguer le cas ot a(z) = 1 et la cas ou f(z) = 1.
1¢" cas : a(x) = 1, on obtient :

1
NG

D’out ¢ est biharmonique si et seulement si 8 est biharmonique.

A% = —(0,(AN)?B)

1¢" cas : B(y) = 1, on trouve 'équation suivante :
A2 = ((AM)%q, 0)+n?(gradn f(da(gradln f)),0)+n(AMda(gradin f)+gradIn f(AMa),0).
Donc ¢ est biharmonique si et seulement si :

(AMY2a + n?gradln f(da(gradln f)) + nAMda(gradln f) + ngradln f(AMa) = 0.



Chapitre 3

Théoréme de Liouville et probléme de
Dirichlet pour les fonctions

biharmoniques

Dans ce chapitre, nous établissons le théoréme de Liouville pour les fonctions biharmo-
niques. Nous montrons que toute fonction biharmonique d’une variété riemannienne
compléte a courbure de Ricci positive a valeur dans R telle que sa bi-énergie est fi-
nie, est nécessairement harmonique. C’est une généralisation d’une résultat connue
pour les fonctions harmonique. Dans la seconde partie, nous étudions le probléme de

Dirichlet pour les fonctions biharmoniques définie sur la boule euclidienne.

3.1 Théoréme de Liouville pour les fonctions bihar-

moniques

Dans ce partie, nous montrons le théoréme de Liouville pour les fonctions biharmo-

niques.

Définition 3.1.1. Soit f : M — R une fonction de classe C*(M) , le tenseur
impulsion bi-énergie de f noté Say(f) est défini par :
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(1) = (G(AF + Tryd(Af) @ df)g —25ym(d(Af) @ df).  (31)

Ou
Sym(d(Af) @ df) = S{A(A) @ df +df © d(AS)

So(f) est une 2-forme bilinéaire symetrique qui satisfait les propriétés suivantes

Propriété 3.1.1. Soit (M™,g) une variété riemannienne on a :
1.

S(f) = (A1 + df(gradAf))g —2Sym(dA) @ ). (32)

2.
So(7) = (5 (AF) + din(Afdf))g — 2Sym(d(df) o ). (3

3.
TrySu(f) = 5 (Af)? + (m = 2)df (gradAf) (3.4)

Preuve. Soit (M™, g) une variété riemannienne et soit (e;); une base orthonormée.

Pour le premiére resultat il suffit de calculer Tr,d(Af) ® df, on a donc :

Tryd(Af)@df = (d(Af) @ df)(eie:)
= d(Af)(e:)df (e:)
= g(gradAf, e;)g(gradf,e;)
= g(grad(Af), gradf)
= df(gradAf)

on remplagant cette expresion dans I’équation (3.1), on trouve :

Su(1) = (G(A)? + df(gradAf))g — 25ym(d(AT) © df).
Maintenant on calculer div(Afdf), on obtient

div(Afdf) = (Ve (Afdf))(e:)
= e((Afdf)(e:) — (Afdf)(Vee:)
= ei(Af)e(f) +Afei(ei(f)) — AfVeei(f)
= df(gradAf)+(Af)?
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d’ou
df (gradAf) = div(Afdf) — (Af)>. (3.5)

Remplagons 'équation (3.5) dans (3.2) on obtient

So(7) = (~5 (D) + div(Afdf))g — 25ym(d(Af) © df).

Pour démontrer le troixiéme résultat, on applique directement la définition de la trace,

on obtient :

TTgS2(f) = Sa(f)(eires)

(
(Af)? + df (gradAf))g(ei, e;) — 2Sym(d(Af) @ df ) (e:, e:)

(3 (
m(5(Af)? +df (gradAf)) — 23{d(Af) ® df (e;, e;) + df @ d(Af)(ei, i)}
m(3(Af)? +df (gradAf)) — 2d(Af)(e:)df (e:)
m(3(Af)? +df (gradAf)) — 2df (gradAf)
= S(Af)?+ (m = 2)df (gradAf)

u
Maintenant on peut trouve un lien entre la divergence de tenseur impulsion bi-énergie

et le bilaplacien.

Théoréme 3.1.1. Soit (M™, g) une variélé riemannienne on a :

divSy(f) = —A?fdf (3.6)

Preuve.
Rappelons la divergence d’une 2—forme bilinéaire symétrique w, pour tout X €
['(TM), on a:

(divw)(X) = (Vew)(e, X)
= ej(w(e;, X)) —w(Vee, X) —wle;, Ve, X)

ou (e;)™, est une base orthonormée, on a donc :

(divSy(f))(X) (Ve,52(f)) (e, X)

= ¢;(S2(f)(ei, X)) — Sa2(f) (Ve i, X) — Sa(f)(€i, Ve, X)
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En utilisant la définition de Sy(f), on obtient :

divSy(f)(X

) =
— {GAS)? +df(gradAf))g(Veei, X) — 2Sym(d(Af) @ df)(Ve,ei, X)}
— {GAF)? +df(gradAf))gle;, Ve, X) — 2Sym(d(Af) @ df)(ei, Ve, X)}
ei(5(Af)? +df (gradAf))g(ei, X) + (5(Af)* + df (gradAf))ei(g(ei, X))

ei{ (3(Af)? + df (gradA f))g(es, X) — 2Sym(d(Af) @ df )(ei, X)}

= 2ei(Sym(d(Af) ® df)(e:;, X)) = (5(Af)* + df (gradAf))g(Ve e, X)

+ 2Sym(d(AS) © df)(Veen X) — (LAS)2 + df (gradA f))gles, V., X)
+ 2Sym(d(Af) @ df)(es, V., X)
— C(A(AS)? + df(gradAf))gles, X) + (J(A)? + df (gradA ))g(V.e.
+ (AN + df(gradAf))g(ei, Vo, X) — 2e,(Sym(d(Af) @ df) (e, X))
— (UAS)+ df(gradAf))g(Veen X) + 2Sym(d(Af) © df)(Veres, X)
= (AP + drlgrad)g(es Ve X) + 25ym(d(A) & ) e, V., X)
= (G (AN? + df(gradAf))g o X 0 —2¢(Sym(d(Af) ® df)(ei, X))
+ 2Syml(d(Af) @ df)(V.er, X) +2 Sym(d(Af) @ df) e, Vo, X)

As Ay

Pour calculer divSy(f)(X), on va expliciter tous les termes Aj, Ay, A3 et Ay, on a

donc :

A1 = ei(3(Af)* +df (gradAf))gles, X)

= (Afei(Af) + ei(df (gradAf)))gle;, X)
= Afei(Af)gles, X) + ei(df (gradAf))g(e:, X)
= Afglei(Af)ei, X) + gles(df (gradAf))es, X)

= Afglgrad(Af), X) + g(grad(df (gradAf)), X)
= ASX(AS) + X(df (gradAf)),

pour A,, on trouve

As

= ded
Lt

ei(Sym
ei{5(d
d

m(d(Af) ® df)(ei, X))

(Af) @ df +df @ d(Af))(ei, X)}

(Af)(ei)df (X) + df (e:)d(Af)(X))

(AP (X) + 5e:(Af)ed(X(f)) + geilei(f)X(AS) + zei(flei(X(AS))

X)
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Le calcul de A3 nous donne

Ag - Sym(d(Af) ® df)(veiei7 X)
= LV, ANHX(f) + Vee ()X (ASF))
= Ve e ANX(f) +5Vee(/)X(AS).

Enfin, pour le thérme A,4, on obtient :

A4 = Sym(d(Af) ® df)(eM VeiX)
= Le(AH)VX(f) + e VL X(AS))
= Lei(ANVLX(f) + Lei )V X(AS).

Finalement, en remplacant les termes A;, Ay, A3 et A4, on trouve :

divSs(f)(X) = AFX(AS)+ X (df (gradAf)) — ei(eAF)df(X) — e Af)e(X(f))
— aleDXAS) — el He(X(AN) + Veed ANX () + Vee(HXAS)

+ 61(Af)ve1X(f) + ez(f)vaX(Af)

AfX(Af) + X(df (gradAf)) — A2 fX(f) = AfX(Af) — ei(Af)(ei(X(f))

— Ve X(f) —e(f)(e(X(Af)) = Ve, X(Af))

= Xg(gradf,gradAf) — A2fX(f) —e;(Af)g(Ve,gradf, X)

- ei(f)g(veigradALﬁ X)

= g(Vxgradf,gradAf) + g(gradf,V xgradAf) — A2fX(f)

— gl(gradf,VxgradAf) — g(Vxgradf, gradAf)
= —A*’fdf(X),
d’onl

divSy(f) = —A2fdf.

Conséquences 3.1.1. De [’équation (3.6), on déduit le résultat suivant :

[ est biharmonique < divSy(f) =0

Pour le cas harmonique, on a résultat suivant
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Théoréme 3.1.2. ([7]). Soit (M,g) une variété riemannienne compléte non com-
pacte dont la courbure de Ricci est positive , et soit f : (M,g) — R une fonction

harmonique telle que
/ |df |dv, < oo,
M
alors f est constante.
Théoréme 3.1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte non compacte dont

la courbure de Ricci est positive , et soit f: (M, g) — R une fonction biharmonique

telle que
/ |Af2dv, < oo,
M

alors f est harmonique.

Corollaire 3.1.1. Soit (M, g) une variété riemannienne compléte non compacte dont
la courbure de Ricci est positive , et soit f: (M, g) — R une fonction biharmonique
vérifiant :

/ (AP + [df P)dv, < oo,
M

alors f est constante.
Pour la preuve du théoréme 3.1.3, nous avons bosoin de deux lemmes.

Lemme 3.1.1. (/3]) Soit (M, g) une variété riemannienne compléte non-compacte

dont la courbure de Ricci est positive et soit f une fonction positive sur-harmonique
(Af >0), alors on a

s01t /f2 = 00, soit [ est constante.

Lemme 3.1.2. ([5]) Toute variété riemannienne compléte non-compacte dont la

courbure de Ricci est positive a un volume infin.

Preuve du théoréme 3.1.3 :

Soit h une fonction positive sur M, on sait que

ARP = hP*(phAh + p(p — 1)|dh[?),
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en posant p = %, on obtient :
1

Ahz = b3
2 2 (2

1
hAh — < |dh]?).

Pour h = (JAf|* +¢), avece > 0 on a :

A(ATY + ) = (AF? +2)Z (GUAN + AWAN?) — (AN,
Comme
AAN = lgrad( AP
= 4(AfPlgradA
et

A((Af)?) = 2AfA*f +2|gradAf]?,

et puisque f est biharmonique (A?f = 0),on trouve :

A(Af)2+e): = (AN +e)7 {(Af)? +e)lgradAf? — (Af)?|gradAf|*}
= c(Af)24¢)7 |gradAf]2.

Alors :
A((Af)?+e)2 > 0.

Faisons ¢ tend vers 0, on obtient :
A|Af] > 0.

|Af| est une fonction positive sur-harmonique alors daprés le lemme 3.1.1, on a soit

JIAf|? =00, soit |Af| est constante comme par hypotheése :
/ AfP < .

On sait que d’aprés le lemme 3.1.2 | que la volume de (M, g) est infini

Alors |Af]| est constante.

Vol(M, g)) :/ dv, = 0.

M
Alors on déduit que
Af=0.

Donc f est harmonique.



CHAPITRE 3. THEOREME DE LIOUVILLE ET PROBLEME DE
54 DIRICHLET POUR LES FONCTIONS BIHARMONIQUES

Proposition 3.1.1. Soit D un domaine compact d’une variété riemanienne (M, g)

et soient u,v deuz fonctions de classe C? sur (M, g). Alors :

ov ou
_ D _ _ oD
/D(UAU vAu)v /9D<u8n Uan)v :
0

o 5. €st le vecteur normal.

Preuve. On sait que :
div(ugradv) = uAv + g(gradu, gradv).

De méme, on a

div(vgradu) = vAu + g(gradu, gradv),
ces deux équations nous donnent :
ulAv — vAu = div(ugradv) — div(vgradu),

par une intégration, on obtient

/D(UAU —vAu)v? = /D(div(ugradv) — div(vgradu))v®. (3.7)

Or, en utilisant le théoréme de la divergence

[, div(ugradv)o® = Jop 9(ugrado, %)U‘?D
= [opugv®,
d’ou
. D o ap
div(ugradv)v” = u—uv". (3.8)
D op On
De méme

div(vgradu ’UD:/ v—v7". 3.9
[ divtegradu? = [ o2 (39

En remplagant 'équations (3.8) et (3.9) dans (3.7), on déduit que :

Ov ou
Av — vAu)vP = — —v— .
/D(u v—vhu /aD(u(?n U@n)v
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3.2 Probléme de Dirichlet pour les fonctions bihar-

moniques

Nous étudions le probléme de Dirichlet pour les fonctions biharmoniques définies sur

la boule euclidienne B™ lorsque la donnée au bord de la fonction est constante.

Définition 3.2.1. Soit (M,g) une variété riemannienne. Pour X € I'(TM), on
définit la 1-forme notée So(f)(X,.), par

Sa(N)(X, )(Y) = S (f)(X,Y).
Proposition 3.2.1. Pour X € I'(T'M), on a :
div(S2(X,.)) = (divSa(f))(X) + (So(f), VX), (3.10)

ou
(52(f), VX) = Sa2(f)(ei, €;)9(Ve,, €5).
(€;)™, est une base orthonormée locale sur M.

Preuve. Pour une 1-forme w, on définit sa divergence par

divw = (Vew)(e)
= e¢j(w(e)) —w(Vee),

on par définition

Su(7) = (5 (AF) +df(gradA f))g — 2Sym(d(A]) @ df).

et
Sa(f)(X, )(Y) = S2(f)(X,Y),
on obtient
(divSa(f))X) = (VeSa(f)) (e, X)
= e;(S2(f)(ei, X)) = S2(f)(Vesei, X) — Sa(f)(€i, Ve, X).
De méme

d“)(SQ(fov)) = (VEZSQ(fXXveZ))
= ei(Sa(f)(X,e)) — Sa2(f)(X, Ve,e0),
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donc

div(Sa(£)(X,.)) = (divSa(£))(X) + Sa(f)es, Ve, X).

So(f)(ei, Ve, X) = Sa(f)(ei, 9(Ve, X, €5)e;)

Sa(f)(ei,e5)9(Ve, X, )
- <S2(f)aVX>7

on déduit que

div(S2(X, ) = (divSs()(X) + (S2(f), VX).

m La résultat du probléme de Dirichlet pour le cas harmonique est donnée par ce

théoréme

Théoréme 3.2.1. (/6]) Soient f : B* — R, une fonction harmonique, ot B est
la boule euclidienne de dimension m et de rayon r.

Si f est constante sur le bord OB = S~ Alors [ est constante.

Théoréme 3.2.2. Soient f : B* — R, (m > 4) une fonction biharmonique telle

que fgm—1 est constante et df( )/Sm 1 =0, Alors [ est constante.

Preuve.

Comme f est biharmonique, alors
dZ'USQ(f) = O,

d’ou
div(S2(X,.)) = (S2(f), VX).
Pour X = r ol = le vecteur normal & S/~ ! calculons le deuxiéme terme de cette

équation , on a

(S2(), VX) = Sa(f)(550)9(V 2 X, 5) + Sa(f) (5, €0)9(V 2. X, 1)
+ Sa(f) (57 e)9(Ve X, 57) + Sa(f)(es €)9(Ve X, €).

ouni,j=1,....,m—1. Comme X = rai, alors :
'

0
g(V%X, 5) =1

Y



3.2 Probléme de Dirichlet pour les fonctions biharmoniques

57

de méme
g(deX, ei) - g(veiX7 — ) =
et
e 76' - .« . .
’ ’ 0 sii#j

Il suit que pour X = r%, on a

(S2(f), VX) = So(£)(&, &)+ gleie)
= tryS:(f).

0

57> on déduit que

Donc pour X =r+

div(92(f)(X;.)) = trgSa(f) = (Af) (m — 2)df (gradAf)

On sait que
df (gradAf) = div(Afdf) — (Af)?,

d’ou
div(S2(f)(X,.) = Z(Af)?+ (m —2)df(gradAf)
= FE(Af)? + (m — 2)div(Afdf)

Par intégration sur B;", on obtient

0 4—m

/m diU(SQ(f)(T’E, Ndr = —— | (Af)*dz + (m —2) /m div(Afdf)dx (3.11)

2 Jan

Or D’aprés le théoréme de la divergence, on a

/mdiv(Afdf)dx:Lml Afo f

[ divsuprgr e = [ rin) (G o

et

Calculons maintenant deuxiéme terme de I’équation (3.13), d’abord

S

I

Sl

S:()
1% + df (gradA f) — 222031

or Or’

2

(3.12)

(3.13)

) = GAN?+df(gradAf))g(s, ) — 2Sym(d(Af) @ df) (57, 57)
s(Af
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d’ou

o 9. v (OAf)Of
/Sm1 TSQ(f)(E’ E)da =5 /srl(Af>2dU+r /S:n1 df (gradAf)do—2r /S;nl ar or?

T

On sait que T
Algradaf) = ei(feaf) + 2215

Comme f gm-1 est constante, alors df (e;) = e;(f) = 0, d’ott

8Af(9_f
or Or

df (gradAf) =

Finalement, on arrive a 1’équation suivante

0 OAfO
/;n div(SQ(f)(rE, ))dx = g/s;rM(Af)%la - 7“/ 6rf af (3.14)

sm—1

En remplagant I’équation (3.12) et (3.14) dans (3.11) nous obtenons

4—m of r IAfOf
—_— Af)? -2 A — AF)2do —
5 BT( ) de+(m )/s:" 1 f da 2/3:,"—1( f) do T/ST oy 87’d

d’ou

4—m 9, T o, af _/ OAfOf
S arpae=g [ @pan-ney [ arlaa-r [ 2200,

(3.15)

En utilisant I'hypothese df (2 -) ;gm-1 = 0, alors I'égalité (3.15) nous donne

4 —m r
5[ = / (Ao

Comme m > 4, nous concluons que
/ (Af)2dz = 0.
d’ou
Af=0

Donc laplication f est harmonique, et comme elle est constante sur S~ ! et d’aprés

le théoréme 3.2.1, nous déduisons que f est constante. [
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