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Introduction

Quand on introduit la notion de dérivée, on se rend vite compte qu’on
peut appliquer le concept de dérivée a la fonction dérivée elle-méme, et par la
méme introduire la dérivée seconde, puis les dérivées successives d’ordre en-
tier. L’intégration, opérateur inverse de la dérivée, peut éventuellement étre
considéré comme une dérivée d’ordre " moins un". On peut aussi se deman-
der si ces dérivées d’ordre successifs ont un équivalent d’ordre fractionnaire.

La théorie de dérivation fractionnaire est un sujet presque aussi ancien
que le calcul classique tel que nous le connaissons aujourd’hui, ces origines
remontent a la fin du 17°"¢ siécle [2], I'’époque ou Newton et Leibniz ont déve-
loppé les fondements du calcul différentiel et intégral. En particulier, Leibniz

mn . stz 1
a présenté le symbole ;lzf: pour désigner la n®"¢ dérivée d’une fonction f.

Quand il a annoncé dans une lettre & PHopital (apparemment avec I'hypo-
thése implicite que n € IN), ’'Hépital a répondu : Que signifie EZ;—;{ sin = % :
Cette lettre de I’Hopital, écrite en 1695, est aujourd’hui admise comme le
premier incident de ce que nous appelons la dérivation fractionnaire, et le
fait que I’'Hépital a demandé spécifiquement pour n = %, c’est-a-dire une
fraction (nombre rationnel) a en fait donné lieu au nom de cette partie des

mathématiques.

Suite a cette discussion, le sujet du calcul fractionnaire attrapé 'attention
des autres grands mathématiciens, dont beaucoup ont contribué directement
ou indirectement & son développement. Dans la suite, nous classons par ordre
alphabétique les principaux chercheurs au cours de la période visée :

e ABEL, Niels Henrik (5 Aott 1802 - 6 Avril 1829), mathématicien Norvégien

e DJRBASHJAN, Mkhtar M. (11 Septembre 1918 - 6 Mai 1994), mathéma-
ticien Arménien.

e EULER, Leonhard (15 Avril 1707 - 18 Septembre 1783),mathématicien et
physicien Suisse .
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e FOURIER, Jean Baptiste Joseph (21 Mars 1768 - 16 Mai 1830),mathéma-
ticien et physicien Francais .

e GRUNWALD, Anton K. (1838-1920), mathématicien Allemand .

e de PHOPITAL, Guillaume Francois Antoine (1661 - 2 Février 1704),ma-
thématicien Francais .

e LACROIX, Sylvestre Francois (28 Avril 1765 - 24 Mai 1843),mathématicien
Francais .

e LAGRANGE, Joseph-Louis (25 Janvier 1736 10 Avril 1813),mathématicien
et astronome Italien-Francais .

e LAPLACE, Pierre-Simon (23 Mars 1749 - 5 Mars 1827),mathématicien et
astronome Francais .

e LEIBNIZ, Gottfried Wilhelm (1 Juillet 1646 - 14 Novembre 1716),mathé-
maticien et philosophe Allemand .

e LETNIKOV, Aleksey V. (1 Janvier 1837 - 27 Février 1888),mathématicien
Russe .

e LIOUVILLE, Joseph (24 Mars 1809 - 8 Septembre 1882),mathématicien
Francais .

e MITTAG-LEFFLER, Magnus Gustaf (GAosta) (16 Mars 1846 - 7 Juillet1927),

mathématicien Suédois .

e NEWTON, (Sir) Isaac (4 Janvier 1643 - 31 Mars 1727),physicien Anglais,
mathématicien, astronome,alchimiste, et théologien .

e RIEMANN, Georg Friedrich Bernhard (17 Septembre. 1826 - 20 Juillet
1866),mathématicien Allemand .

e ROSS, Bertram (1917 - 27 Octobre. 1993),mathématicien américain .

e WEYL, Hermann Klaus Hugo (9 Novembre 1885 - 8 Decembre. 1955),ma-
thématicien Allemand .

En 1819, Lacroix est devenu le premier mathématicien a publier un do-
cument qui mentionne une dérivée fractionnaire |4].

m

Commencant par y = z'™, ol m est un nombre entier positif, Lacroix a

trouvé la dérivée n®me,

d™y m!
— m—n > . 1
dxn (m—n)!x e (1)

Et en utilisant le symbole de Legendre I', pour la factorielle généralisée, il a
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écrit :

d"y I'(m+1) _
= men 2
dzm F(m—n+1)x )

Finalement, il pose m =1 et n = %, il obtient :

d%y_Q\/E
3 T

Cependant, la premiére utilisation d’opérations fractionnaire a été faite par
Abel non pas par Lacroix en 1823 [4]. Il a appliqué le calcul fractionnaire dans
la solution d’une équation intégrale qui se pose dans la formule du probléme
de tautochrone-le probléme de la détermination est la forme d’une courbe
en sorte que le temps de descente d’un objet glissant sur cette courbe par
gravité uniforme est indépendante du point de départ de 1'objet.

(3)

U

Au cours des années, de nombreux mathématiciens, en utilisant leur
propre notation et leur propre approche, ont trouvé diverses définitions qui
correspondent a I'idée d’un ordre non entier intégral ou dérivée.Une version
qui a été popularisé dans le monde du calcul fractionnaire est la définition de
Riemann-Liouville.Il est intéressant de noter que la définition de Riemann-
Liouville donne le méme résultat que celui obtenu par Lacroix dans I’équation

(3).

Les premiers travaux sont diis a Liouville entre 1832 et 1837. Indépen-
damment, Riemann propose une approche qui s’est avérée celle de Liouville
essentiellement. Depuis, cette théorie porte le nom de théorie de Riemann-
Liouville. Plus tard d’autre théories ont fait leur apparition comme celles de
Caputo et de Grunwald-Leitnikov .

Ce mémoire a pour objet I’étude du calcul diférentiel et intégral d’ordre
fractionnaire. Ce travail est constitué principalement de trois chapitres :

Dans le chapitre 1, on introduit la notion d’intégration fractionnaire au
sens de Riemann-Liouville. Pour plus de détail on peut consulter [3].

Le chapitre 2 est consacré aux différentes définitions de dérivation frac-
tionnaire.
— L’intégration, opérateur inverse, via la formule intégrale de Liouville,
meéne aux formules de Riemann-Liouville et de Caputo.
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Les résultats de ces sections se trouvent dans [3] et [5].

— La limite de taux d’accroissement d’une fonction se généralise sous la
forme de Grunwald-Letnikov, trés utile numériquement.
Les résultats de cette section se trouvent dans [1].

Dans le dernier chapitre on utilise la transformation de Laplace associé la
dérivation fractionnaire et l'intégrale fractionnaire pour resoudre des équa-
tions différentilles d’ordre fractionnaire.

Les résultats de ce chapitre se trouvent dans [3].

Une bibliographie est apportée a la fin de ce mémoire.



Chapitre 1

Intégration fractionnaire

Dans ce chapitre nous nous intéressons au calcul intégral d’ordre frac-
tionnaire. on va définir I'intégrale d’ordre fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville. Nous définissons certaines fonctions nouvelles telles que la fonction
Gamma, la fonction Béta, la fonction d’erreur, la fonction de Mittag-Lefter
et la fonction de Mellin-Ross. Ces fonctions jouent un role trés important
dans la théorie du calcul différentiel d’ordre fractionnaire. De telles fonctions
sont dites Fonctions spéciales .

1.1 Fonctions spéciales

Dans cette section, nous présentons certaines fonctions dites fonctions
spéciales. Ces fonctions jouent un roéle trés important dans la théorie du
calcul différentiel d’ordre fractionnaire.

1.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est tout simplement la généralisation de la notion de
factoriel a tous les nombres réels. Elle est définie par une intégrale.

Définition 1.1. La fonction Gamma est définie par ['intégrale suivante :
+o0
[(x) :/ e " Mt x>0 (1.1)
0

En utilisant es relations de récursion que nous pouvons obtenir des for-
mules

MNzx+1)=al'(x) >0

9
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x)=(x—1)! VzeN

Comme conséquence de cette propriété, on a :

Fz+1)=2! Ve e N

Ce qui permet de dire que la fonction Gamma généralise la notion de factoriel.

Exemple 1.1. Pour x = %, on a par définition :

1 oo
I(=) = / e Mt 2 dt
2 0

PoOSons
t = u?
donc
dt = 2udu
1l s’ensuit :

N | —

u

+o0 )
= 2/ e “du
0

L’intégrale de Gauss est donnée par :

e e 1
e du= =1
0 2

+001 )
) = / —e " 2udu
0

d’ou

On définit la fonction Gamma incompléte par :

1 t
Mo, t) = =——— [ e a2 'd > 0.
(o, 1) F(a)ta/o e fx* dr  «
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1.1.2 Fonction Béta :

Comme la fonction gamma, la fonction béta est elle aussi définie par une
intégrale.

Définition 1.2. La fonction Béta est définie par :

B(x,y) = /1 "M 1=t dt zy >0 (1.2)
0
Le changement de variable
u=1-—t
permet de montrer que la fonction Béta est symétrique c’est-a-dire que :

B(z,y) = B(y, z)

Elle peut prendre aussi les formes intégrales suivantes :

1 a
B(Q?, y) = v /O txfl(a _ t)yfldt

00 tw—l
B = —dt
S e
2
Bla,y) = / in21(0) cos2~1(0)do
0
La fonction Béta et la fonction Gamma sont liées par la formule suivante :

D(@)(y) )

Ble.y) = I'(z +y)

1.1.3 La fonction Erreur :

La fonction Erreur est définie par I'intégrale suivante :

Erf(z) = % /01‘ edt xeR (1.4)

La fonction Erreur Complémentaire notée Erfc est définie par

Erfe(x)=1— Erf(z) (1.5)
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Comme conséquences on a :

Erf(0)=0
et

Erf(oo) =1
1.1.4 Fonction de Mittag-Lefller :

La fonction Mittag-Leffler est une généralisation de la fonction exponen-
tielle. Elle joue un role trés important dans la théorie du calcul fractionnaire.

Définition 1.3. La fonction de Mittag-Lefiler a un paramétre est définie par :

> k

x

E,x)=Y — 1.6

(@) ; T(ok + 1) (1.6)

La fonction de Mittag-Lefller a deux paramétres est définie par :

o0 k
x

E,5(x) = e —— 1.7

o2) =Y i) (1.7

Pour =1, on a:
et poura =1, on a :

En particulier, on a les expressions explicites de certaines fonctions de
Mittag-Lefller :
Ey \(z) = " Brfe(—x)
e —1
x
sinh \/x
NI

Proposition 1.1. Les relations suivantes sont satisfaites :

ELQ(SL’) =

E272 (l’) =

Eqp5(x) = ﬁ + 2By 01 p(x) (1.8)
et J
Eaﬁ(x) = BEaﬁ—H(x) + Oéx_EaﬁH(x) (1.9)

dx
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Preuve 1.1. Montrons la premiére relation.

o0

Eop(z) = Z
= OFak—f—B

N ;_:lr (k+1)p)
> k

- z_:l T(ak + (a + B))

k=

1 T
B CAR S Ea )

1
= m + an7a+g(x).

Comme conséquence de 'égualité 1.9, on a

d 1
%Ea,ﬂﬂ(x) = (Eap(z) = BEap11(7)),

qu’on peut écrire sous la forme :

%Eaﬁ@) = L (Busa(@) = (3= 1) Bus(e).

axT

Dans la suite, on définit une fonction plus générale que la fonction de
Mittag-Lefller, elle est dite fonction a—exponentielle et elle est donnée par
la formule suivante :

Nt =1 B, (M), x€R, >0, AeR

Cette fonction généralise la fonction exponentielle et on a :

ei\:c — 6)\1

1.1.5 La fonction de Mellin-Ross :

La fonction de Mellin-Ross notée E;(a,a) est étroitement liée a la fois
avec la fonction incompléte gamma et la fonction de Mittag-Leffler. Elle est
définie par :

Ei(a,a) = te"T™*(a, t) (1.10)
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qu’on peut aussi écrire sous la forme :

By, a) = t* ; % — 1B} o141 (at) (1.11)

1.2 La formule de Dirichlet

Soient h(z,y) une fonction continue et «, [ deux réels positifs. L’expres-
sion suivante est dite formule de Dirichlet.

/Ot(t—x)a‘ldx/Of(x—y)ﬁ—lh(q;,y)dy: /Ot dy/yt(t—x)“‘l(x—y)ﬂ—lh(x,y)dx

Certains cas particuliers de la formule de Dirichlet sont d’un intérét particu-
lier.
Par exemple, si on prend

et

Alors :

[ t=ar i [C@en sy = B, [ =0y 112)

ol B est la fonction béta.
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1.3 Integrale de Riemann-Liouville

Dans cette section, on va définir 'intégrale d’ordre fractionnaire au sens
de Riemann-Liouville.

Définition 1.4. Soit f : [a;b) — R une fonction continue. La primitive de
f est donnée par :

I (x) = / it

Proposition 1.2. Soit [ : [a;b) — R une fonction continue. La primitive
d’ordre n de f est donnée par :

ﬁ / (o — Y pade

En effet. Les primitives d’ordre supérieur sont données par :

Pf) = / " (1£(s)) ds

_ / (/asf(t)dt) ds

en utilisant la formule de Dirichlet (1.12) on a :

B = ([ ws)a
_ /:f(t)</tzds>dt

2w - | " — (1)t

13 f(x) =

alors,
De méme, on a

Pfa) = / " (12(s) ds

et

1) = [ () ds
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Par récurence, on a :
1 X
i - — )Y £ () dt
o f(2) ne 1)!/a (x =)V f(t)

qui est la formule recherchée.

On adopte alors, la définition suivante :

Définition 1.5. Soient o un réel positif et f : [a,b) — R une fonction
continue. On appelle intégrale de Riemann-Liouville d’ordre o de f l'intégrale
sutvante :

19f(x) = ﬁ / " — eV f(0)dt

Proposition 1.3. Pour toute fonction continue f, on a :

1.
LIL f(x) = 1P f(x), a,8>0 (1.13)
2. p
@) = [ (@), a1 (1.14)
Preuve :

On montre la premiére égalité.

I (@) = ﬁ / "= 80 (I8 (s)) ds

_ ﬁ/j(m—s)al ﬁ/as(s—t)ﬂlf(t)dt> ds
1

= — zx—safls Ss— A-1
- F(OZ)F(B)/Q< ) d /G( t) f(t)dt

D’aprés la formule de Dirichlet (1.12), on a :

(I f () = % JCEURY
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D’ou la premiére égalité.

On montre maintenant la deuxiéme égalité.

) = (s [ - ooa)
_ ﬁd% (/az(x—t)a_lf(t)dt>

puisque f(t) et (z —t)*~! sont continues donc I’application :
t— (z =) f(1)

est continue, et on a Alors :

5 [ g @0y a

d . 1 d
%(Iaf(fﬂ)) = T
1 ! a—2
- / (o — 1)z — 02 (t)dt

a—1 ! a—2
= (a—l)F(a—l)/a (z =) 1 (1)
1 ’ a—2
= m/a (@ =) 7 f(t)
= 137 f(x)

d’o1t le résultat.

De maniére générale on a :

DI f(x))] # I*[D f(x))]

En effet, on a le resultat suivant :
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Théoréme 1.1. Soient o > 0 et f une fonction continue sur J = [0,b). Si
Df est continue alors pour tout x >0 on a :

DI f(a)] = I°[Df(x)] + L g (1.15)

Preuve.
Par définition, on a :

I°f(z) = ﬁ / " — eV f(0)dt

En faisant le changement de variable :

t=x— g
avec ]
A= —
o
ce qui implique :
dt = —\s*Lds
alors on obtient :
14 = o [ A s
F(Oé) T
qui se réduit a :
I p— f( Nds
r) = F( T — 8

- ozFl(oz/ f:z:—s

- sy S

En utilisant la régle de Leibniz qui stipule :

d b(t) / bt ¢
%< O f(t,x)dx) :f(t,b(t))b(t)+/0 %f(t,x)dl’

On a alors :

{e}

1

DI 0) = gy [0+ [ o= as
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Maintenant, si on inverse le changement de variable, i.e

t=x— s
donc )
ds = —Xsl_’\dt
on obtient
f(0) ~1 1 /0 d L4
D (I* = @ —ft)(—= dt

(1) = Sproe™ + aia | a5

Enfin, puisque
ao L
Q@
et
s=(x—1t)>
I’équation précédente se réduit a :
fO) an 1 /x 1 d
D (I° = el — )2 = f(t)dt
(1) = fay=™ ™+ g [, @07 0
ce qui implique que
fO) s
D (I¢ =1*(D @
(1" () = 1" (DF (@) + {5

1.3.1 Exemples d’intégrales d’ordre fractionnaire

Exemple 1.2. Fonction puissance :
Considérons le monéme :

f(z) =a”

En remplacant dans la définition de l"intégrale de Riemann-Luoiville, on ob-
tient :

1 X
I8 = —/ (z —t) @ DiPar
I'(a) Jo

En faisant le changement de variable :

U = —
x
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on obtient :

1 1
12 = —/ 1 —w) @ VgD Bady
o) Jo

1 1
— —xa"_ﬁ/ WP (1 —w) @ Dy
R A

1
= —B 1
_ F(ﬁ + 1) onrﬁ
Ia+6+1)

d’ou :
F(ﬁ + 1) l,oc-‘rﬁ
Mo+ 5+1)

La formule précédente est une généralisation du cas o = 1.
En effet, pour o =1 on obtient :

I%8 =

D(B+1) 50
LB+ 2)
_ L(B+1) B+1

B+OTB+1)"

1
_ xﬁﬂ

(6+1)

'z =

En particulier, pour a = % et pour =0, 1, 2 0na:

16 [a°
= €T = — _—
r'%) BV T

De ce qui précéde, on déuit que lintégrale fractionnaire d’ordre o d’une
constante k est donnée par :

k
1%k = ————2°. 1.16
Tla+1)" (1.16)
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Exemple 1.3. Fonction a—exponentielle :

(Az#)*
T'(uk + B)
> )xklo‘xﬁ_lx“k
kzzo I'(uk + B)
N
W

19297 B, 5 (W) = 192°- 12

k=0
i ['(uk + ) pBtotuk—1
Mruk+ﬁ (uk + B+ «)
= gPto-l i A Hk

— D(pk + 8+ o)

— B+a—1 = ()\x#)k
¢ kz:; I'(pk + 6+ a)

D’ou :
I1°0°7 E, g (Ao*) = 27T E, 51 (A2M) (1.17)

Les exemples ci-dessus peuvent donner une idée que les intégrales frac-
tionnaires sont généralement facile a évaluer. Ceci est faux. En effet, certaines
intégrales fractionnaires, méme de fonctions élémentaires telles que la fonc-
tion exponentielle, la fonction sinus et la fonction cosinus peuvent conduire
a des fonctions transcendantes.

Exemple 1.4. Considérons la fonction

fla) = e

ol a est une constante. Alors, par définition, on a :

1 xX
[%e™ = —/ r—1)"te%dt >0
o) J,

En faisant le changement de variable

y=x—1
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on obtient : I
Jee%® — € / yafle*aydy
I'(a) Jo

D’ou

1" = E,(a,a) = 2°E1 g+1(ax) (1.18)
En particulier, pour o = %, on a :

1 1 _1 1

[z = Ex(ﬁ,a) =a 2" Erf(ax)? (1.19)

Exemple 1.5. Pour a > 0, les primitives d’ordre o des fonctions élémen-
taires sin et cos, sont données par :

I cos(ax) = ﬁ /Ox y* ' cos (a(x — y)) dy == Cy(av, a). (1.20)
I“sin(ax) = ﬁ /Ox y* 'sin (a(z — y)) dy = S.(, a). (1.21)

_1
En particulier, pour a = 3,

I cos(az) = \[ ) cos(az) — S(t) sin(az)) (1.22)
Iz sin(az) = \/7 )sin(ax) — S(t) cos(ax)) (1.23)
avec : o
=y
C(t) = /0 cos(a?)dz
el



Chapitre 2

Dérivation fractionnaire

Dans ce chapitre, On introduit la notion de dérivation fractionnaire. on
s'intéresse aux trois méthodes de dérivation les plus utilisées : la méthode de
Riemann-Liouville, la méthode de Caputo et celle de Griinwald-Letnikov.

2.1 Dérivation au sens de Riemann-Liouville

L’idée est de définir la dérivée fractionnaire en utilisant la définition de
I'intégrale fractionnaire.

Définition 2.1. Soit n — 1 < a < n avec n € N*. La dérivée d’ordre o au
sens de Riemann-Liouville d’une fonction f est définie par :

D*f(z) = D"(I" ) f(x)) (2.1)

Si on suppose que :
b=n—a, avec 0 < <1

On a alors :

D f(x) = D" (1" f ()

Exemple 2.1. Fonction puissance :
Soit 0 <n —1 < a < n. Considérons la fonction mondme

flx)=2" pn>0.
La dérivée d’ordre o de f est donnée par :
Df(z) = DI zH

23



24 2.1 Dérivation au sens de Riemann-Liouville

Pourn=1, on a:

DYf(x) = D' I *gH]
= D' [IP2"], B=1-a.
par suite :
« _ 1 F(lu + 1) B+
Dt = Pl
_ D(p+1) Btpu—1
(B+4) B+ LB+
_ F(M + 1) Bu—1
I'(8+ n)

comme =1 — «, on obtient alors :

I(p+1)

D%t = ————"
F'p—a+1)

ohe

Sia=1

Dlxu — F(:u + 1)1,“71

['(p)
PE(R) i
IN(TY
= ’qup‘_l
d

= —k

dx

On retrouve alors la dériavation classique .
Stpu=0

Dz’ = D°1
r
o
I'l—o)
— 1 —«
T - &)x

£ 0

1l est alors important de noter que la dérivée au sens de Riemann- Liouville
d’une constante n’est pas forcément nulle.

—
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1

Sta=5elp=—35, ona:

% (% /Om(x - t)—%t—%dt)

d 1 x 1 t 1 1
= — (= [ 2= )
i (r@)/o vl )

on fait un changement de variable

1
27

?\»—‘
&I
(S
I

N |

on obtient :
Dhrt = %(Fé) /Olz—m_y)—;x—éy—éxdy)
- (it [a-riria)
- %(ré)B(%é))
- 3™
- ore)
=0

On remarque que la dérivée au sens de Riemann- Liouville d’une fonction
non identiquement nulle, peut étre nulle.

Exemple 2.2. Fonction a-exponentielle :
Considérons la fonction :

f(z) = 2" B, 5(Aa)
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La dérivée d’ordre o est donnée par :

D2 VE, s(\at) = D [I" 2" E, s(Ar")]
= D"z By ars (M)

— D”[x5+n—a—1z ( (Az) ]

I'(pk+B+n—a)

k=0
0 k
— Z A anuk#»ﬂ%»nfafl
— T(uk+B+n—a)

o)

(Mk + 6 +n— Oé) :C,ukJrﬁfozfl

;Fuk+ﬁ+n—a) I'(pk + 6 — )

xuk+ﬁ*a71

kZOFuk+6—a)

)\k
— f—a—1 uk
v kzzo T(uk+B—a)"

d’otu
D2 E, s(\at) = 2P B, 5_0(A2t) (2.2)
Sip=p0=«

Dz By o(A2®) = D)7 = Xep?
St a =1, on retrouve le cas classique,

d
Dlei\x — d_e)\az — )\6)\:0
X

Exemple 2.3. Soit 0 < a < 1, considérons la fonction :
fla) =
la dérivée d’ordre o est donnée par :
DM = D' (I°eM), B=1-a
d’apres (1.18), on a :

Do‘e)‘x = Dl (:LﬂELB_H()\{L')) .
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en utilisant (1.9), on obtient finallement :
DY = 27Fy 1o (A1)
En particulier, si o = %, elA=1,o0na:

Di¢* = x_%El’%(x).

2.2 Dérivation au sens de Caputo

La définition de la dérivation fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
a jouée un role important dans le développement de la théorie des dérivées
et intégrales fractionnaires & cause de leurs applications dans les mathéma-
tiques pures et appliquées. Cependant, étant donnée que la dérivée au sens
de Riemann-Liouville d’'une constante n’est pas nulle et que les conditions
initiales du probléme de cauchy sont exprimées par des dérivées d’ordre frac-
tionnaire, Caputo propose une autre approche ot la dérivée de la constante
est nulle et que les conditions initiales sont exprimées comme dans le cas
classique par des dérivées d’ordre entier.

Définition 2.2. Soient 0 < n —1 < a < n et f une fonction de classe
C™(la,b)). La dérivée de Caputo d’ordre o de la fonction f est définie par :

D f(x) = 1" (D" f(x)) -

Exemple 2.4. Fonction puissance :
Considérons la fonction

f(z) =P

Pour0<n—-1<a<mn,ona:
D*f(z) = I""* (D"2")

or,
np_ LB+Y 5.
Dz _F(ﬁ+1—n)x '

par suite

n—ao F(ﬂ + ]-) -n o F(B + 1) 1 ¢ n—a—1,6—m
! (F(ﬁ—l—l—n)mﬁ )—F(ﬁ—Fl—n)F(n—a)/O(I_t) 77"

on fait le changement de variable :

t=yx
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qui implique
dt = xdy

on obtient, alors
T 1
/ (x —t)" gt = / (z — yx)" " (yz) " zdy
0 0
1
— / xn—a—l(l o y)n—a—lyﬁ—nxﬁ—n+1dy
0
1
— / xﬁfa(l . y)nfafly,b’fndy
0

1
_  B-a _ \n—a-1, B-n
= /O (I—y)" Ty "dy
= 2" Bn—a,f—n+1)

ol (n—a)l(B—n+1)
) F(B—a+1)

d’ot :

i ( I'B+1) xﬁ_”) _ (+1) 1 Tn—a)l'(B—n+ 1)$5—a
I'(g+1—n) FG+1—n)T'(n —«) F'g—a+1)

et finalement, on obtient :

F(ﬂ + 1) lﬁ—a

a B
D = s ot

En particulier, pour 8 =0, on a :

D2’ = D*1 = 0. (2.3)

Contrairement a la dérivation de Riemann-Liouvuille, la dérivée d’ordre frac-
tionnaire au sens de Caputo d’une constante est nulle.

D’autres cas particuliers peuvent étre obtenus. Si on prend o = %7 on obtient
pour = 1,2 les resultats suivants :

D2z =13 (D'z) =121

et
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Exemple 2.5. Fonction a—exponentielle :

D2 'E, s(Aa*) = 1" (D"2P'E, g(Az"))

= (Aar)k
= Jra Dnl‘ﬁflxﬁfl (—
kzzo I'(uk + B)

00 )\k
— ol pn Bs—1 pwk+B—1
i o

k=0

— Jn«a —an,ukJr,Bfl
kz_o D(uk + B) >
- AF U'(uk + 8) k
— o T +B8—n—1
; I'(pk + B)T(pk + B) —n
- = (Am#)k B—n—1
— In « n
]; T(uk+ B —n)"
= 1" (2" E, 5 (Aat))
En fin on obtient :
Dz B, s(\at) = 2P B, 5 a(A2t) (2.4)

Maintenant, si dans la relation (2.4), on prend p = B = «, Alors :
D27 B, o(A1Y) = D%} = \e)”
St de plus a =1 alors
Dle}® = \eM
2.2.1 Lien avec la dérivée de Riemann-Liouville

On note par 2D f(x) la dérivée au sens de Riemann-Liouville et par
D f(x) la dérivée fractionnaire au sens de Caputo.

Théoréme 2.1. Soit n — 1 < o < n,(n € N*). Supposons que f est une
fonction telle que D% f(z) et S D f(x) existent, alors

< fM™(a)(z—a)" "
CDE () = B2 ) - 3 LS

m=0

(2.5)
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De la relation (2.5), on déduit que si

on aura
o DY f(2) = DY f (@)
et les deux définitions sont alors équivalentes.
Si a = 0, la formule (2.5) se réduit a :
n—1

CDaf( ) RDaf ZF

m=0

—a+1) (2:6)

2.3 Dérivation au sens de Griinwald-Letnikov

La dérivée de Grunwald-Letnikov ou aussi nommé le differintegral de
Grunwald-Letnikov est une généralisation de la définition classique de la dé-
rivation entiére d’une fonction a des ordres de dérivée arbitraires.

On sait que la dérivée d’une fonction f est définie comme :

D' f(2) = tim LB = S@) (2.7)

h—0 h

On peut exprimer la dérivée d’ordre n d’une fonction f par la formule sui-
vante :

n _ 1 —-n - _1\m n _
D" f(x) = lim h ;}( 1) <m)f(a:+(n m)h). (2.8)
On peut aussi écrire cette formule comme suit :
n . —-n - _1\m n _
D" f(x) = lim h mzo( 1) (m)f(a: mh). (2.9)

avec
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On peut généraliser cette formule pour o non entier : 0 <n —1 < a < n.

Comme
n —n(m—n)...(m—n—
() = s
I'(m—n)
I'(m+1)I'(—n)
on obtient :
= L(m — a)
D* = lim h™¢ —mh). 2.10
f@) = v 2 T ey ) (210)
et

I'(m+ «a)

@) = B 5% 2 i + T (@)

m=0

f(z —mh) (2.11)

Si f est de classe C", alors en utilisant une intégration par parties on obtient :

)m+a 1

a f ilf—a ’ __\nta—1 pg(n)
I°f(z Z Fm+a+1) +F(n+a)/a (z—t)" oL (4)dt. (2.12)

et

Pour a = 0, on obtient’ :

Z f —a + 1) e F(nl— a) /ox“"’ =t M e (214)

Exemple 2.6. Fonction puissance :
Considérons la fonction

flz) = a”
De la définition (2.14), on a :

flm 1 g et
Z —a+1)+F(n—a)/0(x_t> D™MPdt
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on a :

F™0) =0 pour m=0,1,...,n—1
§ L(5+1)

+
M ()= D = 2T ) 4f-n

AU rB—n+1)

d’otu
I'(B+1)

D%P =

’ T — n—a—148-—n
Hn—@ﬂﬁ—n+b[k e

En faisant le changement de variable

t=sx
on obtient :
a.B F(B—i_l) B—a ! _ J\n—a—1_pB—n
D%z = F(n—a)F(ﬁ—n—i—l)x /0(1 s) s""ds
B rNe+1)Bn—a,B—n+1) 5o
T T Tm—arB-n+1)
B LB+ —a)l(B-—n+1) 5,
T Th—-alB-n+t)IB-—at1)"
— F(ﬁ + 1) mﬁfoz
Fr—a+1) '
Ainsi : (64 1)
a B __ B—a
D%x 7—T(5—a+1)x ) (2.15)
En particulier, pour 8 =0 on a :
D*2® = D*1 = : i ~r (2.16)

C’est-a-dire que la dérivée au sens de Grinwald-Letnikov d’une constante
n’est pas forcément nulle.



Chapitre 3

Equations différentielles
fractionnaires

Dans ce chapitre, on applique la transformée de Laplace pour résoudre
certaines équations différentielles d’ordre fractionnaire, mais dans un premier
lieu, on utilise la définition de Riemann-Liouville pour examine la transformée
de Laplace de l'intégrale et de la dérivée fractionnaire.

3.1 La transformée de Laplace

Définition 3.1. Soit f une fonction de la variable réelle, la transformée de
Laplace de f, lorsqu’elle existe est la fonction F de la variable compleze z
définie par lintégrale :

LW = F)= | f(t)e (3.1)

R+
Exemple : Fonction exponentielle ¢t — e

ft)=e" =F L) = /]R+ ee P dt =

Propriétés 3.1. On a les proprités suivantes :

pour Re z > Rea
zZ—a

a) Linéarité :

LIN(E) + pg()] = ALLf ()] + nLlg(t)] avee A p e C (3.2)

b) Addition : La transformée de Laplace d’une somme de fonctions fi(t)
et fo(t) est égale a la somme de leurs transformées de Laplace.

LIA®) + L0] = LIA@)] + LLf(1)] (3.3)

33



34 3.1 La transformée de Laplace

c) Dérivée : La dérivée premiére est oblenue par :
LI )] = 2L[f(2)] = f(0)
= z.F(z) - f(0)

La dérivée seconde :

LI M) = 22LIf(2)] = 2.£(0) = f(0)
= 22.F(2) = 2.f(0) = f(0)

La dérivée troisieme :
LIFOW)] = 2LIf(2)] = 22 f(0) = 2f(0) = 7(0)

Généralisation auz dérivées d’ordre n, supposons que f(t), et ses dérivés
f®(t) pour k =1,...,n sont continues, on a :

L) = LI (2)] = 27 (0) = o = 2f7(0) = £ (0)

Donc :
n—1

LIFO()] = 2 F(z) = 3 241 0 (0) (3.4)

k=0
St on considére les valeurs initiales toute nulle, on a :
LIF"(0)] = 2"L[f(2)] = 2" F(2)

d) On peut reconstituer f a partir de sa transformée F a l'aide de la trans-
formée de Laplace inverse

ft) = L7f(2)]
e) La transformée de Laplace de la fonction tP~1 est :
L[t"](z) =T(p)z? (3.5)

f) Le théoréme de convolution indique que la transformée de Laplace de la
convolution de deux fonctions est le produit de leurs transformées de
Laplace. Donc, si F(z) et G(z) sont les transformées de Laplace de
f(t) et g(t), respectivement, puis :

frg=F()G(z)

F(2)G(2) = £] / 7t = 5)g(s)ds). (3.6)
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3.1.1 Transformée de Laplace de I’'integrale fractionnaire

L’intégrale fractionnaire de f(t) d’ordre « est :

If(t) = ! ) /0 (t—s8)* 1 f(s)ds, a>0. (3.7)

N
L’équation (3.7) est en fait une intégrale de convolution.
En utilisant (3.2) et (3.5), on obtient alors :

1

LI 1(0)) = gy £l L @) = P (2). (3.8)

L’équation (3.8) est la transformée de Laplace de U'intégrale fractionnaire.

3.1.2 Transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire

Nous savons au chapitre 2 que la dérivée fractionnaire de f(¢) est donnée
par :
D f(t) = D"[I"f(t)]. (3.9)

Maintenant, en supposant que la transformée de Laplace de f(¢) existe, puis
par l'utilisation de (3.4), on a :

LIDf(t)] = L[D"(I"*f(t)]

n—1

— L []nfaf(t)} _ Z anklek(Infaf(t))t:O
k=0
— anaan(Z) o ni anklek7n+af(O>
k=0
_ ZQF(Z) _ Z anklekfn%mzf(O).
k=0
Alors : "
L[D*f(t)] = 2"F(z) = > _z"*'D¥"* f(0). (3.10)
k=0

En particulier,
Sin=1,alors0<a<1letona:

L[Df(t)] = zF(z) — D' £(0). (3.11)
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Sin=2,alors ]l <a<2etona:

LID*f(t)] = 2°F(2) — 2zD* 2 £(0) — D*"' £(0). (3.12)

Le tableau suivant donne un résumé de quelques transformée de Laplace.

Tableau de transformée de Laplace.

F (12) f(@) =t§_‘ll [F(2)]
? t“fl(_a)—at

(zFa)® T ¢

—— t LB, o(at®)
R Eo(—at®) (3.13)
ﬁ 1— E,(—at®)
T —a) t*E1a+1(at)

=7 P E, 5(at®)

m ﬁ(eat — )

Dans ce tableau a et b sont des constantes réelles distinctes.

3.2 Exemples d’équations différentielles frac-
tionnaires
Exemple 3.1. Soit a résoudre [’équation différentielle :
Dif(t)=0

Ici 1 < a =3 <2, nous allons utiliser (3.12).
En prenant la transformée de Laplace des deux cotés de ’équation, on a :

LID5 f(t)] =0
ce qui implique :
Z3F(z) — 2D 2f(0) — D3~ f(0) = 0. (3.14)
On pose :
2D372£(0) = 213 f(0) = zc,
et
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FEnsuite (3.14) devient :
Z%F(Z) —z2c1 —cy = 0.

d’ou : c c
1 2

23 23
Enfin, en utilisant le tableau (3.13), nous déterminons la transformée inverse

de F(z).
On obtient alors :
f6) = LU+ LS
c

ERONREE)

Exemple 3.2. Resolvons le probléeme de Cauchy suivant :

{ Def(t) =af(t)
fo=f(0)=c

avec 0 < a < 1, et a est une constante.
En utilisant (3.11), et en prenant la transformée de Laplace des deux cotés
de [’équation, nous avons :

t:

wl
w

LIDf(t)] = aL[f ()]
ce qui tmplique :

2*F(2) — D' £(0) = aF(2). (3.15)

Comme nous ['avons fait dans l'exemple précédent,on pose :
DHf(0) =

Puis (3.15) devient :
29F(2) —¢; = aF(2)

d’ou :
1

F(z) =

z¢—a
Puis, en utilisant le tableau (3.13), nous trouvons l'inverse de Laplace de
F(z), et on obtient :

= 1t 'E,, . (at®).
a] 1 ,(a )



38 3.2 Exemples d’équations différentielles fractionnaires

Maintenant en utilisant la condition initiale donnée pour trouver la valeur de

Ct.
On a :
limt* ' E, . (at®) = 1.
t—0
et comme :
ft) = c1t* ' By o(at®)
alors :
lim f(t) = e1.

ce qui implique :

fo = C=C = Da71f<0).
Exemple 3.3. Considérons le probleme de Cauchy suivant :

{ Df(t) — Mf(t) = g(t)
limy_o f(t) = b

avec 0 < a < 1, el b est une constante .
En utilisant (3.11), et en prenant la transformée de Laplace des deuz cotés
de ’équation, nous avons :

LIDf(t)] = ALf(1)] = L]g(1)]
ce qui implique :

2*F(2) — D' f(0) — AF(2) = G(2). (3.16)

Comme nous l'avons fait dans les exemples précédents, on pose :
D71 f(0) = ¢
Puis (3.16) devient :
29F(2) —c; — AF(z2) = G(2)

done :

d’ou :
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on pose :

alors :

d’aprés (3.6) , on obtient :

1

2% — )\

F(2) = £ / y(t — s)g(s)ds] +

Puis, en utilisant le tableau (3.13), nous trouvons l'inverse de Laplace de
F(z), et on obtient :

&1

2% — A\

f(t) = /Oty(t—s)g(s)ds+£l[ | = /Oty(t—s)g(s)ds+clta1Ea,a()\to‘).

ft) = /Ot(t — 8)* T B, oAt — 5)%)g(s)ds + c1t* T By o (AY).

Muaintenant, on utilise la condition initiale donnée pour trouver la valeur de

Ct.
Ona:
lim f(t) = b
donc :
t

lim| / (£ = 8)* B (Mt — $))g(s)ds + ext™ B o (M)] = b.

-V Jo
donc :

Clzb

finallement, la solution de ce probléme est :

f) = bt B, o (M) + /0 (t—8)* T E, (At — 5)%)g(s)ds.
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Conclusion

Dans ce mémoire, on a introduit le calcul différentiel et intégral d’ordre
non entier. On a étudié l'intégration au sens de Riemann-Liouville ainsi
que la dérivation au sens de Riemann-Liouville, de Caputo et de Griinwald-
Letnikov. On a appliqué la transformée de laplace a la résolution de certaines
équations différentielles d’ordre fractionnaire.

Le calcul intégro-différentiel d’ordre fractionnaire est un domaine trés
vaste, d’autres sens de dérivation existent : Dérivation au sens d’Hamadard,
dérivation séquentielle,... et plusieurs phénoménes de la nature sont modé-
lisés par des équations d’ordre fractionnaire. Le lecteur pourra approfondir
ses connaissances en consultant ces dizaines de livres didiés spécialement au
calcul différentiel fractionnaires et ses applications.
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Conclusion
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