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Introduction

Une équation différentielle linéaire est un cas particulier des équations différentielles pour lequel
on peut appliquer des procédés de superposition de solutions, et exploiter des résultats d’algébre
linéaire. L’ordre d’une équation différentielle correspond au degré maximal de différentiation de
la fonction inconnue. Dans ce mémoire, on s’intéresse aux équations différentielles du second

ordre.

Le présent travail est divisé en deux chapitres. Dans le premier chapitre, on donne quelques mé-
thodes générales de résolution pour les équations différentielles linéaires a coefficients variables
et & coefficients constants. On dispose de formules de résolution explicites a ’aide d’exponen-
tielle de matrices, la méthode de variation des constantes permet une fois résolue 1’équation
homogéne, de résoudre ’équation compléte, il suffit donc d’exhiber un nombre suffisant de so-
lutions indépendantes de 1’équation homogéne pour la résoudre, on peut tester I'indépendance

des solutions & ’aide du wronskien.

L’ensemble des solutions de 1’équation générale du second ordre est un espace vectoriel de di-
mension deux. La solution générale est formée de la somme de la solution générale de I’équation

linéaire homogéne associée et d’une solution particuliére de I’équation considérée.

Dans le deuxiéme chapitre on étudie les problémes aux limites. Un probléme aux limites est
constitué d’une équation différentielle dont on recherche une solution prenant des valeurs im-

posées en des limites du domaine de résolution.

Contrairement au probléme de Cauchy, ot une ou plusieurs conditions en un méme endroit sont
imposées, auquel le théoréme de Cauchy-Lipschitz apporte une réponse générale, les problémes
aux limites sont souvent des problémes difficiles, et dont la résolution peut & chaque fois conduire

a des considérations différentes. Pour la résolution de tels problémes on introduit la méthode




4 Introduction

du Tir (Shooting Method).

Pour approfondir ses connaissances, le lecteur pourra consulter les livres [1, 2, 3, 4] et les

références qu’ils contiennent.




Chapitre 1

Equations différentielles linéaires du

second ordre

1.1 Equations a coeflicients variables

On considére ’équation différentielle de la forme :
2 +p)r +qt)xr = f(¢) (1.1)

ou, p, q et f sont des fonctions continues de t.

A T'équation (1.1) on associe I’équation homogéne suivante :
"+ p(t)x’ + q(t)x =0 (1.2)

Le probléme de Cauchy ou probléme & valeurs initiales consiste en la recherche parmis les

solutions de I'équation (1.1) celles vérifiants les conditions initiales suivantes :
x(to) = a, 2'(ty) = 8 (1.3)
tg, a et B sont donnés.

Sans perte de généralité, on peut prendre ty = 0.
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On note par S 'espace des solutions de (1.3), et on a la proposition suivante :
Proposition 1.1. S est un espace vectoriel de dimension 2.

Preuve.

S est un espace vectoriel.

En effet.

Soient x; et x5 deux solutions de I'équation (1.2), il est alors facil de vérifier que ¢y + como
est elle aussi solution de (1.2) pour toutes constantes c¢; et co.

Montrons maintenant que S est de dimension 2.

Soient x , x5 deux solutions de (1.2) vérifiants les conditions initiales suivantes :

et

Alors {x1,x2} est une base de V.
En effet.
Soit z(t) une solution quelconque de (1.2).
Soient ¢; = z(0) et c; = 2'(0).
On pose
d(t) = x(t) — crx1(t) — coxa(t)

T, 1 et xy sont toutes solutions de (1.2) alors §(t) est elle aussi solution de (1.2).

De plus §(t) satisfait aux conditions initiales
5(0) = 0

et
§'(0) = 0.

Par suite §(¢) est identiquement nulle du fait de 'unicité des solutions. d’ou :
x(t) = c1z1(t) + cawa(t)

Prouvons que x;(t) et z5(t) sont linéairement indépendantes.
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Supposons que z1(t) et z5(t) sont linéairement dépendantes, donc il existe deux constantes c¢;
et co telles que :
Cl$1(t> + Cgl'g(t) =0 (14)

Or

On obtient alors

Cc1 = 0
En dérivant (1.4), on obtient :
a1y (t) + corg(t) =0 (1.5)
D’ou
Cy = 0
car

z1(0) =0 et 25(0) = 1.

La preuve de la proposition est terminée.

1.2 Indépendance linéaire

Soient x1(t) et xo(t) deux solutions de I’équation (1.2). On cherche & exprimer de maniére simple
le fait que 1 et x5 soient linéairement indépendants.

Soit x(t) une solution de (1.2) satisfaisant aux conditions

z(tg) = a et ' (ty) = f.

On se propose alors de chercher sous quelles conditions existent-ils des constantes c; et c; telles
que :
z(t) = c121(t) + caxo(t), pour tout ¢ > 0.

Fixons arbitrairement ¢ = t;. Dans ce cas, on obtient :

a = ¢y (ty) + caxa(to) (1.6)
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En dérivant x(t) et en prennant ¢ = t,, on obtient I’équation :

B = a1 (to) + caxh(to) (1.7)

En conclusion, (c1, ¢y) sont solutions du systéme linéaire (1.6)-(1.7).

Or le systéme (1.6)-(1.7) admet une unique solution si et seulement si

T (to) .Z'Q(to)
i (to) @y (to)

En conclusion, Une condition necessaire et suffisante pour que de telles constantes existent en

k

un point fixé arbitrairement ¢t = t; est que le déterminant précédent soit non nul.

Dans le paragraphe suivant, on va montrer que cette condition reste valable pour tout ¢.

Définition 1.1. On définit le Wronskien de deux fonctions xi(t) et xo(t) par le déterminant

sutvant :

Théoréme 1.1. Soient x1(t) et x5(t) deux solutions de l’équation (1.2). Soit ty fizé arbitraire-

ment. Alors

W o1 23)(0) = W o, 22t s~ /t:p<s>ds)

Preuve.

Soient x1(t) et x5(t) deux solutions de I’équation (1.2). On a alors
1 (t) + p(t)z (t) + q(t)z1(t) = 0

(1) + p(t)75(t) + q(t)za(t) = 0

On multiplie la 1% équation par z(t) et la 2™ par z;(t) et en faissant la différence, on

obtient :
1 ()5 (t) — 2 (D)22(t) + p(t) [21(D)23(t) — 2 (H)22(t)] = 0 (1.8)
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Or de la définition de W (z1, 22)(t), on a

d " "
W (a,22)(1) = 2 (D)3 (1) — 2 (Daa(t)

L’équation (1.8) devient alors :

%W@gl,@)(ﬂ T+ p(B)W (1, ) (t) = 0 (1.9)

qui est une équation différentielle du premier ordre dont la solution est donnée par :

Wz, 22)(t) = Wiz, x2)(to) exp <— /t:p(s)ds) .

Corollaire 1.1. Soient x1(t) et z5(t) deux solutions de l’équation (1.2). Alors
W (xy,z2)(t) # 0 pour tout t
si et seulement si, il existe un ty tel que

W(l’l, $2)<t0) 7é 0

Preuve.

On le déduit du théoréme précédent et du fait que I'exponentielle n’est jamais nulle.

Ainsi le Wronskien de deux solutions de 'équation (1.2) est identiquement nul a partir du
moment qu’il est nul en un certain point t5. De méme, pour montrer que le Wronskien de deux
solutions de I’équation (1.2) est non nul, il suffit de montrer qu’il est non nul en un certain

point ty. On a alors le théoréme suivant :
Théoréme 1.2. Soient x1(t) et x2(t) deuz solutions de 'équation (1.2).
Les assertions suivantes sont équivalentes :

1. xq et xo forment un systéme fondamental de solutions.

2. x1 et xo sont linéairement indépendantes.

3. En un point ty on a W(xy,z2)(ty) # 0.

4. W(xy,29)(t) #0, en toutt.
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Pour les équations différentielles & coéficients variables, on ne dispose pas de procédés per-
mettant de déterminer explicitement la solution générale, toute fois si on connait une solution

partucliére alors on peut déterminer la solution générale. On a le résultat suivant :

Théoréme 1.3. Soient z1(t) une solution de l’équation (1.2). Une solution linéairement indé-

pendante de x1(t) est donnée par :

(1) = 3 (1) /t: Wian, z2)(t) (— /t pde) ds.

i(s)
La solution générale de l’équation (1.2) est alors donnée par :
z(t) = crz1(t) + comwa(t),
pour ci, co deux constantes arbitraires.

Preuve.
Soit x1(t) une solution de I'équation (1.2).

D’aprés la formule du Wronskien, on a :

40 () = a2(0 1) = W ) t)exp - A tp(s)ds)

C’est une équation du 1¢ ordre en xs.

Pour I'intégrer, divisons tous les termes par x%(t), on a alors :

ry(t)71(t) — wa(t)21(t) _ Wy, 25)(to) exp (_ /tp<7>d7)

7i(t) ()

7 (50) = o (= [ oer)

Sachant qu’on est entrain de chercher une solution particuliére, on peut prendre z5(tg) = 0.

En intégrant 1’équation précédente on obtient :

o) = 21 (1) /t: Wiz, 22)to) (— /t:p<7>d7) ds.

7i(s)
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La solution générale de I’équation (1.2) est alors donnée par :
x(t) = c1x1(t) + como(t),
pour c¢1, ¢y deux constantes arbitraires.
Exemple 1.1. On considere I’équation différenielle suivante :
(1—tHa" — 2tz + 22 =0 (1.10)

On remarque que x1(t) =t est une solution particuliére de [’équation 1.10.

Pourt # 1 ett# —1, on écrit l’équation 1.10 sous sa forme normale :

" — 1itt2:v’—|— 1_2t2$:0 (1.11)
Ici
p(t) = —%
et
q(t) = %ﬁ

En appliquant le Théoreme 1.3, on détermine [’autre solution particuliére.

1 1 1+¢

D’ot la solution générale de ’équation (1.11) :

1 1 1+1¢
I‘(t) = Clt+02 (—E + §ln (1—_2(:))

Elle est donnée par :
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1.3 Equation non homogeéne

Considérons I’équation différentielle non homogene (1.1) :
2"+ p(t)r’ +q(t)r = f(1)
et son équation homogene associée (1.2) :
"+ pt)r' + q(t)x =0

Théoréme 1.4. La solution générale de [’équation (1.1) est la somme de la solution générale

de 'équation (1.2) et d’une solution particuliére de l’équation (1.1).

Preuve.
Soient Z(t) la générale de (1.2) et x*(¢) une solution particuliére de I’équation (1.1).
Considérons la fonction :

2(t) = T(t) + (1),

Montrons d’adord que x(t) est une solution de (1.1).
En effet.

() + p(t)2'(t) + q(t)x(t) = (@) +2"(t)" +p(t) @) + 27 (1) + (@T(t) + 27 (1))
= [T'(t) + )T () + ¢®)T(B)] + [27" (1) + p()2"(t) + q(t)2" (t)]

Or
T'(t) +p)T'(t) + q(t)z(t) = 0
et
a™(t) + p(t)z™'(t) + q(t)z*(t) = f(t)
D’ou

2" (t) +p(t)2'(t) + q(t)x(t) = f(2)

Par suite x(t) est solution de 'équation (1.1).
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Montrons maintenant que x(t) est la solution générale de (1.1), c’est a dire que I’on peut toujours

choisir les constantes arbitraires qu’elle contient de maniére a satisfaire les conditions initiales :
o) =a et  (ty)=p

et ce quels que soient ty, a et (.

Z(t) est solution de I’équation (1.2), elle se met sous la forme :
x(t) = crz1(t) + cawa(t)

ou x1 et x9 sont deux solutions linéairement indépendante de I’équation (1.2) et ¢;,co sont des
constantes arbitraires.

Par suite z(t) prend la forme :
x(t) = crz1(t) + coma(t) + (1)
En dérivant x(t) et en prennant ¢ = t(, on obtient le systéme suivant :

{ Cll'l(to) + CQQ?Q(to) = — iL‘*(t())
Clxll(t(ﬁ -+ CQQ?IQ(to) = B — I*,<t0)

Le déterminant de ce systéme n’est autre que le Wronskien des solutions x(t), xo(t) qui est
différent de zéro du fait que x; et x5 sont linéairement indépendantes.

Le systéme précédent admet donc une unique solution ¢y, c¢s.

Par suite, z(t) = T(t) + x*(t) est bien la solution générale de I’équation (1.2).

Une conséquence de ce qui précéde est que si 'on connait la solution générale de 1’équation

(1.2), il suffit de trouver une solution particuliére de I’équation (1.1).

Dans le paragraphe suivant, on propose une méthode pour déterminer la solution particuliére

de I’équation (1.1) a partir de la solution générale de I’équation (1.2).
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1.4 Méthode de variation des constantes

Soient x(t), x5(t) deux solution linéairement indépendantes de I’équation homogéne (1.2).

On cherche une solution particuliére de I’équation (1.1) sous la forme :
¥ (t) = cr(t)x1(t) + ca(t)za(t).
En dérivant z*(¢) on a :
2" (t) = ci(H)z1(t) + 1 () (1) + cy(t)wa(t) + ea(t)as(t).

Etant donnée qu’on cherche une solution particuliére, on peut imposer aux fonctions arbitraires

c1(t) et co(t) la condition suivante :
() (t) + &y (t)za(t) = 0. (1.12)

On obtient alors :
2 (t) = e (t)x) (1) + ca(t)ah(t)

En dérivant, on a :
2 (t) = i)z (1) + er (D)2 (t) + (t)as(t) + ea(t)s(2).
En remplacgant dans I’équation (1.1), on obtient :

()2 (1) + 1)z (1) + () 75(1) + ca(t)z5(t)
p(t) [Cr(t)a: (¢

/
Ty

qu’on peut réécrire sous la forme :
c1(t) [#f + p(t)) + qt

co(t) [z + p(t)xh + q(t
()2 () + cy(t)x

5 5
d,o=,
+

o~
—~
~+
~—
I
kh
—~
~+~
~—
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Les deux termes entre crochets sont nuls car x;(t) et z5(t) sont solutions de (1.2).
D’ou :

() (t) + (8)x5(t) = f(2) (1.13)
Les fonctions ¢ (t) et ¢5(t) sont solutions du systéme d’équations (1.12)-(1.13). Elles sont dé-

terminées de maniére unique car le déterminant du systéme (1.12)-(1.13) n’est autre que le

Wronskien W (z1, x5)(t) qui est différent de zéro.

i (t) et ¢4(t) sont données par les formules suivantes :

(1) = ——wéf,(;l)(t) 0

/
¢y

_ x1(1)
O = W a0

/

Co f(t)

Par intégration, on obtient :

at) = = [ s

_ 1 (t)
10 —/Wﬂt)dt

La solution particuliére prend alors la forme suivante :

e pa— / % FO)dE + (1) / % oy (1.14)

Exemple 1.2. On considére I’équation différentielle suivante :
z — bz 46z =c¢

on peut vérifier que x1(t) = €3t et xo(t) = €* sont deux solution linéairement indépendantes.

Le Wronskien de x1(t) et xo(t) est donné par :
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3t 2t
e e
W(Il,.CUQ)(t) = 3¢ 9
3e’t 2e?
et
# 0
Pour détérminer une solution particuliére, on applique la formule (1.14), on obtient alors
1
* ) == t
x*(t) 5¢

La solution générale est alors donnée par

1
z(t) = §et + 1% + cpet.

1.5 Equations a coefficients constants

On considére ’équation différentielle & coefficients constants suivante :

az” (t) + ba' (t) + cx(t) = f(t)
et I’équation homogeéne associée :
azx”(t) + bx'(t) + cx(t) =0

ou a, b et ¢ sont des constantes.

(1.15)

(1.16)

Sachant que la fonction e! est invariante par dérivation, On cherche §’il existe r tel que la

fonction
¢<t> — eTt

soit solution de (1.16).

En dérivant la fonction ¢ deux fois et en remplagant dans I’équation (1.16), on obtient :

(ar2 + br + c) et = 0.
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Or €™ n’est jamais nul, donc r est une racine de I’équation algébrique :
ar? +br +c=0.

On a dés lors la définition suivante

Définition 1.2. L’équation algébrique :
ar® +br +c=0.

est dite équation caractéristique de l’équation différentielle

az"(t) + bx'(t) + cx(t) =0

Proposition 1.2. Siry et ry sont deux racines distinctes de ’équation caractéristique alors
2(t) = cre”" + cpe”™
est la solution générale de I’équation (1.16), ot ¢y, ¢ sont des constantes arbitraires.

Preuve.

Soient 1 et ry deux racines distinctes de I’équation caractéristique alors

et

sont solutions de I’équation différentielle (1.16).

Or
67'1t ergt
W([L’l, ZEQ)(t) = - ¢
rie’t ree™
= (rg —rp)elmtrt
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Donc z4(t) et zo(t) sont deux solutions linéairement indépendantes de (1.16).

D’aprés le Théoréme 1.2, la solution générale de I'équation (1.16) s’écrit sous forme :
z(t) = cre™" + cpe™

ol ¢1, ¢y sont des constantes arbitraires.

Proposition 1.3. Sir est une racine double de l’équation caractéristique alors :
x(t) = (c1 + cot)e’

est la solution générale de l’équation (1.16).

Preuve.

Si r est une racine de ’équation caractéristique alors
zi(t) = e

est solution de (1.16). Montrons que dans ce cas

1o(t) = te’
est elle aussi solution de (1.16). En effet.
azy(t) + brh(t) + cxo(t) = (ar® +br +c) te* + (2ar + b) e
= 0

car r est racine de ar? 4+ br +c¢ = 0 et que 2ar + b = 0 du fait que r est une racine double.

D’aprés le Théoréme 1.2, la solution générale de I'équation (1.16) s’écrit sous forme :
.’I?(t) = (Cl + Cgt)ert

ou ¢y, cg sont des constantes arbitraires.
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Exemple 1.3. : Considérons [’équation différentielle suivante :
2 =7+ 120 =0

I’équation caractéristique est :

P —Tr+12=0

Les racines sont :

ri=3 et ro=4

Les racines sont différentes donc d’apres la proposition 1.2, la solution générale est donnée par :
z(t) = c1e¥ 4 cpe™
ol c1, ¢y sont des constantes arbitraires.
Exemple 1.4. Considérons [’équation différentielle suivante :
' — 62" +92 =0
I’équation caractéristique est :
r—Tr+12=(r—3)>=0

On a une racine double :

r=3

d’apres la proposition 1.3, la solution générale est donnée par :

z(t) = (c1 + cot)e™.
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Pour la suite, on a besoin du lemme suivant :

Lemme 1.1. Soient u(t) et v(t) deux fonctions réelles de la variable réelle t.

Si la fonction compleze de la variable réelle t

(1) = u(t) + iv(t)

est solution de l'équation différentielle (1.16). Alors u(t) et v(t) sont elles aussi solutions de
Iéquation différentielle (1.16).

Preuve.

Supposons que 9 est solution de 'équation (1.16). Alors

a[u(t) +iv(t)]" + b [u(t) + v (t)] + c[u(t) +iv(t)] = 0
En arrangeant I’équation, on a :

lau (t) 4+ bu'(t) + cu(t)] + i [av" (t) + bV'(t) + cv(t)] = 0

D’ou forcement

au”(t) + bu'(t) + cu(t) = 0

et
av” (t) + bv'(t) + cv(t) = 0

Proposition 1.4. Si les racines de ’équation caractéristique sont complexes conjuguées :
=+ iw et rs =p—iw
ot p, w € R et w#0. Alors la solution générale de I’équation (1.16) est donnée par
z(t) = e"(cy coswt + ¢y sinwt)

ol c1, ¢y sont des constantes arbitraires.
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Preuve.
Siry = p+iw et ro = — iw sont des racines de ’équation caractéristique alors la solutions

particuliére prend la forme :
z1(t) = eW It — et cog(wt) + et sin(wt)
x1 est une fonction complexe de la variable réelle t.
D’aprés le Lemme 1.1, les fonctions réelles de la variable réelle ¢ suivantes :
u(t) = e cos(wt)

et
v(t) = e sin(wt)

sont elles aussi solutions de 1'équation différentielle (1.16).

Montrons maintenant que u(t) et v(¢) sont linéairement indépendantes.
En effet.
Le Wronskien de u(t) et v(t) est donné par :

_ cos(wt) sin(wt)
Wi(xy, 20)(t) = prcos(wt) — wsin(wt)  psin(wt) + w cos(wt)

= wel

# 0
Par suite, d’aprés le Théoréme 1.2, la solution générale de I’équation (1.16) s’écrit sous forme :
x(t) = e (cy coswt + ¢y sinwt)

ol c¢1, co sont des constantes arbitraires.
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Exemple 1.5. Considérons [’équation différentielle suivante :
2+ 22 +2x =0
[’équation caractéristique associée est :
r24+2r+2=0

Les racines sont :

T1:—1+i, ng—l—i

Les racines sont complexes conjuguées, d’apres la proposition 1.4 la solution prend la forme :
x(t) = e ey cost + cysint)

ol c1, co sont des constantes arbitraires.




Chapitre 2

Problémes aux limites pour les équations

différentielles linéaires

2.1 Introduction

On considére les équations différentielles du second ordre de type :
2" (t) + p()2'(t) + q(t)x(t) = f() (2.1)
et I’équation homogeéne associée :
2" (t) + p(t)a'(t) + q(t)x(t) = 0 (2.2)
ou p et ¢ sont des fonctions continues.

Le probléme aux limites consiste en la recherche des solutions de 1’équation 2.1 qui vérifient les

conditions suivantes :
z(tg) = a et z(ty) = . (2.3)

ou tg, t1, a et [ sont donnés.

Les conditions 2.3 sont dites conditions aux limites de Dirichlet.

D’autres conditions peuvent étre utilisées, dont les suivantes :
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Conditions de Neumann :

2 (to) = a et 2'(t1) = B.
Conditions mixtes :
a1 (to) + cax(to) = et ez’ (t1) + cax(ty) = B.

De maniére générale, on considére des conditions aux limites de la forme :

g(x(to)) = 0, g(a(tr)) = 0.

Les problémes aux limites ont un comportement différent par rapport aux problémes a valeurs
initiales. Bien que le probléme a valeurs initiales admet une unique solution, le probléme aux
limites peut admettre une unique solution, peut ne pas admettre de solution et peut aussi

admettre une infinité de solutions. On propose les exemples suivants :

Exemple 2.1. Considérons ’équation différentielle :
2"(t)+x(t) =1

avec les conditions aux limites

La solution générale de l’équation est donnée par :
x(t) = 1+ ¢y sin(t) + ¢ cos(t)

La condition x(0) = 0 implique co = —1 et la condition x(m) = 0 implique co = 1.

Ce qui impossible et le probleme aux limites n’admet pas de solution.

Exemple 2.2. Considérons [’équation différentielle :
2'(t) +x(t) =1

avec les conditions aux limites
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La solution générale de l’équation est donnée par :

x(t) =1+ ¢y sin(t) + co cos(t)

us

5) = 0 implique c; = —1.

La condition x(0) = 0 implique co = —1 et la condition x(

Le probleme aux limites admet donc une unique solution donnée par :
z(t) = 1 — sin(t) — cos(t)
Exemple 2.3. Considérons [’équation différentielle :
2"(t) + x(t) = sin 2t

avec les conditions aux limites

La solution générale de l’équation est donnée par :
L. .
z(t) = —g sin 2t + ¢ sin(t) 4 ¢ cos(t)

La condition x(0) = 0 implique co = 0 et la condition x(7) = 0 implique co =0
La solution s’écrit alors :

1
x(t) = -3 sin 2t + ¢4 sin(?)

ou ¢ est une constante arbitraire, par suite le probleme aux limites admet une infinité de

solutions.
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2.2 Equations linéaires a coefficients constants
On considére une équation différentielle a coefficients constants de type :
az"(t) + ba'(t) + cx(t) =0 (2.4)

ol a, b et ¢ sont des Constantes réelles.

L’équation est soummise a des conditions aux limites de type de Dirichlet :
x(tg) = a et z(ty) = B. (2.5)

ou ty, t1, a et B sont donnés.

L’équation caractéristique associée est donnée par :
ar® +br +c=0 (2.6)

Dans la suite, on va montrer que l'existence des solution dépend des racines de ’équation 2.6,

mais aussi des données du probléme : tg, t;, a et 5.

Proposition 2.1. Si I’équation caractéristique (2.6) admet deux racines réelles distinctes ry et
ro. Alors le probléme aux limites (2.4)-(2.5) admet une unique solution quelque soient les réels
a et f.

Preuve.
Si I’équation caractéristique (2.6) admets deux racines réelles distinctes r; et 5. Alors la solution

de I'équation différentielle (2.4) s’écrit :
z(t) = cre™ + cpe™!
La premiére condition aux limites x(ty) = a implique :
cre™ 4 cpe™ = o
La deuxiéme condition aux limites x(t;) =  implique :

c1e™ 4 cpe™ =




2.2 Equations linéaires a coefficients constants 27

Le probléme aux limites admet donc une solution si et seulement si ¢; et ¢y sont solutions du

systéme suivant :

c1e"0 4 che™l = o
{ ! ? (2.7)

et 4 et = 3

Le systéme (2.7) est équivalent a ’équation matricielle suivante :

67’1 to eTgto 1 Q
eritl  era2ta o o 6

Le systéme (2.7) admet une solution unique pour tout «, (3 si et seulement si la matrice M,

ertto  grato
Ml - rit rot
ety era2l

Or le déterminant de M; est donné par :

est inversible, ou

ertto  grato

A =

rit1 rot1

(& (&

— 6T1t067’2t1 o eﬁherzto
—  elttograto (erz(tlfto) _ eTl(tI*tO))

— e(r1+r2)to (€T2(t1*t0) . erl(tlfto)) .

Puisque la fonction exponentielle est strictement positive et strictement croissante, alors
A #0.

D’ou le systéme (2.7) admet une unique solution (cq, ¢z).
Par suite le probléme aux limites (2.4)-(2.3) admet une unique solution et ce quelque soit le

choix de a et f.
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Proposition 2.2. Si l’équation caractéristique (2.6) admet une racine réelle double ry = ro =
r*. Alors le probléeme auzx limites (2.4)-(2.5) admet une unique solution quelque soient les réels

a et f.

Preuve.
Supposons que ’équation caractéristique (2.6) admets une racine réelle double r; = ry = r*.

Alors la solution de I’équation différentielle (2.4) s’écrit :
z(t) = (c; +cat) e

La premiére condition aux limites x(ty) = a implique :
cre” 0 4 eotpe” 0 = o

La deuxiéme condition aux limites z(t;) = 8 implique :
cre” 4 eotie = I}

Le probléme aux limites admet donc une solution si et seulement si ¢; et ¢y sont solutions du

systéme suivant :

(2.8)

* *
cre” 0 4 cotge” 0 = o
* *
e eotiem = f8

Le systéme (2.12) est équivalent a I’équation matricielle suivante :

er o toe’ o c1 a
et et o 6]

Le systéme (2.12) admet une solution unique pour tout «, 3 si et seulement si la matrice Mo

est inversible, ou

*to r*to
e’ toe
M2 = [

* *
e’ t tler‘ t1

Or le déterminant de My est donné par :
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* *
e’ to toer to

* *
e’r‘ t1 tler t1

— tler*(to+t1) - toeT*(tlthO)
= (1 —tg) e 0T
70,
car to 7é tq.
La matrice My est alors inversible, d’ou le systéme (2.12) admet une unique solution (cy, ¢2).

Par suite le probléme aux limites (2.4)-(2.5) admet une unique solution et ce quelque soit le
choix de « et 5.

Proposition 2.3. Si l’équation caractéristique (2.6) admets deux racines complezes conjugées

r et 7. Alors on a trois possibilités :

1. Le probléeme auz limites (2.4)-(2.3) admet une unique solution quelque soient les réels «
et B.
2. Le probléeme aux limites (2.4)-(2.3) n’admet pas de solution.

3. Le probléeme auz limites (2.4)-(2.3) admet une infinité de solutions.

Preuve.

Si I’équation caractéristique (2.6) admets deux racines complexes conjugées
r=p+w et T=p—1iw
Alors la solution générale de 1’équation (2.4) s’écrit :
x(t) = e (c; coswt + ¢y sinwt)
La condition z(tg) = « implique :

et (¢y coswty + casinwty) = a.
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La condition z(t;) = 8 implique :
e (¢ coswty + cpsinwty) = B.

Le probléme aux limites admet donc une solution si et seulement si ¢; et ¢y sont solutions du

systéme suivant :

{ et (¢1 coswity + o sinwty) (2.9)

= a.
et (¢ coswty + e sinwty) = .

Le systéme (2.12) admet une solution unique pour tout «, [ si et seulement si la matrice My

est inversible, ou

|

et coswty e sin wiy ]

et coswty  eM sinwiy

Or le déterminant de M3 est donné par :

elo coswty et sin wiy

A:

et coswty et sinwty

(to+t1) (

et cos witp sin wty — sin wtg cos wty)

ettt gin w(ty — ty).

Par suite :
nmw

A=0&sinw(ty—t)=0cw= .
t —tg

Siw # tln—ﬂto’ alors le probléme admet une unique solution, d’ou 1).

nm
ti—to

Siw= pour un certain n € N* alors le probléme n’admet pas de solution et s’il en admet

une alors il en admet une infinité, d’ou 2) et 3).
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2.3 Problémes aux valeurs propres
On cosidére le probléme aux limites suivant :

2"(t) = Mx(t) (2.10)
z(0)=0, z(l)=0,1>0. (2.11)

Il est clair que x(t) = 0 est solution du probléme (2.10)-(2.11) et ce quelque soit le choix de
A. On se demande maintenant s’il existe des valeurs de A pour lesquelles le probléme (2.10)-
(2.11) admet des solutions non identiquement nulles. Si de telles valeurs existent, elles sont

dites valeurs propres du probléme et les solutions correspondantes sont dites fonctions propres.

Théoréme 2.1. Le probléeme (2.10)-(2.11) admet une infinité de solutions données par :
z,(t) = sin (?t) ., neN,

associées aur valeurs propres :

2
Ap = — (%T) , neN
Preuve.
1" Cas : A =0.
L’équation devient :
Z'(t) =0

La solution est donnée par :

x(t) = ¢1 + cat.

Les conditions aux limites impliquent :
z(0)=c =0

et
c1 + Cgl = 0,
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d’out

61262:0.

Par suite x(t) = 0 est la seule solution du probléme aux limites (2.10)-(2.11).
2m¢ Cas : A > 0.

On pose A = i, 1> 0. La solution s’écrit alors :
z(t) = creM + cpe .

Les conditions aux limites impliquent :

—0
{ aTe (2.12)

crett 4+ coeM = ()

Ce systéme est équivalent a 1’équation matricielle :

()2
()

A:e’”l—e“l%o

ou M est la matrice donnée par :

Le déterminant de M est :

pour tout [ # 0, la matrice M est alors inversible, le systéme linéaire admet donc une unique
solution ¢; = 0 et ¢; = 0.

D’ot = 0 est la seule solution du probléme aux limites (2.10)-(2.11).




2.3 Problémes aux valeurs propres

3™me Cas : A < 0.

On pose A = —pu?, p > 0. La solution générale est donnée par :
z(t) = ¢y cos(ut) + cosin(ut).

La condition aux limites x(0) = 0 implique ¢; = 0.

La condition aux limites z(I) = 0 implique
cosin(ul) = 0.

Par suite, ou bien

Cy = 0
et la solution est alors
x(t) =0
ou bien
sin(ul) =0

ce qui implique

ul=nm, n €N,
D’ou 'existence d’une infinité de valeurs de p qu’on note :

Mn:nTTraneNa

auxquelles correspondent les valeurs propres :

/\n:_(nTW>2’ n € N.

Les solutions correspondantes sont données par :
nm
x,(t) = sin (Tt> , neN.

La preuve du théoréme est terminée.
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Considérons maintenant, le probléme aux limites suivant :

22" (t) — ta'(t) — Mx(t) = 0 (2.13)
z(1)=0, z(l)=0, 1> 1. (2.14)
Ce probléme est lui aussi un probléme de valeurs propres.

Il est clair que la fonction identiquement nulle est solution du probléme probléme aux limites

(2.13)-(2.14) et ce pour toute valeur de .

On a le resultat suivant :

Théoréme 2.2. Le probléeme (2.13)-(2.14) admet une infinité de solutions données par :

x,(t) = tsin (%(nl;t)) , neN,

associées aux valeurs propres :

2
An:_l_(ﬂ) CnenN.

Preuve.

Les fonctions puissance x(t) = t" ont la caractéristique suivante :
2 (t) = rt" 1,

qui implique
tx'(t) = rt".

De méme
2" (t) =r(r — 1)t"2,

qui implique
22" (t) = r(r — Dt".

En remplagant dans 1’équation (2.13), on obtient :




2.3 Problémes aux valeurs propres 35

[r(r—1)—r—Az"=0.

D’ou

r(r—1)—r—X=0,

qu’on peut écrire sous la forme :
2 —2r —\=0. (2.15)

Cette derniére équation est dite équation caractéristique associée a ’équation (2.13).

Le descriminant de I’équation (2.15) est donné par :
A=1+A
Cas ou A > —1.

Si > —1alors A > 0.

L’équation caractéristique (2.15) admet deux racines distinctes :
rm=14+pu et ro=1—p,

ou

p? =14+ A\

La solution générale est donnée par :

x(t) = c1t™ + cot™
ol c1, co sont des constantes arbitraires.
La condition aux limites z(1) = 0 implique

Cl—|—62:O.




CHAPITRE 2. PROBLEMES AUX LIMITES POUR LES EQUATIONS
36 DIFFERENTIELLES LINEAIRES

La condition aux limites z(l) = 0 implique
CllT1 + Cglr2 = 0.

D’ou

par suite

est la seule solution du probléme (2.13)-(2.14).
Cas ou A = —1.

SiA=—1alors A =0.

L’équation caractéristique (2.15) admet une racine double :
rE=ry=1".

Une premiére solution s’écrit alors :

zi(t) =t

En utilisant la méthode de variation de la constante, on cherche la deuxiéme solution sous
forme :

To(t) = c(t)t”™

En dérivant xs(t), on obtient :
xh(t) = (O + c(t)r ™

et
xy(t) = (Ot +2¢ (t)r ™ 4 c(t)r* (rF — 1)t 2

En remplacant dans 1’équation 2.13, on obtient :
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IO T2 ()t T [Pt = 1) = r* = M ()t = 0.

Sachant que r* est solution de I’équation caractéristique, on a alors

(")t -+ (B)]r " T =0

Or
T*tr*—l-l ?é 07
par suite
()t +d(t)=0.
Posons

v(t) est alors solution de I'équation différentielle
t'(t) +v(t) =0

qu’on peut écrire sous la forme

(tv(t))' =0

En intégrant, on obtient

tv(t) = k, Kk une constante réelle.

Etant donné qu’on cherche une solution particuliére, on peut prendre

k=1,
d’ou
1
) ==
o(t) =
par suite
c(t) = In(t)
Finalement
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Il est clair que 1 (t) et x5(t) sont linéairement indépendantes.

La solution de I’équation différentielle (2.13) s’écrit alors
w(t) = [er + ez In(t)] ¢,
ol ¢1, ¢y sont des constantes arbitraires.
La condition aux limites 2(1) = 0 implique ¢; = 0.
La condition aux limites z(l) = 0 implique
[c1 + 2 In(l)] 1 =0,

par suite

colIn(l) =0,

ce qui implique

Cy — 0.
Ainsi x(t) = 0 est la seule solution du probléme aux limites (2.13)-(2.14).

Cas ou A < —1.

Si A< —1alors A < 0.

L’équation caractéristique (2.15) admet deux racines complexes conjuguées.
ri=1+iu et ro=1—1au, p>0.

ou

—r =1+

La solution s’écrit alors :

x(t) =t ey cos(pln(t)) + cosin(pIn(t))] .




2.3 Problémes aux valeurs propres

39

La condition aux limites z(1) = 0 implique ¢; = 0.

La condition aux limites z(I) = 0 implique
colsin(pln(l)) =0,
étant donné qu’on cherche des solutions non identiquement nulle, on a alors

027&0

d’ou forcément :

sin(pIn(l)) =0,

ce qui implique :

pln(l) = nm, n € N.

d’ott 'existence d’une infinité de valeurs de p qu’on note

par suite

et les solutions correspondantes sont :

2n(t) = tsin (nﬂzgt)> , neN.

La preuve du théoréme est terminée.




CHAPITRE 2. PROBLEMES AUX LIMITES POUR LES EQUATIONS
40 DIFFERENTIELLES LINEAIRES

2.4 Equations linéaires a coefficients variables
On considére une équation différentielle a coefficients variables de type :

2" (t) + p)2'(t) + q(t)x(t) = r(t) (2.16)
ou p, q et r sont des fonctions continues.

L’équation est soummise a des conditions aux limites de Dirichlet :
z(ty) = a et z(ty) = 6. (2.17)
ou tg, t1, a et [ sont donnés.

Dans le cas des équations différentielle a coefficients variables on ne dispose pas de solutions
linéairement indépendantes, on propose alors une procédure dite méthode de Tir "Shooting

method", elle consiste a remplacer le probléme aux limites par des problémes & valeurs initiales.

Considérons les problémes a valeurs initiales suivants :

2(6) + O (1) + a(t)e(t) = r(t) (2.15)
z(ty) =, 2'(tp) =0. (2.19)
et
2" (t) + p(t)a'(t) + q(t)x(t) = 0 2.20)
z(tg) =0, 2'(ty) = (2.21)

On a le résultat suivant :
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Théoréme 2.3. Soient u(t) et v(t) deux solutions respectives des problémes a valeurs initiales

(2.18)-(2.19) et (2.20)-(2.21). Alors :

1. La fonction x(t) = u(t) + Av(t) est solution de l’équation différentielle (2.16), ot A est

une constante réelle.

2. Siv(ty) # 0 alors l'unique solution du probléme auz limites (2.16)-(2.17) est donnée par :

= ).

Preuve.

Soient u(t) et v(t) deux solutions respectives des équations différentielles (2.18) et (2.20). Alors

W (8) + p() (1) + q(tyu(t) = r(2),
et
v"(t) + p(t)v'(t) + q(t)v(t) = 0.

1. Soient A € R et z(t) = u(t) + \v(t).
Montrons que x(t) vérifie I'équation différentielle (2.16).
En effet. On a :

() + p(t)2' () +q(t)z(t) = [u(t) + M) + p(t) [u(t) + Mo (®)]

t) +p(t)u'(t) + q(t)u(t)]
A" () + p()v' (1) + q(t)o(1)]

x(t) est alors solution de (2.16).
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2. D’un coté, on a :

Jf(to) = U(to)—l—)\v(to)
= a+Ax0

= Q.

Cherchons A de telle sorte que z(t) vérifie la condition aux limites (2.17).
A doit vérifier alors 1’égalité :

Or
U(tl) 75 0
donc 8 ()
A )
Ainsi la fonction : 8 )
x(t) = u(t) o)) v(t).

est 'unique solution du probléme aux limites (2.16)-(2.17).

La pruve du théoréme est terminée.

Exemple 2.4. Soit le probléeme aux limites suivant :

22" (t) —td'(t) +x(t) =t, 1 <t <, (2.22)
zx(1)=1, z(1)=p4, 1 > 1. (2.23)

Considérons les problémes a conditions initiales

22" (t) —td'(t) +x(t) =t, 1 <t <, (2.24)

z(1)=1, 2/(1)=0, [ > 1. (2.25)
et

22" (t) —ta'(t) +2(t) =0, 1 <t <, (2.26)

(1) =0, (1) =1, 1>1. (2.27)
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Le polyndéme caractéristique est :

r?—2r+1=0

dont il admet une racine double :

7”1:?”2:1.

La solution générale de l’équation (2.26) est :

x(t) = e1t + cot In(t).

c1, o sont deux constantes arbitraires.

On peut vérifier que la fonction

zp(t) =t
est une solution particuliére de l’équation (2.24).

La solution générale de l’équation (2.24) s’écrit alors :

z(t) = 1t + cot In(t) +

Les conditions auz limites (2.25) impliquent
cp=0cetcy=—1.
La solution du probléme (2.24)-(2.25) s’écrit alors :
u(t) = —tIn(t) + t.
et les conditions aux limites (2.27) impliquent

cp =0 et cy=1.
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La solution du probléeme (2.26)-(2.27) s’écrit alors :
v(t) = tln(t).

Pour toutl > 1, on a
v(l) =1In(l) # 0
Le théoreme 2.3 s’applique et la solution du probleme est donnée par :
B —u(l)
v(l)
= [~tln(t) +t] +

_ 4B
= t+ mtln(t).

x(t) = wu(t)+ v(t)

B +1n(l) —1
i) tIn(t)

On peut facilement vérifier que z(t) est solution de ’équation (2.24) et que

et




Conclusion

Dans ce mémoire, nous nous sommes intéressés aux problémes aux limites pour les équations
différentielles ordinaires du second ordre. Les problémes a coefficients constants sont complé-
tement résolus, par contre pour les équations a coefficients varaibles nous ne disposons pas de
procédés pour les résoudre explicitement, pour de tels problémes nous avons proposés la mé-
thode de Tir linéaire (Linear Shooting Method) qui consiste & remplacer le probléme d’origine
par deux problémes a valeurs initiales. Cette étude reste valable pour les équations différentielles
d’ordre supérieur, ainsi que pour les systémes d’équations différentielles.

Les problémes non linéaires n’ont pas étés couverts par cette étude. Ces problémes ne peuvent
étre résolus explicitement. Ils nécessitent une étude a par entiére. Dans un premier lieu ces
équations sont transformées en des équations intégrales grace a l'utilisation des fonctions de
Green combinée avec la théorie du point fixe. Dans un deuxiéme lieu, une étude numérique est
entreprise pour résoudre certains problémes & valeurs initiales, ici on fait appel généralement
aux méthodes de Runge-Kutta d’ordre quatre. La méthode du Tir non-linéaire (Non Linear
Shooting Method) consiste & remplager le probléme aux limites par une suite de problémes
a valeurs initiales, la deuxiéme condition aux limites conduit & une équation non-linéaire qui
nécssite elle aussi une étude numérique pour la résoudre, ici on fait appel a la méthode de

Newton. Cette étude pourra faire 'objet d’'un projet de master.
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CHAPITRE 2. PROBLEMES AUX LIMITES POUR LES EQUATIONS
DIFFERENTIELLES LINEAIRES
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