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0.1 NOTATION

R : Ensemble des nombres réels.

A : Opérateur linéaire défini sur un espace de Hilbert.
D(A ) : le domaine de définition de I'opérateur A.

A* . Opérateur adjoint de 'opérateur A.

ker A : le noyau de 'opérateur A.

ImA : 'image de I'opérateur A.

A, : Papproximation de Yosida de 'opérateur A.

H : espace de Hilbert.

FL : 'ensemble orthogonal de I’ensemble F'.

F : I'ensemble fermeture de I’'ensemble F.

0 (H) : 'ensemble des opérateurs auto-adjoint définis sur I’espace de Hilbert.
S (t) : semi-groupe.

p(A) : 'ensemble résolvant de A.

o(A) : spectre de A.

A : valeur propre de opérateur A.

(..,.) : produit scalaire.

||l.]| : une norme.

L(H) : I'ensemble des opérateurs linéaire définis sur H.

v’ : la dérivée de u par rapport a t.



8 TABLE DES MATIERES

INTRODUCTION

La notion d’un probléme mathématique mal-posé a apparut dans les discussions
du mathématicien francais J. Hadamard dans son ouvrage "Lectures on Cauchy’s
Problem in Linear Partial Differential Equations" [14], aprés avoir introduit, une
vingtaine d’années avant, la notion d’un probléme bien-posé qui doit satisfaire, d’apreés
lui, a trois propriétés : l'existence, 'unicité et la stabilité de la solution. La perte
d’une des propriétés définisse un probléme dit mal-posé. C’était une étape pour la
classification des models mathématiques de problémes de physique associés a des
équations différentielles.

Les méthodes générales de ’analyse mathématique ont bien était adaptés pour
les solutions des problémes bien-posés, cependant, ce n’était pas clair dans quel sens
les problémes mal-posés peuvent avoir solutions. Plusieurs mathématiciens comme
Tikhonov, Morozov, Ivanov et d’autres ont travaillé pour développer la théorie et les
méthodes pour résoudre les problémes mal-posés. Ils ont pu donner une définition
mathématique précise "des solutions approchées" pour des classes générales de ces
problémes. Pour plus de détails du traitement des problémes mal-posés, on référe a
deux excelents livres de D. Colton, H.-W. Engel, A.K. Louis [9] et de H. W. Engl, M.
Hanke et A. Neubauer [13].

Dans la littérature mathématique, plusieurs méthodes ont était proposer pour
résoudre le probléme mal-posé de Cauchy, on cite "la métode de quasi-solution" de
Tikhonov 1977 [20], "la méthode de quasi-réversibilité" par lattés et Lions en 1967
[18], "la méthode de la convexité logarithmique" développer par John (1960). Agmon,
Nirenberg (1963), Miller (1973), Payne (1973), Carraso (1999) [2], [6], "les procedures
itératives" par Kozlov et Maz’ya 1990 [7] "la méthode quasi-valeur aux limites" par
Clark et Oppenheimer 1995 [4], [8]; et "la technique des semi-groupes C-régularisés"
par Mel’nikova, 2002 [5].

I’objet de ce mémoire, concerne 1’étude d’une classe de problémes non standards,
décrits par des équations différentielles ; en particulier, un probléme parabolique abs-
trait & valeur finale, pour une équation différentielle non homogéne du premier ordre
et a coefficient opératoriel auto-adjoint positif, non borné. Ce probléme est mal posé.

Par la méthode des quasi-valeurs aux limites, on perturbe la donnée finale pour for-



TABLE DES MATIERES 9

mer une famille de problémes dépendant d’un petit paramétre. On montre que le
probléme approché est bien posé et que, sa solution converge si le probléme initial
admet une solution classique. On obtient aussi, une estimation de la solution du pro-
bléme approché, ainsi que la convergence des solutions approchées et I'estimation de
I'erreur de convergence.

Ce mémoire est composée de quatres chapitres.

premier chapitre on rappelle quelques résultats connus d’analyse fonctionnelle (les
espaces de Hilbert, éléments de la théorie des opérateurs et les semigroupes).

Dans le deuzxiéme chapitre, nous introduirons la notion fondamentale de probléme
mal posé, qui est caractéristique des problémes inverses.est consacré pour la définition
d’un probléme mal-posé, nous donnerons plusieurs exemples de problémes inverses,
provenant de plusieurs domaines de la physique.

Au chapitre trois, nous aborderons I’étude des techniques et méthodes de résolutions
pour les problémes mal posés. On présente briévement le principe de trois métodes :
la méthode de Tikhonov, le "discrepancy principle" de Morozov et la méthode de
quazi-reversibilité et ce pour les probléme linéaire.

Dans le chapitre quatre, on étudie un probléme inverse de Cauchy qui modélise un
certain nombre de phénoménes physiques par une équation parabolique non homogéne
avec condition finale.

Le probléme étudié est le suivant :

{ u'(t) + Au(t) = f, 0<t<T (FVP)

avec u € CY([0;T]; H), f € CY([0;T]; H), g appartenant a un espace de Hilbert H et

—At) : Le probléme

—A le générateur infinitésimal d’un Cy semigroupe S(t) : (S(t) = e
est mal posé.

Dans ce contexte, beaucoup d’approches ont été faites pour le cas homogéne [5]. Pour
I’étude du cas non homogéne, on note Lattés et Lions [18], qui utilisent la méthode
de quasi-réversibilité, puis de Hetrick et Hughes [12], ensuite de Dang DucTrong et
Nguyen Huy Tuan [21] utilisant la quasi-réversibilité stabilisée, et S. Djezzar [6] avec

la méthode des quasi-valeurs aux limites.
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Dans ce travail, on utilise cette derniére méthode (quasi-boundary value method)
pour le traitement de la classe de problémes non homogénes sous considération.

On s’intéresse a l'existence de la solution du probléme (FV P). On établie des
résultats d’existence et d’unicité de la solution du probléme approché, ainsi que la
dépendance continue par rapport aux données.

nous établissons des résultats de la convergence de la solution régularisée, ainsi que

l'estimation de l'erreur obtenue.



Chapitre 1

RAPPEL SUR LES OPERATEURS
ET LES SEMIGROUPES

Ce chapitre est constitué d’un rappel de quelques notions et compléments mathéma-
tiques en relation avec ce travail. On citera en particulier, les théories des opérateurs

et des semigroupes et on finira avec le théoréme de Hill Yoshida.

1.1 Opérateurs linéaires dans les espaces de Hilbert

Soient H et GG deux espaces de Hilbert.

1.1.1 Continuité, borne et norme d’un opérateur linéaire

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire A : H — G, est continu si :
M > 0,Yu € H, || Au|| < M ||ul|

le plus petit nombre M, s’appelle la norme de lopérateur A :

A
1] = supl 2l
Sl

Définition 1.1.2. On dit que lopérateur A : H — G, est borné s’il fait correspondre

a tout ensemble borné dans D(A), un ensemble borné dans l’espace G.
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Définition 1.1.3. Un opérateurA* défini sur D(A*) C G*a valeur dans H* ; tel que
Vue D(A),Yve D(A): < Au,v >=<u, A*v >
est appelé adjoint de A et vérifie de plus : (A*)* = A et | A*]| = ||A] -

Proposition 1.1.1. Soit A : H — G; un opérateur linéaire et A* son adjoint.On a

les relations suivantes :
i) ker A* = (ImA)*+
ii) (ker A)t = ImA*

1.1.2 Opérateurs auto-adjoints

Soit H un espace de Hilbert

Définition 1.1.4. On dit que Dopérateur A est auto-adjoint si et seulement si A = A*

c’est-a-dire :

Yu,v € H, < Au,v >=< u, Av >

Si Uopérateur A est auto-adjoint, alors on a : ||Al| = sup |< Au,u >
[[ull<1

Définition 1.1.5. Un opérateur A : X — Y ; est dit compact si toute suite borné
(fn) de D(A) contiennent une sous-suite (f,, ) pour laquelle (Af,, ) est convergente et
ca c’est équivalent a : l'tmage d’un ensemble borné par ['opérateur A est un ensemble

relativement compact.
Proposition 1.1.2. Tout opérateur de rang fini est compact.

Définition 1.1.6. (Schauder) Soit A € £(X;Y); ouY est complet. L’opérateur A

est compact si et seulement si son adjoint A* est compact.

Théoréme 1.1.1. (Théoréme de Riesz), L’identité d’un espace vectoriel normé est

compacte si et seulement si cet espace est de dimension finie.
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1.1.3 Spéctre d’un opérateur linéaire

Soit. A un opérateur linéaire défini de X dans Y tel que D(A) = X :
Définition 1.1.7. On dit que le point A est un point réqulier de A si 'opérateur
(A — XI) est inversible, i.e : det(A — \I) # 0.
Définition 1.1.8. L’ensemble des points réquliers de 'opérateur A est appelé en-
semble résolvant de A et noté par p(A) tel que :

p(A) ={XeC /(A= XI)"" existe et borné}

- Si A € p (A); Lopérateur linéaire et borné R(A) = (A — X )" test appelé résolvante
de A.

- Le spectre o(A) et le complémentaire de p(A) dans le plan complexe i.e o(A) =

R\ p(A).
- On dit que X est valeur propre, et on note A\ € VP(A) si ker (A — A) #0

Remarque 1.1.1. [l est clair que VP(A) C o(A) : En général, Uinclusion est stricte :
1l peut exister \ tel que :

ker (A= X)) ={0} et Im(A— ) # X
(Un tel X\ appartient au spectre mais n’est pas valeur propre)
Remarque 1.1.2. . Sidim X < oo alors 0(A) = VP(A).

Proposition 1.1.3. Le spectre o(A) est un ensemble compact et
o(A) C [= Al [1A]]
Proposition 1.1.4. Si A est un opérateur linéaire et borné, alors : o(A*) = o(A).

Théoréme 1.1.2. Soit A un opérateur auto-adjoint et compact dans un espace de
Hilbert compleze X Alors : i) A posséde au moins une valeur propre non-nulle si
A#0:

i1) Les valeurs propres de A sont toutes réelles et contenues dans [m; M|, ow

m= inf <Axr,x >, M= sup < Az,z >
llzll=1 |z)|=1

iii) M est la plus grande valeur propre de A si M # 0; m est la plus petite valeur
propre de A sim #0
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1.1.4 Opérateurs non-bornés dans un espace de Hilbert

Dans cette section X est un espace de Hilbert séparable sur C. On note par < .,. >
son produit scalaire, qui, par convention, est antilinéaire par rapport a la seconde
variable.

Opérateurs non-bornés

Définition 1.1.9. Un opérateur sur X (ou opérateur non-borné) est la donnée d’un
sous espace vectoriel D de X, et d’une application linéaire A : D — X . L’espace D
est le domaine de 'opérateur A. On le note (D, A) et l’on parle de Uopérateur A, de
domaine D(A) = D. Si D' C D et Au= A'u pour tout uw € D', on dit que (D, A) est
une extension de (D', A’), ce que l'on note (D', A") C (D, A).

Opérateurs fermés

Le théoréme du graphe fermé affirme qu’un opérateur fermé de domaine H est

borné. Rappelons la
Définition 1.1.10. Soit (D, A) un opérateur, et G(A) = {(z,Az),x € D} son
graphe. On dit que (D, A) est fermé si G(A) est fermée.

Définition 1.1.11. ¢). fermé lorsque G est un sous-espace fermé de H x H.

ii). fermable si G est un graphe, i.e.
(r,y) €G,(z,y) G =y=1y.

On note alors (D, A) Popérateur dont le graphe est G. C’est une extension de (D, A).
La linéarité de A donne un critére simple pour montrer qu'un opérateur est fermable :

il suffit de vérifier que si (0,y) € G, alors y = 0.

Opérateurs symétriques et autoadjoints

Définition 1.1.12.  On dit qu’un opérateur (D, A) est symétrique lorsque

Yu,v € D, < Au,v >=< u, Av > .
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Définition 1.1.13. On dit qu’un opérateur (forcément symétrique et fermé) (D, A)
est auto-adjoint lorsque (D*, A*) = (D, A).

Pour les opérateurs symétriques qui ne sont pas fermés.

Définition 1.1.14. On dit qu’un opérateur symétrique (D, A) est essentiellement
auto-adjoint lorsque (D, A) est auto-adjoint.

Lemme 1.1.1. Si Uopérateur symétrique (D, A) est essentiellement auto-adjoint,

alors il admet une unique extension auto-adjointe.

Proposition 1.1.5. Soit (D, A) un opérateur symétrique. S’il existe A € C tel que
Im(A+ ) et Im(A+)) sont denses dans H, alors A est essentiellement auto-adjoint.

Lemme 1.1.2. Soit(D, A) un opérateur fermé, et R (A) sa résolvante. On a les

propriétés sutvantes :

Lemme 1.1.3. 7). p(4*) = p(A), et R(A) = R(A%),
ii). Pour A, € p(A), Ra(A) = Ry(A) = (A — ) Ra(A)Ru(A).
jid). Pour i € p(4), Ba(A)R,(A) = Ru(A)Rr(A).

Proposition 1.1.6. L’ensemble p(A) est un ouvert de C, et Ry est une application
holomorphe, par exemple dans le sens ot, pour tout u,v € H, X\ :— < Ry(A)u,v >

est holomorphe. Enfin pour X € p(A) on a

1

dist(\, o(A)) < [[RA(A)]] -

On déduit de 'estimation ci-dessus le critére suivant :

Proposition 1.1.7. Soit (D, A) un opérateur fermé. A € C appartient au spectre
de A s’il existe une suite (), de D telle que ||¢,] = 1 et ||[(A— N),|| — 0. La

réciproque est vraie si A est un point du bord du spectre.

Cas des opérateurs autoadjoints

On remarque d’abord que le spectre résiduel d’un opérateur autoadjoint est toujours
vide. En effet si ker(A — AI) = ker(A* — A\I) = {0}, alors (Im(A — X))t = {0}. On a

aussi la
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Proposition 1.1.8. Soit (D, A) un opérateur fermé symétrique. A est auto-adjoint

si et seulement si o(A) C R.
On a done le critére suivant

Proposition 1.1.9. Soit (D, A) un opérateur auto-adjoint. A € C appartient au
spectre de A si et seulement si il existe une suite (1,) de D telle que k nk |1, || =1
et [[(A— ANy, — 0.

1.2 Rappel sur les semi-groupes

Dans cette section on présente quelques définitions et théorémes venus de la théorie
des semi-groupes qui doit son origine a I’étude des équations différentielles ordinaires

en dimension finie.

1.2.1 Définitions

Soit X un espace de Banach.

Définition 1.2.1. On dit que la famille d’opérateurs linéaires (S(t))i>0 est un semi-

groupe (fortement continu) si :

Définition 1.2.2. ¢) Vt > 0, 5(t) € L(X)
i) S(0) = Idp

iii) ¥(s,t) > 0,5(s + 1) = S(s) 0 S(t)

iv) Vo € X, tli_ngoS(t)m =z

Définition 1.2.3. On appelle générateur infinitésimal d’un semi-groupe fortement
continu (S(t))i>0, {'opérateur non-borné A : D(A) C X — X; défini par :

Ay — 2T~
t—0 t

Remarque 1.2.1. Dans le cas ot D(A) = X et A € L(X), la famille d’opérateurs

(e_tA)tzo est un semi-groupe fortement continu de générateur infinitésimal A, c’est

pourquoi on note abusivement S(t) = e~
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Définition 1.2.4. Le semi-groupe (S(t))i>0 est dit de contraction si :

SOl <1, VE=>0

1.2.2 Propriétés des semi-groupes de contraction

Théoréme 1.2.1. soient X un espace de Banach, (S(t))i>o un semi-groupe de contrac-
tion sur X et A son générateur infinitésimal , alors :

i)Ve e X :t — S(t)r € CO(RT, ).

it) Ve € X, Vt >0, S(t)x € D(A), S(t)x € C'(RT, X) et vérifie 2'(t) = Ax(t)

iii) A est fermé de domaine dense.

Théoréme 1.2.2. (caractérisation des générateurs infinitésimauzx) Soit A :
D(A) € X — X un opérateur non-borné sur X ; On a Uéquivalence : i) A est le
générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction.

i) D(A) est dense et pour toute condition initiale xy € D(A), il exist une unique
solution x(t) € CY(R*, X) de

{ /() = Az(t)
x(0) = g

De plus sous cette hypothése la solution x(t) est a valeurs dans D(A) et vérifie

[zl x < llzollx » ainsi que [|Az(t)]x < [|Azo

1.2.3 Théoréme de Hille-Yosida

Soit H un espace de Hilbert.

Définition 1.2.5. L’ opérateur linéaire non-borné A : D(A) C H — H ; est monotone
st :

< Av,v >>0, Yv e D(A)

et il est mazimal monotone si de plus Im(I + A) = H, i.e :

VieH, Jue DA :u+Au=f
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Théoréme 1.2.3. (Hille-Yosida) : Soit A un opérateur mazimal monotone défini

sur un espace de Hilbert H. Alors pour tout ug € D(A), il existe une fonction
u € CY(RT, H)NC(RY, D(A))

unique telle que

du
L Au=
7t +Au=0
u(0) = uyg
De plus on a
du(t
[u(t)] < Juo| et i‘li)' = |Au(t)] < |Aug| ¥t >0

Remarque 1.2.2. L’intérét principal du théoreme de Hille-Yosida réside dans le fait

que pour résoudre le probleme :

d
—u—i-Au:O, sur R™

dt
u(0) = ug

on se ramene o vérifier que A est mazrimal monotone.



Chapitre 2

Probléme bien et mal posé.

Définitions et exemples

2.1 Introduction

Un grand nombre de problémes réels en sciences expérimentales consiste a déter-
miner une grandeur non directement observable z(t) & partir d’'un ensemble fini de
mesures d’une grandeur observée y(u) dépendant de paramétres « selon le modéle
A(y(u), z(t), a) = 0. Parfois le modéle est explicite : y(u) = A(z(t), a). Nous pouvons
dire que
— connaissant A, «, z, le calcul de y est un probléme direct.

— connaissant A, «, y, le calcul de = est un probléme inverse.

— connaissant A, x,y, le calcul de a est un probléme inverse d’identifications de para-
meétres.

— connaissant A,y, le calcul de « et = est un probléme inverse aveugle.

Ces problémes étant sensibles a la présence d’incertitudes au niveau du modéle et
des mesures, il est plus réaliste d’écrire A(y,z,a,e) = 0 ol e représente les erreurs
communément appelé bruit. Pour un modéle explicite, on peut faire I’hypothése que
les erreurs interviennent a la sortie et si les erreurs sont additives, on ay = A(x, a)+e
Si A est un opérateur linéaire, la relation peut s’écrire soit comme y = Ax + e oil

A est une matrice dans le cas discret, soit comme une intégrale de Freedholm dite
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de premiére espéce y(u) = [ K(t,u)z(t)dr + e(u) ot K(t,u) est appelé noyau de
Green ou fonction instrumentale dans le cas continu. Cette intégrale se discrétise, par
quadrature par exemple, en y = Az + e o A est une matrice.

Nous présentons dans ce chapitre quelques exemples "concrets" de problémes inverses,
tels qu’ils interviennent dans les sciences de I'ingénieur. Du point de vue mathéma-
tique, ces problémes se répartissent en deux grands groupes. D’une part, il y a les
problémes linéaires qui se raménent & la résolution d'une équation intégrale de pre-
miére espéce dans le cas continu ou & la résolution d’un systéme dans le cas discret. Le
recours a I'analyse fonctionnelle et a I'algeébre linéaire permet d’obtenir des résultats
précis et des algorithmes efficaces. D’autre part, il y a les problémes non-linéaires, qui
sont le plus souvent des questions d’estimation de paramétres dans des équations dif-
férentielles ou aux dérivées partielles. Les problémes non-linéaires peuvent se diviser
en deux catégories selon que le paramétre que 'on cherche & estimer est un vecteur
ou une fonction. Les problémes non-linéaires sont plus difficiles, et il existe moins de
résultats généraux. Cette liste est loin d’étre exhaustive (voir les références). Cette

derniére partie ne fait pas 'objet de notre étude.

2.2 Définition mathématique d’un probléme inverse

au sens de Hadamard

Pour comprendre et maitriser un phénoméne physique, I'usage veut que nous relions
les parameétres x qui caractérisent le phénomeéne aux informations mesurables y qui
en résultent a partir d’'un modéle, que 'on note A. Cette relation entre les grandeurs

d’entrée et sortie d’'un modéle peut s’écrire sous la forme suivante :
Az =y (2.1)

ou A€ L(X;Y), (X;Y deux espaces de Hilbert) peut s’exprimer sous de nombreuses
formes, comme par exemple un systéme linéaire ou non linéaire d’équations différen-
tielles ordinaires (ODFE) ou equation intégrable ou equation aux dérivée partielle
(EDP).



2.2 Définition mathématique d’un probléme inverse au sens de Hadama®2d

Nous allons maintenant nous intéresser & une définition mathématique plus précise
proposée par Hadamard [14] et permettant de mieux cerner les difficultés inhérentes
a la résolution de ce type de problémes.

En 1923, Hadamard a introduit la notion de probléme bien posé. Il s’agit d’un pro-
bléme dont :
— la solution existe
— la solution est unique
— la solution dépend contintiiment des données.
Les problémes mathématiques peuvent étre répartis en deux classes distinctes : les

problémes dits bien posés et les problémes dits mal posés.

Définition 2.2.1. On dit qu’un probléeme est bien posés au sens de Hadamard, si les

trois conditions suivantes sont vérifiées :
Définition 2.2.2. i) Ezistence d’une solution,
Vy €Y, il existe une solution x € X telle que Ax =y
i1) Unicité de la solution,
Vr, 29 € X, 81 Avy = Az =y alors x1 = 2o

iii) Stabilité de la solution par rapport aux donnéesy : La solution x dépend contini-

ment de y ;

i.e, V(x,) C X t.q y, = Az, — y= Az alorsxz, — =x.
n—

o0 n—o0
Remarque 2.2.1. Par opposition, les problémes mal posés au sens de Hadamard ne

remplissent pas au moins l'une des trois conditions précédentes.

Remarque 2.2.2. Par la suite nous qualifierons de probléme inverse, un probléeme

mal posé au sens d’Hadamard.

Définition 2.2.3. Un probléme qui n’est pas bien posé au sens de la définition ci-

dessus est dit mal posé.
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Analysons les trois conditions d’un probléme bien posé dans le cas des problémes
inverses. Que seul un probléme bien posé pouvait modéliser correctement un phéno-
méne physique. Aprés tout, ces trois conditions semblent trés naturelles. En fait, les
problémes inverses ne vérifient souvent pas I'une ou 'autre de ces conditions, voire

les trois ensemble. Cela n’est pas surprenant pour plusieurs raisons.

— Un modéle physique étant fixé, les données expérimentales dont on dispose sont en
général bruitées, et rien ne garantit que de telles données proviennent de ce modéle,

méme pour un autre jeu de parameétres.

— Si une solution existe, il est parfaitement concevable (et nous le verrons sur des

exemples) que des paramétres différents conduisent aux mémes observations.

— Le fait que la solution d’un probléme inverse puisse ne pas exister n’est pas une
grande difficulté. Il est habituellement possible de rétablir 'existence en relaxant
la notion de solution, par exemple, dans le cas d’un systéme linéaire surdéterminé
Ax = b, en redéfinissant le probléme avec moins d’équations ou en cherchant la

solution au sens des moindres carrés (i.e.  tel que ||Az — b soit la plus petite).

— La non-unicité est un probléme un peu plus sérieux. Si un probléme a plusieurs solu-
tions, il faut un moyen de choisir entre elles. Pour cela, il faut disposer d’informations

supplémentaires (une information a priori).

— La question la plus difficile est, sans aucun doute, celle de la stabilité : si 'on change
légérement les données (conditions initiales, conditions aux limites, coefficients, la géo-
métrie du domaine, et les éventuelles variations en temps de ces derniers) la solution
varie-t-elle peu ou beaucoup? C’est-a-dire, varie-t-elle continiment en fonction des
données ? Il y a des problémes ot, une petite différence dans les paramétres entraine
un comportement totalement différent de la solution (cas des phénoménes dits "chao-

tiques").

- Pour les équations intégrables de premiére espéce, si A est compact et Im(A) non

fermé alors, le probléme est mal posé.
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2.3 Exemples

On présente ici quelques exemples simples de problémes mal-posés. Pour d’autres

exemples bien détaillés, on conseille de voir les deux célébres livres de H. W. Engl M.
Hanke et A. Neubauer [13] et A.N. Tikhonov et V.Y. Arsenin [21]

2.3.1 Résolution du systéme linéaire Ax = b
Conditionnement d’un systéme linéaire

Soit A € M, ,(R) une matrice inversible et b € R™ un vecteur colonne. On cherche a
étudier 'influence des erreurs d’arrondi de la matrice A et du vecteur b sur la solution

r € R" du systéme Az =b

Exemple 2.3.1. On souhaite résoudre le systéme linéaire Az = b , ou A est donnée

par :
10 7
5
A —
6 10
5 9 10
32 1
. 23 , 1
St b est le vecteur b = 23 alors la solution est x = )
31 1

Exemple 2.3.2. On considere les perturbations suivantes :

10 7 81 7,2
7,08 5,04 6 5

A+ AA=

8 5,98 9,89 9

6,99 4,99 9 9,98
c’est-‘a-dire

0 0 0,1 0,2

0,08 0,04 0 0

AA — Y Y
0 —0,02 —0,11 0

-0,01 -0,01 0 -0,02
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et
32,01

22,99
33,01
30, 99

b+ Ab=

c’est-a-dire
0,01
—0,01
0,01
—0,01

Ab =

la solution de Ay = b+ Ab, est

1,82
—0,36
1,35
0,79

c’est-‘a-dire
0,82
—1,36
0,35
—0,21

Ar=y—x=

la solution de (A+ AA)x =b est

—81
137

—34
22

c¢’est-‘a-dire
—82
136
—35
21

Ar=z—x=
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Solution fort différente de la précédente. Une petite perturbation de A entraine une
grande perturbation de x. Ce probleme est donc mal posé car la troisieme condition
n’est pas satisfaite.

Dans ce cas-ci, on dit que la matrice A est mal conditionnée. On remarque que, dans
les deux cas, Uerreur relative sur les coefficients des données (A ou b) est amplifiée par
la méme constante qui ne d epend que de la matrice A. On appelle conditionnement
de la matrice A inversible, le nombre cond(A) = ||A]l ||[A7Y .

Autrement dit, de trés petites variations sur b ont conduit o des grandes varia-
tions sur x. De facon précise, si A est une matrice, son conditionnement cond(A) est
grand entraine que le systeme est mal conditionné et donc le probleme est mal posé.
Dans Uexemple précédent, on trouve cond(A) = 578, ot la norme choisie est la norme
matricielle associée a la norme |||, sur R* i.e. ce phénomene de mauvais conditionne-
ment explique pour partie la difficulté de prévoir certains phénomenes. Les appareils
de mesure ne sont jamais parfaits, et il est impossible de connaitre eractement b .

Cela peut entrainer une tres grande imprécision sur la valeur de x

Remarque 2.3.1. Afin de savoir si la matrice d’un systéme est bien conditionnée, la
notion de conditionnement d’une matrice a été introduite. Le conditionnement d’une
matrice A est définie comme cond(A) = ||A|| [|A7Y|. Il y a différents conditionne-
ments en fonction de la norme matricielle choisie. Le conditionnement habituel est
le conditionnement associé a la norme euclidienne. On peut montrer qu’il vaut le
rapport de la plus grande valeur singuliére de la matrice A sur sa plus petite valeur
singuliere. Pour rappel, les valeurs singuliéres d’une matrice A sont les racines car-
rées des valeurs propres de AT A. Si A est symétrique semi-définie positive, les valeurs

singulieres et valeurs propres sont égales.

2.3.2 Calcul de la série de Fourier a coefficients approchés

dans la métrique de [,

Exemple 2.3.3. Considérons la série de Fourier :

flz) = Zan cos(nx)
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. . , € . .
et supposons que chaque coefficients a,, soit entaché d’une erreur — (a l’exception de
n

ag évidement) ; nous écrivons donc :

€
Cpn = Ay + —; et Co = Qg avec e>0
n

La fonction f(z) est donc remplacée par la fonction g(x) :

g(x) = ch cos(nx)

En supposant que f est g sont continues et bornées pour appliquer la norme (1) dans

ly .

Exemple 2.3.4. Dans la métrique de ly ; les coefficients difrérent de la quantité :

1 1
2 112 €T
2 —_ —_ —_
||cn—an\|—{§ |cn—an|} —E{E _n2} ——\/6—616—>00

n=0

D’autre part, si la distance entre f(x) et g(x) est donnée par la norme de la conver-

gence uniforme, nous avons :

cos(nz)

suplg(x) — f(z)| = sup|e

n

<1
=lel)_~
n=0 n=0

Cette quantité peut étre aussi grande que l’on veut.

Ainsi, si ’écart de la somme de la série est pris dans la métrique de C'|a,b|, la som-

mation de la série de Fourier n’est pas stable. St on choisi la norme de la convergence
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en moyenne quadratique, le probléme devient bien posé ; en effet :

. L
: !
{/07r lg(x) — fOI)P dx}é _ {/07‘ [g (e an)2 Cosflnx)] da:}Q
1
= {/07r [i (cn — an)? 1 +c02s(2n:c) o 2

dx

[ | | I
no
DN | —

T le=1 5 1sin(2na
i} {/ [Z§<Cn‘an> U

Remarque 2.3.2. Le choiz des espaces de départ et d’arrivée X et Y est bien sir
trés important comme le montre [’exemple ci-dissus. La stabilité est une condition pri-
mordiale. En effet, s’il y a un probleme de stabilité,le calcul numérique de la solution
peut devenir impossible a cause des erreurs de mesures ou d’arrondis. Bien entendu,
ces notions doivent étre précisées par le choiz des espaces (et des topologies) dans

lesquels « vivent » les données et la solution.

2.3.3 Les équations intégrales de premiére espéce de Fredholm

et Voltera

Les équations de premiére espéce, aux quelles nous concentrerons notre attention,
conduisent a des problémes mal posés. En revanche, celles de seconde espéce ont, en
général, une solution unique (cela reléve de I'alternative de Fredholm)

Si Au = ff K(z;y)u(y)dy ou Vu = [ K(z;y)u(y)dy, et K(z;y) est un noyau continu

sur D = [a;b] x [a;b]; alors les opérateurs A et V sont compacts sur H = L*[a; ] :
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Ces opérateurs n’admettent pas d’inverses bornés sur H, c¢’est pour ca les problémes

Au = f et Vu = f, sont mal-posés.

L’équation de Fredholm de premiére espéce

Exemple 2.3.5. Considérons [’équation fonctionnelle suivante :
b
/ K(z;t)z(t)dt = u(z) pour x € |c;d |

FEzpression dans laquelle z(t) est une fonction inconnue de l'espace Y des fonctions
continues sur |c;d | et u(x) est une fonction connue de l’espace X. Mentionnons au
passage que I’équation de convolution est un cas particulier de cette équation fonction-
nelle K(x;t) devenant K(x; —t) ajoutons une hypothése supplémentaire sur le noyau
K(x;t) qui est connu : c’est une fonction continue en x qui posséde une dérivée par-

tielle OK (x;t)/Ox également continue.

Exemple 2.3.6. Montrons que le probleme est mal-posé. Supposons que pour un
second membre ui(x); nous connaissions une solution exacte z(t); on peut alors

écrire :
b
/ K () ()t = uy (z)

Maintenant supposons que l’on connaisse un second membre approché peu différent

de uy(x) dans la métrique L? ; et on se propose de rechercher une solution voisine de
7

Considérons dans L? ; la solution
25(t) = z1(t) + I'sin(wt)
Elle est solution de l’équation :
b
F/ K (z;t) sin(wt) 4+ ui(x) = ug(x)

Dans une métrique quadratique , ( X est lespace des fonctions carrés sommables
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L? ), cette expression permel de calculer la norme de ||u; — usl| :

(i) = { / brm(x)—ug(x)mx};
Y {/d MbK(x;t) sin(wt)dtrdx}é

Prenant w >> |U'|; on peut trouver un K(x;t) ou, l'intégrale converge avec w au
dénominateur. Cette expression peut étre rendue aussi petite que ’on veut.

Calculons maintenant la norme ||z, — 23| des solutions correspondantes, dans la méme

pu(z1;22) = { {/ab |21(t) — zg(t)raht}é

- 1
= |T| /sinQ(wt)dt]

b1 3
_ /1 cos(2wt)dt]

b1 (2wt)
__— /th—/ cos(2w dt}

[(b—a) N sm(wa) _ sin(2wa) | 2 2
2 4w 4w

métrique :

= [T

utilisant le fait que

sina —sinb = QCOS(CL * b) Sin(a ; b)
alors,
b— 1 2
(215 29) = | % ~ o sin [w(b — a)] cos [w(b + a)]} (2.2)

On voit sans peine qu’on peut choisir les nombres w et I' tels que pour les écarts
aussi petits que l'on veut de uy(x) et us(x); écart des solutions respectives calculé
par la formule(2.2) soit arbitrairement grand.

Si l’on se propose d’évaluer I’écart des solutions dans la métrigue z de la convergence

uniforme (Y peut étre pris egal a L) :

x(21; 22) = sup |z1(t) — z2(t)| pour t € |a;b]
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On calcule alors,
tx(21; 22) = sup |z1(t) — 2z2(t)| = sup |'sin(wt)| =T pour t € |a;b|

Choisissant w et I tels que pour que les écarts de uy(x) et us(x) soient aussi petits

que ['on veut, [’écart des solutions peut étre arbitrairement grand.

Remarque 2.3.3. Ici le probléme n’a pas été modifié par le choix de la norme.

Beaucoup de problémes inverses et certains des exemples conduisent & des équations
intégrales de premiére espéce avec les noyaux continus ou faiblement singuliers. Ces

opérateurs intégraux sont compacts par rapport a toute topologie convenable.

Exemple 2.3.7. L’équation intégrale
1
/ ew(s)ds == (e!™ —1)/(t + 1), 0<t<1
0

est uniquement résoluble par x = exp(t). Nous approchons l'intégrale par la méthode

de trapéze
1 1 1 n—1 .
/ ez (s)ds ~ h(zx(0) + =e'x(1) + Zejhtx(jh)
0 2 j=1

avec h := 1/n. Pour t = ih, on obtient le systéme linéaire

n—1
1 1 . g
h(§$0 + 56”’”:6”) + E eﬂthj =y(ih), i=0,---,n
i=1

Alors x; devrait étre une approzimation de x(ih). Le tableau ci-dessous présente ’er-
reur entre la solution exacte x(t) et la solution approchée x; pourt = 0,025, 0,5, 0,75

et 1. Ici, @ est choisi tel que th =t.

t n=4 n=8 n=16 n =32
0 0,44 —3,08 1,08 —38,21
0,25 —0,67 —38,16 —25,17 50,91
0,5 0,95 —=75,44 31,24 —116,45
0,7 —1,02 —22,15 20,03 103,45
1 1,09 -0,16 —4,23 —126,87
On woit que les approrimations ont rien & voir avec la solution eracte et devenir

encore pire pour les schémas de discrétisation plus fines.
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2.3.4 Différentiation et intégration

La différentiation et I'intégration sont deux problémes inverses I'un de ’autre. Il est
plus habituel de penser a la différentiation comme probléme direct, et a 'intégration
comme probléme inverse. En fait 'intégration posséde de bonnes propriétés mathéma-
tiques qui conduisent a le considérer comme le probléme direct. Et la différentiation

est le prototype du probléme posé, comme nous allons le voir :

Exemple 2.3.8. Considérons l'espace de Hilbert L*(S2), et lopérateur intégral A
défini par

Af@) = [

Il est facile de voir directement que A est un opérateur linéaire et continu de L*(0,1)
dans lui-méme. Cet opérateur est injectif, par contre son image est le sous espace
vectoriel

ImA = {f € H'(0,1), u(0) = 0}
ou HY(0,1) est l'espace de Sobolev. En effet, l’équation Af = g est équivalente a
f(z) =¢'(x) et g(0) = 0. L’image de A n'est pas fermée dans L*(0,1) (bien entendu,
elle est dans H'(0,1)). En conséquence, 'inverse de A n’est pas continu sur L*(0, 1),

comme le montre ['exemple suivant.

Exemple 2.3.9. Considérons une fonction g € C'([0,1]) donnée, et n € N. Soit
1 2

gn(z) = g(x) + - sin(n“x)

Alors
fo(2) = g, (x) = ¢’ (z) + ncos (n’z) = f'(z) + ncos (nx)

De simples calculs montrent que

L1 1,
lo = gul = 3 (5 - gsin@)) " = 0()

alors que

17~ £l =n (5 = s ) = 0w
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Ainsi, la différence entre f' et f] peut-étre arbitrairement grande, alors méme
que la différence entre g et g, est arbitrairement petite. L’opérateur de dérivation
(Uinverse de A) n’est donc pas continu.

Linstabilité de linverse est typique des probléemes mal posés. Une petite perturbation

sur les données (ici g) peut avoir une influence arbitrairement grande sur le résultat
(ici f’).
Une seconde classe de problémes inverses est l’estimation de parameétres dans les

équations différentielles. Nous allons en voir un exemple trés simple.

Exemple 2.3.10. On considére le probleme elliptique en dimension 1 :

—(a(x)u'(x)) = f(z), pour  x €] —1;1]
u(—1) =u(l) = 0.,
) _ (1—2?)
Dans cet exemple, nous prendrons a(x) = xz* + 1, et la solution u(x) = ———=, ce

2
qui donne f(x) = 3z% + 1.

Exemple 2.3.11. Le probleme direct consiste a calculer u, étant donnés a et f.
Pour le probleme inverse, nous considérerons que f est connue, et nous chercherons a
retrouver le cefficient a a partir d’une mesure de u. Pour cet exemple, volontairement
simplifié nous supposerons que l'on mesure u en tout point de l'intervalle | — 1;1[, ce
qui est bien évidemment irréaliste. Nous allons voir que méme dans celte situation
optimiste, nous sommes susceptibles de rencontrer des difficultés.

En intégrant ’équation du probléeme, et en divisant par v’ nous obtenons [’expres-
sion suivante pour a (en supposant que u' ne s’annule pas, ce qui est faux sur notre

exemple) :
a(z) =

pour x # 0, et o C' est une constante d’intégration.

¢ [ _ O
)+u,(x)/of(§)d§_$+x +1,

' (x

Nous voyons que, méme dans ce cas particulier, a n’est pas d “eterminé par les don-
nées, c’est-a-dire u. Bien entendu dans ce cas, il est clair que la bonne solution cor-
respond a C' = 0, puisque c’est la seule valeur pour laquelle a est borné. Pour pouvoir

discriminer parmi les différentes solutions possibles, nous avons du faire appel a une
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information supplémentaire (on parle généralement d’information a priori). Il y a
dans ce probleme deux sources d’instabilité : tout d’abord I’équation fait intervenir u/,
et nous venons de voir que le passage de u a u' est source d’instabilité. 1l s’agit I’a d’un
phénomene commun aux problemes linéaires et non-linéaires. Par contre, la division
par v’ montre une instabilité spécifique des problemes non linéaires. Si v’ s’annule, la

division est impossible. Si u' est simplement petit, la division sera cause d’instabilité.
Méme numériquement on rencontre pas mal de problémes di au stabilité.

Exemple 2.3.12. Considérons [’équation différentielle :

w(zx) =u(z) —1
u(0) =0

Cette équation admet comme solution
u(zr) =e"—1
Si la condition initiale est donnée par u(0) = €, la solution est alors :
v(z) =(1+ee”—1:
De sorte que la différence s’écrit :
v(x) — u(x) = ee”

Si x varie dans Uintervalle [0; ....; 30|, on a

v(30) — u(30) = ee® ~ 10" :

Si la précision des calculs est de 1010 ; le probleme est numériquement mal posé, bien

que mathématiquement bien posé.

2.3.5 Probléme de Cauchy relatif & I’équation de Laplace

Exemple 2.3.13. Considérons le probleme de Cauchy qui consiste a trouver la solu-

tion de [’équation

9%u 9%u

@(ﬁ;y) + @(%?J) =0
U($§0):f<95) —o0o < x <400
Qul o)
dy -



CHAPITRE 2. PROBLEME BIEN ET MAL POSE. DEFINITIONS ET
34 EXEMPLES

avec f(x) et p(x) étant des fonctions connues. Si l'on pose
1.
fi(z) =0 et ¢(x) = —sinnxz;
n
le probléme de Cauchy a pour solution la fonction
1.
uy(r;y) = — sin(nz)sh(any); pour a>0:
n

St on prend
fo(x) = pa(z) = 0;

le probléme de Cauchy a pour solution la fonction

us(z;y) =0

Fvaluant les écarts des données initiales et des solutions dans la métrique de C'|a, b,

on a :
1fi = follo = sup | fi(z) — f2(2)| = O;

et
1
o1 = @2l = sup i1(2) = pa(e)] = =

La derniere quantité peut étre rendue aussi petite que ['on peut lorsque a est assez

grand. Or, ’écart des solutions

1 . 1
lur = wall o = sup |ur (2, y) — ua(2, y)| = sup | — sin(nz)sh(ny)| = —sh(ny)

pour tout y > 0 fixé, peut étre arbitrairement grand quand a prend des valeurs suffi-

samment €élevées.

Exemple 2.3.14. On voit qu’une petite perturbation des conditions initiales entraine
une perturbation aussi grande que ’on veut de la solution du probléme de Cauchy, et
ce dans un voisinage arbitrairement petit de la ligne des données initiales. Ce probleme

n’est pas stable et, donc, doit étre considéré comme mal posé.
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Equation rétrograde de la chaleur.

Nous voulons trouver la propagation de la température ultérieure, sachant la pro-

pagation de température initiale, est un probléme mal posé.

Exemple 2.3.15. Changeons le signe dans [’équation aux dérivée partielle :

Qu(x; t
M—l—Au(x;t) = 0pour v € Rt € RT

u(z;0) = v(x) pour x € RY:

1

Par exemple, si d =1 et v(z) =n~'sin(nz); ou n est un entier naturel positif, alors

la solution est :

Le™tsin(nx);

u(z;t) =n"
Alors aprés calculs des normes dans C (R) on conclus que

-1

lll. = n™ = 0
n—oo
ul|, = nte"? — 00
]l
n—oQ

Donc trouver la propagation de température a un temps final est un probléme mal-

POSE.

conclusion 2.3.1. Les incertitudes inhérentes aux problemes inverses ont diverses
origines :

— les données (mesures) sont souvent expérimentales, et peuvent donc contenir des
erreurs de mesure,

— le nombre de données mesurées est fini, méme si le modele mathématique les décri-
vant est constitué de fonctions,

— lalgorithme d’inversion peut créer une altération des données (exemple : interpola-
tion pour discrétiser un modéle continu),

— le modeéle employé peut étre une version simplifiée (hypothéses simplificatrices) du
modele complet décrivant le phénoméne physique considéré. D’autre part, certains
paramétres du modeéle ne sont connus qu’erpérimentalement (exemple : constantes

physiques d’un milieu), et donc de facon approzimative.
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Ainsi, toutes ces incertitudes altérent les données et impliquent que la solution
recherchée d’un probleme inverse ne peut étre une solution exacte. En effet, nous
obtiendrons a ['issue de la résolution une solution x s’approchant au mieuzx, c’est-a-
dire a € pres, de la solution éxacte permettant de modéliser les données y réelles (et non
mesurées). Par extension, cela met également en évidence le fait que toute solution
x s’approchant a € preés de la solution idéale est une solution possible au probleme
mverse posé. Finalement, quelle que soit la méthode de résolution que [’on choisit,
un probleme inverse peut n’avoir aucune solution au sens strict, mais beaucoup de
solutions a € prés. Cela signifie qu’il faudra parfois tenir compte de critéres permettant
de discriminer les solutions entre elles afin de ne garder que celle répondant au mieux

a l'objectif de précision que 'on s’est fizé.



Chapitre 3

Méthodes de régularisation

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a une étude systématique des stratégies de régularisa-
tion pour la résolution Ax = y. En particulier, nous souhaitons étudier dans quelles
conditions elles sont optimales; qui est, du méme ordre asymptotique que le bruit.
Nous introduisons le concept général de regularization. Nous étudions la méthode de
Tikhonov et de Morozov comme deux des stratégies de régularisation plus impor-
tants. Le paramétre de régularisation aw = a(d), on choisit a priori; qui est, avant de
commencer & calculer la solution régularisée. Nous voyons que le optimal parameétre
de régularisation o dépend des limites de la solution exacte; ils ne sont pas connus
a I’avance. Par conséquent, il est avantageux d’étudier les stratégies pour le choix de
a qui dépend de Ialgorithme numérique et sont réalisés au cours de 1'algorithme (a
posteriori).

Chacun d’entre eux sont motivés par I'idée qu’il est certainement suffisante pour cal-
culer une solution approximation z®? de la solution x telle que la norme HAQfa’é — y5||
est du méme ordre que l'erreur de perturbation d du coté droite. La stratégie classique
die de Morozov, détermine « par la résolution d’une équation scalaire non linéaire.
Pour résoudre cette équation, nous avons encore besoin d'un algorithme numérique
tel que le "falsi regula" ou la méthode de Newton.

Les choix de « sont faites implicitement en arrétant ’algorithme dés que le
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||A:L‘a’6 — y(sH est inférieure & €d. Ici, € > 1 est un paramétre donné.

Le principe de discrepancy de Morozov est facile a étudier théoriquement parce
qu’ils peuvent étre formulés sous forme de méthodes de régularisation linéaires.

On termine par une méthode dite de quasi-reversibilité qui sera util pour le dernier
chapitre. Pour une lecture plus approfondie on propose de voir le livre de R. Lattés,
J. L. Lions [18] et le livre de Kirsch [16].

3.2 Meéthodes de régularisation pour les problémes

inverses linéaires

Dans cette partie, A désigne un opérateur linéaire continu d’une espace de Hilbert
X dans un espace de Hilbert Y, et nous supposerons que ce probléme est mal posé.

Notre but est de «résoudre» I’équation perturbée
Ax® = (3.1)

En général,(3.1) ne soit pas résoluble parce que nous ne pouvons pas supposer
que les données mesurées y° sont dans Im(A). Par conséquent, le mieux qu’on puisse
espérer est de déterminer une solution approximative z° € X a la solution exacte x.
Une exigence supplémentaire est que la solution approximative z° doit dépendre
continuement sur la données y® . En d’autres termes, notre but est de construire
une approximation appropriée bornée A : X — Y du (non borné) opérateur inverse

A7l :Tm(A) — X. Afin de resoudre se probléme on a besoin de quelque propriétés

3.2.1 Propriétés mathématiques des problémes de moindres

carrés
Etant donné 7 € Y, nous cherchons 7 € X solution de :
AT = 7. (3.2)

Revenons dans ce cas particulier sur la discussion du chapitre deux concernant les

problémes bien et mal posés
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— l'opérateur A peut ne pas étre surjectif;
— il peut ne pas étre injectif;
— si un inverse existe, il peut ne pas étre continu.

Comme nous 'avons déja dit, la premiére difficulté n’est pas sérieuse : il suffit iy de
se restreindre 4 ImA. La seconde est plus génante : il faut pouvoir sélectionner, parmi
plusieurs solutions, celle qui est appropriée au probléme. La derniére, fondamentale

pour les applications, est lié au caractére fermé ou non de ImA :

Théoréme 3.2.1. Soit A€ £(X,Y), X et Y deux espaces de Hilbert. Supposons que
A soit injectif, et notons A™! : ImA — X l'inverse de A. On a :

ImA fermé <= A 'est continu.

Démonstration. = Dans ce cas W = ImA est un espace de Hilbert (il est immédiat
que W est un espace préhilbertien, et il est complet parce qu’il est fermé). L’opérateur
A X > W, Au = Au pour u € X est un opérateur linéaire continu et bijectif. Une
conséquence classique du théoréme de I'application ouverte est que A~L est continu.
Il en est donc de méme pour A~L.

< Puisque A™! est continu, et que X = ImA™"! est fermé, ImA = (A~)"1(E) est
fermé dans Y. O]

L’opérateur pourra ou non étre injectif, mais la situation générale sera que ImA
n’est pas pas fermée (Si A est compact, A n’a pas d’inverse continu, et dans ce cas
ImA ne sera pas fermé).

Le probléme (3.2) n’a de solution que pour les seconds membres dans 'image de
A. Comme nous venons de le voir, cette condition peut-étre trop restrictive. Nous
reviendrons sur ce point apres introduit la décomposition en valeurs singuliéres, avec
la condition de Picard. Nous cherchons donc une autre formulation du probléme
original, qui permette d’étendre la notion de solution a un sous-espace plus grand.
Nous proposons une formulation comme un probléme de moindres carrés : nous rem-
plagons donc (3.2) par :

1 12
in— ||[Ax —
mip; 14z — 3
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Nous allons voir que ce probléme est équivalent a une équation linéaire, mais pour un

opérateur différent de A.

Lemme 3.2.1. Soit A € £ (X,Y) ,X,Y deux espaces de Hilbert, et soit y € Y. Un
élément T € X est une solution de (3.2) si et seulement si © € X résout I’équation
normale

A*Ax = A™y (3.3)
ou, A* 1Y — X désigne l'adjoint de A.

Démonstration. Une application simple du théoréme binomial donne
|Az —y|* = |[AZ —y||* = < Az —y, Az —y > —||AT —y|’
— <Al B+ AT -y, Alr — D)+ AT —y > — ||AT — g
= Az —D)|P+ < A(x —2),AT—y >+ < AT —y, Az — T) >
+ Al - 2)|° — Az — )|
= [|A(z —7)
= Az —D)|P+< AT —y, Az — ) >+ < AT —y, Az — T) >
= ||A(z —2)||* +2Re < AT —y, A(x — T) >
= Az —2)|°+2Re < A* (AT —y), (. — %) >Vz, T€ X

P+ < A(z—2),AT—y >+ < AT —y, A(z — 7) >

1.Si 7 satisfie A*AZT = A*y, alors 2Re < A* (AT — ), (z — %) >= 0 et ||Az —y||* —
|AZ — y||” = ||A(z — Z)||” > 0; donc & minimise ||Az — y]|.
2. Si, d’autre part, ¥ minimise ||Ax — y|| nous substituons t =T +tz .2 € X et t > 0
alors
0 < ||A(z —2)|]>+2Re < AT —y, A(x — ) >
= JJA(t2)|* + 2Re < AT —y, A(tz) >
— ?||Az||* 4 2tRe < AT —y, Az >

Divison par ¢ et passer a la limite quand ¢ — 0 pour obtenir :

o
IA

t||Az|]> + 2Re < AT — y, Az >
0 < lim{t¢ |Az||> + 2Re < AT — y, Az >}
t—0
= 2Re< Ax —y, Az >
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Donc pour tout z € X
0<2Re< AT —y,Az >=2Re < A" (AT — y),z >

en particulier pour
z=—A" (AT — y)

alors
0 < —Re < A" (AT — ), A" (AT — y) >= — ||A" (A7 — )|

ce qui signifie  résout 1'équation normale A* (Ax —y) = 0. O

Remarque 3.2.1. L’équation normale (3.3) se réécrit :

A" (AT —y) = 0.

E’J—A.l’

Figure 1 : Hlustration géométrique des moindres carres

Remarque 3.2.2. ce qui exprime simplement que le résidu iy — AT est dans le noyau
de A*, c’est-a-dire orthogonal & (la fermeture de) l'image de A. Ceci conduit a Uillus-

tration géométrique bien connue :
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Remarque 3.2.3. La solution du probléme de moindres carrés est telle que Ax est
la projection de y sur l’image de A.

Notons que nous n’avons pour linstant évoqué ni ’existence, ni ['unicité, pour les
solutions de (3.2) (ou de (3.3)). Nous avons simplement montré ’équivalence des
deux probléemes. L’unicité est évidemment liée a l'injectivité de A, comme le précise

le résultat suivant.

Lemme 3.2.2. La solution du probléeme (3.2) est unique si, et seulement si, l'opéra-

teur A est injectif.

Démonstration. Notons tout d’abord que ker A*A = ker A. Un sens est évident. Pour
I’autre, nous avons :
A*Ax = 0= (A*Az,z) = 0 =< Az, Az >= ||Az||=0= Az =0

Par conséquent, A et A*A sont injectifs en méme temps, ce qui donne le résultat. [
En ce qui concerne l'existence, on a le résultat suivant :

Proposition 3.2.1. i) L’équation (3.3) admet une solution si et seulement si y €
ImA & ImA~+.
ii) Siy € InA®ImAL, Uensemble S des solutions de (3.3) est un conveze fermé non

vide de X.

Démonstration. i) Soit x € X une solution de (3.3). On a donc Az — y € ker A* =
A = (ImA)*. Donc § = Az + (7 — Az) € ImA & (ImA)*.

Inversement, soit ¥ = y; + o, avec y; € ImA, y» € (ImA)L. 1l existe donc € X,
tel que Az = y;. Evidemment A*Ax = A*y,. Mais, toujours parce que (ImA)* =
ker A*, A*ys = 0, ¢’est-a-dire que A*y = A*y; = A* Az, et § est une solution de (3.3).
i1) L’ensemble des solutions est non-vide d’aprés le point 7). C’est un espace affine,
c’est donc en particulier un convexe, et il est fermé puisque c’est I'image réciproque
de {A*y} par 'opérateur continu A*A. Ceci prouve que S = o+ ker A, ol z est une

solution quelconque de (3.3). O

Lemme 3.2.3. Le sous-espace ImA + ImA* est dense dans Y.
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Démonstration. Si x € (ImA + ImAL)*, alors, pour tous z € ImA et y € ImA*,
on a (z,y + z) = 0. En choisissant d’abord y = 0, on obtient z € ImA™*, puis en
choisissant z = 0, on obtient x € ImA*+ = ImA. Autrement dit, (ImA + ImA+)+ =
ImA NImA* = {0}, ce qui est équivalent a la densité cherchée. O

On a donc bien réussi a étendre la notion de solution & un sous-espace dense dans

Y, ce qui est "presqu’aussi bien" que de 'étendre & Y tout entier.

Remarque 3.2.4. Notons que, dans le cas général, la condition §j € ImA @ ImA~+
est non-triviale. En effet, le théoréme de projection dit seulement Y = ImA @ ImA*

, ce qui est différent si ImA n’est pas fermée.

On retrouve encore ici I'importance de cette condition. Dans ce cas, et seulement dans
ce cas, le probléme (3.3), et donc (3.2), admet toujours une solution.
En dimension finie, cette condition est bien entendu automatiquement vérifiée (tout

sous-espace est fermé). Nous retrouverons ce résultat a la proposition (3.2.2).

Lemme 3.2.4. Si y € ImA @ ImA*L, le probléeme (3.2) admet une unique solution de

norme minimale.
Nous noterons 7 cette solution particuliére.

Remarque 3.2.5. [l est facile de voir que T dépend linéairement de y (par exemple
a cause de l’équation normale). L opérateur linéaire AT : ImA © ImA+ — X défini
par ATy = T s’appelle le pseudo-inversede A. On peut démontrer (voir par exemple

25]) qu’il n’est continu que si ImA est fermé.

Proposition 3.2.2. Quand X etY sont deux espaces de dimension finie, le probleme
de moindres carrés admet toujours au moins une solution.
Cette solution est unique si, et seulement si, A est de rang mazimal (de rang n si le

probléeme est sur-determiné).

Proposition 3.2.3. Sous ’hypothése que A est de rang n, la matrice des équations

normales A'A estdéfinie positive.
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3.2.2 Equations normales

Comme nous 'avons vu au chapitre (équation (3.3)), la solution d’un probléme de
moindres carrés se ramene, en théorie du moins, a la résolution d’un systéme linéaire

pour la matrice A*A (dite matrice des équation normales) :
AtAz = Aly (3.4)

Nous avons vu également le lemme (3.2.4) que, sous ’hypothése que A est rang n, la
matrice A'A est définie positive. Cette matrice est de taille n par n, et les équations
normales représentent une "compression" d’information, puisque n < m . Le systéme
(3.4) peut donc (toujours en théorie) étre résolu par la factorisation de Cholesky.

Nous rappelons cette méthode bien connue :

Proposition 3.2.4. Soit C' une matrice symétrique et définie positive. Il existe une
unique matrice QQ triangulaire supérieure, a éléments diagonaux strictement positifs,

telle que
C =Q'Q (3.5)

Nous allons présenter dans la section suivantela méthode de Tikhonov pour appro-

cher les problémes inverses.

3.2.3 La méthode de Tikhonov

Le principe de la méthode de Tikhonov [20] pour résoudre le probléme inverse mal

posé Ax = y est de choisir comme solution I’élément 2 € X qui minimise la quantité

Jo = [ Az = ylI* + o ||| (3.6)

Nous allons voir que ce probléme admet une solution unique, qui dépend contintiment
de y, et qui converge, lorsque o — 0, vers la solution la plus proche de z de (3.2).
Evidemment, si « est choisi trop petit, (3.6) sera proche de (3.2), donc mal posé,
alors que si « est trop grand (3.6) ne sert qu’a forcer x & étre proche de z. Le choix
"optimal" de « est donc délicat.

Nous voyons donc bien la nécessité d’adapter le paramétre de régularisation au

niveau de bruit présent dans les données.
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Stratégie de régularisation

Définition 3.2.1. Une stratégie de régularisation est une famaille d’opérateurs li-

néaires bornés R, :Y — X |, a > 0 tel que
hH(l) |RoAx — || =0, Vexe X (3.7)
a—

i.e. Uopérateur R, A converge simplement vers l'identité 1.

Théoréme 3.2.2. Soit R, une stratégie de régularisation pour ’opérateur compact
A: X — Y , avee dim X = +oo. Alors la famille d’opérateurs R, ne sont pas

uniformément bornés : il existe une suite {o;}jen C R telle que lima; =0 et
Jj—oo

lim HRQH =00
j—o0 J

i.e il n’y a pas de convergence de R, A vers l'identité au sens de la norme d’opérateur.

Démonstration. i) Supposons, au contraire, qu’il existe ¢ > 0 tel que, ||R.|| < ¢ pour
tout & > 0. Alors Vy € Im (X) C Y on a

HAilyH = HRay - Ray + Aily” S ||A71y - RayH + HRayH
<l = RaAz| + [|Rall [[yll < [lz — RaAz|| + c|ly]

Passons 4 la limite quand o — 0 on en déduit que ||[A7'y|| < ¢ ||y|| pour tout y €
Im(A), puisque par définition BLHO |RoAx — z|| = 0 . Cela implique ||A™!|| < ¢ donc
A1 est borné ce qui implique que I = A™'A4 : X — X est compact, contradiction
avec le fait que dim X = 400 (Théoremede Riesz |[])

i1) Supposons que R,A — [ dans £(X,X). A partir de la compacité et R,A et
le (théoréme [A.32]), nous concluons que [ est aussi compact, ce qui & nouveau

impliquerait que dim X < oo. O

3.2.4 Estimation de la solution approchée

La donnée initiale y € Y n’est jamais connue exactement : il y a toujours un bruit
qui vient la perturber. Notons y° la donnée perturbée de y ot le nombre § > 0 est le
niveau de bruit, i.e.

ly=v'll <o (3.8)
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Soit %9 := R,y° 'approximation de la solution du probléme inverse Az = y obtenue

avec I'opérateur de régularisation et la donnée perturbée.
Proposition 3.2.5. Supposons que ||y — y‘SH <9. Alors,
|27 — z|| <6 || Rall + || RaAz — x|
Démonstration. En utilisant I'inégalité triangulaire sur H:va’5 — ZEHOH obtient :

[2%° —z|| = ||Rat’ — Ray + Ray — || < ||Ray’ — Rayl| + || Ray — =)
IRall |4 = y|| + | RaAz — x|

IN

et alnsi

|2 — 2| < 0 [|Rall + || RaAz — | (3.9)

Ceci est notre estimation fondamentale, que nous utilisons souvent dans ce qui suit.

]

Choix du paramétre de régularisation

L’estimation (3.9) montre que, 'erreur se compose de deux termes :

— Un premier terme du aux erreurs sur les données, multiplié par un nombre de
conditionnement, qui tend vers 'infini lorsque o — 0 (i.e |R,|| = 0o quand a — 0.).
Il ne faut donc pas choisir « trop petit sinon 'erreur peut devenir trés grande.

— Un second terme du a 'approximation de la solution exacte, et qui tend vers 0 avec

a (i.e ||RoAx — x| — 0 quand oo — 0) ;

|I.".‘ i

‘-—-_ﬂ___________“_ lr .1
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Figure 2 : Comportement de lerreur totale

Nous voyons donc bien la nécessité d’adapter le paramétre de régularisation au ni-
veau de bruit présent dans les données. Une telle stratégie de régularisation peut se

concevoir de deux facons :

— Si ’on posséde une estimation du niveau de bruit, on peut en déduire comment il

@9 vers z. C’est ce que nous faisons

faut choisir o pour obtenir la convergence de x
au théoreme suivant. Une telle stratégie s’appelle une stratégie de régularisation a
priori. Elle suppose que ’on sache estimer le bruit présent dans les données, ce qui

n’est pas forcément possible ;

— L’autre stratégie, appelée a posteriori, consiste a estimer au cours du calcul la valeur
convenable du parameétre, en utilisant uniquement les données disponibles. De telles

stratégies existent [15].

Dans le théoréme (3.2.2), nous avons laissé a tendre vers 0 indépendamment de 6,
et nous avons vu qu’une telle stratégie (ou plutot absence de stratégie) ne permettait
pas la convergence de la solution régularisée vers la "vraie" solution. Nous allons donc
adapter le parameétre de régularisation au niveau de bruit. Pour cela, nous allons faire
tendre le niveau de bruit ¢ vers 0 et nous allons choisir une stratégie de régularisation

de maniére a ne pas commettre une trop grande erreur sur la vraie solution .

Nous avons besoin d’une stratégie pour choisir & = «(d) dépendant de 0 afin
de garder l'erreur totale aussi faible que possible. Cela signifie que nous tenons a

minimiser

0| Ral + | RaAz — ]|

La procédure est la méme dans chaque situation concréte : Il faut estimer la quantité
|Ra|| et ||RaAz — x|| en termes de «, et alors minimisant cette borne supérieure par

rapport a a.

Définition 3.2.2. Une stratégie de régularisation o — «(0) est appelé admissible si
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pour tout v € X

(151_r>r(1)a(5) =0
et (3.10)
lim  sup HRQ((;)y(S — xH =0
0yl <o

Méthode de Tikhonov

En conséquence du lemme (3.2.1) que nous devrions soit modifier la fonctionnelle
|Az — y|| ou de réécrire A* Az = A*y de telle sorte que opérateur est plus compact.

Les deux idées ménent au (régularisé) probléme de minimisation suivant : .
Jo(@) = || Az — y||> + a||z||* pour z € X
Jo est appelé la fonctionnelle de Tikhonov. On a le résultat suivant [36], [38].

Proposition 3.2.6. Le probléme (3.6) est équivalent a :
(A*A+al)x = A%y (3.11)

Ce probleme (et donc (3.6)) admet une solution unique, qui dépend contindment de

Y.

Démonstration. En effet, (3.11) n’est autre que I’équation normale pour (3.6).

En ce qui concerne I'existence et 'unicité de solutions a(3.11), notons que
< (A A+ale,e >= Azl + a2l = all|?

On applique alors le lemme de Lax-Milgram. D’aprés le théoréme de 'application ou-
verte A.2, opérateur A* A+ al, continu et bijectif, a un inverse continu. En fait, nous
pouvons obtenir une estimation explicite en prenant le produit scalaire de ’équation
(3.11) avec z, il vient :

[Az|* + allz]* < A%y |||

¢’est-a-dire : .
lz%] < ~ 1 A%] (3.12)



3.2 Méthodes de régularisation pour les problémes inverses linéaires 49

Remarque 3.2.6. L’estimation (3.12) " explose"” quand o — 0. Ceci est normal,

puisque la solution x de (4.2) ne dépend pas de fagon continue de y.

Nous voulons maintenant aborder la question de savoir dans quelle mesure la
méthode de Tikhonov a bien régularisé le probléme de départ. Pour cela, il sera
naturel de se placer dans le cas d’'une donnée bruitée, puisqu’alors nous n’avons pas
d’estimation sur ’erreur commise sur la solution. Nous allons montrer que la méthode
de Tikhonov donne une telle estimation, méme si elle est non optimale y, c’est-a-dire
d’une ordre plus faible que I'erreur sur la donnée.

" idéale" y € ImA, et également une

Nous supposons connue une observation
suite de mesures bruitées y° € Y, 3° ¢ ImA, avec § = ||y5 — yH njoo 0. Le nombre
Hy5 — yH / lly|| est le rapport signal sur bruit. L’hypothése sous-jacente dans ce para-
graphe est que ce rapport tend vers 0, ¢’est-a-dire que l'on est capable de le réduire
arbitrairement, ce qui est évidemment irréaliste.

Considérons tout d’abord la suite de problémes :
Trouver x* € X réalisant le minimum de J,(x)

x® existe et est unique d’aprés la proposition (3.2.6). Remarquer que nous ne cher-
chons pas, pour I'instant, & adapter le paramétre de régularisation au niveau de bruit.
Pour comprendre comment "fonctionnelle" la méthode de régularisation, cherchons
a estimer l'erreur entre la solution du probléme bruité et la solution exacte. Pour

simplifier, nous ferons ’hypothése (de régularité) que x € TmA*.

Théoréme 3.2.3. Soit @« > 0 et A: X — Y un opérateur linéaire borné entre deux
espaces de Hilbert. Alors la fonctionnelle de Tikhonov J, admet un unique minimum

en x* € X. L’élément x* est la solution de [’équation normale

az® — A" Az = A%y (3.13)
Grace a U'équation((3.13)) nous pouvons définir l'opérateur de réqularisation de Ti-
khonov
Ry = (al + A*A)'A* .Y —» X
avec

2% = (al + A*A)'A*y = Ryy
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Démonstration. (z* existe et est unique d’aprés la proposition 3.2.6) O

Il reste a démontrer que cet opérateur est bien un opérateur de régularisation et sous
quelles conditions le choix de « en fonction du niveau de bruit § est admissible. C’est

I’'objet du théoréme suivant.

Conditions du choix de paramétre de régularisation «

Théoréme 3.2.4. . Soient A : X — Y wun opérateur linéaire compact et o > 0.
2.15)

—~

L'opérateur al + A* A est inversible borné et l’opémteur R, Y — X défini par

A < =
| RoAz — 3| < 5

‘@
*[5

=~

est une stratégie de régularisation avec || R, || < ——= e

2\/_

|20 —g|| < —=+ £ Tout choix de o(d) —

2\/_ 6—0

Démonstration. 1l reste & montrer que 'opérateur est bien un opérateur de régula-

B

risation et sous quelles conditions le choix de « en fonction du niveau de bruit 0 est
admissible.

De l'identité ci-dessus, il en résulte que z, = (af + A*A)"'A*y = Ry, Ry 1 Y —
X ou R, = (al + A*A)~'A*. Supposons maintenant que y est donnée par sa -

rapprochement i.e Hy — y5|| < § et on résout ’équation Az = y°. Ensuite, on obtient :
1 = (al + A*A) A’ = Ry’
Par notre estimation fondamentale
|2 — z|| < 6||Rall + | RadAz — x|

ol z résout I'équation exacte Az = y. Pour || R, ||, on obtient, | Ry || = |[(al + A*A)"1A*||.
Par décomposition polaire A = U (A*A)%, ou U est une isométrie partielle : ||Uq|| =
¢l pour tout ¢q € ker(U)* Donc,

= [le (A)]]
avec A = A*A.Puisque A est auto-adjoint, le théoréme spectral une dérive

\/X 1
Al = sup |ly(N)| = sup = —

| Rall = H(OJJrA*A)’1 (A*A)? UH < H(aIJrA*A)*l (A*A)?
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1
avec o (A) = [0, [|A] } Ainsi, 0 || R, < o
Afin d’analyser ||R,Az — z|| nous faisons une hypothése supplémentaire : © = A*z €
A (Y), zeY et |z| <1. Alors

|RoAz — x| = |[(of + A*A)"H (A*A)z — |
= ||(af + A A) 7 (A*A)z — (af + A*A) (ol + A*A)z|
= ||(af + A*A) 7 [A* Az — A" Az — ol ]|
= ||[(aI + A*A)~" [—alg]||
= H(a[—i—A* ) (—ax) ||

= (el + A*A) 1A
Izlla _ Izl Ve
2/a 2

Ja

< NMZ
-2

| <all(af +A*A)71 A"

I2]]

IN

Cette inégalité prouve que les opérateurs R, : Y — X, R, = (al + A*A)~tA* forme
«
une stratégie de régularisation avec lin% |Ro Az — z|| < lirr%)% = 0. Elle est appelée
a— a—r
la méthode de régularisation de Tikhonov. En combinant les estimations pour § || R, ||

et | Ro Az — z|| on conclut

)
a(d)’(s—IH _F‘I—QZE(Q).

Formellement, on peut maintenant minimiser £(«) afin de trouver la valeur optimale

|l

du paramétre de régularisation. O]

Remarque 3.2.7. Pour cela, la méthode de réqularisation de Tikhonov est oplimale
pour ||(A%) x| <1 ou ||(A*A) Lz < 1.

Les valeurs propres de A tendent vers zéro et les valeurs propres de al + A*A sont
bornées loines de zéro par a > 0 :
Du théoréme précédent, on observe que a été choisit d’une fagon a dépendre de et

qu’il converge vers zéro quand tend vers zéro mais pas plus vite que §>

Théoréme 3.2.5. Soit A : X — Y un opérateur linéaire et compact tel que l'image

Im(A) est dedimension infinie. De plus, soit © € X ; et on assume qu’il existe une
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fonction continue « : [0; +1[— [0; +1[ avec a(0) = 0; telle que

lim |’xa(5)’5 - xH 575 =0
6—0

pour tout y € Y avec Hy — y5|| < 0; on x990 ¢ X résoud (3.5) Alorsx =0 :

Démonstration. La démonstration détaillée de ce résultat se trouve dans le livre de
Kirsch [16]. p.39. O

Ce résultat montre que la méthode de régularisation de Tikhonov n’est pas optimale
pour des hypothéses plus fortes sur la solution .
Le choix de « dans le théoréme (3.2.4) est mis & priori, c’est-a-dire avant de
commencer le calcul de x en résolvant le probléme des moindres carrés.
Dans la section suivante, nous discutons un choix a posteriori de « par le principe

dit de décalage, qui n’utilise pas ||z]|.

3.2.5 Méthode de Morozov

On donne ici un exemple de méthode de choix a posteriori du paramétre de régu-
larisation «(d). On expose la plus classique de celles-ci, "the discrepancy principle"
de Morozov ou le principe de décalage (DP) de Morozov [7], [8], [9].

On suppose toujours que 'on dispose d’une donnée bruitée, mais on ne fait plus
I’hypothése que I'on connait le niveau de bruit . Tout ce dont on dispose est la donnée
y° . Le discrepancy principle propose de chercher la solution 2 comme réalisant le

minimum de la fonction cotit définie en (3.6), en ajoutant la contrainte
|4z =yl =&

ce qui fournit une équation liant « a 9.

Une justification heuristique de ce choix est qu’il ne sert a rien de réduire 'erreur en
dessous du niveau du bruit.

Commencons par donner quelques propriétés supplémentaires de la solution du pro-
bléme régularisé. Dans cette proposition ¢ est fixée, et nous ne ferons pas apparaitre

explicitement la dépendance par rapport a d.
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D’aprés kirsch [27], on présente un principe basé sur la méthode de régularisation
de Tikhonov. Autrement dit DP suggére le calcul de o = a(9) > 0 de telle sorte que

la solution de Tikhonov correspondante :
ar®® 4 A*A 10 = A%y
qui est le minimum de la fonctione
Jos = [[Az = y|I* + o]l
satisfait a I’équation
||Axa’5 — yéH =4 (3.14)

On note que le choix de « par "the discrepancy principle" guarentie d'une part que
lerreur est 0 , d’autre part, a est trés petit. L'unicité et I'existence de la solution

HA:I:O“"S — y‘sH = ¢ est justifiée par le théoréme suivant.

Théoréme 3.2.6. Soit A : X — Y est un opérateur linéaire et compact avec une
image dense Im (A) C Y. Soit Av =y, r € X, y €Y, v’ €Y tel que : ||y5 — yH <
0 < Hy5H Soit 2*0) la solution de Tikhonov satisfaisant HAJUO‘(‘D"S — y5H =9, pour
tout § €)0,0[. Alors :

Théoréme 3.2.7. a) 2% — z pour § — 0. Donc "the discrepancy principle” est

admissible.
b) Soit v = A*z € A*(Y) avec ||z|| < E, alors |29 — z|| < 2V/5F.

(6),6

Démonstration. Puisque z® minimise la fonctionnelle de Tikhonov

s = || Az — || + o ||z|)?
nous pouvons conclure que
Jag (2°99) = 52 4+ 0 |[2°D9|* < Jos (2) = aal* + |jy — | < allz]® + 62
et donc ||z*@®9|| < |jz[| por tout § > 0. Cela nous donne 'estimation importante

suivante :

a(8),5 H2

< g0 g @0 s Hl’a(&)’(sHQ —2Re < 2% 3 > 4|z

< 2 [Jloll® — Re < 229, 5 5] = 2Re < 7 — 2°05 5 >

|E x
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Soit © = A*z, z € Y. Alors

2

H:Ua(‘s)"S — x” < 2Re<x— xo‘(5)’5, Az >=2Re <y — Axa(ﬁ)ﬁ’ 2>
< 2Re<y-— y67 z > 4+2Re < yé — Axo‘((s)’&, z >
< 26||z|| + 20 ]|z|| = 40 ||z|| < 46E
par conséquent [|z°*)® — z|| < 2V/6E, ce qu'il fallait démontrer. 0

Remarque 3.2.8. - Pour cela "the discrepancy principle"” est une stratégie de réqu-

larisation optimale sous la condition
w1
Iz = |(A") 2| < B

- La condition Hy5|| > 0 est raisonnable, car sinon le coté droit est inférieur a o, et
on peut prendre x5 = 0. Cela montre également que la détermination de o ne peut
satisfaire exactement l’équation HAx"‘(‘s)"S — y‘SH =4.

Détermination de «(0)

La détermination de «(d) est équivalente au probléme de trouver la racine de la

fonction monotone :

o (@) = HAxa(a),a . yéHQ _ 52

pour ¢ fixé. Ce n’est pas nécéssaire de satisfaire I’équation
a0 - ) =5
exactement, une inclusion de la forme
10 < ”A.Z‘a(é)’é — y‘sH < ¢90.

Alors, Iéquation ¢ (o) = 0 est équivalent a HA:IJO‘((S)"S — y‘SH = 0, et elle peut étre

résolue numériquement par exemple par la méthode de Newton :

(o)
¢ (aj)

Qi1 = O — s ]:0,1,2
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la dérivée ¢'(a) peut étre calculée comme suit :

o (o) = [< Az®®8 _ g8 Azo@)8 _ 40 S _52};
d(8),6 dre(9),0
- <AZ Az 8 s AgO)8 g8 A xd >
o
d «a(0),0
= 2Re< A v A0 g0

dxa((S),é

Nous calculons maintenant en différenciant 'identité

«
04:130"5 +A*A xa,(s — A*yé

implicitement. Puisque le c6té droit ne dépend pas de a, on a
dxa((S),& . dxa(é),(s

a,0
7+ o
da do

=0

d a(4),0
La résolution de v

, nous obtenons

d$a(§)’5
dov

= —[al + A A" 20 = —[al + A*A] 7 [l + A*A]TH A%
= —B?A"y’avec B = [al + A*A]™
Substituer cela en ¢'(a), découle

¢'(a) = 2Re< —Alal + A*Ar1 xa,éija(a),g . y5 -

= 2Re< —Afal + AA] ol + ATA] AP Alad + A4 Ay’ — >

= 2Re < —AB?A*° (ABA— 1)y’ >
puisque A* = A . Nous terminons la méthode de Newton quand

laj1 —aj] <eet |p(o))| <e

Dans le théoréme suivant, on prouve que l'ordre de convergence O (\/5) est meilleur

pour le principe de décalage de Morozov.

Théoréme 3.2.8. Soit A un opérateur compact et soit a(d) choisit par le principe

de décalage. On assume que pour tout x € Im(A*A); y = Ax # 0 et pour toute suite

6n — 0 ety €Y ; tel que :
ly — || < dn
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et
[ > o

a(dn),0

pour tout n : La solution de Tikhonov correspondante x™ = x on converge vers x

plus vite que /o, vers zéro, donc

1
—|la" —z|]] — 0
n—oo

On

alors l'image ITm(A) est de dimension fini.

L’ordre de convergence obtenu dans la preuve précédente est en O (\/5) On a
donc perdu un demi ordre de convergence, et la méthode précédente n’est donc pas
optimale.

Pour une valeur de  donnée, la détermination de a se raméne a la résolution de
I'équation (3.14), et nous avons vu que la fonction considérée est monotone. Une pre-
miére idée est d’utiliser la méthode de Newton, mais en fait il est préférable d’utiliser
la formulation alternative suivante due a Hebden : Des efforts énormes sont faits pour

modifier le principe de décalage original. Voir [12].

3.2.6 Meéthode des quasi-valeurs aux limites (quasi-boundary

value method)

Soit A un opérateur auto-adjoint sur un espace de Hilbert H ot —A est le généra-
teur infinitésimal d’un semi-groupe compact de contraction dans H. On considére le

probléme de trouver u : [0; 7] — H tel que :

u'(t)+Au(t) =0, 0<t<T
{ ®) ®) (F:V:P) (3.15)
pour une certaine valeur finale ¢ dans H. Ce probléme n’est pas bien-posé seulement
si une solution unique existe sur [0; 7], elle ne doit pas dépendre contintiment de la
valeur finale ¢ : Ce type de problémes a était considéré par plusieurs auteurs utilisant
des approches différentes, comme Lattés et Lions [18], Lavrentiev [19], Ils ont approché

le probléme & valeur finale (3.18) en perturbant I'opérateur A.
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Un probléme similaire a était traité d’une autre maniére voir [1], [8]. En perturbant

la condition de la valeur finale, ils approchent le probléme (3.18) par :

"+ Au=0 0<t<T
oo ='=" (Q.B.V.P) (3.16)
au(0) +u(T) = ¢
une approche similaire est connue comme la méthode des conditons aux limites auxi-

liaires et donnée dans [15]. De plus, les conditions standars de la forme
au(0) +u(T) = ¢

De tels problémes sont mal posés, du fait que méme si la solution unique existe sur
[0; T ; elle ne dépendra pas continiiment de la valeur finale ¢
Selon cette méthode, G.Clarck et S.Oppenheimer [5], ont approché le probléme (F :
V : P) par :
{ W)+ Ault) =0  0<t<T (3.17)
au(0) +u(T)=¢

Ce qui a permis d’obtenir des estimations explicites, concernant ’ordre de convergence
des approximations. L’erreur introduite par de petits changements dans la valeur
finale ¢ n’est pas exponentielle mais, de Pordre de — sur [0;7] : Il montra que ce
probléme est bien posé pour tout a > 0 et que, les e%proximations U, sont stables.
Il montra aussi, que u,(7T) converge vers ¢ quand tend vers zéro et, que les valeurs
ua(t) convergent sur [0; T si et seulement si (F: V' : P) admet une solution. Pour les
équations paraboliques ont été considérées dans des travaux récents voir [3],[4]. Pour
d’autres résultats concernant ce type de problémes, voir aussi [13]

Cette méthode est celle qui a été appliquée, au chapitre quatre, pour régulariser un

probléme mal posé.

3.3 Meéthodes de régularisation pour les problémes

inverses non linéaires

Parfois la résolution de problémes inverses améne a la résolution de systémes non

linéaires. Nous présentons donc quelques méthodes pour la résolution de problémes
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non linéaires comme la méthode de Newton-Raphson, la méthode de Gauss-Newton

ou la méthode de Levenberg-Marquardt.

3.3.1 La méthode de Newton-Raphson

La méthode de Newton-Raphson [10] est une généralisation de la méthode de
Newton en dimension n.
Considérons un systéme de n équations différentielles non linéaires a n inconnues tel

que :

Alz) =0 (3.18)

Une séquence de vecteurs xg, 1, ...z, convergeant vers une solution z* est construite.
Si A est continiment dérivable, nous pouvons construire 'approximation de Taylor

suivante :

A(zog+ Azx) = A(xg) + VA (20) A x (3.19)

Ou le Jacobien a pour expression :

8A1(1‘0) 8A1(I0)
—81‘1 ce —81,”
VA (SUO) — (3.20)
OAn(zo) . 0An(x0)
81‘1 aiUn

D’apré((3.22)), nous avons l'approximation suivante de la différence entre zy et la

solution z* de I'équation ((3.21)) :
Ax*) =0~ A(xg) + VA (z0) A x
La résolution de I’équation précédente donne Ax :
A~ (VA ()™ (<A (o)

que l'on ajoute ensuite a xy pour obtenir z; = zo+ Ax. Ainsi, cette méthode consiste,
a partir d’une solution initiale zy a calculer une suite de vecteurs gy, i, ...jusqu’a
ce que le calcul converge vers une solution z* de I’équation ((3.21)). Le point fort

de cette méthode et que sa convergence est quadratique, c’est-a-dire que lorsque



3.3 Meéthodes de régularisation pour les problémes inverses non linéairs9

nous nous approchons de la solution, le nombre de chiffres significatifs corrects des
grandeurs calculées double a chaque itération. Cependant, cette méthode est tres
sensible & I'initialisation : si celle-ci est trop éloignée du minimum local, la méthode
peut ne pas converger. D’autre part, elle n’est pas directement applicable a tous les
problémes inverses, car il peut arriver que nous n’ayons pas autant de données que de
paramétres a identifier, il n’y a alors pas de solution exacte au probléme Az = y, ol
A n’est pas carré. Cette méthode est généralement utilisée pour obtenir une solution
a des problémes d’optimisation non linéaires.

Il existe d’autres types de méthodes de résolution de problémes inverses qui ne seront
pas détaillées dans ce manuscrit :

— les techniques de Fourier (F F'T) : elles sont particuliérement adaptées aux problémes
de convolution et permettent la résolution de problémes dans les domaines temporel
ou fréquentiel lorsque I'application le permet. Pour le lecteur intéressé par le sujet,
il existe de nombreux ouvrages traitant des techniques de Fourier, qui traite de la
théorie de Fourier et de quelques applications.

— les approches probabilistes : elles sont également appelées "approches Bayésiennes".
La théorie des processus stochastiques fournit une autre méthode de régularisation,
consistant en la mise en évidence des informations importantes ressortant des pro-
blémes posés. Il faut ici disposer d’une idée préconcue de la solution recherchée. L’idée
est de considérer toutes les grandeurs comme des variables aléatoires afin de repré-
senter toutes les incertitudes. La solution du probléme inverse est alors la fonction
densité de probabilités associée a I'inconnue A et a la donnée y. Le lecteur intéressé

par ces techniques peut se reporter a 'ouvrage [17].
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Chapitre 4

REGULARISATION D’UNE
CLASSE DE PROBLEMES MAL
POSE NON HOMOGENE

4.1 Introduction

Soit. A un opérateur positif (on suppose que A > p > 0) auto-adjoint, linéaire non-
borné sur un espace de Hilbert séparable H. tel que —A est le générateur d'un Cj
semi-groupe de contraction et compact sur H.

On considére le probléme a valeur finale (F.V.P) suivant, qui consiste & trouver u :
[0, T] — H tel que :

(F.V.P) (4.1)

Ou f € CY([0, T], H) et g € H sont deux fonctions données. On suppose que 0 € p(A)
et que A~! est compact. Soit {p,} une base orthonormge des vecteurs associée aux

valeurs propres {\,} de A.i.e., Ay, = A\,,. On suppose que

D<M <M<~ < lim), =

n—o0
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Formellement la solution du (F.V.P) si elle existe, elle Sécrit sous la forme :

u(t) =St —-"T)(g— /0 S(T — s)f(s)ds) + /0 S(t—s)f(s)ds (4.2)

C’est un probléme mal posé du fait que si la solution unique existe sur [0, T, elle ne

dépendra pas nécessairement, continiment de la donnée finale g.

Par la méthode des quasi-valeurs aux limites, on perturbe la donnée finale pour for-
mer une famille de problémes dépendant d’un petit paramétre. On montre que le
probléme approché est bien posé et que, sa solution converge si le probléme initial
admet une solution classique. On obtient aussi, une estimation de la solution du pro-
bléme approché, ainsi que la convergence des solutions approchées et 'estimation de

Ierreur de convergence.

On considére le probléme suivant :

== (F.V.P) (4.3)

O, la donnée finale u(7) = g,du (F.V.P) est perturbée pour former une famille de
problémes dépendant d’un petit paramétre. Cette méthode est appelée selon [5]; mé-
thode des quasi-valeurs aux limites, et son probléme associé s’appelle quasi-boundary
value probleme (Q.B.V.P) . Pour d’autres résultats congernant ce type de problémes,
voir aussi [11]. On montre que les problémes approchés sont bien-posé et que leurs
solutions u, converge si et seulement si le probléme original a une solution classique.

Enfin, on obtient des résultats de convergence de la solution et de la condition finale.

On note pour tout t € [0, T, pour tout f(t) € H et pour g € H :

F@) =D falDn et 9= gupn
n=1 n=1
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4.2 Condition suffisante pour ’existence de la solu-

tion du probléme mal posé non homogéne

Lemme 4.2.1. Si g = Y. gupn est dans H, f € CY([0, T] : H) , tel que f(t) =
n=1

> fa(t)n, alors, (F.V.P) admet une solution classique si :

Z)\ieg)‘"TgZ et Z)\ieQ’\"Tf,f(t) convergent
n=1 n=1

o0 o0
Démonstration. Si > A\2e?*Tg2 et S N\2e?* 7T f2(1) convergent ; on pose :

n=1 n=1

w(t) = S(t —T) {g - /OT S(T - s)f(s)ds] + /Ot S(t — s)f(s)ds

On a donc,

W (E) + Au(t) = —AS(t — T [ /s _s) } /St—s

FAS(t—T) {g—/o S(T — 5)f(s )ds] +A/OtS(t—s)f(s)ds:f(t).

Dot u(t) est une solution de (F.V.P) et u(t) € C*(]0, T[, H) .
Veérifions que u(t) € H :

f: { (-0 ( /0 ' e—An<T—8>fn(s>ds) 4 /0 t e-M“—S)fn(s)ds} en
T 2
92+ (/ 779 fa(s ) +22 (/ LS )d5>
0
et donc,

lu(®)||* < 4262W : +4ZT / T2 (s) ds+22T / 2T f£2(5)ds
n=1

0

2

e (t)

fu(®)|F < 4310

n=1

00 T 0o
b <35 vt [ () o
n=1 0 n=1
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Comme Y e?*Tg2 et S~ e* T f2(t) convergent donc, u(t) est dans H, donc u(t) existe.
n=1 =

Veérifions que u(t) € D(_A) :

T t
i {e W(T=0 (g, — / eI £ (s)ds) + / e‘““‘s’fn(s>d8} n
0 0
T 2
2 ([ o)
0

00 T 00
[Au(t)||” < 4) Ae?Tgl + 6T/0 (Z/\iGQA"Tfﬁ(S))) ds
n=1 n=1

2

lAu(t)]|* =

2

[Au()]? < 43 A2
n=1

o0 t
+2) N2 ( / e An(t=9) fn(s)ds>
n=1 0

Comme Z)\Q Pl g2 o Z)\Q e T £2(1) convergent donc, u(t) € D(A) , donc u(t)
est solutlon classique du (F V.P) . O

4.2.1 Le probléme approché

On approche le probléme a valeur finale (4.1), par le probléme perturbé suivant :

u+Au=f 0<t<T
.B.V.P 4.4
{ au(0) +u(T) =g @ ) (4.4)

Ou, la donnée finale u(T") = g; du (F' : V : P) est perturbée pour former un probléme
non local approximatif qui, dépend d’un petit paramétre. Cette méthode est appelée
selon [5]; méthode des quasi-valeurs aux limites, et son probléme associé s’appelle

"quasi boundary value problem" (QBV P).

Définition 4.2.1. Pour tout g de H, o > 0; f € CY([0; T|; H) ; on définit u : [0;T] —
H ; tel que :

U (t) = S (t) (el — S (T))™! [g - /0 S(T — s)f(s)ds} + /0 S(t—s)f(s)ds (4.5)
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4.2.2 Existence, unicité et stabilité de la solution du probléme

approché

Théoréme 4.2.1. Si g = Zgngpn est dans H, et f € CY([0, T)|, H) fizé tels que

Z)\ngn et Z)\2|||fn|||2 soient convergentes alors, la fonction u,(t) est la solution

classzque du (Q B.V.P) et elle dépend contindment de g.

Démonstration. Commenons par prouver que u(t) est solution du (Q.B.V.P)

ua(t) = S)((yl +S(T / S(T — s) s)ds]—l—/OtS(t—s)f(s)ds
Donc,
ul(t) + Aua(t) = —AS() ((al + S(T [g /TS ds] - A/Ot e A f(s)ds + (1)
+AS(t)((al + S(T [g /OTS ds} +A/0t5(t—s)f(s)ds
= f(t).

Il est claire que u,(t) vérifie 'equation
auy(0) +u(T) =g

L unicité
On a: .
w(T) = S(T)u(0) + /0 S(T —s)f(s)ds

Donc :
au(0) + u(T) = au(0) + S(T)u(0) + /0 ' S(T — 8)f(s)ds = g
D’ou .
u(0) = S(O)(al + S(t) (g~ / S(T — 5) f(s)ds)
Le (Q.B.V.P) devient :

{ u(0) = S(0)(al + S(T fo f(s)ds)
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C’est le probléme de Cauchy, il admet la solution unique.
Stabilité
Concernant la dépendance continue de u, par rapport & g, on a : Pour tout gq, go de

H on a:

it ) =t O] = St +50) [31 - [ s -ssas] + [ sa-ose)

- S(0)(al + ST [0 - [ s )] - [ st - s

ttay, () = ta, ()] = [[S@)(@l +S(T) (g1 - g2)]

vérifion que u,(t) € D(A) :

Uy, (8) = tla,, )] = [IS®) @ + ST g1 -

|

>\2 —2Ant

[ Aua(t)]® = fj[wm ot = [ T s+ e as]

n=1

A 672)‘" T An(T—s3) t An(t—s)
+2n— n — —An({d—s ” d  — —An(t—s - d
ey (o= [ ) (0 [ )

e, (1) =t (1) < ~ llgw g

[Au @ <
5 ) (o o)) o [ o)
) < 4 ()30 ((g ([ nisas) ) ([ isyis).
| Aua(0)]* < 4 (a'7") i&g%ﬂ (a7") / ) (ikif <s>) ds+2T / ) @Aiﬁ(s)) ds
A < 4(a’ff)2§jlxigz+ﬂ( o)’ / (Zv an|!>d8+2T / (imw) ds
lAua(®)]? < [4 (') fjxg + (4 (') + 2) Tf) ||fn||2] %

JAua () < 2(a'F)’ (ZAig,%)Q + (207 +v2) T (f}i \|an2> 2
n=1
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D’ou u,(t) € D(A),t € [0,T]. O

4.3 Estimation de la solution approchée

Théoréme 4.3.1. Pour tout g € H, f € C'([0,T); H),t € [0,T] et a >0, on a :

Théoréme 4.3.2.

T

= =
lua(I” < 207 Jlgl + T (207 +v2) (IIf1)
Démonstration. On note |[f||> = S f2 et ||g]* = 3 ¢2
n=1 n=1

672)\,115 T S (T—8)
n - TonliTs n d
(4 e~ )2 <g /0 ’ I S)

2

lea®I = >

ol <4 (')’ S (g,% + OTfn(S)dS>2> v 22 ( / T fn(S)d8)2

=
Q
=
)
A
W
A
ﬂ\q
\_/
E
_|_
S
N
~—
Q
'ﬂ
\_/
=
+
DO
N
no
=

oI < [1 (7)ot + (1 o ;>z+2) T2||f“2];

lua I < 207" g + T (207 +v2) |]

+ (/Ot eA”(ts)fn(s)ds>

2
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4.3.1 Résultats de convergence

Dans cette section, on va démontrer que la condition finale et la solution du probléme

perturbé convergent vers la condition finale et la solution du probléme original (4.1).
Théoréme 4.3.3. Pour tout g = . gnpn de H, f € CY([0,T]; H), tel que f(t) =
n=1

o0
S fa()pn, on a ||ua(T) — g|| tend vers zéro quand tend vers zero, ce qui signifie que,

u;(T) converge vers g dans H.

Démonstration. |[ua(T) — g|® = HS(t)(a[ 4 S(T))! [g — [TS(T - 5) f(s)ds)} + LSt — ) f(s)ds) —

) - gl = |[s@tar + s [o- | TS<T—s>f<s>ds>]

a1+ S@) 0 + ST o [ St )s6)a

lua(T) — glI* =

(ol + S(T))~ (S(T) — (al + S(T [ / S(T - s) ds>]

(ol + S(T [ /s _s) ds)]
[ua(T) - gl* —Za a -+ e ) [gn /0 "0 f (s)d )r

Pour un ¢ fixé, on choisi N1 et Ny tels que :

Zgi —eth <8T2

n=N1 n=N»

Prenant N = max(Ny, Ns), on a :

igz < %etifg <
n=N n=N

2
lua(T) — gl = o

On a alors,

i( / e 0 f(s) ds) <229n+22 ( / —2*n<T—t>fn(s>ds>2(3.6.8)

n=N
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Donc;
oo T 2 [eS) T o0
3 (gn _/ 6—2)\n(T—t)fn<3)d3)) < QZgZ—i—QT/ PNHOLE
n=N 0 n=N 0 n=N
D’ou
00 T 2 c
5 (o0 [ o) <
n=N 0 2
Ainsi :

2

lua(T) — gl Za at e (g [P0 9a)
0
T

3wt e (g [ )

2

n=N+1
[ua(T') — M\<§31a+fk” ( </ fu(s d8)>
n=1
T N c
Ug < 2« 2Ty 2 / e T (f(s) ds) + =
[ua(T) = gI” 2: i ;; (fu(s))"ds) + 3
T & 2
On note par : Iy = [ > e* T (f,(s))" ds
n=1
Soit « tel que :
N -1
Z[Z 2>\nT 2 +T-7N
n=1

Alors :
2 N “lrw
i) =gl < § [ enrgt e 71| [ Sen+ i + 5

lua(T) — gl* < e

Le théoréme est ainsi démontré. ]

Théoréme 4.3.4. Pour tout g € H, , f € CY([0,T], H), tel que :
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Théoréme 4.3.5. Z/\Q Pl g2 et E/\Q e f2(1) soient convergentes, sile (F : 'V :

n=1
P) admet une solution classzque alors la suite u,(0) converge dans H ; de plus, on

aura uq(t) converge vers u(t) quand « tend vers zéro uniformément en t.

Démonstration. Supposons que, u(t) soit la solution du (£ : V : P)

u(t) = S(t —1T) {g - /OTS(T - s)f(s)ds)] + /OtS(t — ) f(s)ds)

w0 =3 (= [ )

n=1

Comme u(0) est dans H, On choisit pour € > 0, N tel que :

0 0 R
2 T 2 20T r2

E " a, — et E e jﬁ < gia

n=1 n=1

On aura :
%) T 2
ST (= [T ) <
n=1 0
et soient a et v deux réels strictement positifs, alors :
T
(al +S(T (g / S(T ds))
T 2
—(yI+S(r (g / S(T ds))
0

DO ™

la (0) = us (0)1°

la(0) = u, (O)||* =

n=1

la (0) = u, (0)]|* =

2 - )+ (e e (g, ) g (505 )|

la (0) =, (0)]|* =

2

5 (e i) (o [ i)

2



4.3 Estimation de la solution approchée 71

N T 2
Z [ O"V + (a+7)e Ty 672>\nT)72 <gn - / e/\n(Ts)fn(5>d5)) ]
n=1 0
5>

N

n=N+1

[(W oo ot e = [T ) ]

e (0) = s (0)|* <

% (gn ) / e fn(s)ds)) ]

la(0) = w, (0)]* < (v = 04)2226“” (gi + T/O (fals))? dS)) +

D[ ™

N
1 (0) = u, (0)|* < (v = @) Z2G4A"T95+T/T > 2T (fuls)*ds) + 5
0 n=1

On not Ty = [ zze%T (fal(s))?ds
n=1

Soit o tel que :
-1

[264AT 2 —FT[I

et a <o,v<o,douy—a<o, et donc:

L0) = u (0)]12 < 2025 e T (2 4 TT) + <
16 (0) = uy (0)]* < 20> "e"(g2 + N+

[264)\”T 2 + T]'/

{un(0)} est donc une suite de Cauchy, donc elle est convergente.

Par conséquent :
S (t)ug LSt — 8)f(s)ds — S(t)(ad + S(TH ' |g— [TS
tim [u(t) = o (1)) = i | 50 T 0 S e oy

(T = 5)f(s)ds)
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lim u(t) — o (1) < lim |[S(2) [0 — SO + ST (g - J; ST = 5)/(s)ds)) ]|

| et
lim Ju(t) — uq (1) < lim

wy — S(8)(al + S(T))™ (9 - /OT S(T - S)f(s)ds)) H

d’ou
lim {|u(t) — ua(t)]| < lim |lug — ua(0)]]
a—0 a—0

qui converge uniformément. Donc,

limu, () = u(t)

a—0

4.4 Estimation de ’erreur de convergence de la so-

lution du probléme approché

Théoréme 4.4.1. Si g est dans H,, f € CY([0,T],H), et s’il existe ¢ > 0 tel que :
S eMT g2 e S e T (f,(1)? convergent dans H, alors,||ua(T) — g|| converge vers
n=1 n=1

2éro avec lordre de afe™2.

Démonstration. Soit € dans |0, T, tel que : 3. e g2 et S e (f,(t))’soient finies,
n=1 n=1

et soit k dans |0; 2].

Pour un nombre naturel fixé n, on définit :

k

) = o g ey

Théoréme 4.4.2. Démonstration.
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a0 =l = > s (00— [ eA”(TS)fn(S)ds)y

n=1

[ua(T) — gl
00 Ook k T ?
ag_kz (2 - k) 6—k)\n(T s) (()é2+6 2>\nT+20[ e AnT) 1 <gn o / (T S)fn( ) ))
n=1 0
n=1

2

T
() i < doée- 23T (292 o ( / 6A”(T5)fn(8)d8)))

o) gl < dae? [252enTgh 2 T ST (1, (6)) )
Jua(T) — gl1* < 4807~ [2 2T (Z (s

lua(T) - g|I* < Ca’e™?

J0(0) = uO)] = (@I +5(r) " (g - [swy (49)) -5(-1) [ [y (5

ho®) )] = a0 (5= 7 - )S(—T><a1+S<T>>1<af+s<T>> o[

[1ua(0) = u(0)]| = (al +S(T))~" (g—/o S(T = s)f(s )d$)> (I=5(=T)(ad+5(T)))
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[ua (0) — u(0)|] = —aS(=T)(al + S(T))~" (g —/0 S(T - S)f(S)dS))

0 2 2)\ T

n=

[ua(0) — 2k§a+6_M (gn /5 — ) >2An
J12a(0) = u(0)]| < a* Z (g / S(T = 8)f(s >ds>)ew

||te (0) — u (O)||2 < a?7k (ﬁ)k Yoy (gn — fOT exp —A, (T — ) fu () ds)2 exp (4 — k) N\, T
UJ

Démonstration. Maintenant on choisit k£ =2 — «,

2 oo 2

i 0 = w O <0 (2)3 (00 [ (-0 (=D 6)ds) e+ 0T

n=1

e (0) — u (0)]]* < af (—) [22 (gnexp (24 e)A\.T) +2T/ Z fo (8))2 exp(2 + €) Ay Tds)

e (0) = u (0)]* < Cafe

w0t = S@ s (5= [ T-976)8)
~s6-1)[o- [ -5 7 60
w0t = @ +5@) (o= [(T-976)d5) (50 -as-1) - 50)

o () — u(t) = —aS (¢ — T) (ol + S (T))"" <g—/0 (T—s)f(s)ds>

0 2e2An(T—1) T
Jua € =Y ( e s i)

=1

2
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2

o ()= w01 <0 (T2 ) 3 (o= [ e (5 pyas) et

n=1

Posant k = 2 — ¢,et procédant de la meme maniére que pour u, (0) —u (0) ,on trouve :

lua (£) = (B)]* = Ca‘e™
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