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Introduction

L'objet dans ce mémoire consiste à étudier l'existence et la multiplicité des solutions

positives des problèmes aux limites de la forme{
− (ϕp (u′))′ = g (u) dans ]0, 1[ ,

u (0) = u (1) = 0,
(0.1)

où ϕp (y) = |y|p−2 y, y ∈ R, p > 1 et g : R+ −→ R est une fonction continue.

Plusieurs auteurs se sont intéressés au problème (0.1) incluant les dimensions

supérieures sous plusieurs hypothèses. Rappelons-nous certains d'entre eux.

Dans [4], I. Addou considère le problème aux limites.{
−u′′ = u2 − λ dans ]0, 1[

u(0) = u(1) = 0

}
(0.2)

ou λ ∈ R.
En utilisant la méthode de quadrature, on obtient une description complète de

l'ensemble des solutions du problème (0.2).

Dans [9], ils ont étudié le problème suivant :{
−u′′ = g(u)− λ dans ]0, 1[

u(0) = u(π) = 0
(0.3)

où g ∈ C1(R), lim
s→−∞

g′(s) < +∞ et lim
s→+∞

g′(s) = +∞ et λ ∈ R
En utilisant des méthodes variationnelles, ils montrent que, pour toute k ∈ N, ils

existes des λk ∈ R tel que pour tout λ > λk, le problème (0.3) a au moin k solutions

distinctes.

Avant le document mentionné ci-dessus, C. Scovel [10] a obtenu les mêmes résultats

que B. Ruf and S. Solimini [9] dans le cas particulier où g(u) = 6u2. Il a prouvé que

pour tout entier k ≥ 1, il existe des λ1 < λ2 < ... < λk tel que pour tout λ > λk le

problème (0, 3) admit au moin k solutions distinctes.

Dans [7], ils ont étudié le problème suivant :
−∆u = uk − λ dans B

u > 0 dans B

u = 0 sur ∂B

(0.4)
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où B est la boule unité de Rn, n ≥ 3, et λ > 0. Ils ont prouvé que si 1 < k < n+2
n−2

,

alors il existe λ∗ > 0 tel que pour tout λ > λ∗,le problème (0.4) n'a pas des solutions

et il a au moins une solution pour λ ≤ λ∗.

Dans [6], I. Addou & A. Benmezai, ont considéré le problème :
−∆u = uk − λh dans Ω

u > 0 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(0.5)

où Ω est un domaine borné dans Rn avec µ2. borné, 1 < k < 2∗− 1, ou 2∗ = 2n
n−2

si

n > 2 et 2∗ = +∞ si n = 1, 2 et h est une fonction continue de Ω dans R et λ > 0.

Sous l'hypothèse générale sur h, il montre qu'il existe λ∗ > 0, de telle sorte que

problème n'a pas des solution λ > λ∗.

Dans [11], S. M. Bouguima considère le problème au limite :
−∆u = f(u)− λh dans Ω

u > 0 dans Ω

u = 0 sur ∂Ω

(0.6)

où Ω est un domain borné dans Rn à bord lisse et f : R → R est une fonction

continue tel que f(0) = 0, u 7−→ f(u)

u
est croissant et lim

u→+∞

f(u)

u
= +∞ et λ > 0.

Sous l'hypothèse générale sur h, il montre que, si λ est assez grande, alors le

problème (0.6) n'a pas de solution.

Dans [1], I. Addou a étudié le problème (0.6) avec f(u) = |u|p et µ ∈ R. En utilisant

l'analyse de l'application temps, ils déterminent une limite inférieure pour le nombre

de solutions et établi leurs propriétés nodales.

Dans [12],Y. B. Deng considère le problème :

{
−∆pu = λ(uq − 1) dans Ω

u = 0 dans ∂Ω
(0.7)

où ∆pu = div(|∇u|p−2∇u), Ω est un sous-ensemble connexe et borné de Rn à

frontière ∂Ω de classe C1,α, α > 0 et 0 < p − 1 < q < p∗ − 1, avec p∗ =
np

n− p
si

1 < p < n, et p∗ = +∞, si p ≥ n.
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En utilisant la méthode de �brage, ils prouvent que le problème (0.7) admet une

solution non-triviale et non-négative pour tout λ > 0.

Maintenant, nous posons la question suivante :

Est-ce que les résultats concernant les solutions positives dans [1] restent valables si

l'on remplace la fonction u→ |u|p par une fonction plus générale p−convexe.
Le but de ce mémoire est de donner une réponse à la question citée ci-dessus.

Ce mémoire est organisée comme suit

Dans le premier chapitre, on décrit la méthode de quadrature qui va nous permettre

de détecter les solutions positives des problèmes aux limites du type (0.1)

Le chapitre deux est consacré à l'existence et la multiplicité des solutions positives

du problèmes aux limites suivant{
− (ϕp (u′))′ = f (u) + µ dans ]0, 1[ ,

u (0) = u (1) = 0,

où ϕp (y) = |y|p−2 y, y ∈ R, p > 1, µ < 0 et f : R+ −→ R+ une fonction p−convexe
c'est-à-dire

∀p > 1, ∀u > 0, (p− 2) f ′ (u)− uf ′′ (u) < 0.

satisfaisant des certaines conditions.

Dans le trosième chapitre est consacré à l'étude de l'existence et la multiplicité des

solutions positives du problème aux limites suivant{
− (ϕp (u′))′ = aup−1 − bu2p−2 + µ dans ]0, 1[ ,

u (0) = u (1) = 0,

où ϕp (y) = |y|p−2 y, y ∈ R, p > 1, a > 0, b > 0 et µ > 0.

Dans le quatrième chapitre nous donnons quelques exemples pour illustrer nos résul-

tats des chapitre précédents.
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Chapitre 1

Méthode de quadrature

1.1 Introduction

L'objet de ce chapitre est d'établir une méthode de quadrature qui va nous permettre

d'étudier les solutions positives des problèmes aux limites du type{
− (ϕp (u′))′ = g (u) dans ]0, 1[ ,

u (0) = u (1) = 0,
(1.1)

où ϕp (y) = |y|p−2 y, y ∈ R, p > 1 et g : R+ −→ R une fonction continue.

Ce chapitre est divisé en trois parties. Dans la première partie on donne des

résultats concernant la régularité des solutions positives du problèmes (1, 1). Dans la

deuxième partié on donne une condition su�sante d'existence de solutions positives

du problèmes (1, 1), et dans la troisième partie on donne un exemple d'application.

1.2 Régularité des solutions

Dé�nition 1.2.1. En tend par solution positive du problème (1, 1) toute fonction u

∈ C1 ([0, 1] ,R) tel que :

i) ϕp ◦ u
′
est de classe C1 ([0, 1]) .

ii) u est véri�e le problème (1.1) ,

iii) u (x) ≥ 0, pour tout x ∈ [0.1] .
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Lemme 1.2.1. Soit u une solution du problème (1, 1), alors :

i) u est de classe C2 ([0, 1]) si 1 < p ≤ 2,

ii) u est de classe C2 ([0, 1])�Z si p > 2,

où

Z =
{
u ∈ C1 ([0, 1])�u′ (x) = 0 et x ∈ [0, 1]

}
.

Démonstration. Soit u une solution du problème (1, 1), alors u et ϕp′(u
′) sont de

classe C1([0; 1]) : D'autre part on a :

u′(x) = ϕp′(ϕp(u
′))(x) pour tout x ∈ [0, 1]

où p′est le conjugué de p, c'est-à-dire 1
p

+ 1
p′

= 1

i) Si 1 < p ≤ 2, alors p′ ≥ 2 et par suite ϕp′ est de classe C
1(R) donc u est de classe

C2([0; 1]).

ii) Si p > 2, alors 1 < p′ < 2 et dans ce cas ϕp′ est de classe C
1(R∗) et ϕp′ n'est pas

dérivable au point 0 et comme

u′(x) = 0⇐⇒ ϕp(u
′(x)) = 0

on obtient que u est de classe C2([0; 1])\Z.

1.3 Condition su�sante d'existence de solutions po-

sitives

On veut répondre à la question suivante : Sous quelle condition u une solution

positive du problème (1.1)?

Avant de répondre à cette question, on a besoin de quelques notations.

On note par

S+ =
{
u ∈ C1 ([0, 1]) tq u > 0 dans (0, 1) , u (0) = u (1) = 0 et u′ (0) = E ≥ 0

}
.

Dé�nition 1.3.1. Soit A+ le sous ensemble de S+ constitué par les fonctions u

satisfaisant :

i) u′ (0) = E > 0,
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ii) u est symétique par rapport à 1
2
,

iii) La dérivée de u s'annule une et une seule fois dans ]0, 1[ .

On note par B+ le sous ensemble de S+ constitué par les fonctions u satisfaisant à

i) u′ (0) = 0,

ii) u est symétique par rapport à 1
2
,

iii) La dérivée de u s'annule une et une seule fois dans ]0, 1[

On note aussi par S+ (p, E) le premier zéro positif de l'équation

Ep − p′G (u) = 0.

où G (u) =
∫

0

u
g (s) ds.

Maintenant on dé�nit pour tout E ≥ 0 et p > 1 l'application temps T+ par

T+ (p, E) =

∫ S+(p,E)

0

du

[Ep − p′G (u)]
1
p

.

On note par

D+ = {E ≥ 0�T+ (p, E) < +∞}

et

λ1 (p) = (p− 1)

(
2π

p sin π
p

)p

où λ1 (p) est la première valeur propre de l'opérateur p−Laplacien

Alors on a le résultat suivant

Théorème 1.3.1. i) Le problème (1, 1) admet une solution dans A+si et seulement

si, il existe E > 0 telle que E ∈ D+ et T+ (p, E) = 1
2
et dans ce cas la solution est

unique.

ii) Le problème (1, 1) admet une solution dans B+ si et seulement si T+ (p, 0) = 1
2
et

dans ce cas la solution est unique.

Démonstration. Montrons d'abord que pour tout p > 1, E > 0, l'intégrale
∫

0

S+(p,E) du

[Ep − p′G(u)]
1
p

est uniformément convergente.

On a

T+(p, E) =

∫
0

S+(p,E) du

[Ep − p′G(u)]
1
p
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Comme S+(p, E) est un zéro de l'équation

Ep − p′G(u) = 0

on obtient

T+(p, E) = p′−
1
p

∫
0

S+(p,E) du

[G(S+(p, E))−G(u)]
1
p

= p′−
1
pS+(p, E)

∫
0

S+(p,E) du

[G(S+(p, E))−G(S+(p, E)t)]
1
p

Posons s = s+(p;E) et appliquons le théorème des accroissements �nis à la fonction

ϕ(E, v) := G(S+(p, E))−G(S+(p, E)v)

dans l'intervalle [t; 1] pour tout v ∈ ]0; 1[, on obtient

φ(E, t) = (1− t)S+(p, E)g(S+(p, E)c) pour c ∈ (t, 1)

≥ (1− t)αg(αc) avec α = S+(p, E)

par suit on a :

T+(p, E) ≤ 1

[αg(αc)]
1
p

∫ 1

0

dt

(1− t)
1
p

comme
∫

0

1 dt

(1−t)
1
p
est convergente, il résulte que T+(p;E) est uniformément conver-

gente.

i) Soit u une solution positive du problème (1.1). Alors u′ > 0 dans [0, 1
2
[, u′ < 0 dans]

1
2
, 1
]
et u′(1

2
) = 0 on a

−(ϕp(u
′))′ = g(u(x))

−((p− 1)u′′(x)(u′(x))p−2 = g(u(x))

−((p− 1)u′′(x)(u′(x))p−1 = g(u(x))u′(x)

−
∫ x

0

((p− 1)u′′(t)(u′(t))p−1dt =

∫ x

0

g(u(t))u′(t)dt

−(p− 1)

p
[u′(x)]

p
=

∫ u

0

g(s)ds

[u′(x)]
p − [u′(0)]

p
= −p′G(u)

u′(x) = [(u′(0))p − p′G(u(x))]
1
p
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u′(x) = [(u′(0))p − p′G(u(x))]
1
p pour tout x ∈ [0,

1

2
]

par suite
u′(x)

[(u′(0))p − p′G(u(x))]
1
p

= 1, pour tout x ∈ [0,
1

2
]

Donc ∫
0

u(x) dt

[(u′(0))p − p′G(t)]
1
p

= x, pour tout x ∈ [0,
1

2
]

on fait tendre x vers
1

2
, on obtient :∫ u( 1

2
)

0

dt

[(u′(0))p − p′G(t)]
1
p

=
1

2

Comme u′(0) = E et u(1
2
) = S+(p, E), on a∫ S+(p,E)

0

du

[(Ep − p′G(u)]
1
p

=
1

2

c'est-à-dire

T+(p, E) =
1

2

ou

T+(p, E) =

∫ S+(p,E)

0

du

[(Ep − p′G(u)]
1
p

Maintenant montrons que la condition T+(p;E) = 1
2
est une condition su�sante

d'existence d'une solution positive de (1, 1).

Supposons qu'il existe E∗ > 0 tel que

T+(p, E∗) =
1

2

On dé�nit la fonction k+ sur [0;S+(p;E∗)] par

k+(p, E) =

∫ u

0

dt

[(Ep − p′G(t)]
1
p

Donc k+(S+(p;E)) = T+(p;E∗) et 0 ≤ k+(u) ≤ T+(p;E∗), pour tout u ∈
[0, S+(p, E∗)] .Alors k+ est un di�éomorphisme croissant de [0;S+(p;E)[ dans [0;T+(p;E)[

car

k′+(p, E) =
dt

[(Ep − p′G(t)]
1
p

> 0 pour tout u ∈ [0, S+(p, E∗)]
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Soit u+ la fonction inverse de k+ dé�nié par

u+(x) = k−1
+ (x) ∈ [0, S+(p, E∗)], pour tout x dans [0,

1

2
]

on dé�nit la fonction u dans [0; 1] par{
u+(x) si x ∈ [0, 1

2
]

u+(1− x) si x ∈ [1
2
, 1]

On montre que u est une solution positive du problème (1, 1) et satisfait

u′(0) = E∗, maxu(x) = u(
1

2
) = S+(p, E∗)

Supposons maintenant que v est une autre solution positive du problème (1.1) satisfait

v′(0) = E∗, max v(x) = v(
1

2
))

donc on a

x =

∫ u(x)

0

dt

[(E)p − p′G(t)]
1
p

=

∫ v(x)

0

dt

[(E)p − p′G(t)]
1
p

, pour tout x ∈ [0,
1

2
]

par suite ∫ u(x)

v(x)

dt

[(E)p − p′G(t)]
1
p

= 0, pour tout x ∈ [0,
1

2
]

d�ou

u = v dans [0,
1

2
]

ii) La preuve est similaire à i).

Exemple 1.3.1. On considèré le problème aux limite suivant{
− (ϕp (u′))′ = λϕp (u) dans (0, 1) ,

u (0) = u (1) = 0,
(1.2)

où λ est réel strictement positif

Le problème (1, 2) admet une solution positive dans A+, si et seulement si

λ = (p− 1)

(
2π

p sin π
p

)p

.
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Démonstration. On pose g (u) = λϕp (u) .Alors

G (u) =

∫ u

0

g (t) dt =
λ

p
up.

Pour tout p > 1, λ > 0 et E > 0, l'équation

Ep − λ

p− 1
up = 0 admet une unique solution positive

S+ (p,λ,E) =

(
p− 1

λ

) 1
p

E.

On dé�nit pour tout p > 1, λ > 0 et E > 0 l'application temps T+ par

T+ (p,λ,E) =

∫ S+(p,λ,E)

0

du

[Ep − p′G (u)]
1
p

=

∫
0

( p−1
λ )

1
pE. du[

Ep − λ
p−1

up
] 1
p

On pose u =
(
p−1
λ

)
tE, on obtient

T+ (p,λ,E) =

(
p− 1

λ

) 1
p
∫ 1

0

dv

(1− tp)
1
p

.

=

(
p− 1

λ

) 1
p 1

p
β

(
1

p
,1− 1

p

)
où β est la fonction béta d'Euler.

=

(
p− 1

λ

) 1
p

(
2π

p sin π
p

)
.

D'aprés le théorème (1.1) une condition nécessaire et su�sante pour que le problème

(1, 2) admet une solution positive est

T+ (p,λ,E) =
1

2
,

ce qui équivalant à (
p− 1

λ

) 1
p

(
2π

p sin π
p

)
=

1

2
,

c'est-à-dire

λ = (p− 1)

(
2π

p sin π
p

)p

= λ1 (p) ,

où λ1 (p) est la première valeur propre de l'opérateur p−Laplacien.
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Chapitre 2

Sur le nombre exact des solutions

positives pour une classe de

problèmes aux limites quasilineaires

(µ < 0)

2.1 Introduction

L'objet de ce chapitre est d'étudier l'existence et l'unicité des solutions positives

du problème aux limites quasilinéaire suivant :{
−(ϕp(u

′))′ = f(u) + µ dans (0, 1)

u(0) = u(1) = 0

}
(2.1)

ou ϕp(y) = |y|p−2 y, y ∈ R, p > 1, µ < 0 et f : R+ → R+ est une fonction p−convexe.

2.2 Résultat principal

On considère le problème aux limites :{
−(ϕp(u

′))′ = f(u) + µ dans ]0, 1[

u(0) = u(1) = 0
(2.2)
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CHAPITRE 2. SUR LE NOMBRE EXACT DES SOLUTIONS
POSITIVES POUR UNE CLASSE DE PROBLÈMES AUX LIMITES

QUASILINEAIRES (µ < 0)

où ϕp(y) = |y|p−2 y, y ∈ R, p > 1, µ < 0 et f : R+ → R+ satisfait les conditions

suivantes :

(H1) f ∈ C(R+) ∩ C2(R∗+).

(H2) lim
u→0+

f(u)
up−1 = a, ou a ∈ R+.

(H3) lim
u→+∞

f(u)
up−1 = b, ou b ∈]0,+∞].

(H4) limu
u→0+

f ′(u) = 0.

(H5) ∀p > 1,∀u > 0, (p− 2)f ′(u)− uf”(u) < 0.

Remarque 2.2.1. La fonction f satisfaisant l'hypothèse (H5 ) est appelée p-convexe.

Pour exprimer notre résultat, On dé�nie :

Dé�nition 2.2.1.

S+ =
{
u ∈ C1([0, 1]); u > 0 dans (0, 1), u(0) = u(1) = 0 et u′(0) > 0

}
Soit A+ le sous-ensemble de S+ composé par les fonctions u satisfaisantes :

� u est symétrie en 1
2
.

� La dérivée de u s'annule une seule fois dans ]0, 1[.

Soit B+ le sous-ensemble de C1([0, 1]) composé par les fonctions u satisfai-

santes :

� u > 0 dans (0, 1) et u(0) = u(1) = u′(0) = 0.

� u est symétrie en 1
2
.

� La dérivée de u s'annule une seule fois dans ]0, 1[.

On note par λ1(p) la première valeur propre du problème aux limites suivant :{
−(ϕp(u

′))′ = λϕp(u) dans (0, 1)

u(0) = u(1) = 0

on a

λ1(p) = (p− 1)

(
2

∫ 1

0

dt

(1− tp)
1
p

)p

= (p− 1)

(
2π

p sin π
p

)p

Le résultat principal est.

Théorème 2.2.1. On suppose que p > 1, µ < 0 et f satisfait (H1)− (H5).
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A) Si l'une des conditions suivantes est satisfait :

i) a < b ≤ λ1(p), ou

ii)
(

p
p−1

)p
λ1(p) ≤ a < b.

Alors pour tout µ < 0, le problème (2.8) n'admet pas des solutions positives.

B) Si l'une des conditions suivantes est satisfait :

i) a ≤ λ1(p) < b ≤
(

p
p−1

)p
λ1(p), ou

ii) λ1(p) < a < b ≤
(

p
p−1

)p
λ1(p).

Alors pour tout µ < 0, le problème (2.8) admet une unique solution et il appartient

a A+.

C) si a <
(

p
p−1

)p
λ1(p) < b, alors il existe µ∗(p, a, b) < 0 tel que :

� Si µ < µ∗(p, a, b), le problème (2.8) n'admet pas des solutions positives.

� Si µ = µ∗(p, a, b), le problème (2.8) admet une unique solution positive et elle

appartient a B+.

� Si µ > µ∗(p, a, b), le problème (2.8) admet une unique solution et elle appartient

a A+.

2.3 L'approche de l'application-temps

Dans cette section, nous présentons l'approche de l'application-temps bien connu

(voir [1], [2] , [3] , [4] , [5]).

Considérons le problème aux limites suivant :{
−(ϕp(u

′))′ = g(u) dans ]0, 1[

u(0) = u(1) = 0
(2.3)

où g ∈ C(R+,R).

Dé�nition 2.3.1. On dé�nie G(s) =
∫ S

0
g(t)dt

∀E ≥ 0 et p > 1, soit

X+(p, E) =

{
s > 0; Ep − p

p− 1
G(ζ) > 0,∀ζ, 0 < ζ < s

}
et

S+(p, E) =

{
0 si X + (p, E) = ∅

supX + (p, E) sinon
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soit

D = {E ≥ 0; 0 < S+(p, E) < +∞ et g(S+(p, E)) > 0}

et on dé�nie l'application-temps suivante :

T+(p, E) =

∫ S+(p,E)

0

[
Ep − p

p− 1
G(u)

]− 1
p

du

Nous a�rmons maintenant ce qui suit le théorème bien connu sans preuve (Voir

par exemple [5]).

Théorème 2.3.1. supposons que g ∈ C(R+,R), E ≥ 0 et p > 1 alors :

� Le problème (2.3) admet une solution u ∈ A+ satisfaisant u′(0) = E si et

seulement si E ∈ D ∩ (0,+∞) et T+(p, E) = 1
2
, dans ce cas la solution est

unique et son norme-sup est égal à S+(p, E).

� Le problème (2.3) admet une solution u ∈ B+si et seulement si 0 ∈ D et

T+(p, 0) = 1
2
, dans ce cas la solution est unique et son norme-sub est égal à

S+(p, 0).

2.4 Lemmes préliminaires

Lemme 2.4.1. Considèrons l'equation dans s ∈ R+

Ep − p

p− 1
(F (s) + µs) = 0 (2.4)

où F (s) =
∫ S

0
f(t)dt, p > 1, µ < 0 et E ≥ 0.

Alors pour tout E ≥ 0, l'equation (2.4)admet une unique solution positive S+(p, µ, E).

De plus cette solution véri�e les relations suivantes

i) ∀ E > 0, S+ (p, µ, E) > g−1 (−µ) := S+ (p, µ) où g (t) = F (t)
t
.

ii) lim
E→+∞

S+(p, µ, E) = +∞.
iii) La fonction E 7→ S+ (p, µ, E) est de classe C1dans ]0,+∞[ et on a

∂S+

∂E
(p, µ, E) =

(p− 1)Ep−1

f(S+(p, µ, E)) + µ
> 0,∀p > 1,∀µ < 0 et ∀E > 0.

iv) lim
E→0+

S+(p, µ, E) = S+(p, µ, 0)
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Démonstration. 1) Si E = 0, on a

F (s) + µs = 0.

L'étude des variations de la fonction s → F (s) + µs, montre que l'équation (2.3)

admet une unique solution positive qu'on note par S+ (p, µ) := g−1 (−µ) où g (t) =
F (t)
t

· Supposons maintenant que E > 0, pour tout p > 1 et µ < 0, considérons la fonction

Ψ dé�nie sur R∗+ par

s→ Ψ (p, µ, E, s) = EP − p′ (F (s) + µs) .

On a
∂Ψ

∂s
(p, µ, E, s) = −p′ (f (s) + µ) .

Comme la fonction s→ f (s)+µ est strictement croissante dans R∗+, de plus elle est
continue, alors l'équation f (s)+µ = 0 admet une unique solution positive qu'on note

par s∗. Alors la fonction s → Ψ (p, µ, E, s) est strictement croissante dans ]0, s∗[ et

strictement décroissante dans ]s∗,+∞[, donc l'équation en s, Ψ (p, µ, E, s) = 0 admet

une unique solution positive qu'on note par s∗ = S+ (p, µ, E) et elle véri�e

∀ E > 0, S+ (p, µ, E) > g−1 (−µ) := S+ (p, µ) .

2) Supposons que lim
E→+∞

S+ (p, µ, E) = l < +∞
Pour tout E > 0, p > 1 et µ < 0 on a

EP − p′ (F (S+ (p, µ, E))) + µS+ (p, µ, E) = 0, (2.5)

c'est-à- dire

EP = p′ (F (S+ (p, µ, E)) + µS+ (p, µ, E)) . (2.6)

Par passage à la limite quand E tend vers +∞ dans (2, 6), on obtient que

+∞ = p′ (F (l) + µl) < +∞,

contradiction et par suite lim
E→+∞

S+ (p, µ, E) = +∞.
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3) En dérivant l'équation (2.4) par rapport à E, on obtient la relation suivante

∂S+

∂E
(p, µ, E) =

(p− 1)Ep−1

f (S+ (p, µ, E)) + µ
> 0, ∀p > 1, ∀µ < 0 et ∀E > 0.

Maintenant, nous sommes prêts, pour tout p > 1, µ < 0 et E ≥ 0, pour calculer

X+(p, µ, E). En e�et :

X+(p, µ, E) =]0, S+(p, µ, E)[

D'autre part, nous avons :

D = {E ≥ 0, 0 < S+(p, µ, E) < +∞ et f(S+(p, µ, E)) + µ > 0}

= [0,+∞[

D'après le lemme(2.4.1), on a

lim
E→0+

S+(p, µ, E) = S+(p, µ, 0) (2.7)

lim
E→+∞

S+(p, µ, E) = +∞ (2.8)

et
∂S+

∂E
(p, µ, E) =

(p− 1)Ep−1

f(S+(p, µ, E)) + µ
> 0,∀p > 1,∀µ < 0 et ∀E > 0. (2.9)

Dé�nition 2.4.1. Maintenant on dé�nit pour tout p > 1, µ < 0 et E > 0, l'applica-

tion temps T+ par

T+ (p, µ, E) =

∫
0

S+(p,µ,E) du

[Ep − p′ (F (u) + µu)]
1
p

et on dé�nit pour tout p > 1 et µ < 0, l'application h+ par

h+ (p, µ) =

∫
0

S+(p,µ) du

[−p′ (F (u) + µu)]
1
p

, (2.10)

où S+ (p, µ) = S+ (p, µ, 0).

Lemme 2.4.2. Pour toute p > 1 et µ < 0, on a :

i) lim
E→0+

T+(p, µ, E) = h+(p, µ)
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ii) lim
E→+∞

T+(p, µ, E) =


1
2

(
λ1(p)

b

) 1
p

si b ∈ R∗+

0 si b = +∞
.

iii) La fonction E 7−→ T+(p, µ, E) est strictement décroissante on ]0,+∞[ .

Démonstration. soit p > 1 et µ < 0 on a :

i)

lim
E→0+

T+(p, µ, E) = lim
E→0+

∫ S+(p,µ,E)

0

[
Ep − p

p− 1
(F (u) + µu)

]− 1
p

du

= lim
E→0+

∫ 1

0

S+(p, µ, E)

[
Ep − p

p− 1
(F (S+(p, µ, E)t) + µS+(p, µ, E)t)

]− 1
p

dt

=

∫ 1

0

S+(p, µ)

[
− p

p− 1
(F (S+(p, µ)t) + µS+(p, µ)t)

]− 1
p

dt

=

∫ S+(p,µ)

0

[
− p

p− 1
(F (u) + µu)

]− 1
p

du

= h+(p, µ)

On distingue deux cas :

Cas b ∈ R∗+
Comme S+(p, µ, E) est une zéro de l'equation (2, 10), il résulte que

T+ (p, µ, E) = (p′)
− 1
p

∫
0

S+(p,µ,E) du

[F (S+ (p, µ, E)) + µS+ (p, µ, E)− F (u)− µu]
1
p

En faisant le changement de variable u = S+ (p, µ, E) t, on obtient :

T+ (p, µ, E) = (p′)
− 1
p × (2.11)

×
∫ 1

0

[
(F (S+(p, µ, E)) + µS+(p, µ, E)− F (S+(p, µ, E)t)− S+(p, µ, E)t

Sp+(p, µ, E)

]− 1
p

dt

Réécrivons (2, 11)

T+(p, µ, E) =

(
p− 1

p

) 1

p
∫ 1

0

[
(F (S+(p, µ, E))

Sp+(p, µ, E)
− F (S+(p, µ, E)t)

Sp+(p, µ, E)
+

µ(1− t)
Sp−1

+ (p, µ, E)

]− 1
p

dt

Comme lim
E→+∞

S+ (p, µ, E) = +∞ alors

lim
E→+∞

T+(p, µ, E) = lim
S+(p,µ,E)→+∞

(
p− 1

p

) 1

p
∫ 1

0

[
(F (S+(p, µ, E))

Sp+(p, E)
− F (S+(p, µ, E)t)

Sp+(p, µ, E)
+

µ(1− t)
Sp−1

+ (p, µ, E)

]− 1
p

dt



20

CHAPITRE 2. SUR LE NOMBRE EXACT DES SOLUTIONS
POSITIVES POUR UNE CLASSE DE PROBLÈMES AUX LIMITES

QUASILINEAIRES (µ < 0)

Par l'hypothèse (H3) et en utilisant la règle de l'Hopital, on obtient :

lim
E→+∞

T+ (p, µ, E) =

(
p− 1

p

) 1

p
∫ 1

0

[
b

p
− b

p
tp
]− 1

p

dt

=

(
p− 1

b

) 1

p
∫ 1

0

[1− tp]−
1
p dt

=

(
p− 1

b

) 1

p π

p sin π
p

=
1

2

(
λ1(p)

b

) 1
p

Cas b = +∞
d'après l'hypothèse (H3), on a :

lim
u→=∞

f(u)

up−1
= +∞

alors pour tout A1 > 0, il existe A2 > 0 tel que

f(u) > A1u
p−1, pour tout u > A2 (2.12)

Soit t ∈ ]0, 1[ , on a :

F (S+ (p, µ, E))− F (S+ (p, µ, E) t)

Sp+ (p, µ, E)
=

S+(p,µ,E)∫
S+(p,µ,E)t

f (u) du

Sp+ (p, µ, E)

=

∫
t

1f (S+ (p, µ, E) τ)

Sp−1
+ (p, µ, E)

dτ.

Alors

F (S+ (p, µ, E))− F (S+ (p, µ, E) t)

Sp+ (p, µ, E)
> A1

∫
0

1

τ p−1dτ , pour tout S+ (p, µ, E) > A2

=
A1

p
(1− tp) .

Par conséquent, pour tout S+(p, µ, E) > A2, on a

T+(p, µ, E) ≤
(
p− 1

p

) 1

p
∫ 1

0

[
A1

p
(1− tp) +

µ(1− t)
Sp−1

+ (p, µ, E)

]− 1
p

dt

≤
(
p− 1

p

) 1

p
∫ 1

0

[
A1

p
(1− tp) +

µ(1− t)
Ap−1

2

]− 1
p

dt
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Faisant tendre A1 vers +∞, on obtient :

lim
E→+∞

T+(p, µ, E) = 0

iii) On a

T+ (p, µ, E) =

∫
0

S+(p,µ,E) du

[Ep − p′ (F (u) + µu)]
1
p

= (p′)
− 1
p

∫
0

1 S+ (p, µ, E)

[F (S+ (p, µ, E)) + µS+ (p, µ, E)− F (S+ (p, µ, E) t)− µS+ (p, µ, E) t]
1
p

du

Donc

∂T+

∂E
(p, µ, E) =

1

p

(
p− 1

p

) 1
p ∂S+

∂E
(p, µ, E)× (2.13)

×
∫

0

1 H (µ, S+ (p, µ, E))−H (µ, S+ (p, µ, E) t)

[F (S+ (p, µ, E)) + µS+ (p, µ, E)− F (S+ (p, µ, E) t)− µS+ (p, µ, E) t]
p+1
p

dt

où

H(µ, u) = pF (u)− uf(u) + (p− 1)µu

On a
∂H

∂u
(µ, u) = (p− 1)f(u)− uf ′(u) + (p− 1)µ

D'après les hypothèses (H1), (H2) et (H4), il résulte que :

lim
u→0+

∂H

∂u
(µ, u) = (p− 1)µ < 0 (2.14)

et par l'hypothèse (H5), on a :

∂2H

∂u
(µ, u) = (p− 2) f (u)− uf ′′ (u) < 0 (2.15)

alors d'après (2.14) et (2.15), il rèsulte que :

∂H

∂u
(µ, u) < 0, pour tout µ < 0, et u > 0

Comme H est strictement décroissante par rapport à u, il résulte que

H(µ, S+(p, µ, E))−H(µ, S+(p, µ, E)t) < 0, pour tout µ < 0 et t ∈]0, 1[
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Comme
∂S+

∂E
(p, µ, E) > 0, alors on obtient que

∂T+

∂E
(p, µ, E) < 0, pour tout p > 1, µ < 0 et E > 0

Lemme 2.4.3. pour tout p > 1, on a

i) lim
µ→−∞

S+ (p, µ) = +∞.
ii) lim

µ→0−
S+ (p, µ) = 0+.

iii)
∂S+

∂µ
(p, µ) = − S+ (p, µ)

f (S+ (p, µ)) + µ
.

Démonstration. i) On a

F (S+ (p, µ)) + µS+ (p, µ) = 0,

c'est -à-dire
F (S+ (p, µ))

S+ (p, µ)
= −µ.

Quand µ tend vers −∞,
F (S+ (p, µ))

S+ (p, µ)
tend vers +∞ et par l'hypothèse (H3), on

obtient que

lim
µ→−∞

S+ (p, µ) = +∞.

ii) On a

F (S+ (p, µ)) + µS+ (p, µ) = 0.

Quand µ tend vers 0−, S+ (p, µ) tend vers le zéro de l'équation F (u) = 0.

Comme u = 0 est l'unique zéro de l'équation F (u) = 0, on obtient que

lim
µ→0−

S+ (p, µ) = 0+.

iii) On a

F (S+ (p, µ)) + µS+ (p, µ) = 0.

En dérivant cette dernière équation par rapport à µ, on obtient que

∂S+

∂µ
(p, µ) = − S+ (p, µ)

f (S+ (p, µ)) + µ
.
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Lemme 2.4.4. Pour tout p > 1, on a

i) lim
µ→−∞

h+ (p, µ) =


p

2 (p− 1)

(
λ1 (p)

b

) 1
p

si b ∈ R∗+

0 si b = +∞.

ii) lim
µ→0−

h+ (p, µ) =


+∞ si a = 0

p

2 (p− 1)

(
λ1 (p)

a

) 1
p

si a ∈ R∗+.

iii) La fonction µ 7→ h+ (p, µ) est strictement croissante sur ]−∞, 0[ .

Démonstration. i) on distingue deux cas :

Cas b ∈ R∗+
On a

h+ (p, µ) =

∫
0

S+(p,µ) du

[−p′ (F (u) + µu)]
1
p

.

En faisant le changement de variable u = S+ (p, µ) t, on obtient

h+ (p, µ) =

(
p− 1

p

) 1
p
∫

0

1 S+ (p, µ)

[−F (S+ (p, µ) t)− µS+ (p, µ) t]
1
p

dt

Comme

F (S+ (p, µ)) + µS+ (p, µ) = 0,

il résulte que

h+ (p, µ) =

(
p− 1

p

) 1
p
∫

0

1 dt[
tF (S+(p,µ))
Sp+(p,µ)

− F (S+(p,µ)t)
Sp+(p,µ)

] 1
p

h+ (p, µ) =

(
p− 1

p

) 1
p
∫

0

1 dt[
tF (S+(p,µ))
Sp+(p,µ)

− F (S+(p,µ)t)tp

(S(p,µ)t)p

] 1
p

.

Par l'hypothèse (H3), et en utilisant la rêgle de l'Hôspital, on obtient

h+(p, µ) =

∫ 1

0

[
− p

p− 1

(
F (S+(p, µ)t)

(S+(p, µ)t)p
tp − F (S+(p, µ)))

Sp+(p, µ)
t

)]− 1
p

dt (2.16)

Maintenant, par l'assertion ii) du lemme (2.4.3), nous avons :

lim
µ→−∞

h+(p, µ) = lim
S+(p,µ)→+∞

∫ 1

0

[
− p

p− 1

(
F (S+(p, µ)t)

(S+(p, µ)t)p
tp − F (S+(p, µ)))

Sp+(p, µ)
t

)]− 1
p

dt



24

CHAPITRE 2. SUR LE NOMBRE EXACT DES SOLUTIONS
POSITIVES POUR UNE CLASSE DE PROBLÈMES AUX LIMITES

QUASILINEAIRES (µ < 0)

Puis, à partir (H3) et en utilisant la règle de l'Hopital, on obtient :

lim
µ→−∞

h+ (p, µ) =

(
p− 1

p

) 1
p
∫

0

1 dt[
b
p
t− b

p
tp
] 1
p

=

(
p− 1

b

) 1
p
∫

0

1 dt

(t− tp)

=

(
p− 1

b

) 1
p π

(p− 1) sin π
p

=
p

2 (p− 1)

(
λ1 (p)

b

) 1
p

Cas : b = +∞
D'après l'hypothèse (H3), on a

lim
u→+∞

f(u)

up−1
= +∞

Alors pour tout A1 > 0, il existe A2 > 0, tels que

f (u) > A1u
p−1, pour tout u > A2

Soit t ∈ ]0, 1[, on a

F (S+ (p, µ)) t− F (S+ (p, µ) t)

Sp+ (p, µ)
=

t
∫

0

S+(p,µ)
f (u) du−

∫
0

tS+(p,µ)
f (u) du

Sp+ (p, µ)

<

∫
0

S+(p,µ)
f (u) du−

∫
0

tS+(p,µ)
f (u) du

Sp+ (p, µ)

=

∫
tS+(p,µ)

S+(p,µ)
f (u) du

Sp+ (p, µ)

=

∫
t

1f (S+ (p, µ) τ)

Sp−1
+ (p, µ)

dτ

> A1

∫
t

1

τ p−1dτ , pour tout S+ (p, µ) > A2

=
A1

p
(1− tp) .
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Donc pour tout S+ (p, µ) > A2, on a

h+ (p, µ) ≤
(
p− 1

p

) 1
p
∫

0

1 dt[
A1

p
(1− tp)

] 1
p

≤
(
p− 1

A1

) 1
P
∫

0

1 dt

(1− tp)
1
p

.

Faisant tendre A1vers +∞, on obtient

lim
µ→−∞

h+ (p, µ) = 0.

ii) La preuve est similaire à i)

iii) On a

h+ (p, µ) =

∫
0

S+(p,µ) du

[−p′ (F (u) + µu)]
1
p

= (p′)
−1
p

∫
0

1 S+ (p, µ)

[tF (S+ (p, µ))− F (S+ (p, µ) t)]
1
p
.

Alors

∂h+

∂µ
(p, µ) = (p′)

−1
p
∂S+

∂µ
(p, µ)×

∫
0

1 L (t, S+ (p, µ))

p [tF (S+ (p, µ))− F (S+ (p, µ) t)]
p+1
p

dt (2.17)

où

L (t, S+ (p, µ)) := t [pF (S+ (p, µ))− S+ (p, µ) f (S+ (p, µ))]−[pF (S+ (p, µ) t)− S+ (p, µ) tf (S+ (p, µ) t)] .

On a

∂2L

∂t2
(t, S+ (p, µ)) = −S2

+ (p, µ) [(p− 2) f ′ (S+ (p, µ) t)− S+ (p, µ) tf ′′ (S+ (p, µ) t)] .

Par l'hypothèse (H5), il suit que

∂2L

∂t2
(t, S+ (p, µ)) > 0, pour tout t ∈ ]0, 1[

Puisque

L (0, S+ (p, µ)) = L (1, S+ (p, µ)) = 0.
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On obtient

L (t, S+ (p, µ)) < 0, pour tout t ∈ ]0, 1[

Comme
∂S+

∂µ
(p, µ) < 0

il résulte que
∂h+

∂µ
(p, µ) > 0, pour tout p > 1 et µ < 0.

2.5 Preuve du théorème principal

Démonstration. Assertion (A)

i) Supposons que a < b ≤ λ1 (p).

D'après le lemme(2.4.2) on a

� lim
E→0+

T+ (p, µ, E) = h+ (p, µ) .

� lim
E→+∞

T+ (p, µ, E) ≥ 1

2
.

� La fonction E 7→ T+ (p, µ, E) est strictement décroissante sur [0,+∞[.

� Alors l'équation de la variable E, T+ (p, µ, E) =
1

2
n'admet aucune solution

positive.

� Ainsi par le théorème (2.3.1), il résulte que le problème (2.2) n'admet aucune

solutioin positive pour tout µ < 0.

ii) Supposons que

(
p

p− 1

)p
λ1 (p) ≤ a < b.

D'après le lemme(2.4.2)on a

� lim
E→0+

T+ (p, µ, E) = h+ (p, µ) .

� lim
E→+∞

T+ (p, µ, E) <
1

2
.

� La fonction E 7→ T+ (p, µ, E) est strictement décroissante [0,+∞[.

� Alors l'équation de la variable E, T+ (p, µ, E) =
1

2
admet une solution positive

dans [0,+∞[ si et seulement si h+ (p, µ) ≥ 1

2
.

Et par le lemme(2.4.4)on a

� lim
µ→−∞

h+ (p, µ) <
1

2
.
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� lim
µ→0−

h+ (p, µ) ≤ 1

2
.

� La fonction µ 7→ h+ (p, µ) est strictement croissante sur ]−∞, 0[ .

� Alors il n'existe pas un réel µ < 0 tel que h+ (p, µ) ≥ 1

2
.

� Ainsi par le théorème (2.3.1), il résulte que le problème(2.2) n'admet aucune

solution positive.

Assertion (B)

i) Supposons que a ≤ λ1 (p) < b ≤
(

p

p− 1

)p
λ1 (p).

Par le lemme (2.4.2) en déduit que l'équation de la variable E, T+ (p, µ, E) =
1

2
admet

une solution dans ]0,+∞[ si et seulement si h+ (p, µ) ≥ 1

2
.

Maintenant par le lemme (2.4.4) on a :

� lim
µ→−∞

h+ (p, µ) ≥ 1

2
.

� lim
µ→0−

h+ (p, µ) >
1

2
.

� La fonction µ 7→ h+ (p, µ) est strictement croissante sur ]−∞, 0[ .

Donc l'équation de la variable E, T+ (p, µ, E) =
1

2
admet une unique solution positive

dans ]0,+∞[ pour tout µ < 0.

Ainsi par le théorème(2.3.1), il résulte que le problème(2.2) admet une unique solution

positive et que cette solution est dans A+.

ii) est similaire que i).

Assertion (C)

Supposons que a <

(
p

p− 1

)p
λ1 (p) < b.

Par le lemme (2.4.2) l'équation de la variable E, T+ (p, µ, E) =
1

2
admet une solution

dans ]0,+∞[ si et seulement si h+ (p, µ) ≥ 1

2
.

Maintenant par le lemme(2.4.4) on a

� lim
µ→−∞

h+ (p, µ) <
1

2
.

� lim
µ→0−

h+ (p, µ) >
1

2
.

� La fonction µ 7→ h+ (p, µ) est strictement croissante sur ]−∞, 0[.

Alors il est existe un unique réel µ∗ (p, a, b) < 0 tel que :
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� h+ (p, µ) <
1

2
, pour tout µ < µ∗ (p, a, b).

� h+ (p, µ∗ (p, a, b)) =
1

2
.

� h+ (p, µ) >
1

2
, pour tout µ > µ∗ (p, a, b) .

Donc l'équation de la variable E, T+ (p, µ, E) =
1

2
admet une solution positive dans

]0,+∞[ .

si et seulement si µ ≥ µ∗ (p, a, b) . Ainsi par le thèoreme(2.3.1), il résulte que

� Si µ < µ∗ (p, a, b), le problème (2.8) n'admet aucune solution positive.

� Si µ = µ∗ (p, a, b), le problème (2.8) admet une unique solution positive de plus

elle est dans B+.

� Si µ > µ∗ (p, a, b), le problème (2.2) admet exactement une unique solution

positive de plus elle est dans A+.



Chapitre 3

Sur le nombre exact des solutions

positives pour une classe de

problèmes aux limites quasilineaires

(µ > 0)

Dans ce chapitre on étudions l'existence et la multiplicité des solutions positives

du problème aux limites suivant{
− (ϕp (u′))′ = aup−1 − bu2p−2 + µ dans ]0, 1[ ,

u (0) = u (1) = 0,
(3.1)

où ϕp (y) = |y|p−2 y, y ∈ R, p > 1, a > 0, b > 0 et µ > 0.

Le plan du chapitre est le suivant. Premièrement on énonce les résultats principaux

de ce chapitre. Deuxièment on donne quelques résultats préliminaires et en �n on

démontre les résultats principaux de ce chapitre.

3.1 Théorème principal

Théorème 3.1.1. On suppose que a > 0 et b > 0. Alors on a les résultats suivants

(A) Si 1 < p ≤ 2, alors pour tout µ > 0, le problème (3.1) admet une unique

solution positive appartient à A+.
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(B) Si p > 2 et a >
(
p−1
P

)
(2k (p))p, où

k (p) =

∫ 1

0

dt[
1
p

(1− tp)− 1
2p−1

(1− t2p−1)
] 1
p

converge pour tout p > 2.

Alors le problème (3.1) n'admet aucune solution positive.

(C) Si p > 2 et a ≤
(
p−1
P

)
(2k (p))p, alors il existe un réel µ∗ > 0 tel que

i) Si µ > µ∗, le problème (3.1) n'admet aucune solution positive.

ii) Si µ = µ∗, le problème (3.1) admet une unique solution positive et de plus elle

est dans B+.

iii) Si µ < µ∗, le problème (3.1) admet une unique solution positive et de plus elle

est dans A+.

On a besoin de quelques lemmes avant de démontrer ce théorème

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1. Considérons l'équation en s > 0

Ep − p′
(
a

p
sp − b

2p− 1
s2p−1 + µs

)
= 0, (3.2)

où p > 1, E > 0, p′ = p
p−1

, a > 0, b > 0 et µ > 0 sont des paramètres réels positifs.

Alors il existe un réel positif

E∗ (p, µ) =

[
p

p− 1

(
a

p
αp − b

2p− 1
α2p−1 + µα

)] 1
p

avec α =

(
a+

√
a2 + 4bµ

2b

) 1

p− 1

tel que

i) Si E > E∗ (p, µ), l'équation (3.2) n'admet aucune solution positve.

ii) Si E = E∗ (p, µ), l'équation (3.2) admet une unique solution positve S+ (p, µ, E∗) =

α.

iii) Si E < E∗ (p, µ), l'équation (3.2) admet une solution positve S+ = S+ (p, µ, E)

∈ ]0, α[.

De plus
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1) La fonction E → S+ (p, µ, E) est de classe C1 dans ]0, E∗ (p, µ)[ et on a

∂S+

∂E
(p, µ, E) =

(p− 1) Ep−1

a Sp−1
+ (p, µ, E)− b S2p−2

+ (p, µ, E) + µ
> 0, ∀E ∈ ]0, E∗ (p, µ)[ .

2) lim
E→0+

S+ (p, µ, E) = 0+.

3) lim
E→E∗

S+ (p, µ, E) = α.

Démonstration. Pour tout p > 1 et E > 0, considérons la fonction

s 7→ ψ (p, µ, E, s) = Ep − p′
(
a

p
sp − b

2p− 1
s2p−1 + µs

)
.

On a
∂ψ

∂s
(p, µ, E, s) = −p′

(
a

p
sp−1 − b

2p− 1
s2p−1 + µ

)
.

L'équation

∂ψ

∂s
(p, µ, E, s) = 0, admet une unique solution positive α.

De plus

lim
s→0

ψ (p, µ, E, s) = Ep et lim
S→+∞

ψ (p, µ, E, s) = +∞.

Alors on a le tableau de variations suivant

s 0 α +∞
∂ψ

∂s
(p, µ, E, s) − +

ψ (p, µ, E, s)
Ep ↘ ↗ +∞

Ep − p′
(
a
p
αp − b

2p−1
α2p−1 + µα

)
Alors on a

i) Si E > E∗ (p, µ) =
[

p
p−1

(
a
p
αp − b

2p−1
α2p−1 + µα

)] 1
p
, l'équation (3.2) n'admet au-

cune solution positve.

ii) Si E = E∗ (p, µ), l'équation (3.2) admet une unique solution positve α.

iii) Si E < E∗ (p, µ), l'équation (3.2) admet dans l'intervalle ]0, α[ une unique solution

positve S+ = S+ (p, µ, E) satisfait

Ep− p

p− 1

[
a

p
Sp+ (p, µ, E)− b

2p− 1
S2p−1

+ (p, s, E) + µS+ (p, µ, E)

]
= 0, ∀E ∈ ]0, E∗ (p, µ)[ .

(3.3)
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1) Pour tout p > 1 et µ > 0, considérons la fonction

(E, s) 7→ ψ (E, s) = Ep − p′
(
a

p
sp − b

2p− 1
s2p−1 + µs

)
dé�nie dans Ω+ = (0, E∗)× (0, α), donc ψ ∈ C1 (Ω+) et

∂ψ

∂s
(E, s) = −p′

(
asp−1 − bs2p−1 + µ

)
< 0 dans Ω+.

On observe que pour tout E > 0 et µ > 0, S+ (p, µ, E) appartient à l'intervalle ]0, α[

et satisfait

ψ (E, S+ (p, µ, E)) = 0. (3.4)

D'après le théorème des fonctions implicites, la fonction

E 7→ S+ (p, µ, E) est de classe C1
(
(0, E∗) ,R+

)
.

En dérivant par rapport à E l'égalité (3.3), on obtient

∂S+ (p, µ, E)

∂E
=

(p− 1)Ep−1

a Sp−1
+ (p, µ, E)− bS2p−2

+ (p, µ, E) + µ
> 0, ∀p > 1, ∀µ > 0 et ∀E > 0.

2) Pour tout p > 1 �xé et µ > 0, la fonction dé�nie dans ]0, E∗[ par : E 7→ S+ (p, µ, E)

est strictement croissante et de plus S+ (p, µ, E) ∈ ]0, α[ .

Alors les deux limites :

lim
E→0+

S+ (p, µ, E) = l0 et lim
E→E∗

S+ (p, µ, E) = l∗ existent et �nies et on a 0 ≤ l0 < l∗ ≤ α.

Pour tout p > 1 et µ > 0, la fonction (E, s)→ ψ (E, s) est continue dans [0, E∗ (p, µ)]×
[0, α].

La fonction E 7→ S+ (p, µ, E) est continue dans [0, E∗] et satisfait la relation (3.4).

Par passage à la limite quand E tend vers 0+, on obtient

0 = lim
E→0+

ψ (E, S+ (p, µ, E)) = ψ (0, l0) .

Donc l0 est un zéro appartient à [0, α] de l'équation ψ (0, s) = 0.

Résolvons cette dernière équation par rapport à l0, on obtient que

lim
E→0+

S+ (p, µ, E) = 0+.
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Ainsi par passage à la limite dans (3.4) quand E tend vers E∗, on obtient

0 = lim
E→E∗

ψ (E, S+ (p, µ, E)) = ψ (E∗, l∗) ,

donc l∗ est un zéro appartient à [0, α] de l'équation ψ (E∗, s) = 0. Résolvons cette

dernière équation par rapport à l∗, on obtient que

lim
E→E∗

S+ (p, µ, E) = α.

Dé�nition 3.2.1. Pour tout p > 1, µ > 0 et E > 0, on dé�nit l'application-temps

T+ par

T+ (p, µ, E) =

∫ S+(p,µ,E)

0

du[
Ep − p′

(
a
p
up − b

2p−1
u2p−1 + µu

)] 1
p

.

Lemme 3.2.2. Pour tout p > 1 et µ > 0, on a

1) lim
E→0+

T+ (p, µ, E) = 0+.

2) lim
E→E∗

T+ (p, µ, E) =

{
+∞ si 1 < p ≤ 2

(p′)
−1
P J+ (p, µ) si p > 2.

.

où

J+ (p, µ) =

∫ α

0

du

[F (α)− F (u)]
1
p

et F (u) =

∫ u

0

f (t) dt =
a

p
up − b

2p− 1
u2p−1 + µu.

Démonstration. Pour tout p > 1 et µ > 0, on a

1)

T+ (p, µ, E) =

∫ S+(p,µ,E)

0

du[
Ep − p′

(
a
p
up − b

2p−1
u2p−1 + µu

)] 1
p

= (p′)
−1
p

∫ S+(p,µ,E)

0

du[(
a
p
Sp+ (p, µ, E)− b

2p−1
S2p−1

+ (p, µ, E) + µ S+ (p, µ, E)
)
−
(
a
p
up − b

2p−1
u2p−1 + µu

)] 1
p
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= (p′)
−1
p

∫ 1

0

S+ (p, µ, E) dt[(
a
p
Sp+ (p, µ, E) (1− tp)− b

2p−1
S2p−1

+ (p, µ, E) (1− t2p−1) + µ S+ (p, µ, E) (1− t)
)] 1

p

= (p′)
−1
p

∫ 1

0

dt[
a
p

(1− tp)− b
2p−1

Sp−1
+ (p, µ, E) (1− t2p−1) + µ(1−t)

Sp−1
+ (p,µ,E)

] 1
p

.

Alors

lim
E→0+

T+ (p, µ, E) = (p′)
−1
p lim
E→0+

∫ 1

0

dt[
a
p

(1− tp)− b
2p−1

Sp−1
+ (p, µ, E) (1− t2p−1) + µ(1−t)

Sp−1
+ (p,µ,E)

] 1
p

= (p′)
−1
p

∫ 1

0

lim
E→0+

dt[
a
p

(1− tp)− b
2p−1

Sp−1
+ (p, µ, E) (1− t2p−1) + µ(1−t)

Sp−1
+ (p,µ,E)

] 1
p

= 0+.

Où bien on a

T+ (p, µ, E) =

∫ S+(p,µ,E)

0

du[
Ep − p′

(
a
p
up − b

2p−1
u2p−1 + µu

)] 1
p

= S+ (p, µ, E)

∫ 1

0

dt[
Ep − p′

(
a
p
Sp+ (p, µ, E) tp − b

2p−1
S2p−1

+ (p, µ, E) t2p−1 + µ S+ (p, µ, E) t
)] 1

p

=
S+ (p, µ, E)

E

∫ 1

0

[
1− p′

(
a
p
Sp+ (p, µ, E) tp − b

2p−1
S2p−1

+ (p, µ, E) t2p−1 + µ S+ (p, µ, E) t

Ep

)]−1
p

dt.

Par la règle de l'Hôspital on a

lim
E→0+

S+ (p, µ, E)

E
= lim

E→0+
S ′+ (p, µ, E) = lim

E→0+

(p− 1)Ep−1

aSp−1
+ (p, µ, E)− bS2p−2

+ (p, µ, E) + µ
= 0.

D'autre part, on a

a
p
Sp+ (p, µ, E) tp − b

2p−1
S2p−1

+ (p, µ, E) t2p−1 + µ S+ (p, µ, E) t

Ep

=
S+ (p, µ, E)

Ep
t

∫ 1

0

[
aSp−1

+ (p, µ, E) tp−1τ p−1 − bS2p−2
+ (p, µ, E) t2p−2τ 2p−2 + µ

]
dτ.
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On a

lim
E→0+

[
a
p
Sp+ (p, µ, E) tp − b

2p−1
S2p−1

+ (p, µ, E) t2p−1 + µ S+ (p, µ, E) t

Ep

]

= lim
E→0+

(
S ′+ (p, µ, E)

pEp−1

)
t

∫ 1

0

[
aSp−1

+ (p, µ, E) tp−1τ p−1 − bS2p−2
+ (p, µ, E) t2p−2τ 2p−2 + µ

]
dτ

= lim
E→0+

(p−1)t

p[aSp−1
+ (p,µ,E)−bS2p−2

+ (p,µ,E)+µ]

∫ 1

0

[
aSp−1

+ (p, µ, E) (tτ)p−1 − bS2p−2
+ (p, µ, E) (tτ)2p−2 + µ

]
dτ

=
(p− 1) t

pµ

∫ 1

0

µ dτ

=
t

p′
.

Alors

lim
E→0+

[
1− p′

a
p
Sp+ (p, µ, E) tp − b

2p−1
S2p−1

+ (p, µ, E) t2p−1 + µ S+ (p, µ, E) t

Ep

]
= 1− t.

Ainsi

lim
E→0+

∫ 1

0

[
1− p′

a
p
Sp+ (p, µ, E) tp − b

2p−1
S2p−1

+ (p, µ, E) t2p−1 + µS+ (p, µ, E) t

Ep

]−1
p

dt

=

∫ 1

0

(1− t)−
1
p dt

= p′.

D'où

lim
E→0+

T+ (p, µ, E) = 0× p′ = 0.

2)

T+ (p, µ, E) =

∫ S+(p,µ,E)

0

du

[Ep − p′F (u)]
1
p

= (p′)
−1
p

∫ S+(p,µ,E)

0

du

[F (S+ (p, µ, E))− F (u)]
1
p

.

Donc

lim
E→E∗

T+ (p, µ, E) = (p′)
−1
p lim
E→E∗

∫ S+(p,µ,E)

0

du

[F (S+ (p, µ, E))− F (u)]
1
p

= (p′)
−1
p

∫ α

0

du

[F (α)− F (u)]
1
p

.
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Comme α racine double de l'équation

Ep
∗ − p′F (u) = 0,

alors on peut écrire

F (α)− F (u) = (α− u)2 φ (u) 6= 0.

Par suite

lim
E→E∗

T+ (p, µ, E) = (p′)
−1
p

∫ α

0

du

(α− u)
2
p (φ (u))

1
p

=

{
+∞ si 1 ≤ p ≤ 2

(p′)
−1
P J+ (p, µ) si p > 2.

Lemme 3.2.3. L'application E 7→ T+ (p, µ, E) est strictement croissante.

Démonstration. On a

T+ (p, µ, E) =

∫ S+(p,µ,E)

0

du[
Ep − p′

(
a
p
up − b

2p−1
u2p−1 + µu

)] 1
p

= (p′)
−1
p

∫ S+(p,µ,E)

0

du[
a
p

(Sp+ (p, µ, E)− up)− b
2p−1

(
S2p−1

+ (p, µ, E)− u2p−1
)

+ µ (S+ (p, µ, E)− u)
] 1
p

= (p′)
−1
p T̃+ (S+ (p, µ, E)) ,

où

T̃+ (S+ (p, µ, E)) =

∫ S+(p,µ,E)

0

du

[ap (Sp+(p,µ,E)−up)− b
2p−1(S2p−1

+ (p,µ,E)−u2p−1)+µ (S+(p,µ,E)−u)]
1
p
.

On a

∂T̃+

∂E
(p, µ, E) =

∂S+ (p, µ, E)

∂E
× d T̃+ (S+ (p, µ, E))

d S+ (p, µ, E)
.
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Posons s := S+ (p, µ, E)

d T̃+ (s)

d s
=

d

ds

∫ s

0

du[
a
p

(sp − up)− b
2p−1

(s2p−1 − u2p−1) + µ (s− u)
] 1
p

=
d

ds

∫ 1

0

s[
a
p
sp (1− tp)− b

2p−1
s2p−1 (1− t2p−1) + µs (1− t)

] 1
p

dt

=
1

p

∫ s

0

H (p, µ, s)−H (p, µ, u)

s
[
a
p

(sp − up)− b
2p−1

(s2p−1 − u2p−1) + µ (s− u)
] 1
p

du,

où

H (p, µ, u) = (p− 1)

(
b

2p− 1
u2p−1 + µu

)
.

On a
∂H

∂u
(p, µ, u) = (p− 1)

(
bu2p−1 + µ

)
> 0,∀u > 0.

Comme H est strictement croissante par rapport à u, il résulte que

H (p, µ, s)−H (p, µ, u) > 0.

Par suite
d T̃+ (s)

d s
> 0.

Comme
∂S+

∂E
(p, µ, E) > 0, on obtient

∂T+

∂E
(p, µ, E) > 0, ∀p > 1 et ∀E > 0.

C'est-à-dire l'application E 7→ T+ (p, µ, E) est strictement croissante.

Lemme 3.2.4. Pour tout p > 2, on a

(1) lim
µ→0+

J+ (p, µ) = a
−1
p k (p) .

(2) lim
µ→+∞

J+ (p, µ) = 0+.

(3) L'application µ 7→ J+ (p, µ) est strictement décroissante.
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Démonstration. 1) On a

J+ (p, µ) =

∫ α

0

du

[F (α)− F (u)]
1
p

=

∫ α

0

du[(
a
p
αp − b

2p−1
α2p−1 + µα

)
−
(
a
p
up − b

2p−1
u2p−1 + µu

)] 1
p

=

∫ 1

0

dt[
a
p

(1− tp)− b
2p−1

αp−1 (1− t2p−1) + µα1−p (1− t)
] 1
p

.

Alors

lim
µ→0+

J+ (p, µ) = lim
µ→0+

∫ 1

0

dt[
a
p

(1− tp)− b
2p−1

αp−1 (1− t2p−1) + µα1−p (1− t)
] 1
p

= a
−1
p

∫ 1

0

dt[
1
p

(1− tp)− 1
2p−1

(1− t2p−1)
] 1
p

= a
−1
p k (p) .

2) On a

lim
µ→+∞

[
a

p
(1− tp)− b

2p− 1
αp−1

(
1− t2p−1

)
+ µα1−p (1− t)

]
= lim

µ→+∞
αp−1

[
a
p

(1− tp)
αp−1

− b

2p− 1

(
1− t2p−1

)
+ µα2−2p (1− t)

]

= lim
µ→+∞

(
a+

√
a2 + 4bµ

2b

)− b

2p− 1

(
1− t2p−1

)
+

4b2µ (1− t)(
a+

√
a2 + 4bµ

)2

 .
Comme

lim
µ→+∞

(
a+

√
a2 + 4bµ

2b

)
= +∞,

et

lim
µ→+∞

− b

2p− 1

(
1− t2p−1

)
+

4b2µ (1− t)(
a+

√
a2 + 4bµ

)2


= − b

2p− 1

(
1− t2p−1

)
+ b (1− t) > 0, pour tout t ∈ (0, 1) .
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alors

lim
µ→+∞

[
a

p
(1− tp)− b

2p− 1
αp−1

(
1− t2p−1

)
+ µα1−p (1− t)

]
= +∞.

Par suite

lim
µ→0+

J+ (p, µ) = 0+

3) On a

J+ (p, µ) =

∫ α

0

du[(
a
p
αp − b

2p−1
α2p−1 + µα

)
−
(
a
p
up − b

2p−1
u2p−1 + µu

)] 1
p

=

∫ 1

0

dt[
a
p

(1− tp)− b
2p−1

αp−1 (1− t2p−1) + µα1−p (1− t)
] 1
p

=

∫ 1

0

dt[
a
p

(1− tp)− 1
4p−2

(
a+

√
a2 + 4bµ

)
(1− t2p−1) + 2bµ

a+
√
a2+4bµ

(1− t)
] 1
p

.

Alors

∂J+

∂µ
(p, µ) =

−1

p

∫ 1

0

−b
(2p−1)

√
a2+4bµ

(1− t2p−1) +

[
2ab

(
a+
√
a2+4bµ

)
+4b2µ

√
a2+4bµ

(
a+
√
a2+4bµ

)2

]
(1− t)

[
a
p

(1− tp)− 1
4p−2

(
a+

√
a2 + 4bµ

)
(1− t2p−1) + 2bµ

a+
√
a2+4bµ

(1− t)
] p+1

p

dt

=
b

p
√
a2 + 4bµ

∫ 1

0

1
(2p−1)

(1− t2p−1)− (1− t)[
a
p

(1− tp)− 1
4p−2

(
a+

√
a2 + 4bµ

)
(1− t2p−1) + 2bµ

a+
√
a2+4bµ

(1− t)
] p+1

p

dt.

Posons

L (t, p) =
1

(2p− 1)

(
1− t2p−1

)
− (1− t) .

On a
∂L

∂t
(t, p) = 1− t2p−2 > 0, pour tout t ∈ ]0, 1[ ,

Comme

L (0, p) =
2− 2p

2p− 1
< 0 et L (1, p) = 0,
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on obtient que

L (t, p) < 0, pour tout t ∈ ]0, 1[ .

Ainsi
∂J+

∂µ
(p, µ) < 0, pour tout p > 2 et µ > 0.

C'est-à-dire l'application µ 7→ J+ (p, µ) est strictement décroissante.

3.3 Preuve du théorème principal

Démonstration. Assertion (A)

On suppose que 1 < p ≤ 2 et a > 0.

D'après les lemmes(3.2.2) et (3.2.3) on a

� lim
E→0+

T+ (p, µ, E) = 0+.

� lim
E→E∗

T+ (p, µ, E) = +∞.
� E 7→ T+ (p, µ, E) est strictement croissante.

Donc l'équation de la variable E, T+ (p, µ, E) = 1
2
admet une unique solution positive

dans ]0, E∗[. Par le théorème(2.3.1), il résulte que le problème (3.1) admet une unique

solution positive et de plus elle est dans A+.

Assertion (B)

On suppose que p > 2 et a > p−1
p

(2k (p))p.

D'après les lemmes(3.2.2) et (3.2.3) on a

� lim
E→0+

T+ (p, µ, E) = 0+.

� lim
E→E∗

T+ (p, µ, E) = (p′)
−1
P J+ (p, µ) .

� E 7→ T+ (p, µ, E) est strictement croissante.

Donc l'équation de la variable E, T+ (p, µ, E) = 1
2
admet une solution positive dans

]0, E∗[ si et seulement si (p′)
−1
P J+ (p, µ) ≥ 1

2
.

Maintenant par le lemme(3.2.4) on a

� lim
µ→0+

J+ (p, µ) < 1
2
.

� lim
µ→+∞

J+ (p, µ) < 1
2
.

� µ 7→ J+ (p, µ) est strictement décroissante.
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Donc il n'existe pas un réel µ > 0 tel que (p′)
−1
P J+ (p, µ) ≥ 1

2
et par suite l'équation

de la variable E, T+ (p, µ, E) = 1
2
n'admet aucune solution positive.

Ainsi par le théorème(2.3.1), il résulte que le problème (3.1) n'admet aucune solution

positive.

Assertion (C)

On suppose que p > 2 et a ≤ p−1
p

(2k(p))p.

D'après les lemmes(3.2.3) et (3.2.3) l'équation de la variable E, T+ (p, µ, E) = 1
2
admet

une solution positive dans ]0, E∗[ si et seulement si (p′)
−1
P J+ (p, µ) ≥ 1

2
.

Maintenant par le lemme(3.2.4) on a

� lim
µ→0+

J+ (p, µ) ≥ 1
2
.

� lim
µ→+∞

J+ (p, µ) = 0.

� µ 7→ J+ (p, µ) est strictement décroissante.

Donc il existe un réel µ∗ > 0 tel que

� (p′)
−1
P J+ (p, µ) < 1

2
, pour tout µ > µ∗,

� (p′)
−1
P J+ (p, µ∗) = 1

2
,

� (p′)
−1
P J+ (p, µ) > 1

2
, pour tout µ < µ∗.

Donc l'équation de la variable E, T+ (p, µ, E) = 1
2
admet une solution positive dans

]0, E∗[ si et seulement si µ ≤ µ∗.

Ainsi par le théorème(2.3.1), il résulte que

� Si µ > µ∗, le problème (3.1) n'admet aucune solution positive.

� Si µ = µ∗, le problème (3.1) admet une unique solution positive et de plus elle

est B+.

� Si µ < µ∗, le problème (3.1) admet une unique solution positive et de plus elle

est A+.
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Chapitre 4

Applications

L'objet de ce chapitre est l'ulistration des chapitres précédents par quelques

exemples en particulier soit :

Exemple 4.0.1. Considérons le problème aux limites suivant{
− (ϕp (u′))′ = up + aup−1 + µ dans ]0, 1[ ,

u (0) = u (1) = 0,
(4.1)

où p > 1, ϕp (y) = |y|p−2 y, a ≥ 0 et µ < 0.

Pour tout u > 0, on pose

f (u) = up + aup−1.

On a

f ∈ C2
(
R∗+
)
∩ C (R+) .

lim
u→0+

f (u)

up−1
= a et lim

u→+∞

f (u)

up−1
= +∞.

lim
u→0+

uf ′ (u) = lim
u→0+

(pup + a (p− 1)up−1) = 0.

∀u > 0 et ∀p > 1, (p− 2) f ′ (u)− uf ′′ (u) = −pup−1 < 0.

Donc par le théorème (2.2.1), il résulte que :

i) Si a ∈
[
0,

(
p

p− 1

)p
λ1 (p)

[
, alors il existe µ∗ (p, a) < 0 tel que :

� S i µ < µ∗ (p, a), le problème (4.1) n'admet aucune solution.

� Si µ = µ∗ (p, a), le problème (4.1) admet une unique solution positive et de plus

elle est dans B+.
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� Si µ > µ∗ (p, a), le problème (4.1) admet exactement une solution positive et

de plus cette solution est dans A+.

� Si a ∈
[(

p

p− 1

)p
λ1 (p) ,+∞

[
, alors pour tout µ < 0, le problème (4.1) n'ad-

met aucune solution positive.

Exemple 4.0.2. Considérons le problème aux limites : − (ϕp (u′))′ =
2a

π
up−1 arctanu+ aup−1 + µ dans (0, 1) ,

u (0) = u (1) = 0,
(4.2)

où p ≥ 2, ϕp (y) = |y|p−2 y, a > 0 et µ < 0. Pour tout u ∈ R∗+, on pose

f(u) =
2a

π
up−1 arctanu+ aup−1

on a

� f ∈ C2(R∗+) ∩ C(R+)

� lim
u→0+

f(u)

up−1
= a et lim

u→+∞

f(u)

up−1
= 2a

� lim
u→0+

uf ′ (u) = lim
u→0+

aup−1 [2 (p− 1) (1 + u2) arctanu+ 2u+ π (p− 1) (1 + u2)]

π (1 + u2)
. =

0

� ∀u > 0 et ∀p ≥ 2, (p− 2)f ′(u)− uf ′′(u) = 2a
π(1+u2)

((2− p)u2 − p) < 0

Donc par le théorème (2.2.1), il résulte que :

(i) Si a ∈
[
0, λ1(p)

2

[
,où a ∈

[(
p
p−1

)p
λ1(p),+∞

[
alors pour tout µ < 0, le problème

(4.2) n'admet aucune solution positive.

(ii) Si a ∈
[
λ1(p)

2
, 1

2

(
p
p−1

)p
λ1(p)

[
alors pour tout µ < 0, le problème (4.2) admet une

unique solution positive�et elle appartient a A+.

iii) Si a ∈
[

1
2

(
p
p−1

)p
λ1(p),

(
p
p−1

)p
λ1(p)

[
alors il existe un réel µ∗(p, a) < 0 tel que :

Si µ < µ∗(p, a), le problème (4.2) n'admet aucune solution positive.

Si µ = µ∗(p, a), le problème (4.2) admet une unique solution positive et de plus elle

est dans B+.

Si µ > µ∗(p, a), le problème (4.2) admet exactement une solution positive de plus cette

solution est dans A+.

Exemple 4.0.3. Considérons le problème aux limites :{
−(ϕp(u

′))′ = expu− 1 + aup−1 + µ dans (0, 1)

u(0) = u(1) = 0

}
(4.3)
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où 1 < p ≤ 2, ϕp (y) = |y|p−2 y, a ≥ 0 et µ < 0.

Pour tout u ∈ R∗+, posons :

f(u) = expu− 1 + aup−1

On a

� f ∈ C2(R∗+) ∩ C(R+)

� lim
u→0+

f(u)
up−1 =

{
a si 1 < p < 2

1 + a si p = 2

}
et lim

u→+∞
f(u)
up−1 = +∞

� lim
u→0+

uf ′(u) = lim
u→0+

u(expu+ a(p− 1)up−1) = 0

� ∀u > 0 et ∀p ≤ 2, on a (p− 2)f ′(u)− uf ′′(u) = (p− 2− u) expu < 0

Donc, le théorème (2.2.1), il en résulte que :

i) Si p = 2 et a ∈ [0, 4π2 − 1[,alors il existe un réel µ∗ (a) < 0 tel que :

Si µ < µ∗(p, a), le problème (4.3) n'admet aucune solution positive.

Si µ = µ∗(p, a), le problème (4.3) admet une unique solution positive et de plus elle

est dans B+.

Si µ > µ∗ (a), le problème (4.3) admet exactement une solution positive et de plus elle

est dans A+.

ii) Si a ∈ [4π2 − 1,+∞[,alors pour tout µ < 0, le problème (4.3) n'admet

aucune solution positive.

iii) Si p ∈]1, 2[ et a ∈
[
0,
(

p
p−1

)p
λ1(p)

[
,alors il existe µ∗(p, a) < 0 tel que :

Si µ < µ∗(p, a), le problème (4.3) n'admet aucune solution positive.

Si µ = µ∗(p, a), le problème (4.3) admet une unique solution positive et de plus elle

est dans B+.

Si µ > µ∗(p, a), le problème (4.3) admet exactement une solution positive et de plus

elle est dans A+.

iii) Si p ∈]1, 2[et a ∈
[(

p
p−1

)p
λ1(p),+∞

[
, alors pour tout µ < 0, le problème (4.3)

n'admet aucun solution positive.

Exemple 4.0.4. Considérons le problème aux limites :{
−(ϕp(u

′))′ = − ln(1 + up−1) + aup−1 + µ dans (0, 1)

u(0) = u(1) = 0

}
(4.4)
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o	u p > 1, ϕp(y) = |y|p−2 y, a ≥ 1 et µ < 0. Pour tout u ∈ R∗+, posons :

f(u) = − ln(1 + up−1) + aup−1 + µ

on a

� f ∈ C2(R∗+) ∩ C(R+)

� lim
u→0+

f(u)
up−1 = a− 1 et lim

u→+∞
f(u)
up−1 = a

� lim
u→0+

uf ′(u) = lim
u→0+

up−1(a− p−1
1+up−1 ) = 0

� ∀u > 0 et ∀p ≤ 2, (p− 2)f ′(u)− uf ′′(u) = −(p− 1)2u2p−3

(1 + up−1)2
< 0

Donc, le théorème (2.2.1), il en résulte que :

(i) Si a ∈ [1, λ1(p)[ , où bien a ∈
[(

p
p−1

)p
λ1(p) + 1,+∞

[
alors pour tout µ < 0, le

probleme (4.4) n'admet aucun solution positive.

(ii) si a ∈
]
λ1(p),

(
p
p−1

)p
λ1(p)

]
alors pour tout µ < 0, le probleme (4.4) admet une

unique solution positive, de plus cette solution est dans A+.

iii) Si a ∈
[(

p
p−1

)p
λ1(p),

(
p
p−1

)p
λ1(p) + 1

[
alors il existe un réel µ∗ (p, a) < 0 tel

que :

� Si µ < µ∗(p, a), le problème (4.4) n'admet aucune solution positive,

� Si µ = µ∗(p, a), le problème (4.4) admet une unique solution positive et de plus

elle est dans B+.

� Si µ > µ∗(p, a), le problème (4.4) admet une unique solution et elle appartient

a A+.
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