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Introduction

L’objet dans ce mémoire consiste a étudier I'existence et la multiplicité des solutions
positives des problémes aux limites de la forme
— (0 (w)) = g (u) dans ]0,1, o)
u(0) =wu(l) =0,
ot ¢, (y) = ]y\p_Q y,y €ER, p>1et g: Rt — R est une fonction continue.
Plusieurs auteurs se sont intéressés au probléme (0.1) incluant les dimensions

supérieures sous plusieurs hypothéses. Rappelons-nous certains d’entre eux.

Dans [4], I. Addou considére le probléme aux limites.

{ " = — A dans 0, 1] } (0.2)
u(0) =u(l) =0

ou A € R.
En utilisant la méthode de quadrature, on obtient une description compléte de
I'ensemble des solutions du probléme (0.2).
Dans [9], ils ont étudié le probléme suivant :
—u" = g(u) — X dans ]0,1]
{ u(0) =u(mr) =0
oll g € CI(R),SEr_nOOg’(s) < 400 et gli}{rnoog’(s) =+occet AER

(0.3)

En utilisant des méthodes variati(onnelles, ils montrent que, pour toute k£ € N, ils
existes des A\, € R tel que pour tout A > A, le probléme (0.3) a au moin £ solutions
distinctes.

Avant le document mentionné ci-dessus, C. Scovel [10] a obtenu les mémes résultats
que B. Ruf and S. Solimini [9] dans le cas particulier ou g(u) = 6u®. Il a prouvé que
pour tout entier £ > 1, il existe des A\ < Ay < ... < A\, tel que pour tout A > A\ le
probléme (0,3) admit au moin k solutions distinctes.

Dans [7], ils ont étudié le probléme suivant :

—Au =u*— )\ dans B
u >0 dans B (0.4)
u =0 sur 9B
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n+2
n—27

alors il existe A, > 0 tel que pour tout A > A,,le probléme (0.4) n’a pas des solutions

ol B est la boule unité de R",n > 3, et A > 0. Ils ont prouvé que si 1 < k <

et il a au moins une solution pour A < \,.

Dans [6], I. Addou & A. Benmezai, ont considéré le probléme :

—Au = uF — \h dans O

u > 0 dans © (0.5)
u = 0 sur 0f)
ot € est un domaine borné dans R™ avec pu?. borné, 1 < k < 2* — 1, ou 2* = % si

n>2et2"=4o00sin=1,2 et h est une fonction continue de €2 dans R et A > 0.
Sous 'hypothése générale sur h, il montre qu’il existe A\« > 0, de telle sorte que
probléme n’a pas des solution A > \*.

Dans [11], S. M. Bouguima considére le probléme au limite :

—Au = f(u) — A\h dans Q

u > 0 dans © (0.6)
u = 0 sur 0f)
ol €2 est un domain borné dans R™ a bord lisse et f : R — R est une fonction
continue tel que f(0) = 0,u —> f) est croissant et lirf J(w) = 400 et A > 0.
u u——+oo U

Sous I’hypothése générale sur h, il montre que, si A est assez grande, alors le
probléme (0.6) n’a pas de solution.
Dans [1], I. Addou a étudié le probléme (0.6) avec f(u) = |ul? et u € R. En utilisant
I’analyse de 'application temps, ils déterminent une limite inférieure pour le nombre
de solutions et établi leurs propriétés nodales.

Dans [12],Y. B. Deng considére le probléme :

{ —Ayu = A\(u? — 1) dans Q (0.7)

u = 0 dans 02

ou Apu = div(|Vul’~? Vu), Q est un sous-ensemble connexe et borné de R™ a
np

n—p

frontiere 0N de classe O a0 > 0et 0 < p—1< ¢ < p* — 1, avec p* = si

1<p<n,etp"=+4o00,sip>n.
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En utilisant la méthode de fibrage, ils prouvent que le probléme (0.7) admet une
solution non-triviale et non-négative pour tout A > 0.

Maintenant, nous posons la question suivante :
Est-ce que les résultats concernant les solutions positives dans [1] restent valables si
'on remplace la fonction u — |u|” par une fonction plus générale p—convexe.

Le but de ce mémoire est de donner une réponse a la question citée ci-dessus.

Ce mémoire est organisée comme suit

Dans le premier chapitre, on décrit la méthode de quadrature qui va nous permettre
de détecter les solutions positives des problémes aux limites du type (0.1)

Le chapitre deux est consacré a 'existence et la multiplicité des solutions positives

du problémes aux limites suivant

{—@%ww%aﬂw+udmsmu,
u(0) =u(l) =0,

ot 0, (y) = ly" Py, y €R, p>1,pu<0et f: R" — Rt une fonction p—convexe
c’est-a-dire
Vp>1, Vu>0, (p—2)f (u) —uf’ (u) <0.

satisfaisant des certaines conditions.
Dans le trosiéme chapitre est consacré a I’étude de 'existence et la multiplicité des

solutions positives du probléme aux limites suivant

{—wﬂwyzwpuwmw+u®mmJL
u(0) =wu(l) =0,

ot o, () = [y 2y, y R, p>1,a>0,b>0et pu> 0.
Dans le quatriéme chapitre nous donnons quelques exemples pour illustrer nos résul-

tats des chapitre précédents.
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Chapitre 1

Méthode de quadrature

1.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’établir une méthode de quadrature qui va nous permettre

d’étudier les solutions positives des problémes aux limites du type

N/
— u')) =g (u) dans |0, 1],
{ (0 () = g (u) dans ]0,1] 1)
ot ¢, (y) = Py, y € R, p>1et g: RT — R une fonction continue.
Ce chapitre est divisé en trois parties. Dans la premiére partie on donne des
résultats concernant la régularité des solutions positives du problémes (1,1). Dans la
deuxiéme partié on donne une condition suffisante d’existence de solutions positives

du problémes (1, 1), et dans la troisiéme partie on donne un exemple d’application.

1.2 Régularité des solutions

Définition 1.2.1. En tend par solution positive du probléme (1,1) toute fonction u
e C'([0,1],R) tel que :

i) p, o est de classe C* ([0,1]).

i1) w est vérifie le probleme (1.1),

i11) u (z) > 0, pour tout x € [0.1].
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Lemme 1.2.1. Soit u une solution du probléme (1,1), alors :
i) u est de classe C*([0,1]) si 1 < p < 2,

i) u est de classe C? ([0,1])\Z si p > 2,

0l

Z = {uecl([o,u)/u’(x):o et v € [0,1]}.

Démonstration. Soit u une solution du probléme (1,1), alors u et ¢y (u') sont de

classe C''([0;1]) : D’autre part on a :

u'(x) = @y (pp(u))(2) pour tout z € [0,1]

o p'est le conjugué de p, c’est-a-dire % + [% =1

i) Si 1< p <2 alors p’ > 2 et par suite p, est de classe C*'(R) donc u est de classe
C2(0;1)).

ii) Sip > 2, alors 1 < p’ < 2 et dans ce cas ¢, est de classe C'(R*) et o, n’est pas

dérivable au point 0 et comme
W (@) = 0 <= p,(u/(2)) = 0

on obtient que u est de classe C?([0;1])\Z. O

1.3 Condition suffisante d’existence de solutions po-
sitives

On veut répondre a la question suivante : Sous quelle condition u une solution
positive du probléme (1.1)7
Avant de répondre a cette question, on a besoin de quelques notations.

On note par
ST ={ueC"([0,1]) tgu>0dans (0,1), u(0) =u(l)=0et ' (0)=FE>0}.

Définition 1.3.1. Soit A, le sous ensemble de ST constitué par les fonctions u
satisfaisant :
i)u (0)=E >0,
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i1) u est symétique par rapport G %,
i1i) La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans 0, 1].
On note par By le sous ensemble de ST constitué par les fonctions u satisfaisant a
i) u' (0) =0,
i1) u est symétique par rapport G %,
i1i) La dérivée de u s’annule une et une seule fois dans |0, 1]

On note aussi par Sy (p, E) le premier zéro positif de l’équation
E? —p'G (u) = 0.
ot G (u) = [,"g(s)ds.
Maintenant on définit pour tout E > 0 et p > 1 lapplication temps Ty par

du
PG (u)]r

S+(p7E)
T, (. E) = /
0 [EP —

On note par

Dt ={E>0/T (p,E) < +o0}

M(p)=@{p-1) (pfizﬂ)

ot N\ (p) est la premiére valeur propre de l'opérateur p— Laplacien

Alors on a le résultat suivant

Théoréme 1.3.1. i) Le probleme (1,1) admet une solution dans A, si et seulement
si, il existe E > 0 telle que E € D" et Ty (p,E) = % et dans ce cas la solution est
unique.

i) Le probléme (1,1) admet une solution dans By si et seulement si T (p,0) = 3 et

dans ce cas la solution est unique.

) du

Démonstration. Montrons d’abord que pour tout p > 1, > 0, I'intégrale fOS+(p7E [ (w)] 1
Er — pG(u)|r

est uniformément convergente.

On a 51 )
+(ps du
T+<p7 E) :/ 1
0 [EP — p'G(u)]?
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Comme S (p, E) est un zéro de I’équation
E? —p'G(u) =0

on obtient

1 S+ (p,E) du
BBy = / G(S, (. E) — Glu))

1 S+ (p,E) du
- S*(p’E)/o G(S.(p. ) — G(S(p B

Posons s = s, (p; E) et appliquons le théoréme des accroissements finis a la fonction

(E,v) = G(S4(p, E)) — G(S,(p, E)v)

dans I'intervalle [t; 1] pour tout v € ]0; 1], on obtient

o(E,t) = (1=1)S:(p, E)g(Si(p, E)e)  pour c€ (t,1)
> (1—-t)ag(ac) avec a=S54(p,E)

par suit on a :

1 Lat
T—i—( 7E) S 1 1
P aglao) / 11

dt
T
(1-t)P

comme fol est convergente, il résulte que T (p; E') est uniformément conver-
gente.
i) Soit u une solution positive du probléme (1.1). Alors v’ > 0 dans [0, 5[, v/ < 0 dans

|3,1] et W/(3)=0o0na

() = glu(z))
((p— D @)@ @P = gu())
~(p = D@ )P = glu@) @)
- [(w-vewwnra = [ s
_1 u
e G T
(@) — WO = —pGw)
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u'(z) = [(v'(0))P — p’G(u(a:))}% pour tout x € [0, %]

par suite /
w(z) - =1, pour tout z € [0, 1]
[(w(0))P = p'G(u(x))]? 2
Donc
u(@) dt 1
/ - = x, pour tout x € [0, =]
o [(w(0)r—pG@E)]r 2

1
on fait tendre x vers > on obtient :

/“@) dt 1
0o [y -pGe)r 2
Comme u/(0) = E et u(3) = S (p, E), on a

/S+(ZLE) du 1
0 (E» —pGu)]r 2

c’est-a-dire
1
T—‘r (pa E) = 5
ou .
+\P, du
r.0.E) = [ ;
0 [(E? —p'G(u)]?
Maintenant montrons que la condition T (p; E) = % est une condition suffisante

d’existence d’une solution positive de (1,1).

Supposons qu’il existe E, > 0 tel que

1
Ti(p, Bx) = B

On définit la fonction k. sur [0; S4 (p; E.)] par

“ dt
kﬁnm_l[wwm@@ﬁ

Donc ki (Si(p;E)) = Ti(p; Ey) et 0 < ki(u) < T*(p; E.), pour tout u €
0, S+ (p, E.)] . Alors k. est un difféeomorphisme croissant de [0; S (p; E)[ dans [0; Ty (p; E)|

car

dt
[(B? — pG()]»

Ky(p, E) = > 0 pour tout u € [0, S4(p, E,)]
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Soit u, la fonction inverse de k, définié par
1
uy(z) = ki'(x) € [0,S4(p, E,)], pour tout = dans [0, 5]

on définit la fonction u dans [0; 1] par

{ uy(z) siz € [0,

up(l—z)sizel3,1]

On montre que u est une solution positive du probléme (1, 1) et satisfait

u@%ﬁ%mwﬁ@:M;:&@ﬁg

Supposons maintenant que v est une autre solution positive du probléme (1.1) satisfait
v'(0) = E,, maxv(z) =v(=))
donc on a

u(@) dt v(a) @t 1
o I~ —, pour tout x € [0, =
I (B — PG I (Ey GO =05

par suite

u(=) dt 1
+ =0, pour tout x € [0, -]
o@) (B —pG(t)]» 2
d”ou
=vd 0, -
u=wv dans | ,2]
i1) La preuve est similaire a 7). O

Exemple 1.3.1. On consideré le probleme aux limite suivant
- (SOP (u/))/ = )‘9010 (u) dans (07 1) )
u(0)=u(l) =0,

ol A est réel strictement positif

Le probleme (1,2) admet une solution positive dans A, si et seulement si

P
27
A= (p—1)< : ,r>
pSln;
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Démonstration. On pose g (u) = Ap, (u) .Alors

G (u) /Oug(t)dt: %u”.

Pour tout p > 1, A > 0 et £ > 0, ’équation

EP_

1up = 0 admet une unique solution positive
p JR—

D

On définit pour tout p > 1, A > 0 et £ > 0 'application temps 7. par

/S+ (P A E) du
0 [EP —

PG (u)]?

/(Al)pE‘ du
; 1

[Ep — Lup} g
p—1

T+ (pa)‘aE)

On pose u = (’%1) tE, on obtient

T, (p\E) = (1%1>;/01(L

1_tp)%.

—1 1 1 1

= (p_> -5 (—,1 — —) ol 3 est la fonction béta d’Euler.
A p\p P

~ (p-—1 , 2m

B A psin % '

D’aprés le théoréme (1.1) une condition nécessaire et suffisante pour que le probléme
(1,2) admet une solution positive est

B =

1
T+ (p7/\7E> = 57
ce qui équivalant &
1
(p—l)P ( 27 ) 1
A psin 7 2
c’est-a-dire

Az(p—1)<pizz> — 0 () |

ol A1 (p) est la premiére valeur propre de 'opérateur p—Laplacien

11
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Chapitre 2

Sur le nombre exact des solutions
positives pour une classe de

problémes aux limites quasilineaires

(1 <0)

2.1 Introduction

L’objet de ce chapitre est d’étudier I'existence et 'unicité des solutions positives

du probléme aux limites quasilinéaire suivant :

{ (o)) = f(u) +p dans (0,1) } 1)
u(0) =u(l)=0

oup,(y) = lyP Py, y €ER, p>1, u <0 et f: RT — R* est une fonction p—convexe.

2.2 Reésultat principal

On considére le probléme aux limites :

{ —~(ip('))" = f(u) + 1 dans 10,1 (2.2)
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ol p,(y) = \y[piz y, y€ER, p>1, u<0et f: Rt — RT satisfait les conditions
suivantes :
H1) feCRy)NCAHRY).

)

1 =a,0uacR,.

H4) limuf'(u) = 0.
) limuf'(u) =0

(

(

(H3) lim 1{151‘)1 = b, ou b €]0, +o0.

(

(H5) Vp > 1,Yu >0, (p—2)f"(u) —uf”(u) <O.

Remarque 2.2.1. La fonction [ satisfaisant ['hypothése (HY) est appelée p-conveze.
Pour exprimer notre résultat, On définie :

Définition 2.2.1.
St ={ueC'([0,1]); u>0 dans (0,1), u(0) =u(1) =0 et u'(0) >0}

Soit A+ le sous-ensemble de ST composé par les fonctions u satisfaisantes :
— u est symétrie en %
— La dérivée de u s’annule une seule fois dans 0, 1[.
Soit By le sous-ensemble de C*([0,1]) composé par les fonctions u satisfai-
santes :
— u >0 dans (0,1) et u(0) = u(l) = u'(0) = 0.
— u est symétrie en %
— La dérivée de u s’annule une seule fois dans |0, 1][.

On note par A\i(p) la premiére valeur propre du probléme aux limites suivant :

—(pp())" = Agp(u) dans (0,1)
u(0) =u(l)=0

N(p) = (p—1) (2/ %) ==l (ﬂ)

Le résultat principal est.

on a

Théoréme 2.2.1. On suppose que p > 1, u < 0 et f satisfait (H1) — (Hb5).
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A) Si l'une des conditions suivantes est satisfait :
i) a<b<\(p),ou
i) (ﬁ)p M(p) <a<b.
Alors pour tout p < 0, le probléeme (2.8) n’admet pas des solutions positives.
B) Si l'une des conditions suivantes est satisfait :
i) a<M(p)<b< (L>p/\1(p), ou

p—1

i) M(p) <a<b< (%)p/\l(p).

P
Alors pour tout < 0, le probléeme (2.8) admet une unique solution et il appartient

a A,
C) sia< (%)p)\l(p) < b, alors il existe p.(p,a,b) <0 tel que :
— Si p < ps(p,a,b), le probleme (2.8) n’admet pas des solutions positives.
— Si p = pi(p,a,b), le probléeme (2.8) admet une unique solution positive et elle
appartient a B.y.
— Sip > p.(p,a,b), le probleme (2.8) admet une unique solution et elle appartient

aA+.

2.3 L’approche de ’application-temps

Dans cette section, nous présentons ’approche de 1'application-temps bien connu
(voir [1], 2], (3], [4], [5]).
Considérons le probléme aux limites suivant :

—(pp(u)) = g(u) dans 0, 1]
uw(0) =u(l) =0

ou g € C(R;,R).
Définition 2.3.1. On définie G(s) = fosg(t)dt
VE >0 etp>1, soit

X, (p,E) = {s >0:; EP — ]%G(g) > 0,¥C, 0< (< s}

S+(p7E):{ 0 si X+(@pE)=0

sup X + (p, E) sinon
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soit

et on définie 'application-temps suivante :

S+(p,E) p %
T, (p,E)= / {Ep - —1G(u)] du
0 p—=

Nous affirmons maintenant ce qui suit le théoréme bien connu sans preuve (Voir

par exemple [5]).

Théoréme 2.3.1. supposons que g € C(Ry,R), E >0 et p>1 alors :

— Le probléeme (2.3) admet une solution w € Ay satisfaisant v'(0) = E si et
seulement si E € DN (0,400) et Ty (p, E) = %, dans ce cas la solution est
unique et son norme-sup est égal 4 Sy (p, E).

— Le probléme (2.3) admet une solution uw € B.isi et seulement si 0 € D et

T (p,0) = %, dans ce cas la solution est unique et son norme-sub est égal a
S+<p7 O)

2.4 Lemmes préliminaires

Lemme 2.4.1. Considérons l'equation dans s € R,

E? — L(F(s) +ps) =0 (2.4)

p—1

ou F(s) :fosf(t)dt, p>1, u<0etE>0.

Alors pour tout E > 0, l’equation (2.4) admet une unique solution positive Sy (p, p, E).
De plus cette solution vérifie les relations suivantes
i) YE>0,8;(puE)>g " (—pu) =5 (p,p) ong(t) =1L,
it)  lim Si(p,p, E) = +oo.

E—+o00
ii1) La fonction E v~ Sy (p,u, E) est de classe C'dans |0, +o00[ et on a
oS,

(p—1)EP!
5E (p 1,

f(S+(p,p, E)) + p

v) li E) =
ZU)EI_%L_S-FQ% My ) S—‘r(p: Hs O)

E) = >0,Vp>1,Vu<0etVE>O0.
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Démonstration. 1) Si E =0, on a
F(s)4+ps=0.

[’étude des variations de la fonction s — F'(s) + us, montre que I'équation (2.3)
admet une unique solution positive qu’on note par S, (p, ) := g~ (—p) o g (t) =
F(t)

t
- Supposons maintenant que £ > 0, pour tout p > 1 et u < 0, considérons la fonction

VU définie sur R par

s =V (p,pu,E,s)=E" —p (F(s) + ps).

ov

%(phu?E?S> = —p’(f(s)—i—,u)

Comme la fonction s — f (s) -+ est strictement croissante dans R , de plus elle est
continue, alors I’équation f (s)+ u = 0 admet une unique solution positive qu’on note
par s,. Alors la fonction s — W (p, u, F, s) est strictement croissante dans |0, s.| et
strictement décroissante dans ]s,, +00[, donc I'équation en s, ¥ (p, u, E, s) = 0 admet

une unique solution positive qu’on note par s, = Sy (p, i, E) et elle vérifie

VE> O7S+ (paﬂvE) > g_l <_IU“) = S—i— (p,,U)

2) Supposons que Elirf Sy (p,p, B)=1<+o0
— 400
Pour tout £ >0,p>1et 4 <0on a

B —p' (F(S+ (0,1, B))) + Sy (p, 11, B) = 0, (2.5)

c’est-a- dire
EY =p/ (F(S4 (p, i, E)) + pSs (p, 1, E)) . (2.6)

Par passage a la limite quand E tend vers +oo dans (2,6), on obtient que
+oo =p' (F (1) + pl) < +oo,

contradiction et par suite lim S, (p,u, F) = +oo.
E—+o00
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3) En dérivant I'équation (2.4) par rapport & E, on obtient la relation suivante

95, B
o M) = T o B

>0,Vp>1,Vu<0et VE > 0.

Maintenant, nous sommes préts, pour tout p > 1, u < 0 et £ > 0, pour calculer
Xi(p,p, E). En effet :

Xy (p, i, E) =0, Sy (p, i, E)]

D’autre part, nous avons :

D = {E=>0,0<S5(p,p, E) <+oo et f(Sy(p,p, E)) + p > 0}
= [07 +OO[

D’aprés le lemme(2.4.1), on a

Jim S (p, p, E) = 54 (p, p,0) (2.7)
s (p—1)EP!
+ p— h

— o, E) = >0,Vp>1,Vu < 0et VE > 0. 2.9

oz P E) = F5 o B o g (29)

O

Définition 2.4.1. Maintenant on définit pour tout p > 1, p <0 et E > 0, lapplica-

tion temps T'y par

S+(pnu7E) du
T. (p,p, E) = / T
0 [EP —p/ (F (u) + pu)]»

et on définit pour tout p > 1 et p < 0, Uapplication hy par

S+ (po) du
h > = 1o .
Gy S -

ot Sy (p, ) = St (p, 1, 0).

Lemme 2.4.2. Pour toutep >1 et p <0, on a :
) lim T E)y=h
1) im T (p, . B) = ho(p, p)
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N =

1
(AIT@) sibeR:

0si b= 400
iii) La fonction E — T\ (p, u, E) est strictement décroissante on |0, 400 .

ii) lim T (p. i, E) =

E—+oo

Démonstration. soit p > 1let p<0Oona:

i)

St (P, ) p 5
lim 7T E) = li EP— 2 (F d
Jim T (p, p, E) A { p—l( (u)+uu)} u

1
= lim [ S.(p,p E) {Ep - p%l(F(&(p, p, E)t) + pSi(p,p, EN) | dt

3=

E—0% Jo
1 P -
= / S+(p, 1) {—]:(F (S+(p, p)t) + 1S4 (p, u)t)} dt
0
St (pw) p ( ) ) -
= ———(F(u) + pu } du
/0 { p—1 (
= h+<p7 ,u)
On distingue deux cas :
Cas b € R
Comme S, (p, u, E) est une zéro de 'equation (2, 10), il résulte que

/S+(p,u,E) du
0 [F(S+(p,M,E))+MS+(p,M,E)—F(U)—MU];
En faisant le changement de variable uw = S (p, u, E) t, on obtient :

T (p.B) = ()77 x (2.11)

y /1 {(F(&(p,u, E)) + puS.(p, . B) — F(S4(p, i, E)t) — S (p, i, E)t} -3 "
0 St (p, 1, )

1

Ty (p,u, B) = (') >

Réécrivons (2,11)

ﬂm%m:(gj)ATW@MWED F(S4(p. 1, E)Y) /m—w]ﬁﬁ

LS

S (p,w, E) St (p,u, E) S (p, i, E)

Comme lim Sy (p,u, E) = +o0o alors
E—+4o00

p

| =

p—1

/1 [(F(S+(p, wE)  F(Si(p.pE))  p(l—t)

lim T+(p,p, E) = lim —_— -
g T+(p, 1, E) ( ) S”(p, E) St(p.p E) St (p,p, E)

S+(p,,u,E)~>+oo p
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Par I’hypothése (H3) et en utilisant la régle de 'Hopital, on obtient :

1 1
, p—1\7? ['[b b 1»
lim T, (p,u, E) = (—) / {— — P dt
E—+oo +( Iu ) p 0 p p

-1 % 1 1
p—> / [1—t7) 7 dt
b 0

|
N T
]
|
—_
S
3

Cas b=+
d’aprés I’hypothése (H3), on a :

lim m =400

u—=ocouP—1

alors pour tout A; > 0, il existe Ay > 0 tel que

f(u) > AP~ pour tout u > A, (2.12)
Soit t €]0,1[, on a :
SJr(p,,LL,E)
[ fu)du
F<S+ (p7:u7E))_F(S+ (p7:u7E)t) _ St (p,u,E)t
SY (p,p, ) S% (p, p, E)
— f S+1 b, i, ) )dT
S (p s E)
Alors
F(S-l— (p,M,E))—F(S+ (p“U,,E)t) /1 -1
> Ay | 7P dr, pour tout Sy (p,u, E) > A
5 (i E) v p + (P, E) > Ay
Ay
- 1—
5 — ) -

Par conséquent, pour tout Si(p,u, E) > Ay, on a

T,(pp E) < (E)/O {éa—th]_;dt

P P SP(p, u, E)

(5 -]
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Faisant tendre A; vers 400, on obtient :

lim T+(p7N7E> =0

E——+oco

i7i) On a

3=

Sy (p,u,E) du
Ty (p,p, E) = /
" 0 (B> — p' (F (u) + pu)]

St (p,p, E)

= ()" /1 Tdu
o [F (St (p i, E)) + pSy (ps i, E) — F (St (p, s E) t) — pSy (p, 1, E) t]7
Donc
% (pop, B) = % (]%) ! % (p 1, ) x (2.13)
X/1 H (1,54 (p, 1, B)) = H (1, Sy (p, 1, E) 1) i
0 [F (St (pp, ) + pSt (pp, E) = F (St (py i, E) t) — pnSy (pop, BN ] 7
ou
H(p, u) = pF(u) —uf(u) + (p— 1)pu
On a
o ) = (0= 1)) — uf () + (o~ 1)
D’aprés les hypothéses (H1),(H2) et (H4), il résulte que :
ulggg—f(u, u)=(p—p<0 (2.14)
et par ’hypothése (H5), on a :
T o) = (0= 2) £ ()~ uf () <0 (219

alors d’aprés (2.14) et (2.15), il résulte que :

O0H
n (,u) < 0, pour tout p < 0,et u >0
U

Comme H est strictement décroissante par rapport a u, il résulte que

H(p, Sy (p, i1, E)) — H(p, Si(p, p, E)t) < 0, pour tout < 0 et t €]0,1]
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Comme 8_]; (p, , E) > 0, alors on obtient que

ar,

a—E(p,,u,E)<O, pour tout p > 1,u<0et £ >0

Lemme 2.4.3. pour tout p > 1, on a
i) lim Sy (p,p) = +o0.
U—+—00
ii) lim Sy (p,pu) =07 .
pn—0~—
o 7 f (S (p, ) + p

Démonstration. i) On a

F (S (p, ) + pSs (pyp) = 0,

c’est -a-dire
F(Ss(pp) _

Sy (p, )
F (S, (p, 1))

tend vers +oo et par 'hypothése (H3), on
S—i— (pa H)

Quand p tend vers —oo,
obtient que
Jm Sy (p, p) = +oo.
i7) On a
EF(S4 (p, ) + pSy (p, p) = 0.
Quand p tend vers 07, Sy (p, ) tend vers le zéro de I’équation F' (u) = 0.

Comme u = 0 est 'unique zéro de ’équation F' (u) = 0, on obtient que

lim S—i— (pv ILL) = O+‘

n—0—
iii) On a
F(S4 (p, ) + pS4 (p, ) = 0.

En dérivant cette derniére équation par rapport a u, on obtient que

%( )= — St (p, 1)
op 7 F(Sy(pw)+p
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Lemme 2.4.4. Pour tout p > 1, on a
p AL(p)\7 .
0o beR:
i) tim by (g =4 2(p— 1) ( b ) T
H—>—00
0 st b = +o0.

+00 sta=0
i) lim hy (p,p) = A\ >
p=0" P 1(p) sia € RY.
2(p—1) a
iii) La fonction p v hy (p, ) est strictement croissante sur |—oo,0].

Démonstration. i) on distingue deux cas :
Cas b € R

On a
du

S+ (p.1)
hy (p, - T-
= | [~/ (F () + )

En faisant le changement de variable v = S, (p, i) t, on obtient

hy(p,p) = p;l% 1 S+ (P: 1) Tt
(1) ( » ) /0[_F(5+(p,ﬂ)t)—uS+(p7u)t]”

F(Sy (p, 1) + pSy (p, 1) =0,

Comme

il résulte que

hi (P, ) = (p;l>

3=

/1 dt
1
0 [tF(S+ (p)  F(Sy (p,mt)} P
SE (pu) S% (p.u)

3
N———
Q=

hi(p,p) = (p;l

/1 dt
0 [tF(S+ (b)) F(Sy (p,mt)tp} >
ST (p,1) (S(p.p)t)?

Par I'hypothése (H3), et en utilisant la régle de 'Hospital, on obtient

- [ [ (e )

Maintenant, par I’assertion ¢i) du lemme (2.4.3), nous avons :

p

F(S:(p,t) ,  F(S+(p 1))

1
lim hy(p,p) = lim —
ji—r—oc +( 1) 5+(p,u)—>+0<>/o { p—1 ((S+(p, [)t)P S%(p, )

(2.16)

'
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Puis, & partir (H3) et en utilisant la régle de I’'Hopital, on obtient :

lim e (p, 1) = (E)

pU—>—00 p

S|
O\,J
~
—
QL
~
| I
Q=

Il
VR
=
<> |
[S—
~__
=
O\,L
—~
~
|| =
H_c*
=
SN—

Cas : b= 400
D’aprés ’hypothése (H3), on a
s

U—r~+00 upfl

Alors pour tout A; > 0, il existe Ay > 0, tels que
f(u) > AP, pour tout u > A,
Soit ¢t € |0, 1], on a

F(Se(pp)t—F (S (po)t) e, ™" f () du— """ (u) du
St (py 1) St (py 1)
f03+(p,u)f (u) du — f0t5+(p,u)f (u) du
S% (p, 1)
LS+(p,#)S+(p’u)f (u) du
St (p, )

fS+ D, 1
S’”p,

> Al/ ~ldr, pour tout Sy (p, ) > Ay
t

Ay
= 1—tP
- (=7,
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Donc pour tout Sy (p, ) > Ay, on a

s ol
hy (p,p) < (p;l) /Ll
p 0 [ﬂ
p

Faisant tendre A;vers +oo, on obtient

lim Ay (p,p) = 0.
H——00

i1) La preuve est similaire a 1)

iii) On a
St (psp) du
hy (p, 1
s = = (F () + o)}
_ (p/)pl/ S—I— (puu) -
O [tF (Sy (p, ) — F (S4 (p, ) 1)]"
Alors
ah_—‘r — (y %1 88+ ! L(ta S—i— (pa M)) d 217
g )= O ) e - r s T O

L(t, Sy (p, ) :==t[pF (Sy (p, ) — St (p, ) f (Sy (p, )] =[pF (Sy (p, ) t) — Sy (0, ) tf (S (p, 1) 1)]
On a

o'L

5z (6 5+ (1)) = =% (p, 1) [(p —2) ' (S5 (p, 1) 1) = Sy (p, ) tf" (St (p, 1) 1))

Par I'hypothése (H5), il suit que
0?L

52 (t, S+ (p, i) > 0, pour tout ¢t € ]0,1]
Puisque

L (0,55 (p,p)) = L (1,5 (p,p)) = 0.
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On obtient
L(t,S+ (p,u)) <0, pour tout ¢t €]0,1]

Comme ”
+
- <0
o P
il résulte que o
_8+ (p, ) > 0, pour tout p > 1 et u < 0.
o

2.5 Preuve du théoréme principal

Démonstration. Assertion (A)
i) Supposons que a < b < A (p).
D’aprés le lemme(2.4.2) on a

— lim T E)=h .
Jim T, (p, p, E) I(p,u)

— E;E;lction E — Ty (p,u, E) est strictement décroissante sur [0, +o0o].

— Alors I'équation de la variable E, T, (p,u, E) = % n’admet aucune solution
positive.

— Ainsi par le théoréme (2.3.1), il résulte que le probléme (2.2) n’admet aucune

solutioin positive pour tout p < 0.
p

i1) Supposons que (Ll A (p) <a<b.
p —
D’aprés le lemme(2.4.2)on a

— lim T E)=h .
Jim T (p, . B) = ho (p, 1)

. 1
— La fonction £ — T (p, u, E) est strictement décroissante [0, +-o00].

1
— Alors I’équation de la variable E, T (p, u, E) = 3 admet une solution positive

1
dans [0, 4+00[ si et seulement si hy (p, ) > 5

Et par le lemme(2.4.4)0

| — P
: o

— lim hy (p,p) <
HU—>—00
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— lim hy (p,p) < 3.
pn—0— 2
— La fonction pu — hy (p, ) est strictement croissante sur |—oo, 0] .
1
— Alors il n’existe pas un réel p < 0 tel que hy (p, ) > 7
— Ainsi par le théoréme (2.3.1), il résulte que le probléme(2.2) n’admet aucune

solution positive.

Assertion (B)
p

p
i) Supposons que a < A\; (p) < b < (E) A1 (p).

1
Par le lemme (2.4.2) en déduit que I'équation de la variable £, T, (p, u, E) = 3 admet

une solution dans ]0, +00[ si et seulement si hy (p, p) > 5

Maintenant par le lemme (2.4.4) on a :
1
5.
) 1
— lim hy (p,p) > =.
pn—0— 2
— La fonction p+— hy (p, ) est strictement croissante sur |—oo, 0|.

p—>—00

Donc I’équation de la variable E, T (p, u, E) = % admet une unique solution positive
dans ]0, +o0[ pour tout p < 0.

Ainsi par le théoréme(2.3.1), il résulte que le probléme(2.2) admet une unique solution
positive et que cette solution est dans A, .

i1) est similaire que 7).

Assertion (C)

p
Supposons que a < (%) A1 (p) <b.

1
Par le lemme (2.4.2) ’équation de la variable E, T, (p, u, E) = 5 admet une solution

1
dans |0, 400 si et seulement si hy (p, p) > 3"

Maintenant par le lemme(2.4.4) on a
1

— lim hy (p,p) < 5.
J1——00 2

1
— lim h-‘r (p7 ”) > 5
pn—0" 2

— La fonction p+— hy (p, ) est strictement croissante sur | — oo, 0[.

Alors il est existe un unique réel . (p,a,b) < 0 tel que :
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1
— he () < 55, pour tout < i (p, a,b).

1
T h+ (p7 Mo <p7 a, b)) = 5

1
— he (pp) > 5, pour tout > . (p,a,b).

Donc l'équation de la variable E, Ty (p, u, E) = % admet une solution positive dans
10, 400
si et seulement si p > p., (p,a,b) . Ainsi par le théoreme(2.3.1), il résulte que
— Si u < ps (p,a,b), le probléme (2.8) n’admet aucune solution positive.
— Si g = s (p, a,b), le probléme (2.8) admet une unique solution positive de plus
elle est dans B,.
— Si p > s (p,a,b), le probléme (2.2) admet exactement une unique solution
positive de plus elle est dans A, .
]



Chapitre 3

Sur le nombre exact des solutions
positives pour une classe de

problémes aux limites quasilineaires
(1 >0)

Dans ce chapitre on étudions l'existence et la multiplicité des solutions positives
du probléme aux limites suivant
{ —(pp () = au?™" — bu*~2 + pu dans 0,1,

u(0)=u(1)=0, (3.1)

ot 0, (y) = yP Py, y R, p>1,a>0,b>0et u>0.
Le plan du chapitre est le suivant. Premiérement on énonce les résultats principaux
de ce chapitre. Deuxiément on donne quelques résultats préliminaires et en fin on

démontre les résultats principaux de ce chapitre.

3.1 Théoréme principal

Théoréme 3.1.1. On suppose que a > 0 et b > 0. Alors on a les résultats suivants
(A) Si 1 < p <2, alors pour tout p > 0, le probléme (3.1) admet une unique

solution positive appartient a A, .
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(B) Sip>2eta>(23)(2k(p)), ot

1
dt
k(p) = / converge pour tout p > 2.
0
[ 5

L) gk ()]

Alors le probleme (3.1) n’admet aucune solution positive.

(C) Sip>2eta< (B (2k(p)), alors il existe un réel yu, > 0 tel que

i) Si g > ., le probléeme (3.1) n'admet aucune solution positive.

i) Si = p., le probléme (3.1) admet une unique solution positive et de plus elle
est dans By .

iii) Sip < ps, le probléeme (3.1) admet une unique solution positive et de plus elle

est dans A,

On a besoin de quelques lemmes avant de démontrer ce théoréme

3.2 Lemmes préliminaires

Lemme 3.2.1. Considérons [’équation en s > 0

a b
Ep_ I Zep T 21 =0 3.2
p (e g ) o (3:2)
oup>1, E>0,p = ﬁ, a>0,b>0 et u>0 sont des parametres réels positifs.
Alors il existe un réel positif

1

b ’ 2 4+ 4b -1
E.(p.p) = ——" Eap ———a! + po avec o = a+y/a®+4ou \p
p—11\p 2p — 1 o

tel que

i) Si E > E,(p,n), Uéquation (3.2) n'admet aucune solution positve.

it) Si E = FE, (p, ), équation (3.2) admet une unique solution positve Sy (p, p, Ey) =
.

iii) Si E < E, (p, ), Uéquation (3.2) admet une solution positve S, = S, (p, , E)
€ 10, al.
De plus
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1) La fonction E — Sy (p, i, E) est de classe C* dans |0, E. (p,u)| et on a
oS p—1) EP!
8_E+ (p7 2 E) - p—1 ( ) 2p—2
&S+ (p,/L,E)—bS+ (paluaE)_'_lu
2) lim S E)=0".
) A, S (p, 11, E)
3) Jm S (p,p, B) = a.

Démonstration. Pour tout p > 1 et £ > 0, considérons la fonction

b
s—= v (p,u, E,s) = EP —p (gsp— s2p—1+,us) .

p 2p—1
On a ” ,
a
oy Eo) = o (%t 7 201 '
5s P Es)=—p (ps oy 1% TH
[’équation
o . . o
D5 (p, p, B, s) = 0, admet une unique solution positive a.
S

De plus
. p 3 P
£1_r)r(1)w(p,u, E,s) = E? et Sl_lgl v (p,pu, E,s) = +oo.

Alors on a le tableau de variations suivant

S 0 «Q +00
oY
i E _
s (P: 1 B, s) +
EP N a +00
w(p"LL’E“S) EP ' (a p b 2p—1
—p <1—76Y — 21)—_104 + ,UO()
Alors on a )
i) Si E > E.(p,p) = [p%l (%Oép - Tb_lagp_l + ,ua)} ", Péquation (3.2) n’admet au-

cune solution positve.

ii) Si E = E, (p, ), 'équation (3.2) admet une unique solution positve a.

iii) Si E < E, (p, 1), 'équation (3.2) admet dans 'intervalle |0, o[ une unique solution
positve Sy = S, (p, i, E) satisfait

a b _
Ep_p%l [];Si (p, 11, B) — mbﬁp "(p, s, E) + pSy (p, s E)] =0, VE €10, E. (p, )] .
(3.3)
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1) Pour tout p > 1 et pu > 0, considérons la fonction

b
(E,s)—~ v (E,s)=FE"—p (%sp— 2 182”_1 —i—us)

définie dans 0, = (0, E,) x (0, ), donc ¢ € C* () et

oy

5 (E,s) =—p (as?™" —bs* " + p) < 0 dans Q.
s

On observe que pour tout £ > 0 et u > 0, S; (p, u, EY) appartient a I'intervalle |0, af

et satisfait

D’aprés le théoréme des fonctions implicites, la fonction
Ew Si (p,pu, E) est de classe C' ((0, E.) ,RT) .

En dérivant par rapport & E 1’égalité (3.3), on obtient

oS B — 1) Er!
+ (QENJ» ) _ — (p ) 3 >0, Vp>1,Vu>0et VE > 0.
a S (p,p, B) = bSYP ™ (p,, E) + 1

2) Pour tout p > 1 fixé et u > 0, la fonction définie dans |0, E,[ par: E — S, (p, u, E)
est strictement croissante et de plus Sy (p, u, E) € |0, o[ .

Alors les deux limites :
lim Sy (p,u, E) =1y et lim Sy (p,p, E) = I, existent et finies et on a 0 <y < [, < a.
E—0t E—Ey

Pour tout p > 1 et u > 0, la fonction (E, s) — ¢ (E, s) est continue dans [0, E, (p, u)]x
[0, a.

La fonction E — S (p,u, E) est continue dans [0, F,| et satisfait la relation (3.4).
Par passage a la limite quand F tend vers 01, on obtient

0= lim ¢(E>S+ (p>/L7E)) = @D(OJD)

E—0+
Donc [y est un zéro appartient a [0, a] de ’équation v (0, s) = 0.

Résolvons cette derniére équation par rapport a [y, on obtient que

lim S E)=0".
Jim Sy (p, u, E)
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Ainsi par passage a la limite dans (3.4) quand E tend vers E,, on obtient

donc I, est un zéro appartient a [0, a] de 1’équation ¢ (E,,s) = 0. Résolvons cette

derniére équation par rapport a I, on obtient que

Jim Sy (p, 1, B) = a.

]

Définition 3.2.1. Pour tout p > 1, u > 0 et E > 0, on définit lapplication-temps
T par

S+ (p,u,E) du
T+ (pa M, E) = / =
N )}

Lemme 3.2.2. Pour toutp >1 et u>0, on a
1) lim T E)=0".
) Jim T (p, p, B)

. 400 sil<p<2
2) EhHElTJr(]%%E):{ N=L . :
—E. )7 Ji(p,p) sip>2.
ol
“ du “ a S
Iy (p,p) = et F'(u)= [ f(t)dt=—u"— u? A+
0 [F(a) = F(u) : P

2p—1

D=

Démonstration. Pour tout p > 1 et 4 >0, on a

1)
S+(pnu'7E) du
T+ (p7 M, E) = /
0 [EP -7 (%ul’ — Tb_liﬂp‘l + ,uuﬂ

3=

1 [S+(pmE) du
=@)" /
0 [( a

4 S (po 1, B) = 5257 (0,1 B) + 1 Sy (0, 1, E)) - (,;up -

b

2p—1

u?r—1 4 uu)
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S+ (pa/L7E) dt

2 S (popts B) (1= #7) = 5258 (.1, E) (1= 7)1 S (py i, B) (1= 1)) ]

1 [t dt
= (p’)p/o [ o )];.

& (1= tr) = 5 S (pos, B) (1 £2071)

I
S
’6\
SN—
=
o\
it
| —|
VRS
-

ST (pus B
Alors
. 1 dt
lim+ T+ (p’ ,LL; E) — (p/) P lim+ 1
B0 505 Jo o Ta i1y b apl e MF
[p (1= #7) = g ST (o, B) (1= #2971 o
1
L dt
= (p,) pl/ her 1
0 E=0T Ta g gpy b gp-l _ 42p—1 MF
[p (1= 1) = 57557 (b B) (1= 270 + G0
- 0.
Ot bien on a
S+(p7M7E) du
T—&-(pnqu) = / v
C [ (e g )]

dt

1
= S+ (p> My E) /
’ [Ep 4 (% St (0,1, Bt — 2 ST (p, pr, )8 4 Sy (p, s, E) t)]

-1

dt.

Sy (pp B) /1 1-p/ 5% (p, i, B — g ST (oo, E) P 4 0 Sy (o, B E
E ; B

Par la regle de 'Hospital on a

b —1)Ert
i 2@ B) S\ (p.p, B) = lim —— (p—1) — = 0.
E—0t E E—0+ E=0+ aSY (p,p, E) — S (p,p, E) +

D’autre part, on a

& S% (p, p, B) 7 — 32577 (p, i, EYEP 7 4 1 Sy (o, B E
Ep

S E), [
= (];77:—’ ) / (@S (po s BY 771771 = bSY (p,p, B) 972772 o ] di.
0
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On a
o 2SR B — g ST (o, BT 4 S (s, B)E
E—0+ EP
S (p,p, E) ! —1 2p—2 — -
= i T ) S E) =P~ — pSeP Bt 222 d
Egg+( o /O (@S (p,p, E) P77 P (pop EYETTIT 4 p] dr
(p—1)t 1 1 _1 2p—2 2p—2

B Elgng plast ™ (., B)—bS3P 2 (p,, )+ 1] /0 [aSﬁ (s, E) (t7)" = bSY " (p, i, E) (t7) T u} dr

RS

b
t
T
Alors
. &S (p i, E) P — 2557 (p,p, B)EP7 4 1 Sy (p, i, B t
lim [1—p =1-—t.
E—0t Er
Ainsi
-1
o ST (p,p, Bt — 22 ST (p, p, B) 207 4 Sy (p,p, E) ] 7
lim 1—p dt
E—0t J EP
1 1
= / (1—t) »dt
0
= p/.
D’ou
lim T E) = "= 0.
Jim T (pyp, B) =0xp' =0
2)
SJr(puu"E) du
T+ (p7 s E) = / 1
0 [EP — p'F (u)]?
( ,) 1 /S+(pnu'7E) du
= p p T-
0 [F'(Sy (p, 1, B)) — F (u)]?
Donc
‘ 1 St (p,u,E) du
g, T i) = 0T ), [F (S, (o B)) — F ()]

"=k “ du
- [Fa) — F ()]
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Comme « racine double de I'équation
Ef - p/F (’U,) = 07

alors on peut écrire

Par suite

+00 sil<p<2
=1 .
(P)® Jy(p,p) sip>2.

Lemme 3.2.3. L’application E — Ty (p, u, E) est strictement croissante.

Démonstration. On a

St (p,u,E) du
T+ (p7 Ly E) = /
0 [EP —p (%ul’ — %%u%_l + uu)]

3 =

o1 S+ E) du
= (p/) P /
S|

% (Si (p7 K, E) - U’p) - Zlfjj (S—Q&-p—l (p7/1“7 E) - u2p—1> +u (S—i- (palua E) - U)

-1

= (p/)T T+ (S+ (p, i, E)),

5 ER(NTN D) du
7o (S (o B)) = [ -
0

[2 (8% (. B)—ur )= 5t (ST~ (0t B) —u2p =1 )+ (S (pos, E)—w)] P

On a

—

6& (p m ): aS—i— (pa,U>E) % dj:—&- (S-i- (p7H>E))
op I OE a5, (p.11, E)

B =
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Posons s := S, (p, u, E)
dT.(s) d [° du
ds Cds J, b »
2 (o7 —w) = i (2 — ) (s — )]
d 1
- = i _dt
s u B B >
0 [5510 (1—t9) — ghyst (1 —21) 4 pus (1 t)}
_ 1/8 H(pvuv‘S)_H(paM)u) du
= du,
PN s[s ) = g e ) =)
ou
H (p i 0) = (p— 1) | s—u® 4
7 ) 2p . 1
On a
OH
o (p, pyu) = (p— 1) (bu®~" + p) > 0,Vu > 0.
Comme H est strictement croissante par rapport a u, il résulte que
H (p,p,8) — H (p, p,u) > 0.
Par suite R
d T, (s)
> 0.
ds
oS
Comme —— (p, , E) > 0, on obtient
oF
oT
—+(p,u,E) >0,Vp>1etVE >0.
)
C’est-a-dire Papplication E — Ty (p, i1, E) est strictement croissante. ]

Lemme 3.2.4. Pour tout p > 2, on a
, -1
(1) lim Jy (p,p) = a7 k(p).
n—0t
. o+
(2) lim J.(p,p) =0".
(3) L’application p— Jy (p, ) est strictement décroissante.
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Démonstration. 1) On a

@ du
s = [F (o) F )]

B /a du
0 |:<2ap — pL_OZZp—l + Ma> — (gup b g2ty Muﬂ

SIS

p 2p—1

/0{ .

-

2 (1— ) — 5o (1— 1)+ pal (1 - 1)
Alors
1
dt
lim Jy(p,p) = lim T
" O a0 ) - e (1 ) et (1))
-t dt
e a p 1
0 [%(1_t>_ﬁ(l_t2p—l>i|P
-1
= avk(p)
2) On a
. a _ _ _
im L; (1—1t) — 2= T "= +pat (1 —t)]
S(1-)
. —1 2p—1 2—-2
< e O g ()
~ tm (a +/a? + 4b,u> b (1 B tzp’l) N 40% 1 (1 —t)
= — 2
p——+00 2b 2]9 -1 (a —+ a? + 4qu>
Comme
lim a++/a?+ 4bu — 100
pu—>+00 2b ’
et

b

2 _
im |- 4b°p (1 —t)
p—ro00 2p—1

2
(a + a2+ 4b,u>

(1121 ¢

b
= 73 1(1—t2p_1)+b(1—t)>07pourt0utt€(0,1).
p_
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alors
. a ~1 2p—1 1— _
#1_15{100 ];(1—#’)— 2p_1ap (1=t +pa' P (1 —1t)| = +oo.
Par suite
lim J =0t
Jim Ty (. 1)
3) On a

Ji(p,p) = /a du
0 Ka b a b

1

g_yap — zp—_lOéQpil -+ ,UCK) — (Eup — 2p—_1u27’*1 + ,U'LL):| ?

B /1 dt
0

a
P 2p—

(1= 1) = 52zar= (L= 21 4+ pad=» (1= )|

_/1 dt
T

2(1—tr) — 4})%2 (a+ a2—|—4b,u> (1 —¢2=1) +

1
- RNE —
a++/a?+4bu

Alors
L (1) 4 2ab a+\/a2+4b/_t)+462,u a1
8J+ _1 1 (2})—1)\/[12—‘,-4()# a2+4b/j,<a+ a2+4bu>2 d
7T - t
au, (pa M) P 0 X . 4b - - %
a — Py — L+ — f2p— Ok _
{p(l tr) 4p—2<a+ a® + N)(l ¢ )_'_“er(l t)}
B b /1 ey (L=t = (1 —1)
py/a? + 4bu Jo . 1
a1 _ _ 1 2 _ $2p-1 2 (1 _
{p (1-1) - o5 (a—l— a +4bu> (-t (1 t)}
Posons
L(t,p) = 2 1) (1—tP1) —(1-1).
On a
oL 2p—2
E(t,p) =1—t*"2 >0, pour tout t € ]0,1[,
Comme

2-2
L(Op) =5 —7 <0et L(L,p)=0,
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on obtient que

L (t,p) <0, pour tout ¢t € |0, 1].

Ainsi
oJ.
a—+(p,u) < 0, pour tout p > 2 et u > 0.
o
C’est-a~dire I'application p +— J; (p, 1) est strictement décroissante. O

3.3 Preuve du théoréme principal

Démonstration. Assertion (A)
On suppose que 1 <p <2eta>0.
D’aprés les lemmes(3.2.2) et (3.2.3) on a
— Jim Ty (p,p B) = 07
— Jim Ty (p, p, B) = +o0.
— E— T, (p,u, E) est strictement croissante.
Donc I'équation de la variable E, T (p, u, E) = % admet une unique solution positive
dans |0, E,[. Par le théoréme(2.3.1), il résulte que le probléme (3.1) admet une unique
solution positive et de plus elle est dans A,.
Assertion (B)
On suppose que p > 2 et a > ’% (2K (p))".
D’aprés les lemmes(3.2.2) et (3.2.3) on a

— lim T E)=0".
E1_>I€+ +(p7:ua )

_ -1
T Eh~>n,El T+ (puua E) = (p/) r J+ (pa M) :
— Ew— Ty (p,u, E) est strictement croissante.

Donc I'équation de la variable E, T, (p, u, E) = % admet une solution positive dans

10, B[ si et seulement si (p’)%1 i (p.p) > 5.
Maintenant par le lemme(3.2.4) on a
— lim J <1
T Ty () < 5
— lim Jy (p,p) < 3

H—r—+00
— p— Jy (p, p) est strictement décroissante.
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Donc il n’existe pas un réel p > 0 tel que (p’)% Ji(p,p) > % et par suite I’équation
de la variable E, T (p, u, E) = % n’admet aucune solution positive.

Ainsi par le théoréme(2.3.1), il résulte que le probléme (3.1) n’admet aucune solution
positive.

Assertion (C)

On suppose que p > 2 et a < ’%1 (2k(p))*.

D’aprés les lemmes(3.2.3) et (3.2.3) 'équation de la variable E, T (p, u, E) = 5 admet
une solution positive dans |0, E.] si et seulement si (10’)%1 Ji(p,p) > 3.

Maintenant par le lemme(3.2.4) on a

— lim J > 1
Jim T (pp) 2

— Jim Ji (p,u) =0.
— = Ji (p, ) est strictement, décroissante.
Donc il existe un réel p, > 0 tel que
— ()7 Jy (p.) < 1, pour tout p > p,
— )7 (o) = 3,
— ()7 Jy (p.) > L, pour tout p < p.
Donc I'équation de la variable £, T (p, u, F) = % admet une solution positive dans
10, B[ si et seulement si p < pu..
Ainsi par le théoreme(2.3.1), il résulte que
— Si 4 > p, le probléme (3.1) n’admet aucune solution positive.
— Si pt = s, le probléme (3.1) admet une unique solution positive et de plus elle
est B,.
— Si g < s, le probléme (3.1) admet une unique solution positive et de plus elle
est A,.

]
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Chapitre 4

Applications

L’objet de ce chapitre est l'ulistration des chapitres précédents par quelques

exemples en particulier soit :

Exemple 4.0.1. Considérons le probléme aux limites suivant

{ — (¢, () =uP + auP~ + i dans 10, 1],
w(0) =u(l)=0,

oup>1, ¢, (y) =yl 2y, a>0 et p<0.
Pour tout u > 0, on pose

f(u) =uP + auP™t

On a

feC*(Ry)NC(Ry).
limM:aet lim &:%—oo.
u—0+ yP—1 u—+oo P!

lim uf’ (u) = lim (pu? +a(p—1)uP~t) = 0.
u—0t u—0+
Vu>0etVp>1, (p—2) f (u) —uf’(u) = —pul~t <0.

Donc par le théoreme (2.2.1), il résulte que :

P
i) Siac [0, (%) A1 (p) {, alors il existe pu. (p,a) < 0 tel que :

— S < py (p,a), le probleme (4.1) n’admet aucune solution.

(4.1)

— Si = . (p,a), le probléeme (4.1) admet une unique solution positive et de plus

elle est dans B..
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— Si > s (p,a), le probléme (4.1) admet exactement une solution positive et

de plus cette solution est dans A..
P
— Sia€ {(%) A1 (p), +o0 [, alors pour tout p < 0, le probléme (4.1) n’ad-
p J—
met aucune solution positive.

Exemple 4.0.2. Considérons le probléme aux limites :

2
—(pp (u)) = ?aup’l arctanu + au?~' + p dans (0,1),

(4.2)
u(0) =wu(l) =0,
ot p>2, 0, (y)=ly"y, a >0 et u<0. Pour tout u € R%, on pose
2
flu) = 201 arctanu 4 auP ™!
T
on a
— [eC*(R)NCRY)
— lim @ =a el lim f) =2a
u—0+ uP~1 u——+oo P 1
— lim uf (u) = lim au™" 2 (p = 1) (1 + v?) arctanu + 2u + 7 (p — 1) (1 4 u?)]
u—0t u—0t i (1 + U,2)
0
Va0 etV > 2, (p— 2)7(u) — uf"(u) = s (2= ) — p) < 0

Donce par le théoréme (2.2.1), il résulte que :
P
(i) Si a € [O, A1(p) [,012 a € [<L> Al(p),+oo[ alors pour tout p < 0, le probleme

2 p—1
(4.2) n'admet aucune solution positive.
P
(ii) Si a € [’\IT(M,% (#) A1(p) [alors pour tout u < 0, le probléme (4.2) admet une
unique solution positive, et elle appartient a A..

iii) Si a € [% (ﬁ)p)\l(p), (p%l)p/\l(p) [alors il existe un réel p.(p,a) <0 tel que :
Si p < pe(p,a), le probléeme (4.2) n’admet aucune solution positive.

Si 1= py(p,a), le probléeme (4.2) admet une unique solution positive et de plus elle
est dans B..

Si > ps(p, a), le probléeme (4.2) admet exactement une solution positive de plus cette

solution est dans A..

Exemple 4.0.3. Considérons le probléme aux limites :

{ —(pp(u)) =expu— 1+ auP~! + pu dans (0,1) }

u(0) =u(1) =0 (43)
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ot 1<p<2, ¢,y =yl y, a>0etp<0

Pour tout uw € R%, posons :
f(u) =expu— 1+ auP™!

On a
— FeCR)NCRY)

astl<p<?2
— lim % = b et lim 5(@ = 400
14+asip=2 u—+o0

— hm L uf(u) = hI(I)l ulexpu +a(p— Dur~1) =0
—‘v’u>Oeth<2 ona(p—2)f(u)—uf'(u)=(p—2—u)expu <0

Donc, le théoreme (2.2.1), il en résulte que :

i) Sip=2etac|0,4r* — 1[,alors il existe un réel p, (a) < 0 tel que :
Si 1 < py(p,a), le probleme (4.3) n’admet aucune solution positive.
Si 1= p(p,a), le probleme (4.3) admet une unique solution positive et de plus elle
est dans B..
Si > i (a), le probléme (4.3) admet exactement une solution positive et de plus elle
est dans A

i) Si a € [4n* — 1, +o0|,alors pour tout p < 0, le probléeme (4.3) n’admet
aucune solution positive.

i) Sip €]l,2[ et a € [O, (p%l)p/\l(p)[,alors il existe p.(p,a) <0 tel que :
Si 1 < py(p,a), le probleme (4.3) n’admet aucune solution positive.
Si 1= p(p,a), le probleme (4.3) admet une unique solution positive et de plus elle
est dans B..
Si > ps(p,a), le probléeme (4.3) admet ezactement une solution positive et de plus
elle est dans A,.
iii) Sip €]1,2[et a € [(ﬁ)p)\l(p),+oo[, alors pour tout p < 0, le probleme (4.3)
n’admet aucun solution positive.

Exemple 4.0.4. Considérons le probléeme aux limites :

{ —(pp(u)) = —In(1 + uP~) + au?~' 4+ p dans (0,1) } (1.)

u(0) =u(l) =0
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oup>1, p,(y) = \y]p_Q y,a>1 ety <0. Pour tout u € R, posons :
fu) = —In(1+u" ') +au’™ +p

on a
— [ €CR)NCR,)

— lim L =g —1et lim LY =4
u—0+ " u—o0 .
- . / o . p—1 o p— _
el () = limu o = o) =0
(o= 1
— VYu>0etVp<2 (p—2)f(u) —uf'(u) = e 0

Done, le théoreme (2.2.1), il en résulle que :
P
(i) St a € [1,\(p)[, ou bien a € [(z)%l) Ai(p) + 1,+oo[ alors pour tout p < 0, le
probleme (4.4) n’admet aucun solution positive.
P
(i7) si a € }Al(p), <]%> Al(p)} alors pour tout p < 0, le probleme (4.4) admet une
unique solution positive, de plus cette solution est dans A, .

i) Si a € [(ﬁ)p)\l(p), (%)p)\l(p) + 1[ alors il existe un réel p,. (p,a) < 0 tel
que :
— Si p < pe(p,a), le probléeme (4.4) n’admet aucune solution positive,
— Sip = py(p,a), le probleme (4.4) admet une unique solution positive et de plus
elle est dans B..
— Si p > pi(p,a), le probleme (4.4) admet une unique solution et elle appartient
a Ay
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