Dedicace

Avec une grande modestie et respect je dédie ce travail a :

La fleur de ma vie, a la femme qui ma mise au monde, a celle qui ma donnée la joie de vivre,
a celle qui ma accompagnée nuit et jour depuis mes premiers pas par son amour et son ame
pure, Amon adorable maman.

Le personne le plus chers & mon coeur, qui ma aide beaucoup dans tout ma vie, a celui qui
donné leur confiance et ma encouragé beaucoup pour suivre le chemin de science, & mon cher
pére.

Ma cher soeur Malika qui ma soutenue beacoup Djemila.

Mon frére Abderrahmane ainsi que Mohamed et le petit (Amer et Islam).

Mes soeurs : Fatma, Nacira, Fifi, Kheira, Hayet, et le petite Ritag.

Tous mes amis : Fatna, Ouda...

Toute ma famille.

Mon encadreur K.Djerfi.

Tout qui prend une place dans mon coeur.

Fatima




Remerciement

Tout d’abord, je tiens a remercier Allah, le tout puissant, de m’avoir donné la santé, la valanté
et la patience pour mener & terme ma formation de Master.

Je remercie du fond de mon coeur, mes parents qui m’ont soutenue, encouragée et motivée tout
au long de mes études.

A messieurs les membres du jury

Je remercie :

Monsieur K.Djerfi qui m’a fourni le sujet de ce mémoire et m’a guidée de ses précieux conseils
et suggestions, et la confiance qu’il m’a témoignée tout au long de ce travail.

Monsieur R.Nasri qui m’a fait I’honneur de bien vouloir accepter la présidence de ce mémoire
.Qu’il veuille bien trouver ici I'expression de ma déférence et de ma profonde gratitude.
Messieurs les examinateurs S.Oukkas et D.Djebbouri.

Qu’ils veuillent trouver ici 'expression de mon profond respect pour avoir eu 'amabilité de

vouloir bien faire parie du jury de mon mémoire.

En fin, je ne pourrais terminer ces remerciements sans une pensée a ’ensemble de mes en-

seignants qui sont a l'origine de tout mon savoir.

F.Zaidi




Table des matiéres

Introduction

1 Préliminaires

1.1 Définitions du laplacien et du probléme aux valeurs propres . . . . . . . . . . ..
1.2 Solution du probléme aux valeurs propres. . . . . . . .. ... ... ...
1.3 Borne supérieure pour la norme L> . . . . . . ... oL
1.4 Les zéros des fonctions de Bessel . . . . . . . . .. ... L

2 Reésultats ponctuels pour la croissances des fonctions propres
21 Casy <1l ... e e
22 Casy>D5/2 . . .

3 Croissance de la norme L

3.1 Emnsemble E(X) . . . . . ..
3.2 Casvy <1l . ..
33 Casy >3 . . e
34 Casy>1 .. e
3.5 Lecasde Neumann . . . . . . . .. .. ...
3.5.1 Comparaison . . . . . . . . ..
352 Casy <1 .. e
353 Casy>1 ..o e

4 Calculs numériques
4.1 Sommaire . . . . . ...

4.2 Comparaison (Dirichlet et Neumann) . . . . . . . ... ... ...

11
14
15

18
18
20

22
22
23
27
29
31
32
33
36




TABLE DES MATIERES 4

4.3 DISCUSSION . . . . . o 41
A Fonctions de Bessel . . . . . . 43
B Programme en Mathematica . . . . . . . . ... ... 50

Bibliographie 51




Introduction

Ce mémoire est un bon exemple de problémes auxquels on peut s’intéresser en géométrie spec-
trale au méme titre que I’étude des domaines minimisant ou maximisant la n-iéme valeur propre
d’un opérateur, ’obtention de bornes générales sur les norme LP des fonctions propres d’un opé-
rateur peu importe le domaine ou la reconstitution d’'un domaine en fonction des valeurs propres
d’un opérateur qui lui sont associées. La géométrie spectrale est une combinaison de géométrie
et d’analyse spectrale, cette derniére étant I’étude du spectre des valeurs propres associées a un
opérateur, par exemple un opérateur différentiel comme le laplacien agissant sur des fonctions
ou une matrice agissant sur des vecteurs. On fait alors intervenir la géométrie en modifiant
les espaces sur lesquels ces objets sont définis. On peut par exemple modifier considérablement
les solutions d’un probléme aux valeurs propres en passant d’un espase non-borné a un espace
borné (par exemple passer de R? & la boule unitaire) ou en variant la dimension de I'espace
considéré.

Dans ce qui suivra, on s’intéressera uniquement a l'opérateur de laplace, le laplacien, qui est
linéaire et auto-adjoint, ce qui simplifie énormément le probléme par rapport a un opérateur
différentiel quelconque. Il présente un intérét particulier en théorie spectrale étant donné son
importance marquée dans plusieurs problemes de physique, que ce soit au niveau des poten-
tieles électriques ou gravitationnels ou dans ’équation de diffusion pour la chaleur, I’équation
des ondes classique ou dans le calcul de la fonction d’onde d’une particule en mécanique quan-
tique. A ce titre, on peut facilement donner un interprétation plus physique au probléme de
I’étude des fonctions propres du laplacien sur le disque. En effet, il s’agit d’une bonne modélisa-
tion mathématique, via I’équation d’ondes, de I'oscillation d’'une membrane de forme circulaire
(par exemple un tambour) pour laqualle des conditions frontiéres de Dirichlet représenteraient
une membrane dont le bord est attaché, alors que des conditions frontiéres de Neumann re-
présenteraient une membrane dont les bors sont libres d’osciller. On peut aussi représenter la

distribution quantique d’une particule dans un puit de potentiel circulaire.
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Le probléeme qui nous intéresse, qui est d’évaluer le comportement asymptotique des fonctions
propres lorsque A — 00, a aussi une correspondance en physique. En effet, pour le cas de la
vibration d’une membrane, les valeurs propres \ représentent la fréquence de vibration associée
a un certain mode de vibration normle représenté par la fonction propre associée, alors que
dans le cas d’une particule quantique les valeurs propres représentent I’énergie associée a une
certaine fonction d’onde, donnée par la fonction propre associe & A, qui représente la densite de
probabilité qu’'une particule soit présente & un certain point de ’espace. Dans les deux cas, A est
associée a ’énergie du systeme et la limite A — oo correspond donc a la limite de haute énergie
du systéme. C’est un concept particulierement important puisque que, dans le cas mécanique
quantique par exemple, la limite & haute énergie correspond au passage vers la mécanique clas-
sique.

Nous examinerons deux distincts du probléme. En premier lieu, nous approcherons le probléme
d’un point de vue ponctiel, c’est-a dire que nous évaluerons la valeur des fonctions propres pour
des points quelconques du disque afin d’obtenir des résultas valides pour certaines régions du
domaine. En suite, nous porterons notre attention sur le maximum des fonctions propres sur le
domaine, en d’autres termes la norme L de ces foncions, et plus particuliérement sur le taux
de croissance de ce maximum par rapport & A. Les résultats ainsi obtenus ne seront plus valides
pour un certain point du domaine en particulier, mais ce seront des résultas globaux.
Evidemment, on ne fait pas le choix d’étudier le taux de croissance de la norme L> des fonctions
propres de maniére totalement arbitraire. Connaitre la taille du maximum nous donne une idée
de la distribution de ces fonctions sur le domaine, ainsi plus || F) ||o est grand, plus la fonction
est disribuée inégalement sur le disque et se concentre autour de certaines courbes ou points du
domaine.

Les courbes du domaine autour desquelles on obtient des croissances maximales pour la norme
L* apparaissent d’ailleurs dans I’étude de la correspondance classique / quantique des systémes
chaotiques ot elles sont appelées < strong scars >>.

L’étude de ces objets a notamment donné lieu a la conjecture d’ergodicité quantique unique
qui prédit le comportement des systémes quantiques chaotiques. Pour plus d’informations sur
ces sujets, on peut se référer a [6] et a [9].

Les valeurs propres et les fonctions propres qui découlent de I’équation aux valeurs propres du
laplacien sur le disque dépendent de deux parameétres, n et m.

Or, comme on le verra plus tard, étudier la dépondance entre les ponctuelle et L™ et les valeurs
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propres A, ,, est peu pratique si on étudie la question selon n et m. C’est principalement di au
fait qu’on se limite au cas ot A — 00, ce qui impose une certaine contrainte sur n et m. Puisque
Anm €st strictement croissant par rapport a n et a m, le seul vrai choix qu’on peut faire est de

déterminer comment n et m tend vers 'infini.




Chapitre 1
Préliminaires

Dans ce chapitre, nous allons dresser une liste des définitions utiles pour traiter le probléme qui
nous intéresse et nous décrirons les résultats classiques nécessaires pour approfondir I’étude des

fonctions propres du laplacien.

1.1 Définitions du laplacien et du probléme aux valeurs
propres

L’ensemble des défintions données dans cette section sont relatives & des notions de base en

mathématiques.

Définition 1.1.1. (Ezposant y) Soit A\, m,, une suite de valeurs propres telle que

Ay < Anpprmigs alors, on pose 7y tel que :

logm,

log n;
Nous noterons :

Yo =" (I'ensemble des points d'accumulation de ;)
De plus, lorsque la limite existe, on pose :
lim v, = v
l—o0

Remarque 1.1.1. La définition ne suppose pas nécessairement que vy, — oo bien que ce soit le

cas dans le probleme qui nous intéresse.
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Dans le reste du mémoire, on utilisera généralement la notation v, = v au lieu de v, — v pour

simplifier la lecteur. De plus, puis que n et m € N, on a que 7 € [0, 00] et on utilisera :
m=n" (1.1)

Bien qu’on étudiera la croissance des fonctions propres selon v, cette valeur n’existe générale-
ment pas pour une suite arbitraire de valeurs propres ; telle que \; — oo. On doit donc trouver
une méthode pour tenir compte des cas oul y n’existe pas et énoncer les résultats selon v,. C’est

d’ailleurs dans cet optique que nous allons définir la relation suivante :

Définition 1.1.2. (relation ¢) Soit {\,, m,}, une suite de valeurs propres telle que

Ay < A et {F}, la suite des fonctions propres normalisées par rapport a la norme

N41,Mi417

L? qui v est associée. Si~y, — v on définit la relation ¢ comme :

1.2
l—o0 IOg >\n17ml ( )

alors que si y; ne converge pas on prend :

o(7) = ¢(7a) (1.3)
ot P(7,) est la relation ¢(vy) appliquée & chaque élément de v,.

On doit noter que rien ne garantit que la relation ¢(v) soit une fonction. C’est plutét une
relation qui associe un sous ensemble de [0,00] & une suite de valeurs propres strictement
croissante. D’ailleurs, la plupart des résultats qu’on obtiendra dans ce mémoire nous permettent
uniquement de borner la relation ¢ sans en préciser la valeur exacte a ’exception de l'intervalle
[3, 00] ot on a une formule exacte pour ¢(7) qui nous permet de dire qu’elle s’y comporte comme
une fonction.

Puisque, en général, on peut seulement borner ¢(), on obtiendra aussi des bornes pour ¢(7,).
Elles seront données par les pire bornes obtenues lorsqu’on applique la relation ¢(7) a chaque
élément de 7,.

On peut maintenant donner un résumé des résultats de ce mémoire, tous valides sur le disque :

Définition 1.1.3. (laplacien A). Soit Q un domaine de R™ et soit C*(Q) I’ensemble des fonc-

tions définies sur €1 qui v sont continiment différentiables k fois.

A:CHQ) — CF Q) k>2
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Dans le cas qui nous intéresse, on prend 2 = D, le disque unitaire, dans R?, donc :
@2+62)_ (82+18+102)
ox2 Oy’ Cor?  ror  r2op?

Définition 1.1.4. (Probléeme auz valeurs propres). Un probléme auzx valeurs propres, relatif a

A=—( (1.4)

un opérateur A, consiste a chercher les solutions a :
Au = lu

ou u est une fonction propre non identiquement nulle relative a X\, une constante appelée

valeur propre.

Dans le cas qui nous intéresse on utilise 'opérateur de Laplace, A, et on cherche les solutions
de I'équation :

Af = \f (1.5)

Définition 1.1.5. (Conditions de Dirichlet et de Neumann). Soit 02 la frontiére d’un domaine

Q de R™, alors la condition aux limites de Dirichlet est :

U |gn=0
et la condition de Neumann est :
g—z loo=10
, oU % est la dérivée dans la direction normale a OS).
Dans le cas du disque unitaire, on trouve :
flop=f |=1=0 (Dirichlet), (1.6)
1% o lr=1=0 (Neumann). (1.7)

on P Tor
Remarque 1.1.2. : On utilise I’éxposant N pour différencier les fonctions propres du probléeme

de Neumann de celles du probléeme de Dirichlet.

On impose aussi la restriction suivante sur les fonctions propres étudiées :

/ F?da =1, (1.8)
D

¢’est-a-dire qu’on impose que nos fonctions propres soient normalisées par rapport a la norme
L?. 11 est important de noter qu’on peut toujours le faire et que cela ne restreint pas la classe

des fonctions étudiées, car si u est une fonction propre de la valeur propre A, cu 'est aussi.
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1.2 Solution du probléme aux valeurs propres

Nous allons maintenant décrire certains résultats classiques concernant le probléme aux valeurs
propres du laplacien sur le disque unitaire avec conditions aux limites de Dirichlet ou de Neu-
mann.

La solution du probléme aux valeurs propres pour le laplacien sur le disque avec les conditions

de Dirichlet ou Neumann est un résultat classique [1] :

Théoréme 1.2.1. (Solution du probléme auz valeurs propres) La solution du probléme aux

valeurs propres du laplacien sur le disque unitaire est donnée par :
Jamn(r,0) = Jo(knmr)(Acos(n) + Bsin(nd)); Apm = k2, (Dirichlet) (1.9)

N a(1,0) = Ju (Kl r)(Acos(nf) + Bsin(nf)); Apm = kfm (Neumann) (1.10)

0l frm (7, 0) ([N, (7,0)) est la fonction propre associée & la valeur propre Ay m, Jn est la fonction

ieme ieme

de Bessel de premier espéce d’orde n, ki, son m'“"strictement positif et kI, .. le m*™zéro

strictement positif de sa dérivée.

Démonstration. On cherche une fonction de R?, f, qui satisface a I’équation (1.5) et a I’équa-
tion (1.6) ou (1.7). On ne se préoccupe pas tout de suite de la normalisation.

Premiérement, puisque les conditions aux limites sont beucoup plus faciles & exprimer en co-
ordonnées polaires (r,6), on choisit d’exprimer le laplacien dans ces coordonnées tel que donné

dans la 3° partie de I’équation (1.4). L’équation (1.5) devient alors :

Of(r,0)2 10f(r,0) 1 9f(r,0)?
e = PRV

Comme c’est souvent le cas lorsqu’on résout des équations aux dérivées partielles, on suppose

que la solution est séparable :
f(r,0) =U(r)V(0).

Si on introduit cette nouvelle forme pour f(r,#) dans I’équation aux valeurs propres, on trouve :

UV (8) + LEV (0) + LDV (0) = — AUV (0) e BI04 gy V0
= constante

—= CQ
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On doit donc résoudre deux équations différentielles ordinaires au lieu d’une équation aux

dérivées partielles imliquant deux variables :

V"(0) + V() =0 (1.11)
r2U"(r)  rU'(r)
A=¢ 1.12
00 + 00 +r c (1.12)
On doit aussi imposer que V(0) = V(0 4+ 2m) puisque la fonction doit étre continue donc

périodique. Il est alors facile de résoudre 'équation (1.11) :
V(6) = Acos(cf) + Bsin(ch) et c =n € N

Enfin, on peut remplacer ¢ par n dans I’éqution (1.12) :

r2U"(r)  rU'(r)

U0r) U0 +7r°A=n

Cette équation est appelée ’équation de Bassel et sa solution est donnée par :
U(r) = Ju(VAr)

I1 faut toutefois prendre en compte la condition aux limites appropriée. Dans le cas de Dirichlet
(1.6), on trouve :
U1) = Ju(V)
=0

et donc v\ doit étre un zéro de J,. Pour Neumann (1.7), on trouve :

U'(1) = VALV
=0

et donc VA doit étre un zéro de J!, car A > 0.
Il est important de noter que les fonctions de Bessel du premier espéce sont des fonctions

analytiques qui admettent le développement en série suivant :

z
2

10 = (5)" % 3

1=

La meilleure référence pour ce qui est des fonctions de Bessel est probablement le livre de

Watson [8].
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La conjecture de Bourget, qui a été prouvée par Siegel [8, p.458] stipule que ky,  # Ky s pOUr

n,n';m,m’ € N et (n,m) # (n’,m’). De plus, on vient d’établir que
Ao = K2 (k:;fm pour Neumann), (1.13)

donc les valeurs propres sont toutes doubles car £, ,, > 0 et, en tenant compte de la multiplicité
qui vient de la partie angulaire de la solution, A cosnf + Bsinnf (sauf pour n = 0, auquel cas
les valeurs propres sont simples).

Par contre, ces fonctions ne sont pas encore normalisées. Le théoréme suivant nous donne la

bonne constante de normalisation [1] :

Théoréme 1.2.2. (Normalisation des fonctions propres). Les fonctions propres normalisées

par rapport & la norme L? pour le laplacien sont données par :

Fom(r,0) = 7T(A22+ 59) i:ffglk::) (Acos(nf) + Bsin(nf)) (Dirichlet) (1.14)
2 I (KL o)
N _ n,m .
Ey o (r,0) = \/’/T(AZ B k/"; ARG (Acos(nf) + Bsin(nf))(Neumann)  (1.15)
ou A et BeR

Démonstration. En se basant sur la forme non-normalisée des solutions (1.9), (1.10), il suffit

d’intégrer sur le domaine :

Jp F(r,0)*da = fol 0% F(r,0)*rdrdd
~ 1
= fO%(Cl(A cos(nf) + Bsin(nh)))?dd = C?(r(A? + B?))
—

fol(CQJn(knva))zrdr =1 (Dirichlet)
fol Jn(K},,,7))?rdr =1 (Neumann)
Mais on a aussi que [1, p.306] :

/1 Jo(cr)rdr = J”(ZC)2 + (1- TCLQ)J”(C)2

_ 1
G =\ 7w

Cy (Dirichlet)

Donc on trouve :

— 2
— Ja(kn,m)
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ou
2
2
()
n,m
Cy = ——— (Neumann)

In(Kpym)
De plus, puisque J,,(z) = 2J,(x) + Jos1(x) et que J,,(ky,m) = 0 par définition de k,,,,, on a

T

que :
Jq/l(kn,m) = Jn+1 (kn,m)

Remarque 1.2.1. :la normalisation pour la partie angulaire (A cos(nf) + Bsin(nf)) n’est pas

valide st n = 0. Dans ce cas, la normalisation est triviale, on trouve : Cy = ﬁ.

A partir de maintenant et pour la majorité du mémoire, nous allons seulement considérer la
condition aux limites de Dirichlet. Nous allons connsacrer la section (3.5) & adapter les résultats
obtenus pour le cas de Dirichlet au cas de Neumann.

Enfin, il est important de mentionner qu’a partir de maintenant nous nous intéresserons unique-

ment aux cas lorsque A, ,,, — 00, ce qui est équivalent a k,, ,,, — oo ouan — oo et/ ou m — oo

1.3 Borne supérieure pour la norme L

Dans un article paru en 2002 2], Grieser donne un résultat général pour la croissance de la norme
L des fonctions propres du laplacien avec conditions frontiéres de Dirichlet ou de Neumann

sur un domaine compact avec frontiére de dimension N qui lorsque restreint & N = 2 donne :

Théoréme 1.3.1. [l existe une constante positive C' telle que la norme L™ satisfait a :
1
| Frm (7, 0) ]| oo < C Ao Vm#0,neN (1.16)

La preuve du résultat général est donnée dans 'article de référence, nous nous contenterant de
montrer que cette borne est effectivement atteinte dans le cas n = 0, ce qui en fait une borne
supérieure optimale.

En effet, si on regarde ce qui se passe en r = 0, on trouve que

Jn(0) = 1 sin=20
S 0 sin#0

donc

% (ACOSO—FBSinO):m sin=0

Fn,m(()’ 0) = { Jl(kO,WL)

0 sin # 0. (L.17)
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On peut donc supposer, que si on s’intéresse a la croissance des fonctions propres au centre
du disque, alors n = 0. Il ne faut pas oublier qu’on considére le cas ou A — oo, mais puisque

n=0=m— oo. Or,

Proposition 1.3.1. (Asymptotique pour grand x). Soit J,(x) , si n®> = o(x), alors on peut

utiliser la forme asymptotique suivante due a Jacobi [8,p.195] :

In(7) = i(COS(:/E _nm_ Z) i O(4n —1

T 2 4 €T

) (1.18)

Evidement, puisqu’on s’intéresse au cas n = 0, qu'ici * = ko, et que A — oo = k — 00,

on satisfait amplement les conditions d’application de la proposition précédente. Donc, avec

(1.17) -
_ /L, [mhom L
Fo’m(o, 9) = \/; 2 COS(k?O,m_%_%)J’_O(ﬁ)

\ ko,m“l‘o(\/ kO,m

\/icos(kg,mfgfg)

(1.19)

Enfin, en utilisant la Proposition 1.3.1 et le fait que k,,,, est un zéro de la fonction de Bessel,

on trouve :
kom = cm — % +o(l), ceN (1.20)
Finalement, avec (1.19) et (1.20) et en prenant m — oo (pour avoir kg,, — 00), on trouve :
= Vhomtolykom) Foum(0,0)] = /kom + 0o(\/k
Fo,m([)? 0) - cos(cm—) = | 07m( ’ >| 0.m é O7m) (1.21)
0

= i_ kO,m + 0( \V/ k:(),m) = )\g,m + O<)\ ,m)

Donc la norme de Fj,,(r, 0) atteint une croissance de Ai. De plus, on a que :

Définition 1.3.1. La norme L™ d’une fonction u sur un domaine 2 de R? est donnée par :
[uflos = sup [ul
Q
Puisque |Fy,(0,0)] = A3 + 0(\1), on atteint la borne supérieure du Théoréme 2.1.1 ce qui en
fait une borne optimale pour des conditions aux limites de Dirichlet.

1.4 Les zéros des fonctions de Bessel

Pour conclure les résultats préliminaires nécessaires a I’étude plus approfondie des solutions du

probléme aux valeurs propres qui nous intéressent, nous allons devoir donner quelques résultats
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concernant les zéros des fonctions de Bessel de premier espéce. Le principal résultat qui nous
intéresse permet d’obtenir une borne inférieure et une borne supérieure a la valeur d’un zéro

quelconque des fonctions de Bessel.

Proposition 1.4.1. [13] Soit k;, ., le m*™¢zéro positif de J,, alors :

1 2
1\3 1 1\? 1 3 1?3 1
n -+ (5) A3 < kn,m <n-+ (5) amn3 + 1_0 (5) a?nn7§7 <122>

e

W=

ol @y, est la m'™¢ racine de la fonction d’Airy du premier espéce :

N

Ai(—) = V(I Gt 4 1y ().

[N

De plus, lorsque m est suffisamment grand (par exemple lorsque m — o0), a,, = cms + o(m

).

Dans ce cas on trouve :
2 1 2 1 4 1
n+Cim3ns < kym <n+Cym3ns +Cym3n™3, (1.23)
qu’on peut réécrire comme :

142+ 142 4y—1
3

n+Cin 3 <kypn,<n+Cn T+ Cyn 3 , (1.24)

i

O3 o oy = 9(374)3
> .

ou C) = 0

Démonstration. La preuve de la premiére série d’inégalités (1.22) est donnée dans article de
référence, nous nous contenterons de montrer la forme asymptotique pour les grandes valeurs
de m.
Commengons par introduire briévement les fonctions d’Airy. Ce sont les solutions & I’équation
différentielle ordinaire

d*u

Tz xu = 0.
Cette équation, appelée équation d’Airy ou de Stokes, est la plus simple équation différentielle
possédant un point d’inflexion, c’est-a-dire un point & partir duquel la solution passe d’un
comportement oscillatoire & un comportement exponentiel.
Elle admet deux solution distinctes Ai(z) et Bi(z), respectivement les fonctions d’Airy du
premier et du deuxiéme espéce, nommeées d’aprés George Biddell Airy, un astronome britannique
du 19¢ siéccle. Comme mentionné précédemment, les fonctions d’Airy sont étroitement liées aux

fonctions de Bessel.
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Puisqu’on s’intéresse a de grandes valeurs de m, il est raisonnable de supposer que la m™™¢
racine de I’équation d’Airy a,, est elle aussi grande et qu’on peut utiliser la forme asymptotique

de la Proposition 1.3.1 de méme que le fait que a,, soit une racine :

Ai(=an) = am, [ ((costRad = § = )+ O(4)) = (costiod + £ - D) + O(p) )

60,2,, 6am

3
= Z2ah =cr+ T +o(1)
= am = (3(er + T +0(1)))5.

Puisque toutes les racines de I'équation d’Airy a partir d’'un certain point sont de cette forme,
q q yap

il n’y en a qu'un nombre fini d qui ne peuvent s’écrire de cette maniére et ainsi :

3
2

((m = d)m + erm + § + o(1)))

(M7 + com + T + 0(1)))3 = am = (554)5 +o(m3), (1.25)

si m est suffisamment grand.
Enfin, en utilisant ce résultat dans (1.22), on trouve :
L 3rms 3 =2, 3mm

1

n+2_§(37;m

Jin™s)

Un fait important & noter est que si m n’est pas borné, ’équatin (1.24) nous fournit une trés
bonne estimation pour la valeur de k,,, tant que v < 1, alors que si m est borné (y — 0),

I'équation (1.22) donne une excellente estimation mais avec des constantes implicites.




Chapitre 2

Résultats ponctuels pour la croissances

des fonctions propres

Ce chapitre est consacré au résultats ponctuels concernant les fonctions propres du laplacien
sur un disque sous certaines conditions afin d’avoir une idée du comportement de ces derniéres
sur ’ensemble du spectre des valeurs propres et en différents points du disque.

Toute fois, avant de continuer, il est important de remarquer qu’étant donné la forme des
fonctions propres pour la condition aux limites de Dirichlet, F,, ,,,(r,0) = C %(A cos(nf +
Bsin(n#)), la croissance de la norme en fonction de A dépond uniquement du facteur %,

on ne s’'intéressera donc qu’a ces deux fonctions.

2.1 Casvy<1

Dans cette section, nous traiterons du cas ou A, ,, — oo mais avec la restriction que
m
y<1l=——0
n

par exemple en étudiant des suites comme : A, ., )\n,Ln% R An,|log ]

m
n

Remarque :>* — 0 n’implique pas v < 1 puisque, par exemple : Ay, ;,/10g7-

Théoréme 2.1.1. Siy < 1, alors pour tout point donné (r,0) € D :

| Fm(r,0)] — 0 si A — o0. (2.1)
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Démonstration. Premiérement, la formule (1.23) nous donnent une bonne approximation pour

kpm/n dans le cas ot m/n — 0 et n — oo :

mais, puisque m/n — 0 et donc o — 1 lorsque n — oo, on peut écrire :
Jn(knmr) = Jn(nz), z = ar. (2.3)

Proposition 2.1.1. [8,p.227] Soit J,(nz) si z € (0,1), alors le premier développement de

Meissel, trouvé en 1892, nous donne :

y (n ) (nz)nen\/lfﬂfvn (2 4)
n\nNzZ) = T y .
ernl(l —22)a(1+ 1 —22)"

v (2432 1 :
ou Vi, = 24"((1_z2)%+2) +o(z) donc V, — 0 sin — oo.

En simplifiant quelque peu et en prenant n — oo (Stirling), on trouve :

n n\/l—22
~ 2'exp 1
In(n2) ~ A ]

— 1 en(\/1—22+10g z—log(14++v1—22))
\/27rn(1—22)% ’

Or, V1 —2%2 +logz — log(l + v1—22) < 0 et est strictement croissant, Vz € (0,1), ce qui
implique que J,,(nz) décroit exponentillement vers 0 lorsque n — oo pour z € (0, 1), r € (0, é)

De plus, peu importe la normalisation qu’on viendra appliquer ( elle ne peut que

)
Jp(knm)/?
dépendre de n et non de z. Puisque l'exposant n’est pas uniforme et strictement croissant
en z, si la normalisation annulait la décroissance exponentielle en un certain zo € (0, 1), alors
Vz € (20, 1) on aurait une croissance exponentielle par rapport a n et nécessairement la fonction
ne sera plus normalisée, ce qui entrainerait une contradiction. On peut donc conclure que, peu
importe la forme que prendra la normalisation, elle ne peut pas contrebalancer la décroissance

exponentielle de F,, ,,, pour tout z € (0,1) :
1
Fom(r,8) —0 Vre(0,—) lorsque : n — oo,m/n — 0 (2.5)
o

Puisque a@ — 1 lorsque n — oo, alors pour tout point donné (r,0) € D, I n tel que r < é, ce

qui prouve le théoréme (voir sec 3.1 pour z > 1).
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2.2 Casy>5/2

Comme on I'a vu dans la proposition 1.3.1, si 5 est suffisamment grand, on peut utiliser une
forme asymptotique trés puissante due a Jacobi pour évaluer la fonction J,(z). Or, dans notre
cas, on s’intéresse surtout a la valeur de J,(ky,m7) et Jyt1(kn ). On doit done demander que
Kn.mm/n? soient suffisement grand. Pour le moment, nous allons supposer que 7 ne tend pas vers

0. Dans ce cas, si on utilise (1.23), on trouve :

2
2 1 k 1 m3

n+Cim3ns < kn,m = n,2m > —+ 01_5.
n n ns3

5
29

la proposition 1.3.1 pour évaluer J,(kpm7)/Jns1(knm) -

nm us 7’L2
Inlbnmr) Ty C08(knmr =5 = )+0(55)

Jn+1(k‘n,m) COS(kn,m*(n-‘;l)ﬂ*%)‘i’O( (n+1)2)

kn,m

Donc, si v > 2, alors ms /n — 00, kym/n? — 0o et on peut utiliser la forme asymptotique de

ﬂ'kn,m

2
(cos(kn,mr—"g"—7)+0(—))

kn,'mT

(n+1)7m  x (n+1)2
o — T T n+l)=
Vr(cos(kn,m—-—5——7)+0( )

kn,m

Mais, puisque k, ., est un zéro de J,, il doit étre de la forme :

2
cr — 7+ 0! st n est pair
k’n7m = 4 (kn'gﬂ“> p (26)
i O(k::mr> st n est impair
ou ¢ € Z.
Alors,
c0s(knm — (W;l)7r — 1) = cos(cm +dm)
ol
- n/2 si.n est pair
(n+1)/2 st n est impair.
Ainsi,
Jllnr) _ (COnmr— 5 5O )
Jnt1(kn,m) \/;(iuro(%)) .
- iCOS(kM:/?Tj) + O(k:,zm).

Théoréme 2.2.1. Siy > 5/2, alors

2

2 cos(kpmr — 5t — n

(A2 + B?) NG

Fom(r,0) =+ 1) (Acos(nf) + Bsin(nd)) + O( ) (2.8)

oy
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C’est une conséquence directe des équations (1.14), (2.7). On peut en déduire que :

2 1 n?

| Frm (1, 0)] < A2 DY) \/F(A cos(nf) + Bsin(nf)) + O(

) (2.9)

Ky mT
L2
D’ow, si m5 /n — oo et r ne tend pas vers 0, alors :

| Frm(r,0)] < (2.10)

Sl




Chapitre 3

Croissance de la norme L*°

3.1 Ensemble F(X)

On a maintenant tous les outils nécessaires pour étudier la croissance de la norme L des
fonctions propres du laplacien sur le disque. On définit premiérement I’ensemble F(X) comme

étant :

Définition 3.1.1. (Ensemble E(X)) Soit X une variété riemannienne compacte, {\} l'en-
semble des valeurs propres du laplacien de X et {F\} l'ensemble des fonctions propres qui lui
est associé. Alors, E(X) est l'ensemble des points d’accumulation de log(||F)||)/log A, ot |||l

est la norme L.

On peut se référer a [10] pour une discussion sur les intéréts de 1'étude de cet ensemble et
les motivations derniére cette définition. Le but principal de ce chapitre est de démontrer le

résultat suivant :

Théoréme 3.1.1.
[7/36,1/4] C E(D) C [1/18,1/4] (3.1)

Nous allons premiérement donner deux bornes inférieures complémentaires pour la croissance
de la norme L*° lorsque v < 1, puis nous allons obtenir une formule exacte pour la croissance
de la norme par rapport a A, valide lorsque v > 3, et nous allons en reprendre la preuve mais

de maniére légeélement différente pour trouver une borne inférieure valide lorsque v > 1.
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3.2 Casvy<1

On s’attaque ici au cas o 7 < 1 donc m/n — 0. On utilisera deux approches sensiblement
différentes pour trouver deux bornes inférieures distinctes pour la croissance de la norme L,
la premiére étant particulierement bonne lorsque v est proche de 0 tandis que la deuxiéme est
meilleurs lorsque v est proche de 1.

La preuve qui suit, pour la premiére borne, se base grande partie sur le théoreme 2.1.1 et sur

un argument géométrique simple.

Lemme 3.2.1. Siy <1,
l—v
o) = —— (3.2)

Démonstration. A I’aide des outils de la section 2.1, il est possible de déterminer la largeur
de la section du disque sur laquelle les fonctions propres ne tendent pas vers 0 de maniére

exponentielle si 7 < 1. En effet, avec (2.21), en prenant v < 1, on trouve :

2 1 2 1 4 1
n+Cin"ins <k,, <n+Cn'ins +Con’sn™s = a = kyn/n
2(y—1)

vy (33
= 1+ 5 0™ (33)

Puisque la section du disque ou la décroissance n’est pas exponentielle se situe sur 'intervalle

r € (£,1), la largeur L est donnée par :

L= 1-1
o

= 1-— T ——r 2(7-1) 2(4-1)
o5 Lop™ 5y = L=Cmn" 5 +o(Cin~ 5 ) (3.4)
2(v—1) 4(v—1)

_ Cin~ 3 4+0(n~ 3 )

2(y—1) 4(v—1)
1+Cin 73 +0(n 73

)

De plus, puisque les fonctions propres sont normalisées par rapport a la norme L2, on a que :

fD Fom(r,0)2da = fA Fym(r,0)%da + fD\A Fom(r,0)%da

ou A est le domaine o les fonctions propres ne tendent pas vers 0 expenentiellement. L’aire du
domaine A est donc donnée par :
Aire(A) = m(1)? — W(é)Q
= m(1-3)0+3)
= 7L (2 + O 4 O(nma_l) ))

2(y=1)

= 2nL+o(n" 3 ).
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Or, comme F,, ,,(r,0) — 0 exponentiellement sur D\ A :

fA Fom(r, 0)2da + fD\A Fom(r, 0)2da = fA Fom(r, 0)2da + O(e~™)
=1
= fA Fom(r,0)2da =1+ O(e™™),

ol a € R > 0 et dépend de r mais pas de n.

Enfin, si on cherche & borner inférieurement le taux de croissance des fonctions propres, on
doit trouver la croissance minimale de la valeur maximale de F, ,,(r,0) sur A. Or, si on veut
minimiser le maximum de F,, ,,(r, 0) sous la contrainte [, F,, (r,0)*da = 1+O(exp™®"), on doit

imposer que F, ,,(7,0) = C, , sur A (qu’elle soit constante par rapport a 7). Si F, ,,,(7,0) = Cy

sur A :
Sy Fnm(r,0)da = Aire(A)C? o - 1
72(7_1) n,m — 2('\1_1) 2('7‘_1)
= (27TL -+ O(n 3 )CZ " = 2rCin~ 3 +4o(n~ 3 )
’ 1—y 1—
-1 = Cn3 +o(ns).

On peut en déduire que la croissance du maximum sur D des fonctions propres est au moins

d’ordre n'3" et puisque kg =n+o0(n) et Apm = k2,

|Eum (7, 0)llso > Cn'S" +o(n'5) = Ch'5 + ok )
= CANF 4o\

On donne maintenant la deuxiéme borne inférieure qui, combine au résultat précédent, donne
une borne inférieure non triviale a la croissance de la norme L* lorsque v < 1. La preuve est
principalement calculatoire et se base sur un bon nombre de développements asymptotiques et

bornes pour les fonctions de Bessel.

Lemme 3.2.2. S v < 1,

N
12
Démonstration. On utilise ici une technique similaire & la preuve du théoréme 2.1.1 mais on

traite les cas z = 1 et z > 1. Lorsque r = é = z = 1, on utilise la forme asymptotique de

Cauchy [8,p.231] :

P(v) = (3.5)

Proposition 3.2.1. (Asymptotique pour J,(n))

(i
Jnln) = 2§§33;13)7r
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pour r € (£,1) = z > 1, on utilise le deuxieme développement de Meissel [8, p.228, 234] :

Proposition 3.2.2. (Asymptotique pour r > é) Soit J,(nz), z > 1,alors on pose z = sec 3 ou
Be(0,%)etona:

Jn(nz) = J,(nsecp)
cos(n(tan 8—8)— +0( ) (3.7)
\/thanﬁ

On utilisera cette formule pour évaluer la normalisation a appliquer lorsque v < 1, c¢’est-a-dire

la fonction :
Jn—i—l(kn,m) - Jn+1( )
= Jun((n+ 1) sec B,

ou ' = arccos L.

Il est possible de simplifier légérement cette derniére formule :

(tan ) = (222

_ 1—(cos B)? 5
(C(isﬁ/)Z = tan 8’ = (n”—fl) —1.

= (CT,B’); —

= () -1

On peut maintenant utiliser la définition de a (3.2) :

_ n(14C1(2) 1o((2)F))2
(222 —1= \/( )

) -
= @+ 0+ 201 (2)F +o((2)5) 1
= /200(2)5 +o(2)3)
VAT 4 ol(m))

Alors on trouve :

n1)(san §'— ')~ %)
Jn+1<kn,m): COS((\/(n—f—f)gtanﬁ’ : +O(%)
_ cos((n+1)(tan 8'— ﬂ)_ ) +O(%)
V(nt1) 2VECT((2) 5 o((22 3))

et finalement :

Proposition 3.2.3. Si vy < 1, alors :

cos((n+ 1)(tan g — ') — %)

Insilfnm) = =35 V2C1(1 + o(1))
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Un résultat classique [8] nous assure que cette fonction ne peut jamais s’annule car, pour
n € N, un zéro de J, ne peut pas étre un zéro de J,, ;. Par contre, la dépendence explicite du
numérateur en termes de n et m ne se calcule pas facilement et rien n’empéche la fonction de
s’approcher de zéro plus ou moins rapidement (par exemple J,, 11 (kpm = O(%))) On peut tout
de méme utiliser le résultat pour estimer la valeur des fonctions propres pour les cas r = é et
r> L

(03
En r = é, avec les proposition 3.2.1 et 3.2.3 :

-1

cos((n+1)(tan 3" — 8') — 7)

Jn(n)/Jn—l-l(kn,m) = ( e
2isem n* /520, (1 + o(1))

d’ou :
Cns + o(nv)

- cos((n+1)(tan ' — ') — Z)’

In (1) / T2 (K m) (3-8)

N I'(54/5v2C1)
ou O = ¥ 2——
2336

Enr > %, on utilise une borne supérieure pour J,,(k;, ,7) donnée par la formule de Landau[4] :

| Jo(z)] < bn~3, b=0,674885... (3.9)
Puisque cette formule est valide Vn > 0,Vz € R, on peut s’en servir en conjonction avec la
proposition 3.2.3 pour borner w et on trouve :

In (K mT) - cos((n+1)(tan 3’ — ') — %) - '
Sl n* IVEC(L + (1)
Dou, si r > <,
Jnt1(knm) cos((n+1)(tan @' — 3') — )|’ (3.10)

onC=0b z\/QCl.
2

En prenant le supremum sur le disque, pour tout n, m tels que v < 1, avec le théoreme 2.1.1 et

les équations (3.8),(3.9)on trouve :

2 In(KnmT)
(A% + B?) Jyi1(knm)

(A cos(nb) + Bsin(nd))

||Fn,m||oo = sup
D

cns + O(H%) + O(%)
cos((n+1)(tan 3’ — B') — 7)

2 .
(21 B s%p(A cos(nf) + Bsin(nb))
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Cnt 4 o(ns) + O(L)
cos((n+1)(tan 3’ — ') — §) |

Mais, puisque > 1 et selon la définition de +, ona :

cos(z)
| Fonllee > Cnt 4+ 0nf) +O().

Enfin, avec (2.2), on trouve :

| Frlloo > CREHED) = OB 4 0(ATs),

pour une certaine constante C' > 0.

> 1

on

Remarque 3.2.1. : Cette borne n’est évidement pas optimale car ’approximation

1
cos((n+1)(tan ' —5")—7)’

aurait une formule exacte valide pour tout v < 1 au lieu d’une borne inférieure.

cosxT

n’est pas trés bonne. Si on parvenait a déterminer quelle valeur prend

3.3 Cas~vy>3

Dans cette partie, nous allons obtenir une formule exacte pour la norme L* des fonctions
propres du laplacien avec conditions aux limites de Dirichlet en fonction de A et ~.
Théoréme 3.3.1. Siy > 3,

1 1

¢v) =7~ & (3.11)

Démonstration. On s’intéresse au maximum sur D de

| Fron (r, 0)] ‘«/ A2+32 nH"k:; (A cos(nb) —I—Bsm(n@))‘

Jn (kn.mT
= [ Fun(r,8)loe = Camaypoy | elnmr

Premiérement, il est possible de combiner le résultat de Landau (3.9) et la proposition 3.2.1

pour J,(n) afin d’obtenir que :

W=

C, maX|J (kpmr)| = Cyn™ 3.

rel0,1]
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Mais, puisque v > 3 > 5/2, on peut utiliser la proposition 1.3.1 et I’équation (2.6) pour évaluer

le dénominateur. On trouve donc :

In(kn,mT)
2

Trkn,m(i1+o( 77:2771 )
1 En, (3.12)

1 1
= C’cn_ékﬁ,m + o(nn)
1

[Enm (7, 0)]lo0 = Camaxiep,

)

lm_?ﬁ
2
n

1 1
= Cikimm 3 +o(kim )

Enfin, lorsque v > 3, il est possible de trouver une trés bonne approximation pour k, ,,. En
effet, on sait qu’on peut utiliser ’asymptotique de la proposition 1.3.1 pour évaluer J,, 41 (kn )
lorsque (n + 1)?/kym — 0. Or, (1.24) nous donne que :

2 1 142y
kpm >n+Cimsns >n 3 |

donc n? = o(kpm) sty > 5/2, ce qui est le cas puisque v > 3. Il en résulte que tous les zéro
sauf un maximum de O(n®/?) doivent étre solutions de la forme asymptotique de la proposition
1.3.1. Il y en a donc m — O(n%) = m — o(m) qui sont des solutions de 'asymptotique et qui
sont donnés par (2.6). De plus, le dernier zéro qui n’a pas le méme terme principale que celui

donné dans (2.6), notons le kj;, est au maximum de la forme ky = k . Dans ce cas, avec
n

o(n?)

la formule (1.23), on trouve :

wln

n+CniO(n2)s =n+ O0n?)

< Ky
<n+Cn30(n3)i 4+ Con30(n2)s = n+ O(n2) + O(n?).

Puisque v > 3, on a que kyp; = o(m). On peut alors écrire :

T { Cpmm — 5 +0(1)  sinest pair

Cpmm + 5 +0(1) sin est impair,
ot Cp o = m~+o(m) + kyr = m+o(m) et Cy,, € Z. On trouve enfin :

knm =mm 4+ o(m) siy> 3. (3.13)
Ainsi, avec les équations (3.12),(3.13) :

1 —1 =1
an 76 0o — C krgm kﬁ”m + k?’?’;n 1_1 1_1
H s (T )H d 17 ( ’ 10( 17 )) = ”Fn,m<7a7 9)”00 — C)\fz,mfw + O(Aé,mbw)'

1_ 1 1_ 1
= Cvdkﬁ,mg’Y + O(kri,mg’y)
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Remarque 3.3.1. Bien qu’il ne soit pas possible de le démontrer analytiguement par une
méthode semblable, cette derniere formule semble demeurer valide ¥~y > 1. Il est d’ailleurs

facile de le vérifier numériquement (voir chapitre 4).

3.4 Casy>1

Dans cette section, nous allons tenter d’étendre le résultat précédent pour v > 1.

On obtient un résultat semblable :

Lemme 3.4.1. Si v > 1,
1

> (3.14)

P(v) >

Démonstration. On peut reprendre 'argument du théoréme 3.3.1 & deux exceptions prés : il
n’est plus possible d’utiliser ’asymptotique de la proposition 1.3.1 pour évaluer le dénominateur
et on ne peut plus utiliser I'équation (3.13) pour relier m et Ky, .

On peut contourner relativement facilement la premiére difficule en utilisant cette formule de

Krasikov (3] :
. 4(42* — (2n +1)(2n +5))

Jo(x)? < 5
= m((42% — p)2 — p)

, (3.15)

ot u=(2n+1)(2n +3).
Cette formule est valide Vn > —1/2, n € R et Va > (u+ p3)2 /2. Dans notre cas, & = Ky, et
en vertu de (1.24) et puisque 7 > 1, on a que = > (1 4 ¢)n, ot ¢ > 0. Ainsi,

(n+p3)2/2= (40 +8n+3+ (4n> +8n +3)5)7/2
= n+o(n)

et donce
T > (et pd)E)2.

On peut donc se servir de (3.15). On trouve alors :

P a)
JnJrl(kn,m)2 S : 3 .
m((4k2,, — (4n? + 16n + 15))2 — (4n? + 16n + 15))
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En se rappellant que k., > (1 +c)n = kym —n = Cky o + 0(kym) avec 0 < C' < 1 lorsque
v > 1, on trouve :
4(4(Ck2,m+o(k%,m)))

w((4 (Ck%ero(k2 ))) —(4n2+16n+15))
16(Ck2 +o(k3 m)
7r(8(C2k§L’m)) (4n2416n+15))
16(Ck mto(k2 1))
(C? k% mto(k3 )
2
7(C3 knmto(kn.m)

On trouve finalement :

2 *l‘i’o(k;'r%n)
Jnm knm S =C k:n,'rZrL ' 3.16
| S (Kin) | <(W03kn,m+0(k¢n,m)) > ) (3.16)

Si on combine ce résultat avec celui établi dans la preuve du Théoreme 3.3.1 qui impose que

L 1 )
SUpP,.(9.1] Jn(kn,mr) décroisse comme n~3 sans dépendre de v, on trouve que :

1 —

I Fpm (7, 0)|loe = ChZmm™5 + o(kim ).

ol

1
1 -3 .
Or, n < kym = n~35 > ku i, ce qui nous donne :

a:\»—‘

F, 0 > kémk;'r%n kémknr%n == n,m 'r%Lm
|| n7m(r7 )||OO i C 3 5 + 0( ) ) ) C + O( . ) (317)
12

— OM: +0(A®)

Remarque 3.4.1. Si on prend v =1 dans l’équation du théoreme 3.3.1, on trouve exactement
la méme valeur pour la croissance des fonctions propres que pour la borne inférieur qu’on vient
de trouver et on peut vérifier numériquement (voir chapitre 4) que c’est efféectivement la bonne
dépendance en ce point. De plus, bien que l’énoncé du lemme impose que v > 1, si on examine
attentivement la preuve et l'inégalité (1.24) qui borne la valeur de ki, ,, on réalise que la preuve
fonctione tant que n/m ne tend pas vers zéro. En combinant ce résultat et les deux bornes
inférieures valides pour v > 1 (lemmes 3.2.1 et 3.2.2), on trouve une borne inférieure a la
croissance des fonctions propres du laplacien valide ¥y soit 1/18. On a donc fini de montrer la

deuzxiéme partie du théoréeme 3.1.1

En combinant les lemmes 3.2.1, 3.2.2 et 3.4.1, on trouve une borne inférieure de la croissance

de la norme L*° des fonctions propres :

|FA(r,0)]|oc >> ATs.
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Remarque 3.4.2. Cette borne n’est pas optimale puisque les lemmes 3.2.1 et 3.2.2 ne donnent

pas résultats optimaux.

Finalement, il est utile de donner une représentation graphique des resultats :

03

Sommaire des résultats

0,25

02 //
/ o Thm3.3.1
4

015 \ ” #  Numérigue

. 4
,’ Lemme 3.2.1
,’ = = = Conjecture
0.1 & Fi

. / Lemme 3.2.2
s BOrne sup uniforme
Lemme 3.4.1
0,05 \
1

F1G. 3.1 — Variations de ¢() dans les différents Cas

Remarque 3.4.3. les points Numérique sont obtenus en calculent numériquement le tauz de

croissance des fonctions propres pour une suite de valeurs avec un y donné (voir le chapitre 4).

3.5 Le cas de Neumann

Dans cette section, nous allons réobtenir la plupart des résultat principaux obtenus précédement
dans le cas de conditions frontiéres de Dirichlet mais pour des conditions frontiéres de Neumann
(%]ap = 0). Nous ne donnerons pas de preuves détaillées pour chaque résultat puisqu’elles
sont généralement trés semblables & celles des résultats analogues avec conditions frontiéres de
Dirichlet.
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3.5.1 Comparaison

Le but dans cette partie est de rappeler les résultat qu’on a déja obtenus pour le cas de Neumann,
de mettre en évidence les différences entre le cas de Neumann et celui de Dirichlet et d’obtenir
une bonne estimation pour ;. Premiérement, on avait déja trouvé la forme que doivent
prendre les fonctions propres du laplacien lorsqu’on utilise les conditions frontiéres de Neumann,

de méme que les valeurs propres qui leur sont associées au théoréeme 1.2.2. On avait obtenu :

FN (r,0) = 2 AR (A cos(nf) + Bsin(nd))
e m(A2 + B)(1 — 5 Julk],m) ’
s

Si on compare avec la forme que prennent les fonctions propres dans le cas de Dirichlet (1.14),
on note qu’il y a trois différences notables : on utilise les zéros de la dérivée des fonctions de

Bessel au lieu des zéros des fonctions de Bessel (ky, ,,, — kI, ,,,), on normalise avec .J,, 41 au lieu de
1

2
-7
12

n,m

Neumann et qui n’est pas présent dans le cas de Dirichlet.

J, et il y a un terme supplémentaire, qu’on doit inclure dans la normalisation pour

Comme on le montrera sous peu, les deux premiers points ont un impact minime sur les résultats.
En effet, on peut utiliser des inégalites trés semblables a celles de la section 1.4 pour borner
k;, ., et puisqu’on s’intéresse au cas ot A — 0o, m et n sont typiquement trés grands, le passage
de J, & J,11 ne change pratiquement rien aux formes asymptotiques utilisées dans les preuves
précédentes. Le troisiéme point, I’ajout d’'un terme dans la normalisation, aura un impact sur
les résultats lorsque n ~ k,, ,,, mais il sera assez facile d’en tenir compte une fois qu’on aura une
bonne estimation pour k;, ..

C’est d’ailleurs ce que nous allons faire maintenant :

Proposition 3.5.1. Soit k}, ,, le m-ieme 2éro positif de J),, alors :

1 1 3 1

ol a,, est la m-ieme racine de la fonction d’Airy du premiere type :
2 2
)

Ai(—z) = \/E(J%(gx 3%

De plus, lorsque m est suffisamment grand (principalement lorsque m — o0), a, = cms +

-
Wi
=

+ azmn’s, (3.18)

Nl
Nl

)+ 1

2
o(m3). Dans ce cas, on trouve :

n+ Cy(m — 1)%71% <k, <n-+ Cimins + Cym3n™3, (3.19)
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qu’on peut réécrire comme :

142y 1429 —1

n+Cn s +o(n 5 ) <k,,<n+Cmn 3 +Con 5. (3.20)

Démonstration. Pour obtenir la premiére inégalité, il suffit d’utiliser le fait que

knm—1 < K, < knm [8]. On peut alors borner inférieurement k,, ,, 1 et supérieurement £, ,,
avec (1.22) et on a le résultat voulu. Le fait que a,, = ems +0(m%) est démontré dans la preuve
de la Proposition 1.4.1 et la deuxieme inégalité pour k,, ,, découle directement de la premiere
et de ce résultat.

Comme on peut le voir, les inégalités qui régissent le comportement de k;, ,, sont essentiellement
les mémes que celles qui régissent le comportement de k;, ,, (voir Proposition 1.4.1).

Ainsi, comme mentionné précédemment, 'impact sur le comporetement des fonctions propres

induit par le passage de k., a k,, sera généralement négligeable. De plus, avec cette der-

n,m

niere proposition, il est maintenant possible d’évaleur comment le comportement des fonctions

propres sera influencé par ’ajout du terme supplémentaire .Siy > 1,alors 1— ,2 — 1

’nm

k'2
donc le facteur est sans importance. Par contre, si v <1, alors k;, ,, = n +cn S s o(nhs+ 1) et
27—2 )
2v+4 3
n* . 2en”5" + 0( 757 P \/zcn (3.21)
k'/n2m B n2+2n’ 5 +o 27+4 o '
\/%

On devra donc tenir compte de ce facteur lorsqu’on tente de trouver une correspondance entre
le cas de Dirichlet et celui de Neumann pour v < 1.

De plus, puisque la valeur propre A, ,, est associée a k;, ,,, au lieu de k, ,, et que le résultat qui
nous permet de borner la multiplicité de A dans le cas de Dirichlet repose sur un résultat qui
impose que tous les &, , soient distincts et qui n’a pas d’équivalent pour &, , (mais il n’y a pas
non plus de contre exemple), on ne peut pas affirmer que la miltiplicité de A est bornée dans le

cas de Neumann.

3.5.2 Casvy<l1

Le but de cette partie est de modifier 1égérement les résultats obtenus lorsque v < 1 pour le
cas de Dirichlet de maniére a ce qu’ils soient applicables au cas de Neumann.

Commencons par établir ’équivalent du théoréme 2.1.1 dans le cas de Neumann :
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Théoréme 3.5.1. Si vy < 1, alors pour tout point donné (r,0) € D :
|FN.(r )] —0  siA— oo (3.22)

Démonstration. Premiérement, les formules (3.18), (3.20) nous donnent une bonne approxi-

mation pour k/, .. /n dans le cas o m/n — 0 et n — oo :

1+ Ci(m1)5 < B /n < 14 Ci()3 4 Co(™)s
= K /n=1+C1(2)5 +o((™)3) (3.23)
= k,,=anouad =1+C( —i—o((%)%) > 1

2
my 2
ok

2
mh 2
ok
mais puisque m/n — 0 = a — 1 lorsque n — oo, on peut écrire :

In(ky o) = Jn(n2'), 2 = a'r (3.24)

Le reste de la preuve est identique a celle du théoréme 2.1.1, mais avec 2z’ et o au lieu de z et

Q.

Remarque 3.5.1. Le facteur de normalisation supplémentaire qu’on doit inclure dans le cas
de Neumann ne change en rien la preuve ou le résultat, car cette derniere est indépendante de

la normalisation.

Maintenant qu’on a montré que le théoréme 2.1.1 est le méme peu importe que les conditions
frontieres soient de Dirichlet ou de Neumann, on peut donner I'équivalent du Lemme 3.2.1 pour
le cas de Neumann, mais avant donnons une définition alternative de la relation ¢(v) adaptée

au cas de Neumann :

Définition 3.5.1. Soit {\,, ., }, une suite de valeurs propres telle que Ayimi < A et

N4+1,M+1
{ENY, la suite des fonctions propres mormalisées qui 7y est associée. Si vy, — v, on définit la

relation ¢’ comme :

. log ||FY]
(7)) = lim =21t > 3.95
Al e w— (3.25)
alors que si y; ne converge pas on prend :
¢(7) = ¢'(7a), (3.26)

ot ¢'(Va) est la relation ¢'(vy) appliquée o chaque élément de ’ensemble -, .
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Lemme 3.5.1. Sv v < 1,
(7)) > ——. (3.27)

Démonstration. La preuve de ce résultat est exactement la méme que pour le lemme 3.2.1,
on doit seulement changer o par o/ mais, puisqu’ils ont le méme développment asymptotique,

¢a ne change strictement rien au reste de la preuve ou au résultat.

Remarque 3.5.2. Comme c’était le cas pour le dernier théoreme, la preuve de ce lemme ne se
base pas sur la forme explicite que prend la normalisation, elle prend donc déja en compte le fac-
teur supplémentaire qui apparait lorsqu’on normalise les fonctions propres pour des conditions

frontieres de Neumann.

Il ne reste plus qu’a trouver un équivalent du lemme 3.2.2 pour Neumann et on aura terminé
le cas v < 1. Contrairement aux résultats précédents, ou le passage du cas de Dirichlet au cas

de Neumann ne changeait rien, on trouve un résultat différent :

Lemme 3.5.2. S7 v < 1,
(7)) > —5— (3.28)

Démonstration. Comme on I’a mentionné précédemment, la croissance des fonctions propres

normalisées pour le cas de Neumann est déterminée execlusivement par le facteur :

1 77/2 Jn(k;L,m)

1y 1—vy
On a déja montré que - L= "\/g—c + o(n73), il ne reste donc qu’a déterminer le taux de
ki m
: J"(kil,mT)
croissance de —- A

Pour ce faire, on procéde exactement comme dans la preuve du lemme 3.2.2.

On commence par utiliser la Proposition 3.2.2 pour évaluer

In(kpm) = Jnla'n)

= Ju(nsecf) ou ' = arccos 5

Dans ce cas, tan §' = va'?2 — 1, et avec la définition de o/ donnée en (3.23), on trouve que :

tan B = (/(1+C(2)5 +((2)5)2 -1
= VEO(2)5 +0o((2)3).
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Avec la Proposition 3.2.2, on trouve :

Jn(k’; m) _ Cos(n(tanﬁ’—ﬂ’)—z) (l)
) n3 tan 3 n
cos(n(tan 8'— ﬁ’)—%)
VP EVEC(()3 ol >%>>+0( )

ce qui nous donne 1’équivalent de la Proposition 3.2.3 pour Neumann :

Proposition 3.5.2.
cos(n(tan 3’ — ') — 1) 1
namG\/ V2C1 (14 0(1)) n

On peut reprende la preuve du lemme 3.2.2 & partir de ce point sans changer le résultat et on

Tk, ) =

n,m

trouve que :
Jn (kfn,mr)

Finalement, en combinant toutes les parties de la preuve ensemble, on obtient que, si v < 1 :

1 1
> CA— +o(A\12). (3.29)

P =~

D

[ omllee = [supp F,(r,0))]

= supp \/TF(A2+BQ)(1k,n22) Tn ) (Acos(n@)—l—Bsm(n@))

n,m

1—y

2 (\/@ +0(n" 7)) (CAT + 0(A)).

Il suffit d’utiliser ’équation (3.23) pour avoir, puisque v < 1, que :

n= kot ok,
= A2 +o0()3),

ce qui nous le résultat voulu :
[ENulloe = CAT' 4 o(A).

Il est intéressant de remarquer que cette nouvelle borne inférieure rend complétement désuéte

celle trouvée dans le lemme 3.5.1.

3.5.3 Cas~vy>1

Dans cette partie, nous allons donner I'équivalent du lemme 3.4.1 pour le cas de Neumann.

Toutefois, avant de s’attaquer a ce probléme, il convient d’expliquer pourquoi la preuve du
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théoréme 3.3.1 ne peut pas se généraliser directement au cas de Neumann.
En effet, au début de la preuve, on combine la proposition 1.3.1 et I’équation (2.6) pour estimer
la valeur de m Malheuresement, si on combinait I’équivalent de 1’équation (2.6) pour le cas
de Neumann avec la Proposition 1.3.1, on perdrait le terme principal de la forme asymptotique
de la proposition et le ne nous resterait qu’'un terme d’ereur peu utile. Puisque ce passage est
essentiel a la preuve, on ne peut pas généraliser celle-ci directement pour le cas de Neumann.
On peut par contre assez facilement adapter la preuve du lemme 3.4.1 au cas de Neumann pour
obtenir :
Lemme 3.5.3. Si v > 1, .
¢'(v) > 1

Démonstration. On peut utiliser la formule de Krasikov pour évaluer

(3.30)

1 .
ym - et, par le méme

raisonnement que dans le cas de Dirichlet, on trouve :
1 =1 r =1

Si on combine ce résultat avec celui de la preuve du théoréme 3.3.1 qui impose que
~1/3

Sup,e(0,1) |/n(knm7)| se comporte comme n et en se rappellant le fait que le facteur |/——5-

n,m

n’influence pas le taux de croissance des fonctions propres lorsque v > 1, on trouve :

1Emlloe = supp [F(r, 0)]
11 _ /L _
> Ckmns + o(kimn’s).

1 r=1
Lorsque v > 1, k/,,, > n=n73 > kuj, et on trouve :

11 11
1 Nlloo 2 Chifin + o(kifin) = CATZ 4 0(AT2).
En résumé, lorsqu’on passe du cas de Dirichlet au cas de Neumann, les lemmes 3.2.1,3.4.1 et
le théoréme 2.1.1 restent inchangés, on doit modifier le lamme 3.2.2 et le théoréme 3.3.1 ne
se généralise pas directement. Evidement, en vertu de ces changements, le théoréme 3.1.1 doit

aussi étre modifié pour donner :

Théoréme 3.5.2.
E’(D) C [1/12,1/4]

ot E'(D) est l’équivalent de l’ensemble E(D) pour les fonctions propres associées auxr conditions

frontiéres de Neumann.




Chapitre 4
Calculs numeériques

Dans ce chapitre nous présenterons certains résultats obtenus numériquement qui supportent et
complémentent les résultats précédemment. Premiérement, voici une table comparative pour la
dépendance entre la croissance de la norme L* et A pour les résultats numériques et analytiques

en fonction de v :

v numérique | analytique
0 6,08 6

0,5 9,96 12
0,66 11,5 18
0,75 13,03 16
0,85 13,42 16

01 11,95 12

1,5 7,21 7,2
1,75 6,45 6,46

2 5,99 6

4 4,78 4,8

6 4,48 4,5

Ici, les colonnes numérique et analytique représentent les valeurs théoriques et numériques pour

¢(y). Pour les résultats analytiques, on a utilisé la formule du théoréme 3.3.1 pour 7 > 1 et la
valeur la plus élevée entre celles données par les lemmes 3.2.1 et 3.2.2 pour v < 1.
Pour obtenir les valeurs numériques, on prend plusieurs points de la suite valeurs propres { A, }

tels que m = n” pour les différentes valeurs de ~ et on utilise le programme donné en annexe B
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pour obtenir la valeur de la norme L*° des fonctions propres correspondantes. On utilise ensuite
ces valeurs pour déterminer le taux de croissance de la norme L*° par rapport a .

On remarque que la concordance est excellente pour v > 1 y compris dans l'intervalle [1, 3]
pour lequel on n’a pas de preuve analytique de la validité du théoréme 3.3.1. Pour v < 1, la
concordance est moins bonne, mais c¢’est compréhensible étant donné qu’on ne dispose que d’une
borne inférieure pour la croissance de la norme L sous ces conditions et non d’une formule

exacte.

Remarque 4.0.3. Les résultats numériques sont présentés pour appuyer les résultats obtenus
précédement mais ne sont pas particulierement précis. En effet, pour des valeurs de v > 5 la
précision intrinséque du logiciel de calcul empéche d’obtenir des résultats trés précis alors que
pour des valeurs de v < 1, le temps de calcul croit exponentiellement, ce qui empéche d’obtenir

suffisamment de points pour avoir une bonne estimation.




Conclusion

4.1 Sommaire

Voici un preuve résumé des résultats importants obtenus dans ce mémoire :

e Thm2.1.1: Si v < 1, alors pour tout point donné (r,6) € D :

| Emn(r,0)]| — 0 8 A — 00

Thm 2.2.1 : Siy > 5/2, alors :

/ 2 cos(kpmr — & — = n?
F _ ) 2 4 A B 1
| n,m(ry 9)| ‘ 7]'(142 4 B2> \/F ( COS(?’LH) T Sln(ne)) + O(kn,mT)

e Lemme3.2.1:Siy<1:
-7
607) 2~
e Lemme3.22:Siy<1:
g
>
o(7) 2 15
e Thm3.3.1:Siy>3:
) =73
RE Gy
e Lemme3.4.1:Sivy>1:
1
>
o(v) 2 5

Thm3.1.1 :

[7/36,1/4] € E(D) C [1/18,1/4]

En combinant les lemmes 3.2.2, 3.2.1, 3.4.1, on trouve une borne inférieure a la croissance de

la norme L*° des fonctions propres :

| F\(r,0)]|co >> ATs.
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4.2 Comparaison (Dirichlet et Neumann)

Comme on ’a mentionné au début du mémoire, la grande majorité des preuves ont été faites
pour des conditions frontiéres de Dirichlet. Par contre, on a consacré le section 3.5 en entier a les
adapter au cas de Neumann. On obtient notamment que les lemmes 3.2.1 et 3.4.1 s’appliquent
aussi bien dans un cas que dans 'autre, que le lemme 3.2.1 doit étre modifié pour avoir :
| Fppmn(7,0)|lsc > CAs™ 12 + 0(A5712) et que la preuve du théoréme 3.3.1 ne s’étend pas de
maniére directe d’un cas a 'autre; Enfin, puisqu’on doit modifier le lemme 3.2.1 et que le
théoréme 3.3.1 ne s’applique plus, la borne inférieure uniforme pour la croissance de la norme
L> des fonctions propres passe de 1/18 & 1/12 et le théoréme 3.1.1 doit étre modifié pour
donner : E(D) C [1/12,1/4].

Enfin, il y a un résultat essentiel a la preuve des résultats pour le cas de Dirichlet qu’on ne
peut pas utiliser dans le cas de conditions aux limites de Neumann : la conjecture de Bourget.
Celle-ci, prouvée par Siegel, garantit que les zéros des fonctions de Bessel du premier espéce
d’ordre entier sont tous distincts et donc que la multiplicité des valeur propres pour le cas
de Dirichlet est d’au plus deux. On ne peut donc pas prendre de combinaisons linéaires des
fonctions propres associées a une valeur propre de maniére a obtenir un taux de croissance
différent de celui obtenu dans les divers théorémes du mémoire. Par contre, la conjecture de
Bourget n’ayant pas d’équivalent pour les zéros de la dérivée des fonctions de Bessel, on ne
peut pas garantir que la multiplicité des valeurs propres dans le cas de Neumann soit bornée.
Il serait donc possible, si la multiplicité des valeurs propres n’était pas bornée dans le cas de
Neumann, de trouver une suite de valeurs propres qui aurait des taux de croissance de leur

norme L différent de ceux obtenus dans le mémoire.

4.3 Discussion

Maintenant que tous les résultats ont été énoncés et démontrés, on est & méme d’analyser leur
signification et leurs conséquences. Un des points frappant du mémoire est 'obtention d’une
borne inférieure non-nulle pour 1’ensemble E(D).

Le fait qu’il existe une borne inférieure non-nulle pour E(D) implique que, peu importe la
maniére dont on fera croitre A, on assistera inévitablement & une concentration des fonctions
propres autour de certaines courbes ou points du domaine. Si on fait la comparaison avec la

fonction d’onde d’une particule quantique, la remarque précédente est équivalente a dire que,
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si on augmente 1’énergie de la particule, peu importe les conditions, la fonction d’onde de la
particule aurra tendance a se localiser autour de certaines courbes.

On peut d’ailleurs avoir une bonne idée des courbes autour desquelles les fonctions propres
se concentrent en étudient un peu plus attentivement les preuves des différents lemmes et
théorémes. En effet, si on examine la preuve du théoréeme 3.3.1, on remarque que la croissance
maximale est atteinte lorsqu’on évalue J,,(k, 1), donc en r = ky1/kp.m. Comme le résultat
est valide lorsque v > 3, m croitra beaucoup plus rapidement que n. De plus, on a montré
que ky; croit linéairement en n et que k,,, croit linéairement en m si v > 3. La croissance
maximale lorsque v > 3 est donc réalisée en r — 0 et donc proche du centre (mais pas au
centre,car J,(0) = 0 si n > 0). Ce résultat n’est pas particuliérement surprenant puisqu’on a
démontré qu’en prenant n = 0, on obtenait la croissance maximale au centre et que le casn =0
correspond & vy = oo.

Ce qui est plus surprenant est le cas v < 1. On a montré, avec le théoréme 2.1.1, que pour tout
point donné du domaine, les fonctions propres ont éventuelement une décroissance exponentielle
en A. Ainsi les fonctions propres doivent se concentrer de plus en plus prés du bord de D. On a
meéme calculé la largeur de la bande sur laquelle les fonctions propres peuvent étre < grandes >
dans la preuve du lemme 3.2.1. Ainsi, si v < 1, les fonctions propres sont pratiquement nulles par
tout sauf a ’extréme bordure du domaine. Ce cas est en fait une représentation mathématique
d’un phénomeéne physique bien connu, les < galeries chuchotantes > (whispering gallery). Il
s’agit d'un phénoméne o1, pour un lieu ou un objet a géométrie favorable (généralement des
disques,des ellipses des sphéres),une onde émise en un point précis du lieu est transmise avec
une clarté inusitée vers un autre point de ’endroit [11]. La manifestation la plus connue du
phénomeéne est évidemment en acoustique (d’ott le nom de < galeries chuchotantes > ) mais

il y a aussi des applications trés importantes en électricité et en mécanique quantique [12].
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Annexe

A Fonctions de Bessel

L’équation Différentielle de Bessel

22yt oy + (22 —nPy=0 n>0 (1)

Les solution de I'’equation sont appelés fonction de Bessel d’ordre n.

Fonction de Bessel de la premiére espéce d’ordre n

o 22 x4
Jn(x) = m {1 T ety T raGmEed) }
B 1) (x/z)n+2k
= > 0 RID(ntk+1)
r—n I2 14
Jon(z) = m {1 e DR =T R }
B z/2)2k n
= Zk o k:'I‘ (k+1—n) (2>

J n(x) = (=1)"J,(2) n=0,1,2,...
Sin#0,1,2, ..., J,(x) et J_,(x) sont linéarement indépendantes.
Sin#0,1,2, ..., J,(z) est bornée & x =0, J_,(z) est non bornée.

4 z6
-42 2242 62 +-

22
J(z)= &2 i 22.42.762.8 TR (3)

Fonction de Bessel de la deuxiéme espéce d’ordre n

=] n# 012 ()
n\T) = — T
lim,,,, Z2Eetlel®) gy —0,1,2,

Ces fonctions sont aussi appelées fonctions de Weber ou fonctions de Neumann [également

désignée par N, ()]
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Pour n =0,1,2, ..., la régle de L’ospital nous donne :
n—1 00
2 1 (n—Fk—1)! Y | k (x/2)%k+n
Y, = —{l 2 —— —(x/2)""T""—— —1 k k)}-—""——
(o) = e/ 204} fie) = 3 S /2D S DO+
(5)
ou v = 0.5772156... est la constant d’Euler.
Bp) =142+ 24t $(0)=0 (6)
p - 2 3 p7 -
Pour n = 0,
_ 2 2 ) 22 x4 1 z8 1,1
Yo(z) = £{In(z/2) + 7} Jo(x) + 2 {2_2 —pp(l+3) tepp(l+i+3)— } ™

Yo, (z) = (-1)"Y,(x) n=0,1,2,..

Pour tout valeur n > 0, J,,(z) est bornée au point, donc = 0 tout Y,,(z) est non bornée.

Solution générale de I’équation différentielle de Bessel

y= AJ,(z)+BJ_,(z) n#0,1,2,..
y= AJ,(z)+ BY,(z)
y= AJ,(v)+ BJ,(z)

f .Z’J2

Ou A et B sont des constantes arbitraires.

Fonction générer pour J,(z)

x(t—1/t)/ Z J (9)

n=—oo

Formules de récurrence pour les fonctions de Bessel

Tuia@) = 2 Ju(a@) = Joa (o) (10)

To(w) = 5 1(0) = s (0)} (1)
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zJ) (x) = xJ,_1(x) — nd,(2) (12)
zJ (x) = ndy(x) — 2y (2) (13)
d
%{xnjn(x)} =z"J, 1(2) (14)
)} = 2 () (15)
—{z"" ()} = =" T (z
I +1
Les fonctions Y,,(x) vérifient des relations identiques.
La fonction de Hankel du premier et second espéce d’ordre n
HW(z) = Jo(z) + Y, () (16)
HnQ)(I) = Ju(z) — i, () (17)
L’équation différentielle de Bessel modifiée
2y +ay — (@ )y =0 n>0 (18)
Les solutions de cette équation sont appelées fonctions de Bessel modifiées d’ordre n
Fonction de Bessel du premier espéce d’ordre n modifiée
L(z) = i J,(iz) = e "™/2 ], (iz)
z" x2 xt
—  27T(n+1) L+ 3@nt2) T 2a@En ey T (19)
_ 0o (z/2)"+k
- k=0 E!T'(n+k+1)
I (x) = "J_,(ix) = e"™/2J_, (i)
=" 1‘2 :E4
— 2 nT(1-n) {1 + 30— T Tag2wE— T (20)
_ oo (z/2)%k
= D k—0 BEGin
I () =I,(x) n=0,1,2,.. (21)
Sin#0,1,2,..., alors I,(z) et I_,(x) sont linéarement independentes.
z? zt 8
]O(x):1+§+22.42—|—22‘42‘62+--- (22)
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r 2 0 2’
Ii(z) == e 9
W =steatr e T es (23)
Ii(z) = L) (24)
Fonctions de Bessel du deuxiéme espéce d’ordre n modifiées
T (] (x)—1, 0,1,2,...
Ky~ | @) - L) n# )
lim, ., g A{1n(z) — ()} n=0,1,2,..
Sin=0,1,2,..., la régle de I'Hospital fournit :
Kn(z) = (= )”+1{(1H(96/2)+’Y) n(@) + 5 S0 (= 1F(n — k= 1)l(z/2)* 7 +
—1)nt+1 0o x n+2k
ou; gb(p) est donne par I’équation (6)
Pour n = 0,
x? xt 1 28 1 1
Ko(z) = —{In(z/2) + v}o(x) + 5 T o 42(1 + 5) + m(l to T g) +- (26)
K_,(r) = K,(x) (n=0,1,2,...) (27)
La solution générale de I’équation de Bessel modifiée
y= Al,(x)+ Bl_,(x) n#0,1,2,..
y= AlL(z)+ BK,(x) Vn (28)
y= AL(z)+ Bl,(z) [ % vV n
ou A et B sont des constantes arbitraires .
Fonction génératrice pour [,(z)
z(tJrl/t Z ] (29>

n=—oo
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Formules de récurrences de la fonctions de Bessel modifiée
2n

Lna(@) = Ln-a(z) = —Lu(2) (30)
1) = 5 Uha (@) + L () (31)
xl () = 21,1 — nl,(x) (32)
zl () = 21,41 (x) + nl,(z) (33)
%{x”]n(x)} =z"1, 1(x) (34)
L @) = " a(2) (3)
Koa() = Koa(0) + 2 Ko () (36)
Ki(w) =~ {Kos (@) + Ko (2)) (37)
2K (2) = —2K,_1(z) — nK, () (38)
eI (x) = nK(z) — 2K (2) (39)
di;{m"Kn(x)} = —a2"K,_1(x) (40)
ST (@)} =~ Ko ) ()

Intégrals indéfinies correspendantes aux fonctions de Bessel
/xjg(a:)dx =zJi(z) (42)
/xQJO(x)dx = 22J1(z) + 2o () — / Jo(x)dx (43)
/meo(x)dm =z2"Ji(z) + (m —1)Jo(z) — (m — 1)2/mm_2J0(m)dx (44)
/ J(;E?dx = Ji(z) — ‘]OT“”) - / Jo()dx (45)

Jo(z) Ji(x) B Jo(x) B 1 Jo(x) .
/ xm de = (m—1)2zm2  (m—1)zm 1 (m—1)>2 / xm—2 d (46)
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/ Ty (2)dz = —Jo() (47)

/ vy (@)dn = —a o) + / Jo(x)da (48)

/ o™ Jy(z)dr = —a" Jo(x) +m / 2"y (z)da (49)

/ Jf) = Ji(z / Jolx (50)

/ P (2)d = 2" () (52)

/ (@) de = 2" T (x) (53)

/ 2" Jo(2)de = —2™ Ty 1 (x) + (m 41— 1) / 2 (2)de (54)
ey = T o) dor) o) )

[ et = S (an)y + 50 - ) len)y (56)

o’z

les résultats sont valables Si on remplace J,(x) par Y, (z). ou généralement une combinaison

AJ,(z) + BY,(z), ou A et B sont des constantes.

Développements asymptotiques

2
Jn(x) ~ 4/ — cos(x — 5 = Z) ou z est assez grand.

2
Yo(z) ~ 4/ — sin(x — o g) ou x est assez grand.

ou n est assez grand.

2
Yo(x) ~ —4/ %(%)*" ou n est assez grand.
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I,(x) ~ \/Zﬂ ou x est assez grand. (61)
K(x) ~ ° ou x est assez grand. (62)
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B Programme en Mathematica

Le court programme suivant est utilisé pour calculer numériquement la valeur du maximum
sur D des fonctions propres avec conditions frontiéres de Dirichlet. En fait, le programme ne
calcule pas les fonctions propres elles-méme mais plutot J,(k;, 1)/ Jni1(knm). On sait toutefois
que le ratio Jy,(knm)/Jnt1(knm) est la seul composante importante des fonctions propres lors-
q’on évalue le taux de croissance de leur maximam. De plus, dans la preuve du théoréme 3.3.1,
on montre que J,(n) a le méme taux de croissance que le maximum sur D de J,(x).

Enfin, £}, ; > n est le premier maximum local de J,(r) (car c’est un zéro de sa dérivée) et le

plus proche de n, ce qui justifie le choix d’évaluer J,,(x) en k], ; au lieu de trouver son maximum.

n=;
m=;

k = BesselJZerosn,{m,n}|

x = BesselJ PreimeZeros[n, {1, 1}]

k BesselJ[n,x]/(n BesselJ[n,k] — k BesselJ[n + 1, k|)

Remarque :J) () = 2J,(v) + Jp1(7) et Jy(knm) = 0.
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