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Introduction

Le calcul différentiel est une branche trés importante des mathématiques, qui
s’est surtout développé par Archiméde, Leibniz et Newton au 17éme siécle a partir
de l'algebre et de la géométrie. Il implique deux idées majeures complémentaires :
1. La notion de différentielle, qui établit une relation entre les variations de plu-
sieurs fonctions, ainsi que la notion de dérivées. La vitesse, ’accélération, et les
pentes des courbes des fonctions mathématiques en un point donné peuvent toutes
étre décrites sur une base symbolique commune.

2. Le calcul intégral, qui développe I'idée d’intégration, fait intervenir le concept
d’aire sous-tendue par le graphe d’une fonction et inclut des notions connexes

comme le volume.

Cependant, lorsque le calcul infinitésimal a été initialement développé, une
controverse fut soulevée sur qui en avait la paternité ; Leibniz et Newton étant les
principaux candidats. La vérité ne sera probablement jamais connue et de toute
facon elle importe peu de nos jours. La contribution majeure de Leibniz fut sans
conteste son systéme de notation.

On pense que Newton a découvert plusieurs concepts bien avant Leibniz, mais

que ce dernier fut le premier a les publier. Actuellement, on considére que Leib-
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niz et Newton ont développé le calcul infinitésimal indépendamment. Barrow,
Descartes, Fermat, Huygens et Wallis contribuérent également dans une moindre
mesure au développement du calcul infinitésimal. Kowa Seki, un mathématicien
japonais contemporain de Leibniz et Newton, a aussi énoncé quelques principes

fondamentaux du calcul intégral.

En mathématiques, et plus précisément en analyse, le théoréme dit de Cauchy-
Lipschitz, (ou de Picard Lindelof chez les anglophones) concerne les équations
différentielles. Sous des conditions de régularité d’une fonction définissant une
équation, il garantit I'unicité d’'une solution répondant a une condition initiale
dite de Cauchy et I'existence d’une solution maximale. Ce théoréme s’exprime de
maniére plus ou moins forte. Sous une forme plus élaborée, ce théoréme assure
que la solution varie contintiment si la condition initiale est modifiée, et il en est
de méme si la fonction définissant I’équation dépend contintiment d’un paramétre.
Si I'équation est définie par une fonction de classe CP, la solution est de classe
CP*L. Ce théoréme peut encore étre généralisé au cas ou I'équation différentielle

n’est plus a valeurs dans un espace vectoriel, mais dans une variété différentielle.

Une premiére version est démontrée par Augustin-Louis Cauchy durant la pre-
miére moitié du 19 éme siécle, a I'aide d'une technique d’approximation découverte
par Leonhard Euler au siécle précédent. Rudolf Lipschitz généralise I’énoncé en
élargissant un peu la classe des équations qui s’y rapportent. Le théoréme n’en
reste pas moins uniquement un résultat d’existence locale. C’est & la fin de ce
siécle que les techniques de démonstration, ainsi que ’énoncé du théoréme, sont
profondément modifiés. A la suite des travaux de Lazarus Fuchs, les mathéma-

ticiens Emile Picard, Paul Painlevé et Henri Poincaré développent une version
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moderne de ’analyse des équations différentielles. Cette vision permet d’apporter
des éléments de réponse sur les solutions maximales, 'unicité et la régularité de
la solution. Une version relativement moderne est publiée en 1894 par Ernst Lin-
deldf. Le théoréme se démontre maintenant généralement a ’aide d’un théoréme

du point fixe et d’une approche topologique, classique en analyse fonctionnelle.

Il y a eu un développement significatif dans les techniques du calcul différen-

tielle et intégral dans I’étude des équations différentielles fonctionnelles, quelques
contributions récentes peuvent étre vues dans les ouvrages de Abbas et al. [2, 3]
et les articles de Abbas et al. [1, 4], Byszewski [6, 7|.
Ce mémoire consiste a étudier 'existence et 1'unicité des solutions de quelques
classes d’équations différentielles fonctionnelles. Nos résultats sont interprétés
comme éclairage des résultats précédents de Kamont [12] obtenus pour les équa-
tions hyperboliques "classiques". Les résultats obtenus sont basés sur quelques
théorémes de point fixe (Le principe de contraction de Banach, I’alternative non
linéaire de type Leray-Schauder et le théoréme de Burton-Kirk).

Ce mémoire est composé d’une introduction et de quatre chapitres.

Dans le premier Chapitre, nous présentons des notations, des définitions et
certaines notions préliminaires. Dans la section 1.1, on va donner des notations
concernant la théorie des espaces de Banach. La section 1.2 est consacrée a la
théorie de point fixe, ici on va présenter les théorémes principaux qui seront em-
ployés dans les autres chapitres. Nous présentons encore une généralisation de

lemme de Gronwall pour deux variables indépendantes.

Le deuxiéme Chapitre est consacré a I’étude de I'existence et I'unicité des solu-

tions de quelques classes d’équations différentielles fonctionnelle. Nous présentons
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deux résultats, le premier est basé sur le principe de contraction de Banach, et
I’autre résultat sur 'alternative non-linéaire de type Leray-Schauder. Nous pré-
sentons deux résultats similaires pour le probléme non local. Le Chapitre 3 est
intéressé a étudier un probléme perturbés. Nous présentons un résultat basé sur
un théoréme de point fixe de Burton et Kirk pour la somme de deux opérateurs,
un opérateur contractif et un autre complétement continu. Nous présentons deux
résultats pour le probléme non local et enfin nous présentons un exemple illustra-
tif. Le dernier Chapitre est consacré a I’étude d’un probléme de type neutre. Nous
présentons un résultat basé sur 'alternative non-linéaire de type Leray-Schauder.

Aussi, on achéve cet chapitre par un exemple illustratif.



Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre, nous introduisons des notations, des définitions et les faits

préliminaires qui seront utilisées dans ce mémoire.

1.1 Notations et Définitions

Définition 1.1.1. On appelle espace de Banach (E,|.|g) tout espace vectoriel

normé et complet pour la distance déduit de la norme.

Soient J := [0,a] x [0,b]; a,b > 0 et (E,|.||g) un espase de Banach. On note

C(J, E) 'espace de Banach des fonctions continues de J dans E avec la norme

ulloo = sup |lu(t, z)| e
(t,x)ed

Définition 1.1.2. Une fonction continue f : J X E — E définie sur un ouvert

J XU de R X E est dite Lipschitizienne si, pour tout ui,us € U, et t,x > 0, il
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existe ¢ > 0 telle que
1f (@, u1) = f(t 2, u)|p < cflur — uellp-
De plus, si 0 < c <1, f est dite Contractante.
Exemple : f(t,x,u) = txu(t,x), t,z € [0,a]; a > 0 est de type Lipschitz.
Eneffet, Pour tout uy,us € U, et t,x > 0: |f(t,x,u1)—f(t, 2, u2)| < a®|ug—usyl.

Corollaire : Soit f une fonction de classe C'* sur un ouvert borné¢ J x U de R x E

(la fonction f et sa dérivée partielle g—fj par rapport & u sont continues dans un

borné = bornées), alors f est Lipschitizienne.

Définition 1.1.3. Soient E et F' deux espaces de Banach et f : E — F une
fonction.

o [ est dite compacte si l'image f(FE) est relativement compacte dans F.

o f est dite compelétement continue si elle est continue et ['image de tout borné

de E est relativement compacte dans F.

1.2 Lemmes Préliminaires

Posons (DZw)(t,x) i= ge—w(t,x); (t,z) € J.

Lemme 1.2.1. Soit f € C(J, E). Une fonction w € C(J, E) telle que sa dérivée
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(D2 w)(t,x) existe et est intégrable sur J est une solution du probléeme

¢

(Dfmw)(t,x) = f(t,l‘); (t,$> € J,

u(t,0) = ¢(t); t €[04,

(1.1)
u(O,x) = ¢($)7 LS [076]7
| #(0) = ¥(0),
si et seulement si w(t,x) vérifie
w(t,z) = \t, ) +/0 /095 f(s,€)deds. (1.2)

ol

At z) = p(t) +9(x) — »(0).

Preuve : Soit w(t,z) une solution du probleme (1.1). Alors,

(Dfxw)(t,x) = f(t,$),

d’ot nous obtenons

/ot /ox(D ew) (s §)déds = /0 t /0 (s, £)déds

Depuis

/0 /Ox(Dgfw)(s, §)d¢ds = w(t,x) — w(t,0) — w(0,z) + w(0,0),
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il s’ensuit
wite) =Mt + [ [ fs.€)asas

Maintenant si w(t,x) vérifie (1.2). il est claire que w(t, z) vérifie (1.1).

Lemme 1.2.2. Soient f,g € C(J,E). Une fonction u € C(J, E) telle que la

dérivée D? (u — g) existe et intégrable sur J est une solution du probléeme

Dfy[u(t, x) — g(t,2)] = f(t,2); (t,z) € J,

u(t,0) = p(t), u(0,z) =v(x); t,z € J, (1.3)

si et seulement si u(t,x) vérifie
u(t, ©) = A(t, ) + g(t, 2) — g(¢,0) = g(0,2) + ¢(0,0)

+/Ot/0xf(s,§)d§ds; (t,z) € J, (1.4)

Preuve : Soit u(t, z) une solution du probleme (1.3). Alors,

Dy, (u—g)(t,z) = f(t,).

Donc, on obtient

/ t Ongg(U—g)(S,é)dfds_ / t / o).
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Depuis
/0 /01 D2e(u— g)(s,&)déds = u(t, z) — u(t,0) — u(0, z) + u(0,0)

—g(t,ZE) +g(t70) +g(07$) - 9(070)7

nous obtenons
ulta) = At.2) +(t.2) = (0,0) = 9(0.2) +5(0.0) + | t | fcpacas
Soit u(t, z) satisfait (1.4). Alors u(t, ) vérifie
D? [u(t,z) — g(t,x)] = f(t,x), on J.

Théoréme 1.2.1. (Théoréme de point fize de Banach) [8]
Soient (F, d) un espace métrique complet et f : F' — F une application strictement
contractante i.e., il existe 0 < ¢ < 1 telle que, pour tout u,v € F, d(f(u), f(v)) <

cd(u,v). Alors il existe un unique point fize ug i.e., f(ug) = uo.

Théoréme 1.2.2. (Alternative non linéaire de type Leray-Schauder) [8]
Soient X un espace de Banach, U un ouvert d’une partie convere D de X et

0 € U. Supposons que N : U — D est un opérateur continu et compact.

Alors une seule des propositions suivantes est satisfaite,
(S1) N admet un point fire dans U, ou

(S2) 1l existe v € (0,1) et u € OU avec u =v N(u).

Théoréme 1.2.3. (Théoréme de Burton-Kirk ) [5]

Soientt X un espace de Banach et A, B : X — X deux fonctions vérifient :
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(i) A est une contraction, et

(i) B est complétement continue.

Alors une seule des propositions suivantes est satisfaite,
(S1) loperateur équation u = A(u) + B(u) a une solution, ou
(S2) Uensemble € = {u € X : u = VA(E> +vB(u), v € (0,1)} n’est pas
v

borné.

Lemme 1.2.3. (Lemme d’Ascoli-Arzela) [9]
Soit A C C(J,E). A est relativement compact (i.e A est compact) si et seulement
8% :

1. A est uniformément borné.

2. A est équicontinu.

Dans la suite nous ferons usage du lemme suivant :

Lemme 1.2.4. (Lemme de Gronwall ) [10]
Soit la fonction v : J — [0,00) et w(t, x) une fonction non négative et localement

intégrable sur J. S’il existe une constante ¢ > 0 telle que

v(t,z) <wl(t,x) + c/t /xv(s,f)dfds,
0 Jo

alors, il existe une constante o telle que

uv(t,z) <wl(t,x) + 5c/t /xw(s,g)dgds,
0 Jo

pour tous (t,x) € J.



Chapitre 2

Le Probléme de Darboux pour les
Equations Différentielles

fonctionnelles

2.1 Introduction

Cette chapitre est consacrée a ’étude de 'existence et 'unicité des solutions

du systeme
(DZu)(t,z) = f(t,z,u(t,x)); si(t,r) € J:=[0,a] x [0, 5], (2.1)

u(t,0) = p(t), u(0,x) =Y(x); t,x € J, (2.2)
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ou f:J x E — E une fonction donnée, p € C([0,a], E) et ¢ € C([0,b], E).

En suite on va considérer le probléme non local suivant

(DZu)(t,x) = f(t,x,u(t,x)); si(t,x) € J, (2.3)

u(t,0) + Qu) = p(t), u(0,z) + K(u) =¢(z); t,x € J, (2.4)

ou f,p,1 sont comme dans le probléme (2.1)-(2.2) et @, K : C(J,E) — E sont

des fonctions continues.

2.2 Existence des Solutions

Définition 2.2.1. Une fonction u € C := C(J, E) ou sa dérivée D?, existe et
intégrable est dite solution du probléeme (2.1)-(2.2) si u vérifie l’équation (2.1) et

les conditions (2.2) sur J.

Maintenant, nous présentons les conditions suffisantes pour I’existence et 1'uni-

cité des solutions du probléme (2.1)-(2.2).

Théoréme 2.2.1. Supposons que les hypotheses suivantes sont vérifiées :
(Hy) f:Jx E — E est continue ;

(Hy) Pour tout u, v € C et (t,x) € J, il existe k > 0 telle que

1f (2, u) = [t 2, 0)[p < Fllu = v

Si
abk < 1, (2.5)
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alors, le probléme (2.1)-(2.2) admet une unique solution sur J

Démonstration : Pour transformer notre probléme en un probléme de point

fixe, considérons 'opérateur N : C' — C défini par,

(Nu)(t,z) = A(t, ) +/0 /0 f(s,& u(s, §))déds; (t,z) € J. (2.6)
Soient v, w € C. Alors, pour (t,x) € J, on a

[(N0)(t, 2) — (Nw)(t, 2) || e <

< / / 1£(5.€0(5,€)) — F(5,€,w(s, €))|| pdéds

t T
< [ [ o wludsas
0 Jo
a b
< k||v—w||oo/ / déds
o Jo

= abk||v — w||o.
par conséquence
IN(v) = N(w)loo < abkljv — w[oo.

d’aprés (2.5) nous concluons que N est une contraction, d’oit N admet un point

fixe unique d’apres le principe de contraction de Banach.

Théoréme 2.2.2. Supposons que (Hy) et I’hypothése suivante est vérifiée :
(Hs3) Il existe ¢ € C(J,R,) telle que

1tz u)lls < q(t, ) ||ulloo,
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pour (t,z) € J etu € C. Alors le probleme (2.1)-(2.2)admet au moins une solution

sur J.

Démonstration : Considérons l'opérateur N défini dans (2.6). Nous allons mon-
trer que l'opérateur N est continue et complétement continue.

Etape 1 : N est continu.

Soit la suite {u,} telle que u,, — u dans C. Soit n > 0 telle que ||u,| < n.

Alors

[(Nun)(t, 2) = (Nu)(t,2)||lz < //I||f(s,€,un(s,§))—f(Svf,U(S,f))HEdfds

< / / S (66 (5, €) = F (0,6, (0, ) s
a b
< S (s € () — S & s ) / / déds

< abllf( s un(s ) = FG s uls ) oo

D’aprés la continuité de la fonction f, on obtient

IN (un) — N(u)|loo < abl|f(.,un(.,.)) — (., uls, )] = 0 Quand n — oo.

Etape 2 : N transforme les parties bornées dans des parties bornées dans C.

En effet, pour n* > 0, il existe une constante ¢ telle que pour v € B,» = {u € C:
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|lu]lo < n*}, on obtient | N(u)]|e < (. Par (H3) on a pour (t,x) € J,

(V@D < IAG)e + / /I||f<s,5,u<s,s>>||Edgds

1Al + / / )lluflwdéds
A 2 + gl / / deds.
0 0

IN

IN

Ainsi

i

IN(u)]loo < [[Mlloo + abllglloon” == £.

Etape 3 : N transforme les bornées dans des parties equicontinues dans C.

Soient (t1,x1), (ta, 2) € (0,a] x (0,0], t; < ty, 1 < X9, By~ une partie bornée de

C' Comme dans I'étape 2, et soit u € B,-. Alors

¥t 22) = (V1) = Do) =New | [ [ 050t s

+H/ / Fls, €, uls dfdsH +H/ / s, €, u ))dgdsHE

< At 1) — Ata, 22) || B

+lalloon® //dfds+/ / dfds+/ / czgds

< At m1) = Az, 22) || + [|qlloen” (B2ze — t1271).

Quand t; — t9, x1 — o le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. En

conséquence des étapes 1 a 3, d’aprés le théoréme Arzela-Ascoli, on peut conclure
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que N est continu et complétement continu.

Etape 4 : L’estimation apriori.

Nous allons maintenant montrer qu'’il existe un ouvert U C C avec u # vN(u),
pour v € (0,1) et u € OU.

Soit u € C' et w = vN(u) pour certains 0 < v < 1. Ainsi, pour chaque (t,z) € J,

u(t,x) = vA(t,x) + 1//0 /017 f(s, & u(s, &))déds.

Cela implique par (H3) que, pour (t,z) € J, on obtient

lu(t, o)z < G 2)e + / /qu<s,5>||u<s,f>||Edgds.

D’apreés le Lemme 1.2.4, il existe une constante ¢ telle que

a b
lat e < Moo + Slallocl Al / / deds
DMl + abblgllo] := M.

A\

Par conséquence

[ufloo < M.

Posons

U={ueC:|ul| <M+ 1}

Par nos choix de U, il n’ya pas de u € 9U tel que v = vN(u), pour v € (0,1).

Comme une conséquence de l'alternative non linéaires de type Leray-Schauder



2.2 Existence des Solutions 21

8], on en déduire que N admet un point fixe u dans U qui est une solution du

probleéme (2.1)-(2.2).

Maintenant, nous présentons deux des résultats pour le probléme non-local

(2.3)-(2.4).

Définition 2.2.2. Une fonction u € C est dite solution du (2.3)-(2.4) si u satis-

fait l’équations (2.3) et les conditions (2.4) dans J.

Théoréme 2.2.3. Supposons que (Hy), (Hs) et les conditions suivantes sont sa-
tisfaites :

(H3) 1l existe k > 0 telle que

1QW) — Q)5 < Fllu — vy pour u,v € C(J, E),
(HY) 1l existe k* > 0 telle que

1K (u) = K(v)l[e < K flu = vlleo, pour u,v e C(J, E).

Si
abk +k+k* <1, (2.7)

alors, il existe une unique solution du probleme (2.3)-(2.4) sur [0,a] x [0,b].

Démonstration : Pour transformer notre probléme en un probléme de point

fixe, considérons l'opérateur N : C' — C' défini par,

N(u)(t,z) = A, z) +/O /Ox f(s,& u(s,§))déds; (t,x) € J, (2.8)
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ou

S\(t,x) =At,z) — Q(u) — K(u)

Soient v, w € C, alors, pour (t,z) € J,

[(N0)(t, 2) = (Nw)(t, 2) || e <

< 11Q(0) - Qs + K () — K(w)|s + / / (5,6 0(5, ) — F(s,Ew(s,€)) | mdeds
< 11Q(0) — Q) e + 1 () — K(w)]z + / / “kflo — wldeds

0 0 . ,
< QW) - Qe + K ®) — K(w)|z + kljo — wlla / / deds

a b
< k:||v—w||oo+/<:*|]v—wHoo—l—k:Hv—wHoo/ / deds
0 0

= (abk 4k + k) ||v — w|oo-
Par conséquence
N (v) = N(w)]|eo < (abk + k + k) || — w]|oc.

d’aprés (2.7) nous concluons que N est une contraction, d’ot N & un point fixe

unique d’apreés le principe de contraction de Banach.

Théoréme 2.2.4. Supposons que (Hy), (Hs) et les conditions suivantes sont sa-
tisfaites :

(H%) Il existe d > 0 telle que

1Q(u)||p < d(1 + ||ullo), pouru € C(J, E),
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HY) Il existe d* > 0 telle que
3

[K(u)lle < d"(1+ |lulle), pourue C(J, E).

Alors, le probleme (2.3)-(2.4) admet au moins une solution sur J.

Démonstration : Considérons 'opérateur N défini dans (2.8). Nous allons mon-

trer que l'opérateur N est continue et complétement continue.

Etape 1 : N est continu.

Soit la suite{u,} telle que u,, — u dans C. Soit n > 0 telle que ||uy, |l < 7. Alors
[(Nun)(t, 2) = (Nu)(t, )|z <

S ||Q(un)—62(U)||E+||K(un)—K(U)||E+/0 /: 1/ (s, &5 un(s,8))=f (5,8, uls, )| pd€ds

< [1Q(un) = Q)| p+[| K (un) = HE+// SSSEJHJ‘ $,§, un(s,§)) = (s, &, ul(s,§))|| pdéds

< HQ(un) - Q(U)HE + HK(un) - K(U)HE + ab||f(7 5 un('? )) - f(7 5 u(" ))HOO

D’apres la continuité des fonctions f, ) et K, on trouve :

1N (un) = N(u)loo <

< 1Q(un) =Qu) [+ K (un) =K () [ +ab|| f (2, 2, un(t, ) = (£, 2, u(t, 2)) [ oo = 0 Quand n — oo.

Etape 2 : N transforme les parties bornées dans des parties bornées dans C'.

En effet, pour n* > 0, il existe une constante ¢ telle que pour v € B, = {u €

C : JJullee < n*}, on obtient ||N(u)|lo < {. Par (Hs), (Hj) et (HY) on a pour
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(t,x) € J,

(VW) a)le < MG e+ / /Om||f<s,§,u<s,5>>||Edsds

IA

IA(t, 2) = Q(u) — K(u)|z +/ /x q(s, &) l|ullcdEds

IN

M2 2+ Q)] + 1K ()2 + / / &) ullwdeds

t x
< Ml AL+ flefloo) + d*(1+ lalloe) + gl ltlloc) / / deds.

Ainsi

~2

IN()loo < [[Mloe +d(L +57%) +d*(1+07) + abllallocn” =

Etape 3 : N transforme les bornées dans des parties equicontinues dans C'

Soient (t1, 1), (t2,z2) € (0,a] x (0,b], t; < ta, x1 < x2, B, une partie bornée de

C' Comme dans ’étape 2, et soit v € B,«. Alors

[(Nu)(ta, m2)—(Nu) (tr, 21) || 5 = [ A(t1, 21)—A(ta,

u(s,g))dgdsHE

+H/o /:f(svf’“@af))dfds ;

IA(ty, 1) — — K(u) = A(t2, 72) + Q(u u)lle

+lalloon® /t/ dfds+/ / dfds+/ / dgds

< At 1) = At2, 22)|| £ + [|qlloen” (f222 — ti201).

s,€))deds||

IN
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Quand t; — t9, 1 — 9 le coté droit de I'inégalité ci-dessus tend vers zéro. En
conséquence des étapes 1 a 3, d’apres le théoréme Arzela-Ascoli, on peut conclure
que N est continu et complétement continu.

Etape 4 : L’estimation apriori.

Nous allons maintenant montrer qu’il existe un ouvert U C C avec u # vN(u),
pour v € (0,1) et u € OU. Soit uw € C et u = vN(u) pour certains 0 < v < 1.

Ainsi, pour chaque (¢,z) € J,

u(t, ) = vA(t,z) + V/Ot /Ow f(s,& u(s,§))déds.

Cela implique par (Hs), (H}) et (HY) que, pour (¢, k) € J, on obtient

lut, )z < A2z + / / ) Ju(s, €) | mdéds

< ML)+ 1QW)E + 1K @w)e + / / (s, 9)lluls, )| pdeds

< A lloe + 1+ [fufloc) + d(1+ ) / / ) Ju(s, )] odeds.
Donc
(e, 2 —dllu(t, )| z—d* ult, D)l < IACE @) o+ drd*+ / / ) Ju(s, €) | ndéds

A d+ d* 1 Lo
lut,2)p < ! “Efi”fd*)* s | [ a9l Oldsas



2.3 Exemple 26

D’apreés le Lemme 1.2.4, il existe une constante ¢ telle que

Moo +d + d* Mt 2)|| +d+ d*
lut,2)s < Pl td+d I D) Il / / deds
1—d—d* (1—d—d)?
||)\||oo+d+d* ab
L allo 1= M.
—d—d* (1—d—d¥)
Donc
]| < M.
Posons

U={uelC:|ullw<M+1}.

Par nos choix de U, il n’ya pas de u € 90U tel que u = vN(u), pour v € (0,1).
Comme une conséquence de l'alternative non linéaires de type Leray-Schauder

8], on en déduire que N admet un point fixe u dans U qui est une solution du
probléme (2.3)-(2.4).
2.3 Exemple

Comme application de nos résultats nous considérons le systéme d’équations

différentielles fonctionnelles de la forme

1
Be ) (1 + Ju(t, )[)’

(D? u)(t,r) = si (t,2) € [0,1] x [0, 1], (2.9)

u(t,0) =t, u(0,2) = 2%, t,z € [0,1] x [0,1]. (2.10)
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Posons

1
(e +2) (1 + |u(t, =)])’

ft,z u(t,x)) = (t,x) € [0,1] x [0,1].

Pour tous u, w € R et (t,x) € [0,1] x [0, 1] nous avons

|f(t,x,u(t,x)) —f(t,x,ﬂ(t,m)ﬂ < ||u_ﬂ||C

3e2

1

5z < 1, alors la

1
Donc, la condition (H,) est satisfaite avec k = 302 Depuis
e

condition (2.5) est vérifié. Par conséconce, d’aprés le Théoréme 4.2.1 le probléme

(2.9)-(2.10) admet une unique solution sur [0, 1] x [0, 1].



Chapitre 3

Equations Différentielles partielles

Perturbées

3.1 Introduction
Dans cette chapitre, nous étudions le probléme perturbé suivant :
(DZu)(t,x) = f(t,x,u(t,x)) + g(t,x,u(t,x)), si (t,x) € J:=1[0,a] x [0,b], (3.1)

u(t,0) = ¢(t), u(0,2) =¢(z); t,x € J, (3.2)
ou f,g:J x E — E des fonctions données, ¢, v € C(J, E).

Ensuite, on considére le probléme non-local suivant :
(D} u)(t,x) = f(t,z,ut,r)) + g(t,z,u(t,z)), si (t,z)€J, (3.3)

u(t,0) + Q(u) = p(t), u(0,z) + K(u) =¢(z); t,x € J, (3.4)
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ou f, g, p, 1 sont comme dans le probléme (3.1)-(3.2) et Q, K : C(J, E) — E sont

des fonctions continues.

3.2 Existence des Solutions

Nous présentons les hypotheéses suivantes :
(Hp1) Les fonctions f, g : J x E — FE sont continues,

(Hp2) Il existe k' > 0 telle que pour (¢,x) € J
lg(t, z,u) — g(t,z,0)||g < K'f|Ju — v||s, pour u, ve C,
Hys) 1l existe p,q € C(J,R,) telles que
+
£t 7)1 < p(t,2) + gt 2) [uller DU () € J ot u € C.

Théoréme 3.2.1. Supposons que les hypothéses (Hyy) — (Hos) sont satisfaites. Si

de plus
abk! < 1, (3.5)

alors le probléme (3.1)-(3.2) posséde au moins une solution sur [0, a] x [0,b].

Démonstration : Considérons les opérateurs F, G : C' — C définis par,

(Fu)(t,x) = A(t,z) + /Ot /0:r f(s,& u(s, §))déds; (t,z) € J,

et

(Gu)(t,2) = / / " (s, uls, €))deds; (t,7) € .
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Alors le probléme de trouver les solutions du probléme (3.1)-(3.2) est réduite a
trouver les solutions de I'équation F'(u)(t,z) + G(u)(t,z) = u(t,z), (t,x) € J.
Nous allons montrer que les opérateurs F et GG satisfait toutes les conditions du
théoréme 1.2.3. La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

Etape 1 : F' est continu.

Soit la suite {u,} telle que u, — u dans C. Soit n > 0 telle que ||u,||cc < 7 et

|lu]|co < . Alors

|(Pun)(t,2) — (Fu)(t, 2)]p < / /Ox!\f(s,ﬁ,un(s,ﬁ))—f(s,&u(s,ﬁ))HEdéds
< Ntz un(t,2)) — £t ult, )l / ' / déds

= ab”f(t: m?“ﬂ(t’ m)) - f(t,:t, u(t’ ZL‘))HOQ
Depuis le fait que f est continue, on obtient alors
1P () = () oo < abllf (£, un(t, 7)) — F(t, 2 u(t, 2))]loc — 0 Quand n — oo,

Etape 2 : F transforme les bornées dans des bornées dans C.

En effet, pour * > 0, il existe ¢ > 0 telle que, pour u € By ={ueC: ||ulls <

7*}, nous avons ||F(u)||s < £. D’aprés (Hys) on a pour (t,z) € J,

IF@)(ta)le < [AG D)z + / /Oxnf<s,5,u<s,5>>uEdfds

IN

a b
oo + (Plloe + lalloc®) / / déds.

Donc

1o < N o + ab(lplloc + lalloct) := 7
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Etape 3 : F transforme les bornées dans les équicontinues dans C.

Soient (t1,x1), (t2, 22) € (0,a] x (0,b], t; < t2, 1 < x2, B,» une partie bornée de

C' comme dans I'étape 2, et soit u € B,-. Alors

[(Fu)(t2, v2) — (Fu)(ty, 21)[|e < [[A(t2, 22) — A(tr, 21)| e

| [ st eeas)

|/ ' / ij(s,f,U(s,i))didSHEJrH / | #suts enacas|

< (2, 22) = Aty 21) |2+ (|Plloo + [1qlloon™) (f2r2 — t121).

Quand t; — tg, 1 — xo le coté droit de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro.
En conséquence des étapes 1 a 3, d’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli, on peut
conclure que F': C' — C' est continue et complétement continue.

Etape 4 : G est une contraction.

Soient u,v € C. Alors, pour (¢,z) € J on obtient

1(Gu)(t, 2) = (Gu)(t, )|z < /O/OQCHQ(S’S,U(&S))—9(87570(8,5))||Ed€d8

a b
k’Hu—vHoo/ / déds.
o Jo

IN

Donc,

1G(u) = G(v)[loo < abk'|[u — v][o,

D’aprés (3.5), G est une contraction.

Etape 5 : Maintenant il reste & montrer que 1’ensemble

Ez{ueC(J,E):u:yF(u)—kyG(%), pour 0 < v < 1}
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est borné.

Soit u € &, alors

u=vF(u)+ yG(g)

pour 0 < v < 1. Donc, pour (t,z) € J nous obtenons

u(t,z) = vA(t, ) +u/t /x f(s,& u(s,§))deds

+y//

d’aprés (Hpg) et (Hps) on a pour (t,x) € J,

) déds.

[ut, 2)]|z < HA(t,x)IIEJerIIoo// dgds

Hlalle / / Ju(s, €)|| péds
b [ [ laten & 125 - s, 00 s
v / / lg(s,€,0) pdéds
IAE2) 1 + [1P]o / / déds + gl / / Jus,
k' déd bg*

// lu(s, €) | sdeds + abg",

ot g* = sup ||g(t,z,0)]|.
(t,x)eJ

IN

D’apres le Lemme 1.2.4, il existe une constante k telle que

)| gdéds

lu(t. o)l < [Nl + abllplloc + abg)[1 + k(K + [lg]l) // dds]

< (Ao + abllplloo + abg™)[L + abk(K' + [lqllo)]
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On obtient alors

[ufloo < B.

D’otu ; 'ensemble £ est bornée. D’apreés le Théoréme 1.2.3, F'+ G admet un point

fixe u qui représente la solution du probléme (3.1)-(3.2).

Maintenant, nous présentons un résultat d’existence pour le brobléme non-

local (3.3)-(3.4).

Théoréme 3.2.2. Supposons (Hy) — (Hos) et les conditions suivantes

(H}p,) 1l existe d > 0 telle que

1QE)IIe < d(1 + |lulls), pouru e C(J,E),
(H{s) 1l existe d* > 0 telle que

1K)l < d*(1+ [lulle), pour we C(J, E).

Si de plus la condition (3.5) est satisfaite, alors, il existe une solution du

probléeme (3.3)-(3.4) sur [0, a] x [0,b].
Démonstration : Considérons les opérateurs F,G : C — C définis par,

(Fu)(t,x) = S\(t,x) +/0 /OI f(s,& u(s,&))déds; (t,z) € J,

et

(Gu)(t,) = / / " (s, uls, ©)deds; (t,7) € .
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Alors le probléme de trouver les solutions du probléme (3.3)-(3.4) est réduite a
trouver les solutions de I'équation F'(u)(t,z) + G(u)(t,z) = u(t,z), (t,x) € J.
Nous allons montrer que les opérateurs F et GG satisfait toutes les conditions du

théoréme 1.2.3. La preuve sera donnée en plusieurs étapes.

Etape 1 : F est continu.

Soit la suite {u,} telle que u, — u dans C. Soit n > 0 telle que ||u,||cc < 7 et

|u]| oo < 7. Alors

|(Fuy)(t,z) — (Fu)(t,z)|lp < ||Qun) — Q(u)||g + || K (un) — K(u)|| g
* / / [ £(5,& un(5,€)) = F(s, € uls, )| pdéds

< Qun) — Qu)lle + 1K (un) — K (u)]

ot ) — oo / / deds

= [1Q(un) = Qu)l[p + [ K (un) — K(u)] 2
o abllf (e un(es ) = FCo o ules )]l

D’aprés la continuité des fonctions f, ) et K on obtient :

| F(un) — F(u)|lc = 0 Quand n — oo.

Etape 2 : F' transforme les bornées dans des bornées dans C.

En effet, pour n* > 0, il existe ¢ > 0 telle que, pour u € By ={ueC: ||ullsx <
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n*}, nous avons ||F(u)]|e < £. D’aprés (Hys), (Hig)et (Hl) on a pour (¢, ) € J,

I(Fu)t.o)lle < AL+ / / 1 (5. €, u(s, €) | mdeds

< AED)lle + QM) + 1K (u)le

" / / 1£(5,€, u(s, €))| s

< (It @)l + (L + o) + d* (L4 [fuloo)

(Ul + lallscllello) / / deds

a b
< Moo + (1 +77) + (1477 + (plloe + lalloer®) / / deds.
0 0

Donc

1E () lloo < [[Mloo +d(L +77) +d"(L+17") + ab(([plloc + llalloc”) := L.

Etape 3 : F transforme les bornées dans les équicontinues dans C.

Soient (t1,x1), (t2, 22) € (0,a] x (0,b], t; <t2, 1 < 29, B,» une partie bornée de

C' comme dans I'étape 2, et soit u € B,«. Alors

| t2»$2) (Fu)(tr, z1)|| e < Mty 22) — A(t1, 21) ||

(s, & uls, ©)deds|

+H /0 | s gt eeas] (5, uls, ©))dds]|
)

[A(t2, 22) = Q(u) = K (u) = Altr, 21) + Q(u) + K(u)|

IN

+(lIplloe + llgllocn™) (a2 — t121)

IA

[A(t2; z2) — A(t1, 21)l| e + ([Pl + lllloon™) (taze — ti21).
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Quand t; — t3, xr1 — w2 le coté droit de l'inégalité ci-dessus tend vers zéro.
En conséquence des étapes 1 a 3, d’aprés le théoréme d’Arzela-Ascoli, on peut
conclure que F': C' — (' est continue et complétement continue.

Etape 4 : G est une contraction.

Soient u,v € C. Alors, pour (¢,z) € J on obtient

(Gu)(t,x) = (Go)t,2)|[e < /0/Oxllg(s,f,u(s,é))—g(s,E,v(s,ﬁ))HEdfds

a b
Kl — U||oo/ / deds.
0 0

IN

Donc,

1G (1) = G(v)lloe < abk|lu — ]|

D’apreés (3.5), G est une contraction.

Etape 5 : Maintenant il reste & montrer que 1’ensemble
E={uelC(JE) u= VF(’LL)—FI/G(E), pour 0 < v < 1}
v

est bornée.
Soit u € &£, alors

uw=vF(u)+ VG<E>

14
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pour 0 < v < 1. Donc, pour (t,z) € J nous obtenons

u(t,z) = vA(tz) +u//f £))déds
+y//

= v(\(t,z) — +u// F(s, € uls, €))déds

+y//

d’aprés (Hoe), (Hos), (Hjs) et (H{;) on a pour (t,x) € J,

lut, o)z < MG+ Qe + 1K @)e + ol / /Ozdsds

gl / / s, ©)l|sdeds

_'_I/\/O /0 Hg 3757 _9(87570)”Ed5d8

1%
t x
i / / lg(s,€,0) zdéds

Ml + d(1+ [fut, 2)]5) + d* (L + u(t,2) 1) + [Pl / / " deds

Tl / | s ) mdgas + / | s €)1macs + b

ou g* = sup |lg(t,z,0)|g. D’ou
(tx)et

IN

t xT
lutt, ) — dljutt, D)z — &t D)le < Moo +d+d + lpllc / / deds

gl / / lus, €)llpdeds
—i—k// |lu(s, &)||pdéds + abg™.
0 0
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Donc

M|l 4 d + d* + ab||p||s + abg*
1—d—d*

k’+|lt1||oo//
u(s déds.
L o [u(s, &)l d€

Le Lemme 1.2.4 implique qu’il existe une constante & telle que

[ut, 2)]|z <

Moo + abl[plles + d + d* + abg” Lk ) [
itle < Pt ol e say || T tlal) [ /g
1—d—d* 1—d—d* Jo Jo
Moo + ab||pllo + d + d* + abg* i, ~
o Dt ablple+d+d +ag [ il |
1—d—d* 1—d—d*

pour (t,x) € J, on obtient

[ufloo < B.

D’ou; 'ensemble £ est bornée. D’apres le Théoréme 1.2.3, F'+ G admet un point

fixe u qui représente la solution du probléme (3.3)-(3.4).

3.3 Exemple
Considérons le probléme perturbé suivant

1+ 3™ 2 (|u(t, z)| + 2)
D2 u)(t,z) = ’ ;osi(t
( t:cu)( ,iL‘) 3€t+x+2(1 i \u(t,x)|) ; S1 ( 733)

c[0,a] x [0,8,  (3.6)

u(t,0) =t, u(0,2) = 2% t,z € [0,1]. (3.7)
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Posons
i) = MO (10 oy x 0.1
et
1

g(t,z,u(t,z)) = S 2 {1+ [u(t, 2)])’ (t,x) € [0,1] x [0, 1].

Pour u, w € Ret (t,z) € [0,1] x [0,1] on obtient
_ 1 _

1
Donc la condition (Hypg) est satisfaite avec k = 302 La condition (3.5) est satis-
e
1
faite. En effet 32 < 1. aussi, la fonction f est continue sur [0, 1] x [0, 1] x [0, 00)
e
et

|f(t,z,w)| < |w|+ 2, for each (¢,x,w) € [0,1] x [0,1] X [0, 00).

Donc les conditions (Hpy) et (Hys) sont satisfaites. Le Théoréme 3.2.1 implique

que le probléme (3.6)-(3.7) posséde une solution sur [0, 1] x [0, 1].



Chapitre 4

Equations Différentilles de type

Neutre

4.1 Introduction
Cette chapitre s’intéresse a l’existence des solutions du systéme suivant :
D?, [u(t,x) —g(t,z,u(t,x))| = f(t,z,u(t,x)); si (t,x) € J:=[0,a] x[0,b], (4.1)

u(t,0) = ¢(t); t € [0,al, u(0,z) =v(z); z € [0,b], (4.2)
ou f,g: JxE — E sont des fonctions données, ¢, 1 sont comme dans le probléme

(2.1)-(2.2).

4.2 Existence des Solutions

Théoréme 4.2.1. Supposons que les conditions suivantes sont satisfaites :
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(A1) Les fonctions f,g:J x E — E sont continues,

(A2) I eziste p,q € C(J,R,) telles que
|f(t, z,u)||g < p(t,x) + q(t, x)||ul|e pour (t,x) € J et u e C,

(A3) La fonction g est complétement continue et pour chaque ensemble borné
B de C, l'ensemble {(t,x) — g(t,z,u(t,x)) : w € B} est équicontinue dans

C, et il existe des constantes 0 < dy < %, dy > 0 telles que
||g(t7x7u)”E < dl”““oo + dy, (t,l’) €J,uel.

Alors le probleme (4.1)-(4.2) admet au moins une solution sur [0, a] x [0, b].

Preuve : Considérons l'opérateur F; : C' — C défini par,
(Fru)(t,2) = Mt @) + g(t, z, u(t, ) — g(t,0,u(t,0)) — g(0,2,u(0,z))

+9(0,0,u(0,0)) + /0 /0 " F(s.€,u(s, €))deds: (t,x) € J (4.3)

Nous allons montrer que 'opérateur F} est continue et complétement continue.

Utilisation de (A3) il suffit de montrer que 'opérateur F, : C' — C' définie par,

(Fou)(t,x) = A(t, x) +/0 /093 f(s,& u(s, §))déds; (t,x) € J,

est continu et complétement continu. Comme dans le théoréme 2.2.2, nous pou-
vons montrer que F; est continu et complétement continu.
Maintenant, Nous allons montrer qu’il existe un ensemble ouvert U C C tel que

u # vFi(u), pour v € (0,1) et u € 9U.



4.2 Existence des Solutions 42

Soit u € C' et uw = vF(u) pour 0 < v < 1.

Donc pour (t,z) € J,

u(t,z) = v[A(t,z)+g(t,x,u(t,z)) — g(t,0,u(t,0)) — g(0,z,u(0, z))

0,0,u(0,0 ' déds|.
+900.0.u0.0) + [ [ fs.gu(s.9)deas
D’aprés (A2) et (A3), on obtient pour (¢,z) € J,

lut, 2)lle < [IAE2) e + di(llult, )|l + [[ut, 0|z + [[w(0, 2)|| 2 + [|u(0, 0)]| )

ddy + / / (5, ) lu(s, € sldeds

< [ Allo +4dy + Ada[[u(t, 2)|| & + abl|pllo

gl / / s, €)l| pdéds.

D’aprés le Lemme 1.2.4, il existe une constante 0 telle que

1
1 —4d;
=M.

Sllqll )

<
Juft,2)lp < "

<||)\||oo +ddy + ab||p||oo> (1 bt

Donc, on obtient

lulloe < M.

Posons

U={uecC:|ule< M}

L’opérateur F; : U — C est continu et complétement continu. Depuis le choix de

U il n’ya pas de u € QU avec u = vFy(u) pour v € (0, 1).
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D’aprés lalternative non-linéaire de Leray-Schauder [8], on en déduit que F; ad-

met un point fixe u dans U qui est une solution du probléme (4.1) — (4.2).

4.3 Exemple

Considérons le systéme hyperbolique de type neutre suivant

et+172
D}, (u(t,x) — 5ta® — E u(t,x))

B 12 4 2t 4 ettt x)|

pramres LA G R e U (4.4)

u(t,0) =t, u(0,2) = 2% t,z € [0,1]. (4.5)
Posons

2 + ot + T2 u(t, x))|

f(t,z,u(t,x)) = 1+ |u(t, z)]

, (t,x) €1]0,1] x [0,1],

1
g(t, z,u(t,z)) = Sta® + get”’zu(t, T).

Pour (¢,z) € [0,1] x [0, 1] on obtient
[tz ult,2)] < e+ (2 + ") [Julle,

et

1

Supposons de plus que la fonction g est complétement continu, et pour tout borné

B de C, T'ensemble {(t,z) — g(t,x,u(t,x)) : uw € B} est équicontinu dans C.
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Donc les conditions (A;) — (As3) sont satisfaites avec p(t,z) = t* + 2, q(t,x) =
et t2 dy = L et dy = 5. Donc, d’aprés le Théoreme 4.2.1, le probléme (4.4)-(4.5)

admet une solution sur [0, 1] x [0, 1].



Conclusion

Dans ce mémoire nous avons considéré l’existence et unicité des solutions de
quelques problémes de Darboux d’équations différentielles fonctionnelles aux déri-
vées partielles. Des conditions Suffisantes pour I'existence et 'unicité des solutions

de nos problémes ont été données.
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