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Les équations différentielles se distinquent par leur champs d’application très vaste, on
les trouve pratiquement dans tous les domaines des sciences appliquées (ingenierieng,
mathématiques appliquées, physique, chimie, biologie, economie,...). Elles n’ont pas
cessé de se développer depuis le début du siècle dernier jusqu’à nos jours. Dans ce mé-
moire nous nous intéressons tout d’abord à la recherche des solutions positives d’une
équation différentielle du deuxième ordre par la méthode dite du tir, nous déterminons
aussi leur nombre suivant les valeurs des paramètres du problème considéré. Puis nous
utilisons la méthode du tir pour démontrer l’éxistence des solutions positives pour le
p-Laplacien, où p ∈ (1, 2]. Plusieurs travaux sur les équations différentielles du se-
cond ordre ont été réalisés. Pour démontrer l’exislance des solutions des équations du
deuxième ordre on a utilisé, entre autre, des méthodes topologiques , les méthodes
sous et sur-solutions, ou la méthide de tir (voir [6]). Pour le cas particulier p=2, on
trouve le problème classique de Dirichlet pour une équation différentielle ordinaire
du deuxième ordre. Le premier travail a été réalisé par T.Laetsch [6], il a démontré
l’éxistence des solutions du problème

(P1)

{
−u′′(x) = λf(u(x)), 0 < x < 1,

u(0) = u(1) = 0

avec f foncion positive (problème positone) et lambda un paramètre réel positif. Il
a déterminé le nombre de solutions suivant la valeur du paramètre λ. Le problème
(P1) a été repris et généralisé par C.A. stuart [3] dans le cas où f est discontinue en
un point. Dans [2], les auteurs ont considéré le cas où f peut être positive ou nulle
(problème semi-positone). Dans [1], les auteurs ont généralisé le problème (P1) pour f
négative dans un intervalle [0, a] puis positive dans (a,+∞) (problème non-positone).
Dans le cas général où p ∈ (1, 2], on récupère le problème du p-Laplacien, i.e.

(P2)

{
−(|u′|p−2u′)′(x) = λf(u(x)), 0 < x < 1,

u(0) = u(1) = 0

Ce dernier a été considéré par plusieurs auteurs, en particulier, nous citons les travaux
de U.Janfalk [7], S.Bouguima es A.Lakmeche et A.Oumansour [2]. L’objet de ce travail
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est de démontrer l’éxistance es le nombre des solutions positives du problème (P2)

pour p ∈ (1, 2], et de déterminer leur nombre. Ce mémoire est constitué de trois
chapitres. Dans le premier chapitre nous étudions le cas où p = 2 et f stictement
positive. Dans le deuxième chapitre nous reprenons le problème du premier chapitre
avec f changeant de signe. Le troisième chapitre est consacré au cas général
(i.e. p ∈ (1, 2])



Chapitre 1

Problème positone



Introduction

Dans ce chapitre, nous étudions le problème de valeurs propres non linéaire de la
forme

(P1)

{
−u′′(x) = λf(u(x)), 0 < x < 1,

u(0) = u(1) = 0

où λ > 0 est un paramètre et f est une fonction non lineaire, Une classe particulière
de ces problèmes où f(u) > 0, appelé les problèmes positone, ce type des problèmes
ont été étudié depuis les 50 dernières années. Le terme "positone" provient du fait
que la non-linéarité f étant positive et monotone. Rabinowitz [1] a montré que si nous
supposons S = {(λ, u) : λ ≥ 0} alors S est un ensemble connexe dans R+ ×C([0, 1])

joindre le point (0, 0) à ∞. La nature du continuité dépend clairement de la fonction
f . Keller et Cohen dans [7], et Crandall et Rabinowutz [2] ont étudié le cas où f est
convexe et ont montré que si f est suffisamment convexe alors la fonction u

f(u)
a un

maximum local et donc la continuité des solutions doit replier sur lui-même. Ils ont
appliqué leurs résultats à la fonction f(u) = expu dans les conduction de la chaleur.
Laetsch et Cohen [6] a examiné le cas où f est concave et en particulier ont montré
que si la fonction u

f(u)
est non décroissante, alors (P1) a une solution unique pour tous

les λ > 0.
Nous allons voir que la fonction u

f(u)
joue un rôle essentiel dans notre analyse des

problèmes semipositone. Ce travail a donné lieu à l’utilisation des courbes de «bi-
furcation» concernant le paramètre λ et ‖ u ‖ comme représenté sur la figure(1.1)
La courbe de bifurcation montre graphiquement l’ensemble des λ pour laquelle nous
n’avons pas de solutions, une solution ou plusieurs solutions. Laetsch [1] a développé
une méthode de quadrature dans [1] pour étudier l’existence de solutions positives de
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(P1) en ce qui concerne le paramètre λ

Figure 1.1 – courbe de bifurcation

1.1 Préliminaires

Soit le problème autonôme suivant

(P1)

{
−u′′(x) = λf(u(x)), 0 < x < 1,

u(0) = u(1) = 0

où f : R→ R∗+ est localement lipschitzienne et λ un paramètre réel positif

Définition 1.1.1. Une solution de (P1) est un couple (u, λ) ∈ C2([0, 1]) × [0,+∞[,

tel que u satisfait (P1).On dit aussi que u est solution de (P1) pour λ donné.

Lemme 1.1.1. ([6])Si (u, λ) est une solution de (P1), alors u est positive sur [0, 1].

Preuve 1.1.1. Supposons qu’il existe x1 ∈]0, 1[, tel que u(x1) < 0,et appliquons le
théorème des accroissements finis à u sur les intervalles ]0, x1[ et ]x1, 1[.

Il existe donc c0 ∈]0, x1[ et c1 ∈]x1, 1[ , tels que

u(x1) = (x1 − 0)u′(c0)

et
−u′(x1) = (1− x1 )u′(c1),
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Il en résulte que u′(c0) < 0 et u′(c1) > 0. Appliquons le théorème des accroissements
finis à u′ sur l’intervalle ]c0, c1[. Il exist donc c2 ∈]c0, c1[ tel que

u′(c1)− u′(c0) = (c1 − c0)u′′(c2),

d’où nous avons u′′(c2) > 0, or u′′(c2) = −λf(u(c2)) < 0, ce qui est impossible.
Par suite, toutes les solutions (P1) sont positives.

Lemme 1.1.2. ([6]) Soit f une fonction localement lipschitzienne et (u, λ)

est solution de (P1) alors u est symétrique par rapport à x0, tel que u′(x0) = 0 c’est
à dire que

u(x0 − x) = u(x0 + x) pour chaque x ∈ [0, x̃], où x̃ = min{x0, 1− x0}.

Preuve 1.1.2. Si λ = 0, alors u ≡ 0, qui est symétrique par rapport à 1
2
.

Soient

w1(x) = u(x0 − x) et w2(x) = u(x0 + x) pour x ∈ [0, x̃].

Donc

−w′′1 (x) = −u′′(x0 − x) = λg(u(x0 − x)) = λg(w1(x)) pour x ∈ [0, x̃]

et

w1(0) = u(x0), w
′
1(0) = −u′(x0) = 0.

De même,

−w′′2 (x) = λg(w2(x)) pour x ∈ [0, x̃], w2(0) = u(x0), w
′
2(0) = −u′(x0) = 0.

Ainsi w1et w2 sont les deux solutions du problème

(P )

{
−v′′(x) = g(v)

v(0) = u(x0), v
′(0) = 0

D’une part (P ) admet une solution unique du fait que f est localement lipschitzienne.
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D’autre part les fonctions(
w1(x)

w′1(x)

)
=

(
u(x0 − x)

−u′(x0 − x)

)
et

(
w2(x)

w′2(x)

)
=

(
u(x0 + x)

−u′(x0 + x)

)
où x ∈ [0, x̃]

sont deux solutions de (P ) . En utilisant le théorème de Picard on obtient w1 = w2

ce qui implique que

u1(x0 − x) = u2(x0 + x) ∀x ∈ [0, x0].

Ainsi, la solution u est symétrique par rapport à x0.

Remarque 1.1.1. la solution u est symétrique par rapport à x0 = 1
2
, car on a

u(0) = u(2x0), i.e. 2x0 = 1, d’où x0 = 1
2

(voir fig 1.2)

Figure 1.2 – La symétrie par rapport à x0 = 1
2

Remarque 1.1.2. Le problème (P1) est équivalent au problème suivant

(P ′1)

{
−u′′(x) = λf(u(x)), 0 < x < 1

2

u(0) = u′(1
2
) = 0

Définition 1.1.2. Une solution de (P ′1) est un couple (u, λ) ∈ C2([0, 1
2
])× [0,+∞[,

tel que u satisfait (P ′1).
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1.2 Existence des solutions

pour montrer l’existence des solutions du problème (P1) en utilisant une méthode
dite de quadrature élaboré par Laetsch [1], cette méthode de quadrature donne une
formule explicite pour la courbe de bifurcation (qui détermine numériquement au
moins la forme de la courbe de bifurcation). En utilisant cette formule, nous pouvons
également déterminer les conditions suffisantes qui garantissent deux ou plusieurs
solutions du problème (P1) . En effet,
Soit (u, λ) une solution de (P1), alors

‖u‖ = max
x∈[0,1]

|u(x)| = u(
1

2
)

On a u′(x) > 0 pour x ∈ [0, 1
2
[, u′(x) < 0 pour x ∈]1

2
, 1], et u′(1

2
) = 0.

Soient F : R+ → R+ définie par F (x) =
x∫
0

f(s)ds, et G : R+ → R+ définie par

G(p) =
√

2
p∫
0

ds

[F (p)−F (s)]
1
2

Théorème 1.2.1. Pour tout nombre ρ > 0, il existe exactement un seul nombre
λ(ρ) = (G(ρ))2 et une seule fonction uρ dans [0, 1] qui satisfait (P1) avec ρ = ‖uρ‖ .

Preuve 1.2.1. Soit (u, λ) une solution du problème (P1)

Multiplions la première équation du système (P1) par u′(x), on aura

− u′′(x)u′(x) = λf(u(x))u′(x) , x ∈ [0, 1] (1.1)

Intégrons l’équation (1.1) entre x ∈ [0, 1
2
] et 1

2
, donc

−

1
2∫

x

u′′(s)u′(s)ds =

1
2∫

x

λf(u(s)) u′(s)ds, x ∈ [0,
1

2
] (1.2)

Ainsi

− [u′(x)]2

2
= λF (u(x)) + C, x ∈ [0,

1

2
] , (1.3)
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Soit supx∈(0,1) |u| = u(1
2
) = ρ. Alors u′(1

2
) = 0 et donc C = −λF (‖u‖) = −λF (ρ).

Par suite
(u′(x))2

2
= 2λF (‖u‖)− F (u(x)), x ∈ [0,

1

2
] , (1.4)

Si x ∈ [0, 1
2
], l’équation (1.3) nous donne

(2λ)
1
2 =

u′(x)

(F (‖u‖)− F (u(x)))
1
2

(1.5)

En intégrant cette dernière équation entre 0 et x ∈ [0, 1
2
], on a

(2λ)
1
2

x∫
0

dt =

u(x)∫
u(0) =0

du

(F (‖u‖)− F (u))
1
2

(1.6)

Ainsi

(2λ)
1
2x =

u(x)∫
0

du

(F (‖u‖)− F (u))
1
2

(1.7)

alors ;

∫ u(x)

u(0)=0

du√
F (ρ)− F (u)

=
√

2λx, x ∈ [0,
1

2
] (1.8)

En substituant x = 1
2
dans (1.5), on obtient

(2λ)
1
2 = 2

‖u‖∫
0

ds

[F (‖u‖)− F (s)]
1
2

(1.9)

D’où √
λ(ρ) =

√
2

ρ∫
0

ds√
F (ρ)− F (s)

= G(‖u‖) = G(ρ) (1.10)

On remarque que λ est déterminé uniquement par ρ = ‖u‖ .
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Inversement, il est facile de vérifier que, pour ρ donné, si λ est défini par (1.9) et u(x)

est définie par (1.7), alors u est une solution non négative de (P ) avec supx∈(0,1) |u| = ρ.

En effet, soit λ fixé tel que G(ρ) =
√
λ.

Soit g : [0, ρ]→ [0, 1
2
] définie par

g(τ) = (2λ)−
1
2

τ∫
0

ds

(F (ρ)− F (s))
1
2

(1.11)

Remmarquons que

τ∫
0

ds

(F (ρ)− F (s))
1
2

≤ (2)
1
2

ρ∫
0

ds

(F (ρ)− F (s))
1
2

=
√
λ ≡ G(ρ) (1.12)

Ce qui montre que la fonction g est bien définie, continue sur [0, ρ] et dérivable sur
]0, ρ[ .
De plus g est strictement croissante, car

g′(τ) =
(2λ)−

1
2

(F (ρ)− F (τ))
1
2

> 0 ∀τ ∈]0, ρ[. (1.13)

Donc g est bijective et son inverse g−1 est dérivable sur ]0, 1
2
[ .

Posons u(x) = g−1(x), où x ∈ [0, 1
2
]. On a u(0) = 0 et u(1

2
) = ρ.

Et

u′(x) =
1

g′(g−1(x))
=

1

g′(u(x))
pour x ∈]0,

1

2
[. (1.14)

Donc

u′(x) = (2λ)
1
2 (F (ρ)− F (u(x)))

1
2 , ∀x ∈]0,

1

2
[.

Par suite

u′′(x) = −(2λ)
1
2

2
(F (ρ)− F (u(x)))−

1
2f(u(x))u′(x), ∀x ∈]0,

1

2
[
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Ainsi

−u′′(x) = λf(u(x)), ∀x ∈]0,
1

2
[.

De plus

u′(
1

2
) = (2λ)

1
2 lim
x<→ 1

2

(F (ρ)− F (u(x)))
1
2 = 0.

Donc (u, λ) est solution du problème (P ′1).

Lemme 1.2.1. (u, λ) est l’unique solution positive de (P ′1) tel que u(1
2
) = ρ.

Preuve 1.2.2. Soit (v, λ) une autre solution positive de (P ′1) vérifiant v(1
2
) = ρ.

Sopposons qu’il existe x0 ∈ [0, 1
2
] tel que u(x0) 6= v(x0).

On a (1.12)

g(u(x0)) = (2λ)−
1
2

u(x0)∫
0

ds

(F (ρ)− F (s))
1
2

= x0

et

g(v(x0)) = (2λ)−
1
2

v(x0)∫
0

ds

(F (ρ)− F (s))
1
2

= x0

Ce qui donne
u(x0)∫
v(x0)

ds

(F (ρ)− F (s))
1
2

= 0,

donc

(F (ρ)− F (s)) −
1
2 = 0,

pour tout s dans l’intevalle d’extrémités u(x0) et v(x0), ce qui est impossible.
Ainsi on a

u(x) = v(x), ∀x ∈ [0, 1
2
].
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D’où l’unicité de la solution de (P ′1).

D’aprés la remarque (1.1.1), si λ est fixés tel que
√
λ = G(ρ), le problème (P1) admet

une seule solution donnés par

u(x) = v(x) pour x ∈ [0, 1
2
],

et

v(x) = u(1− x) pour x ∈ [1
2
, 1].

Remarque 1.2.1. Les équations (1.7) et (1.9) peuvent être utilisées pour construire
les solutions de (P1) et (P ′1)

Remarque 1.2.2. Soit σ > 0 telle que F (σ) = 0. Notons que pour ρ ∈ (0, σ) il
y aura certains s ∈ [0, σ] de telle sorte que F (ρ) − F (s) < 0. Par conséquent, pour
(1.7) et (1.10) soit défini nous devons ρ ≥ σ (voir Figure (1.3))

Figure 1.3 – Pas de solution à valeurs réelles pour ρ < σ

Remarque 1.2.3. L’intégrale existe et bien défini. En effet, soit r > 0 fixé et
ρ ∈ [0, r], on a

(λ(ρ))
1
2 = (2)

1
2

ρ∫
0

ds

(F (ρ)− F (s))
1
2

= (2ρ)
1
2

1∫
0

ρ
1
2

(F (ρ)− F (ρv))
1
2

dv (1.15)
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Posons mr = inf
t∈[0,r]

(f(t)). D’après le théorème des accroissements finis, pour tout

v ∈ [0, 1]

∃c0 ∈]ρv, ρ[⊂]0, r[, tel que F (ρ)− F (ρv) = ρ(1− v)f(c0) ≥ ρ(1− v)mr.

D’où

0 ≤ ρ
1
2

(F (ρ)− F (ρv))
1
2

≤ ρ
1
2

(mrρ(1− v))
1
2

=
1

(mr(1− v))
1
2

Donc

0 ≤ (λ(ρ))
1
2 ≤ (

2ρ

mr

)
1
2

1∫
0

dv

(1− v)
1
2

≤ (
2r

mr

)
1
2

1∫
0

dv

(1− v)
1
2

<∞

La convergence de l’intégrale impropre
1∫
0

dv

(1−v)
1
2

implique que l’intégrale

impropre
ρ∫
0

ds

(F (ρ)−F (s))
1
2

converge uniformément dans [0, r]

Le théorème suivant résument la discussion ci-dessus.

Théorème 1.2.2. Si ρ ∈ (σ, r), il existe un unique λ > 0 tel que (2) a une solution
positive u satisfaisant ‖u‖∞ = ρ. pour toute ρ ∈ (σ, r), λ est donné par (1.10) et

u(x) est donnée par (1.7) pour 0 ≤ x ≤ 1
2
, voir figure (1.4).

Figure 1.4 –
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1.3 Continuité de G(ρ)

Lemme 1.3.1. Si ρ ∈ (σ, r) la courbe de bifurcation G(ρ) est une fonction continue.

Preuve 1.3.1. En effet, soit ε > 0 donné et sans perte de généralité supposons
que ρ1 > ρ2 ≥ σ. Alors

|G(ρ1)−G(ρ2)| = |
√

2

∫ ρ1

0

ds√
F (ρ1)− F (s)

−
√

2

∫ ρ2

0

ds√
F (ρ2)− F (s)

|

≤
√

2|
∫ ρ1

0

ds√
F (ρ1)− F (s)

−
∫ ρ2

0

ds√
F (ρ1)− F (s)

|

=
√

2|
∫ ρ1

ρ2

ds√
F (ρ1)− F (s)

|.

Le théorème de la valeur moyenne montre qu’il existe un η ∈ (s, ρ1) de telle sorte
que

F (ρ1)− F (s) = F ′(η)(ρ1 − s).

Puisque

F (η) =
∫ η
0
f(t)dt,

nous avons donc

F ′(η) = f(η) .

Ainsi,
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√
2|
∫ ρ1

ρ2

ds√
F (ρ1)− F (s)

| =
√

2|
∫ ρ1

ρ2

ds√
f(η)(ρ1 − s)

|

≤
√

2|
∫ ρ1

ρ2

ds√
hη(ρ1 − s)

| où hη = min(f(η)) et η ∈ (s, ρ1)

=

√
2√
hη
|
∫ ρ1

ρ2

ds√
(ρ1 − s)

|

=

√
2√
hη

2
√
ρ1 − ρ2.

Cela implique

|G(ρ1)−G(ρ2)| < ε si ρ1 − ρ2 <
ε2hη

8

Donc, G(ρ) =
√

2
∫ ρ
0

ds√
F (ρ1)−F (s)

est uniformément continue pour ρ ≥ σ.

1.4 Dérivé de G(ρ)

Dans le calcul de la dérivée de G(ρ) nous aurons besoin d’utiliser une conséquence de
la formule Leibniz suivante :

dG(ρ)

dρ
=

∫ w(ρ)

(ρ)

∂f

∂ρ
ds+ f [w(ρ), ρ]

dw

dρ
− f [v(ρ), ρ]

dv

dρ
,

ce qui montre que, si les limites d’intégration ne sont pas des fonctions a variable
indépendante, alors le dérivé d’une intégrale est simplement l’intégrale de la dérivée.
Après un changement de variable qui nous donne limites constantes d’intégration, le
dérivé de (1.10) peut maintenant être carrément calculé ...

dG(ρ)

dρ
=

d

dρ
[
√

2ρ

∫ 1

0

ds√
F (ρ)− F (ρs)

]

=
√

2ρ
d

dρ
[

∫ 1

0

ds√
F (ρ)− F (ρs)

] +
√

2

∫ 1

0

ds√
F (ρ)− F (ρs)
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qui, par la règle de Leibniz ci-dessus

=
√

2ρ

∫ 1

0

∂

∂ρ
[

ds√
F (ρ)− F (ρs)

] +
√

2

∫ 1

0

ds√
F (ρ)− F (ρs)

= −
√

2

2
ρ

∫ 1

0

[
ds

(F (ρ)− F (ρs))
3
2

∂

∂ρ
(F (ρ)− F (ρs))] +

√
2

∫ 1

0

ds√
F (ρ)− F (ρs)

= −
√

2

2
ρ

∫ 1

0

[
ds

(F (ρ)− F (ρs))
3
2

(
d

dρ
F (ρ)− ∂

∂ρ
F (ρs))] +

√
2

∫ 1

0

ds√
F (ρ)− F (ρs)

= −
√

2

2
ρ

∫ 1

0

[
ds

(F (ρ)− F (ρs))
3
2

(
d

dρ

∫ ρ

0

f(t)dt− ∂

∂ρ

∫ ρs

0

f(t)dt)] +
√

2

∫ 1

0

ds√
F (ρ)− F (ρs)

= −
√

2

2
ρ

∫ 1

0

[
f(ρ)− sf(sρ)

(F (ρ)− F (ρs))
3
2

ds] +
√

2

∫ 1

0

F (ρ)− F (ρs)

(F (ρ)− F (ρs))
3
2

ds

=
√

2(

∫ 1

0

[
−1

2
ρf(ρ) + 1

2
ρsf(sρ)

(F (ρ)− F (ρs))
3
2

ds] +

∫ 1

0

F (ρ)− F (ρs)

(F (ρ)− F (ρs))
3
2

ds)

=
√

2

∫ 1

0

[
(F (ρ)− 1

2
ρf(ρ))− (F (ρs)− 1

2
ρsf(sρ))

(F (ρ)− F (ρs))
3
2

ds]

=
√

2

∫ 1

0

[
−1

2
ρf(ρ) + 1

2
ρsf(sρ) + F (ρ)− F (ρs)

(F (ρ)− F (ρs))
3
2

ds]

=
√

2

∫ 1

0

[
H(ρ)−H(sρ)

(F (ρ)− F (ρs))
3
2

ds] où H(ρ) = F (ρ)− 1

2
ρf(ρ)

et nous avons donc

G′(ρ) =

√
2

ρ

∫ ρ

0

H(ρ)−H(s)

(F (ρ)− F (s))
3
2

ds (1.16)

Puisque F (ρ) − F (s) > 0 pour tous s ∈ (0, ρ) et σ < ρ, nous pouvons voir à partir
(1.12) que les conditions suffisantes pour que G′(ρ) soit positif et négatif respective-
ment sont

H(ρ)−H(s) > 0, ∀s0 < s < ρ, σ < ρ, (1.17)
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et

H(ρ)−H(s) < 0, ∀s0 < s < ρ, σ < ρ (1.18)

respectivement,



Chapitre 2

Problème non-positone

Dans ce chapitre, nous étudions le problème de valeurs propres non linéaire de la
forme

(P1)

{
−u′′(x) = λf(u(x)), 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0

où f(0) < 0 Nous examinons les cas où la fonction f convexe, concave et convexe-
concave à la fois de telle sorte nous développons des conditions nécessaires et suf-
fisantes pour examiner certains types de résultats de multiplicité commençant par
l’existence de deux ou trois solutions qui se produisent souvent de façon surprenante
pour des problèmes semipositone provenant dans diverses applications.
Soit le problème aux limites

(P1)

{
−u′′(x) = λf(u(x)), 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0

oú f est de classe C2 et satisfait aux hypothèses suivantes :
(H1) f(0) < 0, f ′(s) > 0 pour tout s > 0

(H2) ∃θ, β tel que θ > β > 0, f(β) = 0 et F (θ) = 0, F (s) =
s∫
0

f(t)dt avec s ≥ 0

Exemple 2.0.1. La fonction définie par f(s) = s2 + s− 6 vérifie les hypothèses (H1)

et (H2).



23

En effet F (s) = 2s3+3s2−36
6

, f(0) = −6 < 0, f ′(s) > 0, pour s > 0, β = 2 et θ ≈ 3.558

Définition 2.0.1. Une solution de (P1) est un couple (u, λ) ∈ C2([0, 1];R+)×[0,+∞)

tel que u satisfait (P1). On dit aussi que u est solution positive de (P1) pour λ donnée.

Remarque 2.0.1. 1) D’aprés l’hypothèse (H2), F est décroissante sur [0, β] et crois-
sante sur [β,+∞[.

2) Pour (u, λ) solution positive de (P1), on a ρλ= max
x∈[0,1]

|u(x)| = u(1
2
).

3) Pour ρ ∈ [0, θ[, le problème (P1) n’admet pas de solution positive.

En effet, si (u, λ) est une solution positive de (P1) avec ρ = u(1
2
) < θ, d’aprés (1.2)

on a

(u′(x))2 = 2λ[F (ρ)− F (u(x))] pour x ∈ [0, 1
2
].

En particulier on a (u(0))2 = 2λ F (ρ) < 0, ce qui est impossible.
Soit (u, λ) une solution de (P1) , (1.3) on a

u′(x) =
√

2λ(F (ρ)− F (u(x))), x ∈ [0,
1

2
], (2.1)

par suite

x
√

2λ =

u(x)∫
0

ds

(F (ρ)− F (s))
1
2

(2.2)

où ρ = u(1
2
) ≥ θ.

En substituant x = 1
2
dans (2.2) on obtient

√
λ =
√

2

ρ∫
0

ds

(F (ρ)− F (s))
1
2

=
√

2

1∫
0

ρdv

(F (ρ)− F (ρv))
1
2

Posons

G(ρ) =
√

2

1∫
0

ρdv

(F (ρ)− F (ρv))
1
2
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Lemme 2.0.1. ([1]) La fonction G est continue et différentiable pour
ρ ∈]0,+∞[, et on a

G′(ρ) =
√

2

1∫
0

H(ρ)−H(ρv)

[F (ρ)− F (ρv)]
3
2

dv (2.3)

où H(s) = F (s)− s
2
f(s).

2.1 Comportement des G(ρ) au voisinage de σ

Le comportement de G(ρ) au voisinage de σ s’est avéré être un facteur crucial dans la
détermination de nombre de solutions. Nous allons voir que ce comportement dépend
aussi de la valeur de f(0). Considérant que des solutions positives, rappelons que

G(ρ) =
√

2

∫ ρ

0

ds√
F (ρ)− F (s)

où F (s) =

∫ s

0

f(t)dt.

Remarque 2.1.1. Si f(0) < 0 on a les deux lemmes suivants

Lemme 2.1.1. Si f(0) < 0 Alors limρ→σ+ G(ρ) <∞.

Preuve 2.1.1. On a F (0) = 0 et puisque F ′(s) = f(s) et f(0) < 0 nous avons que
F ′(0) < 0.

Alors il existe un ω ∈ (0, σ) de telle sorte que pour certaines m > 0, −ms > F (s)

pour s ∈ (0, ω). également , ns− b > F (s) pour certaines n > 0 et b > 0, s ∈ (ω, σ)

et F ′(s) > n pour s ∈ [σ, σ + ε] pour certaines ε > 0

(voir Figure (2.1))



2.1 Comportement des G(ρ) au voisinage de σ 25

Figure 2.1 – Fonction J(s)

Ainsi, en définissant

J(s) =

{
−ms, 0 ≤ s ≤ ω

ns− b, ω < s ≤ ρ et ρ ∈ [σ, σ + ε].

nous avons que
J(ρ)− J(s) ≤ F (ρ)− F (s) pour ρ ∈ (σ, σ + ε] et 0 ≤ s ≤ ρ.
Cela implique que

G(ρ) =
√

2

∫ ρ

0

ds√
F (ρ)− F (s)

≤
√

2

∫ ρ

0

ds√
J(ρ)− J(s)

=
√

2

∫ ω

0

ds√
nρ− b+ms

+
√

2

∫ ρ

ω

ds√
nρ− ns

=
2
√

2

m
[
√
nρ− b+mω −

√
nρ− b] +

2
√

2

n

√
n(ρ− ω).

Notant que nσ − b = 0 et qu’il existe k ∈ (0, 1) telle que ω = kσ, nous avons que

lim
ρ→σ+

[
2
√

2

m
[
√
nρ− b+mω −

√
nρ− b] +

2
√

2

n

√
n(ρ− ω)]

= [
2
√

2

m
[
√
nσ − b+mkσ −

√
nσ − b] +

2
√

2

n

√
n(σ − kσ)] (0 < k < 1)

= 2
√

2[
1

m
[
√
mkσ] +

1

n

√
nσ(1− k)] <∞.
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donc, lim
ρ→σ+

G(ρ) <∞.

Lemme 2.1.2. ([6])
Si f(0) = 0 alors lim

ρ→σ+
G(ρ) =∞.

Preuve 2.1.2. Nous avons

G(ρ) =
√

2

∫ ρ

0

ds√
F (ρ)− F (s)

≥
√

2

∫ ε

0

ds√
F (ρ)− F (s)

0 < ε < ρ

Soit k(s) = F (ρ)−F (s). Alors k′(s) = −f(s) et k′′(s) = −f ′(s). Supposons que ε est
suffisamment petit pour que f(s) < 0 et f ′(s) < 0 pour s ∈ (0, ε] et ρ ∈ (σ, σ + 1].
Alors il existe a > 0 tel que k(s) ≤ F (ρ) + α2s2. Alors

G(ρ) ≥
√

2

∫ ε

0

ds√
F (ρ) + α2s2

=

√
2

α

∫ ε

0

ds√
s2 + F (ρ)

a2

=

√
2

α
ln[s+

√
s2 +

F (ρ)

α2
]ε0

=

√
2

α
[ln{ε+

√
ε2 +

F (ρ)

α2
} − ln

√
F (ρ)

α2
]

donc, lim
ρ→σ+

G(ρ) =∞ puisque F (σ) = 0.

2.2 Pente de G(ρ) au voisinage de σ

Lemme 2.2.1. Si f(0) ≤ 0 alors lim
ρ→σ+

G′(ρ) < 0.

Preuve 2.2.1. Si f(0) = 0 alors lim
ρ→σ+

G(ρ) =∞ et donc lim
ρ→σ+

G(ρ) < 0.

Rappelons que si f(0) < 0 alors G(σ) < ∞ de sorte qu’il n’est pas immédiatement
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évident que lim
ρ→σ+

G(ρ) < 0 comme il était au-dessus. Cependant, pour ε > 0 suffisam-

ment petit, nous avons F ′(s) > 0 pour σ ≤ s < σ + ε. Ainsi G(σ + s) − G(σ) < 0

pour σ < s < σ + ε et donc G′(ρ) < 0 pour ρ au voisinage de σ.

2.3 Résultats de Multiplicité

Il est difficile de tirer des conclusions générales sur le comportement de la courbe de
bifurcation (1.1), et donc le nombre est l’ensemble de solutions du problème (P1) à
cause de la forte dépendance de la nature du caractère non linéaire de la fonction f .
Toutefois, si nous faisons certaine hypothèses simples sur le comportement de f alors
nous pouvons tirer quelques conclusions sur le nombre de solutions du problème (P1)

Avant d’examiner des cas spécifiques,chacun avec des hypothèses particulières sur le

comportement de f (et donc
f(u)

u
) nous allons étudier comment la nature de f influe

sur la forme de la courbe de bifurcation.

Tout d’abord, remarquons que
d

du
(
f(u)

u
) =

f ′(u)u− f(u)

u2
> 0 pour 0 < u < τ et

restera négative pour u < τ sauf si f est suffisamment convexe pour que
f(u)

u
atteint

un maximum local .
Rappelons que

H(u) = F (u)− 1
2
uf(u))

et ainsi

H ′(u) = 1
2
(f(u)− uf ′(u))

et

H
′′
(u) = −uf ′′(u).

Puisque
d

du
(
f(u)

u
) =

f(u)− uf ′(u)

u2
, le signe de H ′(u) correspond au signe de

f(u)

u

et nous avons H(u) et
f(u)

u
sont concave lorsque f convexes est et convexe lorsque

f est concave.
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2.3.1 Nonlinéarité convexe

Lemme 2.3.1. ([1]) Si f ′′(s) > 0 pour s > 0 et lim
s→+∞

f(s)
s

= +∞ alors G′′(ρ) < 0

et lim
ρ→+∞

G(ρ) = 0.

Preuve 2.3.1. On a

H(s) = F (s)− s
2
f(s), H ′(s) = 1

2
[f(s)− s f ′(s)]

et

H ′′(s) = − s
2
f ′′(s).

Comme f ′′(s) > 0 pour s > 0, donc H ′(s) < 0 est décroissante.
De plus

H ′(s) < H ′(0) < 0, ∀s > 0.

Par suite H est décroissante, d’où H(ρ)−H(ρv) < 0 pour v ∈ [0, 1], par conséquent
G′(ρ) < 0. Pour ρ ∈]0,+∞[, on a

G(ρ) =
√

2

1∫
0

ρdv

(F (ρ)− F (ρv))
1
2

(2.4)

=
√

2

1
2∫

0

ρdv

(F (ρ)− F (ρv))
1
2

+
√

2

1∫
1
2

ρdv

(F (ρ)− F (ρv))
1
2

Pour 0 < v < 1
2
et ρ assez grand on a

F (ρv) ≤ F (
1

2
ρ), donc F (ρ)− F (ρv) ≥ F (ρ)− F (

ρ

2
) (2.5)

En utilisent le théorème des acroissement finis sur [ρ
2
, ρ], on obtient

F (ρ)− F (
ρ

2
) =

1

2
ρf(c0), c0∈]

ρ

2
, ρ[.
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Alors

F (ρ)− F (
ρ

2
) ≥ 1

2
ρf(

ρ

2
) (car f est croissante) (2.6)

Pour 1
2
< v < 1 et ρ assez grant, on a

F (ρ)− F (ρv) = ρ(1− v)f(c1), ou c1 ∈]ρv, ρ[

d’où

F (ρ)− F (ρv) ≥ ρ(1− v)f(
ρ

2
) (car f est croissante) (2.7)

Par suite, on a

√
λ(ρ) = G(ρ) ≤

√
2

1
2∫

0

ρdv√
1
2
ρf(1

2
ρ)

+
√

2

1∫
1
2

ρ√
1
2
ρf(1

2
ρ)

dv√
1− v

(2.8)

= 3

√
ρ

f(1
2
ρ)

Comme lim
s→+∞

f(s)
s

= +∞ , alors

lim
ρ→+∞

√
λ(ρ) = lim

ρ→+∞
G(ρ) = 0

Théorème 2.3.1. ([3]) Si f ′′(s) > 0 pour s > 0 et lim
s→+∞

f(s)
s

= +∞, alors il existe

λ∗ > 0 tel que (P1) a une seule solution positive pour 0 < λ < λ∗ et n’a pas de solution
positive pour λ > λ∗. De plus la norme de la solution positive ρλ est croissante quand
λ décroit. En particulier ρλ∗ = θ et lim

λ→0
ρλ = +∞.

Preuve 2.3.2. D’aprés le lemme (2.2.1)., on a

G′(ρ) < 0

et

lim
ρ→+∞

G(ρ) = 0.
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Comme

√
λ(θ) = G(θ) =

√
2

θ∫
0

ds√
−F (s)

=
√

2

1∫
0

θdv√
−F (θv)

=
√
λ∗ (2.9)

est finie et positive.
Alors λ(ρ) est bornée pour ρ ∈ [θ,+∞[, ainsi le problème (P1) n’a pas de solution
positive pour λ > max

[θ,+∞[
λ(ρ) (voir fig 2.2)

Figure 2.2 –

Puisque λ(ρ) est continue décroissante alors λ(ρ) est inversible et son inverse ρλ :

]0, λ∗]→ [θ,+∞[ vérifier ρ′λ < 0 sur ]θ,+∞[,

ρλ∗ = θ et lim
λ→0

ρλ = +∞.

2.3.2 Nonlinéarité concave

Lemme 2.3.2. ([1]) Si f ′′(s) < 0 pour s > 0, lim
s→+∞

f(s) = M , avec 0 < M ≤ +∞,

lim
s→+∞

sf ′(s) = 0 et f(θ)
θ
< f ′(θ), alors il existe δ, γ > 0 ; θ < δ < γ, tel que H ′(δ) = 0

et H(γ) = 0.

De plus G′(ρ) < 0 pour ρ ∈]θ, δ[, G′(ρ) > 0 pour ρ > γ et lim
ρ→+∞

G(ρ) = +∞.
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Preuve 2.3.3. Du fait que f ′′(s) < 0 pour s > 0 et H ′′(s) = − s
2
f ′′(s) > 0 pour s > 0,

H ′(s) = 1
2
[f(s)− sf ′(s)] est croissante, d’autre part on a

H ′(0) = f(0)
2
< 0, H ′(θ) < 0

et

lim
s→+∞

H ′(s) = M
2
> 0.

La fonction H est convexe de l’infinie (voir fig (2.3)).

Figure 2.3 – Nonlinéarité concave

D’où l’existance de δ et γ tels que θ < δ < γ, H ′(δ) = 0 et H(γ) = 0.

Ainsi pour ρ ∈]θ, δ[ H est décroissante, donc H(ρ)−H(ρv) < 0 pour tout v ∈]0, 1[.

D’où G′(ρ) < 0 pour ρ ∈]θ, δ[. Pour ρ > γ, H et croissante, donc H(ρ)−H(ρv) > 0 .
D’où G′(ρ) > 0 pour ρ > γ. Il nous reste à montrer que lim

ρ→+∞
G(ρ) = +∞.

En utilisant le théorème des accroissements finis, il existe alors c ∈]0, ρv[ tel que

F (ρv)− F (0) = (ρv − 0) f(c) ≥ ρv f(0) (car f ′(s) > 0, pour s > 0)

i.e.
F (ρv) ≥ ρv f(0)

d’où
F (ρv)

F (ρ)
≥ ρv f(0)

F (ρ)
, (car F (ρ) > 0) (2.10)
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Comme

G(ρ) =
√

2
ρ√
F (ρ)

1∫
0

dv√
1− F (ρv)

F (ρ)

Alors d’aprés (2.10)on a

G(ρ) ≥
√

2
ρ√
F (ρ)

1∫
0

dv√
1− f(0)ρv

F (ρ)

i.e.

G(ρ) ≥ −
√

2

√
F (ρ)

f(0)

− ρf(0)
F (ρ)∫
0

dy√
1 + y

Par suite

G(ρ) ≥ −2
√

2

√
F (ρ)

f(0)
[

√
1− ρf(0)

F (ρ)
− 1]

D’où
lim

ρ→+∞
G(ρ) = +∞

Théorème 2.3.2. ([1]) Si f ′′ (s) < 0 pour s > 0, lim
s→+∞

f(s) = M

où 0 < M ≤ +∞, lim
s→+∞

sf ′(s) = 0 et f (θ)
θ

< f
′

( θ), alors il existe λ∗, λ1 et λ2 tel

que 0 < λ1 < λ∗ ≤ λ2 et le problème (P1) possède
1) zéro solution positive pour 0 < λ < λ1 ,

2) au moins deux solutions positives pour λ1 < λ < λ∗,

3) au moins une solutions positives pour λ ≥ λ∗, ou λ = λ1, (en particulier il y a une
unique solution positive pour λ > λ2).
De plus ρλ∗ = θ et lim

λ→+∞
ρλ = +∞.

Preuve 2.3.4. D’aprés le lemme(2.3.1), on a G′(ρ) < 0 pour ρ ∈]θ, δ[, G′(ρ) > 0

pour ρ > γ et lim
ρ→+∞

G(ρ) = +∞.

Soient
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λ∗ = (G(θ))2, λ1 = min
ρ∈[δ,γ[

(G(ρ))2

et λ2 = {λ∗, (G(γ))2}.

La fonction λ(ρ) est décroissante sur [θ, δ], croissante sur ]γ,+∞[.

Donc λ1 = (min
ρ≥θ

G(ρ))2.

Ainsi en déduit que
1) (P1) n’a pas de solution positive pour 0 < λ < λ1.

2) (P1) admet au moins une solution positive pour λ∗ < λ < λ2, ou λ = λ1.

3) (P1) admet au moins deux solution positive pour λ1 < λ < λ∗.

4) (P1) admet une unique solution positive pour λ > λ2. (voir fig (2.4)).
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Figure 2.4 –

2.3.3 Nonlinéarité concave-convexe

Lemme 2.3.3. ([1]) Si f ′′(s) < 0 pour s ∈]0, s0[ avec s0 > θ, f ′′(s) > 0 pour

s > s0,
f (θ)
θ

< f ′ (θ) et s’il existe σ > θ tel que H(σ) > 0, lim
s→+∞

f (s)
s

= +∞ et

lim
s→+∞

(f(s)−sf ′(s)) < 0, alors il existe σ1, σ2, σ3 et σ4 tels que θ < σ1 < σ2 < σ3 < σ4

et
G′(ρ) < 0, pour ρ ∈]θ, σ1[∪]σ4,+∞[

et
G′(ρ) > 0, pour ρ ∈]σ2, σ3[

De plus lim
ρ→+∞

G(ρ) = 0.

Preuve 2.3.5. H ′(s) = 1
2
[f(s)− sf(s)], H ′′(s) = −1

2
sf ′′(s).

D’après les hypothèses sur f ′′, on a H ′(s) est croissante sur ]0, s0[ et décroissante sur

]s0,+∞[, de plus H ′′(s0) = 0, H ′(0) = f(0)
2
< 0 et lim

s→+∞
H ′(s) < 0 (voir fig (2.5)).
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Figure 2.5 –

On a H ′(s0) > 0, en effet supposons le contraire, H ′(s0) ≤ 0 pour tout s ≥ 0, ce qui
implique que H est décroissante avec H(0) = 0, donc H ′(s) ≤ 0 pour tout s ≥ 0, ce
qui est impossible car H(σ) = H ′(σ3) = 0.

De plus σ1 > θ car H ′(θ) = θ
2
(f(θ)

θ
− f ′(θ)) < 0 et θ < s0.

Donc

H ′(s) =
1

2
[f(s)− sf ′(s)] < 0 pour s ∈]0, σ1[∪]σ3,+∞[

et

H ′(s) =
1

2
[f(s)− sf ′(s)] < 0 pour s ∈]σ1, σ3[

On déduit le tableau de variation de H
Il est claire que H(σ1) < 0.

Puisqu’il existe σ > θ, alors H(σ3) = max
s≥0

H(s) > H(σ) > 0. Comme H est décrois-

sante sur ]σ3,+∞[ et H ′′(s) < 0.(H est concave), donc lim
s→+∞

H(s) = −∞.

(voir fig (2.6))
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Figure 2.6 –

Soient σ2 et σ4 tels que σ1 < σ2 < σ3 < σ4 et H(σ2) = 0, H(σ4) = H(σ1).

On rappelle que

G′(ρ) =
√

2

1∫
0

H(ρ)−H(ρv)

[F (ρ)− F (ρv)]
3
2

dv (2.11)

1) Si ρ ∈]θ, σ1[, alors H(ρ) − H(ρv) ≤ 0 pour tout v ∈ [0, 1] car H est décroissante
sur ]θ, σ1[. D’où G′(ρ) ≤ 0.

2) Si ρ ∈]σ4,+∞[, alors pour v ∈ [0, 1], on a deux cas :
* Si ρv ≥ σ4, alors H(ρ)−H(ρv) ≤ 0 car H est décroissante sur ]σ4,+∞[.

* Si ρv < σ4, alors H(ρv) > H(σ4) ≥ H(ρ).

Alors dans les deux cas, on a G′(ρ) ≤ 0.

1) Si ρ ∈]σ2, σ3[, alors H(ρ) > 0 et pour v ∈ [0, 1] on a deux cas :
* Si ρv ≥ σ2, alors H(ρ)−H(ρv) ≥ 0 car H est croissante sur ]σ2, σ3[.

* Si ρv < σ2, H(ρv) < 0 ≤ H(ρ).

Alors dans les deux cas, on a G′(ρ) ≥ 0.

Comme G(ρ) ≤ 3
√

ρ

f ( 1
2
ρ)

(lemme (2.2.1)) et lim
ρ→+∞

f (s)
s

= +∞ alors lim
ρ→+∞

G(σ) = 0

Remarque 2.3.1. Si ρ ∈]σ1, σ2[∪]σ3, σ4[ l’allure de G dépend de la nature de f .

Théorème 2.3.3. ([1]) Supposons que les conditions du lemme (2.4.1)sont satis-
faites.
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Posons λ∗ = (G(θ))2 et λ2 = ( max
σ2≤ρ≤σ4

G(ρ))2.

1- Si λ2 ≥ λ∗, alors il existe λ0 et λ1 tels que 0 < λ1 ≤ λ0 l λ∗ ≤ λ2 et le problème
(P1)

∗ admet une seule solution positive pour 0 < λ < λ1.

∗ admet au moins solution positive pour λ1 ≤ λ ≤ λ0.

∗ admet au moins deux solution positive pour λ∗ ≤ λ ≤ λ2.

∗ n’a pas de solution positive pour λ > λ2.

∗ admet au moins trois solution positive pour λ0 < λ < λ∗.

2- Si λ2 < λ∗ alors il existe λ0 et λ1 tels que 0 < λ1 ≤ λ0 < λ∗ ≤ λ2 et le problème
(P1)

∗ admet une seule solution positive pour 0 < λ < λ1.

∗ admet au moins solution positive pour λ1 ≤ λ < λ0.

∗ admet au moins trois solution positive pour λ0 < λ < λ2.

∗ admet au moins deux solution positive pour λ = λ2.

∗ admet une seule solution positive pour λ2 < λ < λ∗.

∗ n’a pas de solution positive pour λ > λ∗.

De plus ρλ∗ = θ, lim
λ→+∞

ρλ = +∞

Preuve 2.3.6. De l’étude de H (lemme (2.4.1)), on a G′(ρ) < 0 pour
ρ ∈]θ, σ1[∪]σ4,+∞[, G′(ρ) > 0 pour ρ ∈]σ2, σ3[ et lim

ρ→+∞
G(ρ) = 0,

On voit que λ(ρ) est décroissante sur [θ, σ1] ∪ [σ4,+∞[, croissante sur [σ2, σ3].

Soient λ0 = ( min
σ1≤ρ≤σ2

G(ρ))2.

Ainsi on obtient l’allure de λ(ρ). (voir fig (2.7), fig (2.8))
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Figure 2.7 –

Figure 2.8 –

∗ Dans le premier cas le problème (P1) a une seule solution positive pour 0 < λ < λ1,

n’a pas de solution positive pour λ > λ2, a au moins trois solutions positives pour
λ0 < λ < λ∗, a au moins deux solutions positives pour λ∗ ≤ λ < λ2 et au moins une
solution positive pour λ1 ≤ λ ≤ λ0.
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∗ Dans le deuxième cas
le problème (P1) a une seule solution positive pour 0 < λ < λ1, n’a pas de solution
positive pour λ > λ∗, a au moins trois solutions positives pour pour λ0 < λ < λ2, a
au moins deux solutions positives pour λ = λ2 et admet une solution positive pour
λ2 < λ ≤ λ∗.

Remarque 2.3.2. Etant donnée qu’on ne peut pas déterminer les variations de G
dans les intervalles ]σ1, σ2[ et ]σ3, σ4[, on ne peut déterminer le nombre exacte des so-
lutions positives pour λ ∈]λ1, λ2[ (pour le premier cas) et λ ∈]λ1, λ

∗[ (pour le deuxième
cas).

2.4 Solutions positives avec n zéros intérieurs

Lemme 2.4.1. ([1]) Soit α = θ2

−F (β)
, alors 2α ≤ λ∗ ≤ 8α.

Preuve 2.4.1. D’une part, puisque β réalise le minimum de F , on a F (s) ≥ F (β)

pour tout s ∈]0, θ[.

D’où
1√
−F (s)

≥ 1√
−F (β)

∀s ∈]0, θ[.

Par suite

G(θ) =
√

2

θ∫
0

ds√
−F (s)

≥
√

2√
−F (β)

θ∫
0

ds =
θ
√

2√
−F (β)

Alors

λ∗ = (G(θ))2 ≥ 2θ2

−F (β)
= 2α (2.12)

D’autre part
F (s) ≤ As pour s ∈ [0, β]

et
F (s) ≤ B(θ − s) pour s ∈ [β, θ]
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Figure 2.9 –

où A = F (β)
β

et B = F (β)
θ−β (voir fig (2.9)).

Ainsi on a

1√
−F (s)

≤

√
−β
F (β)s

pour 0 ≤ s ≤ β

et

1√
−F (s)

≤

√
−(θ − β)

F (β)(θ − s)
pour β < s ≤ θ

Par suite

G(θ) =
√

2

β∫
0

ds√
−F (s)

+
√

2

θ∫
β

ds√
−F (s)

≤ 2
√

2β

√
−β
F (β)

+ 2
√

2(θ − β)

√
−(θ − β)

F (β)

i.e.

G(θ) ≤ 2θ
√

2√
−F (β)

=
√

8α (3.13)



2.4 Solutions positives avec n zéros intérieurs 41

D’où d’aprés (2.12) et (3.13) on a

2α ≤ λ∗ = (G(θ))2 ≤ 8α

Théorème 2.4.1. ([6]) Soient (u1, λ) et (u2, λ) deux solutions positives distinctes du
problème (P1) pour λ positif fixé. Alors ou bien u1(x) < u2(x) pour tout x ∈]0, 1[, ou
bien u1(x) > u2(x) pour tout x ∈]0, 1[

Preuve 2.4.2. Soient ρ1 = max
0<x<1

u1(x) = u1(
1
2
) et ρ2 = max

0<x<1
u2(x) = u2(

1
2
), avec

ρ1 6= ρ2.

Comme u1 et u2 sont deux solutions positives du problème (P1) pour λ > 0, alors
ρ1 ≥ θ et ρ2 ≥ θ.

Supposons que ρ1 < ρ2.

Alors F (ρ1) < F (ρ2) car F strictement croissante sur [θ,+∞[.

D’aprés (2.1), on a

u′1(x) =
√

2λ(F (ρ1)− F (u(x))) et u′2(x) =
√

2λ(F (ρ2)− F (u(x))) pour tout x ∈]0,
1

2
].

D’où u′1(x) < u′2(x).

Ainsi u1(x) =
x∫
0

u′1(t)dt <
x∫
0

u′2(t)dt = u2(x) pour tout x ∈]0, 1
2
], et par symétrique

on a u1(x) < u2(x) pour tout x ∈]0, 1[.

Si ρ1 = ρ2, de la même façon que précédemment, on obtient u1(x) = u2(x) ∀ x ∈]0, 1[.

De plus

u1(0) = u2(0) = u1(1) = u2(1).

Par conséquent, si u1 et u2 sont distinctes alors l’ensemble {x ∈]0, 1[/u1(x) = u2(x)}
est vide.

Définition 2.4.1. Soit (u, λ) une solution de (P1). On dit que u est une solution
positive avec n zéro intérieurs de (P1) pour λ donnée si u(x) > 0 ∀ x ∈ [0, 1] et s’il
existe x1, x2, ..., xn ∈]0, 1[. tels que 0 < x1 < x2 < ... < xn < 1 et u(xi) = 0 pour
i = 1, 2, ..., n.
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Remarque 2.4.1. Si u est une solution positive avec n zéro intérieurs x1, x2, ..., xn
de (P1) pour λ donnée, alors u′(xi) = 0 car f est positive et de classe C2.

Théorème 2.4.2. Pour tout n ∈ N∗, le problème (P1) admet une solution positive

avec n zéros intèrieurs {xi = i
n+1

, i = 1, .., n} si et seulement si λ = (n+ 1)2λ∗.

Preuve 2.4.3. Soit n ∈ N∗. Supposons que le problème (P1) admet une solution

positive u avec n avec zéros intérieurs {xi = i
n+1

, i = 1, .., n} pour λ donnée.

Montrons que λ = (n+ 1)2λ∗.

u vérifie le problème

(s)


−u′′(x) = λf(u(x)) 0 < x < 1

u(xi) = 0 i = 1, .., n

u′(xi) = 0

u(0) = u(1) = 0

Posons y = (n+ 1)x, donc x ∈ [0, 1
n+1

] si et seulement si y ∈ [0, 1].

On définit la fonction v par :

v(y) = u(x) = u(
y

n+ 1
)

on a

v′(y) =
1

n+ 1
u′(

y

n+ 1
)

et

v′′(y) =
1

(n+ 1)2
u′′(

y

n+ 1
) =

−λ
(n+ 1)2

f(u(
y

n+ 1
))

d’où

v′′(y) =
−λ

(n+ 1)2
f(v(y))

de plus v(0) = u(0) = 0, v(1) = u( y
n+1

) = 0 et v(y) ≥ 0.

par suite vvérifiele problème
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{
−v′′(y) = λ′f(v(y)), 0 < y < 1

v(0) = v(1) = 0.

avec λ′ = λ
(n+1)2

.

D’où (v, λ′) est une solution de (P1).

D’aprés l’équation (1.4), on a

v′(y) = −
√

2λ(F (ρ)− F (v(y))) pour y ∈ [
1

2
, 1] (2.13)

où ρ = v(1
2
) ≥ θ.

Comme v′(1) = 1
n+1

u′( 1
n+1

) = 0 et F (v(1)) = F (0) = 0, alors (2.13) nous donne

F (ρ) = 0 donc ρ = θ. D’où λ′ = (G(ρ))2 = (G(θ))2 d’aprés (2.9).
Alors

λ

(n+ 1)2
= λ∗ ie λ = (n+ 1)2λ∗.

Soient maintenant

λ = (n+ 1)2λ∗.

Ainsi à ρ = θ, on a une solution positive u pour λ∗.
Soit y = x

(n+1)2
, donc x ∈ [0, 1] si et seulement si y ∈ [0, 1

n+1
].

Posons

w1(y) = u(x) = u((n+ 1)y).

On a

w1(0) = u(0) = 0 et w1(
1

n+1
) = u(1) = 0.

d’aprés (1.3) on a

u′(x) =
√

2λ∗(F (θ)− F (u(x))) pour x ∈ [0,
1

2
]

D’où u′(0) = 0, de même u′(1) = 0 d’aprés (1.4).
Comme
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w′1(y) = (n+ 1)u′((n+ 1)y),

alors

w′1(0) = (n+ 1)u′(0) = 0

et

w′1(
1

n+1
) = (n+ 1)u′(1) = 0.

Soit la fonction w : [0, 1] → R+ définie par w(y) = w1(y − i
n+1

) si y ∈ [ i
n+1

, i+1
n+1

] où

i = 0, 1, ..., n.

w est bien positive et on a w( i
n+1

) = 0, pour i = 1, ..., n, w(0) = w(1) = 0.

Il nous reste à voir si w est de classe C2 et si elle vérifie l’équation

w′′(y) = −λf(w(y))

w est de classe C2 sur]0, 1[/{ i
n+1

, i = 1, ..., n}.

Par construction w est continue et dérivable aux point i
n+1

, i = 1, ..., n , car

w1(0) = w1(
1
n+1

) = 0 et w′1(0) = w′1(
1
n+1

) = 0.

On a aussi pour y ∈ [ i
n+1

, i+1
n+1

], i = 0, 1, ..., n

w′′(y) = w′′1(y − i
n+1

)

= (n+ 1)2u′′((n+ 1)y − i)
= −(n+ 1)2λ∗f(u((n+ 1)y − i))
= −(n+ 1)2λ∗f(w(y)

Puisque f et w sont continues, alors w′′ existe et continue sur [0, 1]. On a bien w est
de classe C2 sur ]0, 1[ et w”(y) = −λ∗f(w(y)) avec λ = (n+ 1)2λ∗.

Remarque 2.4.2. On peut démontrer que les seules solutions positives à n zéro
intérieurs pour λ donnée sont celles données par le théorème (2.5.2).



Chapitre 3

Le p-Laplacien

Dans ce chapitre on va généralisé l’étude du 1 et 2 chapitre a l’opérateur p-Laplacien
où p ∈ (1, 2], on récupère le priblème du p-Laplacien, i.e.

(P2)

{
−(|u′|p−2u′)′(x) = λf(u(x)), 0 < x < 1,

u(0) = u(1) = 0

Ce dernier a été considéré par plusieurs auteurs, en particulier, nous citons les travaux
de U.Janfalk [7], S.Bouguima es A.Lakmeche et A.Oumansour [2]. L’objet de ce travail
est de démontrer l’éxistance es le nombre des solutions positives du problème (P2)

pour p ∈ (1, 2], et de déterminer leur nombre.

3.1 Préliminaires

Dans ce chapitre, nous considérons le problème aux limites suivant

(P2)

{
−(|u′|p−2 u′)′(x) = λf (u(x)), p.p. 0 < x < 1

u(0) = u(1) = 0

où f : R+ → R∗+ est assez régulière, λ un paramètre réel positif et p ∈]1, 2].

Définition 3.1.1. Le couple (u, λ) ∈ C1([0, 1];R+) × [0,+∞[ est dit solution du
problème (P2) si
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i) u > 0 dans ]0, 1[,

ii) (|u′|p−2 u′) est absolument continue,

iii) −(|u′(x)|p−2 u′(x))′ = λf (u(x)) sur (0, 1) et u(0) = u(1) = 0.

On dit aussi que u est solution positive de (P2) pour λ donnée.

Remarque 3.1.1. Soient (u, λ) une solution de (P2) et x0 ∈]0, 1[

i) Si u′(x0) > 0 alors |u′(x0)|p−2 u′(x0) = (u′(x0))
p−1

ii) Si u′(x0) < 0 alors |u′(x0)|p−2 u′(x0) = −(−u′(x0))p−1

iii) Si u′(x0) = 0 alors ∃ε � 0 / u′(x) = 0 ∀x ∈]x0 − ε, x0[∪]x0, x0 + ε[.

Donc pour x 6= x0 on a lim
x→x0

|u′(x)|p−1 = 0, d’où

lim
x→x0

|u′(x)|p−2 u′(x) =

 − lim
x→x0

|u′(x)|p−1 si u′(x0) < 0

lim
x→x0

|u′(x)|p−1 si u′(x0) > 0

i.e.

lim
x→x0

|u′(x)|p−2 u′(x) = 0.

Lemme 3.1.1. ([2]) L’équation différentielle

− (|u′|p−2 u′)′(x) = λf (u(x)), p.p. 0 < x < 1 (3.1)

et le système

(S)

{
u′(x) = v(x) |v(x)|

2−p
p−1

v′(x) = −λ f (u(x)) p.p. 0 < x < 1

sont équationts, (i.e. si u est solution de (3.1) alors le couple (u, v = |u′|p−2 u′)) est
solution de (S) et inversement si (u, v) est solution de (S) alors u est solution de
(3.1).

Lemme 3.1.2. La fonction g : R → R définie par g(v) = v |v|
2−p
p−1 est localement

lipschitzienne pour p ∈]1, 2].
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Preuve 3.1.1. En dehors de lorigine v = 0, g est continůment différentiable, elle est
donc lipschitzienne sur R∗.

D’autre part, g est impaire, et pour v > 0 on a g′(v) = 1
p−1v

2−p
p−1 .

De plus lim
v→0+

g′(v) = 0.

Donc g est de classe C1 au voisinage de zéro.
Par suite g est de classe C1 sur R, donc elle est localement lipschitzienne sur R.

Lemme 3.1.3. ([5]) Si (u, λ) est solution de (P2) alors u est symétrique par rapport

à x0 = 1
2
.

Preuve 3.1.2. Soit (u, λ) est solution de (P2), telle que ‖u‖ = max
x∈[0,1]

u(x) = u(x0),

où x0 ∈ (0, 1). En particulier on a u′(x0) = 0.

Considérons le système

(C)


z′ = w |w|

2−p
p−1 ,

w′ = −λ f (z),

z(0) = u(x0),

w(0) = 0

Soient
(z1(x), w1(x)) = (u(x0 − x),−v(x0 − x)), x ∈ [0, x0] (3.2)

et
(z2(x), w2(x)) = (u(x0 + x),−v(x0 + x)), x ∈ [0, x1] (3.3)

où x1 = min {x0, 1− x0} et v = |u′|p−2 u′.
Alors (z1, w1) et (z2, w2) sont deux solutions de (C).

D’aprés le lemme(3.1.1), on a

z′1(x) = −u′(x0−x) = −v(x0−x) |v(x0 − x)|
2−p
p−1 = w1(x) |w1(x)|

2−p
p−1 pour x ∈]0, x0[,

(3.2)
et

w′1(x) = −v′(x0 − x) = − λ f (u(x0 − x)) = −λ f (z1(x)) pour x ∈]0, x0[,

(3.3)
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De plus

z1(0) = u(x0) et w1(0) = −v(x0) = − |u′(x0)|p−2 u′(x0) = 0.

Et de même, pour x ∈]0, x1[, on a d’aprés lemme (3.1.1)

z′2(x) = u′(x0 +x) = v(x0 +x) |v(x0 + x)|
2−p
p−1 = w2(x) |w2(x)|

2−p
p−1 pour x ∈]0, x1[,

(3.4)
et

w′2(x) = v′(x0 + x) = − λ f (u(x0 + x)) = −λ f (z2(x)) pour x ∈]0, x1[, (3.5)

et

z2(0) = u(x0) et w2(0) = v(x0) = − |u′(x0)|p−2 u′(x0) = 0.

D’autre part, l’application (z, w) → (g(w), λ f (z)) est localement lipschitzienne car
f et g le sont (lemme (3.1.2)). Donc le problème (C) admet une unique solution dans
]0, x1[, i.e. (z1(x), w1(x)) = (z2(x), w2(x)), pour x ∈]0, x1[.

D’aprés les propriétés de prolongement des équations différentielles ordinaires, on
peut dire que (z1(x), w1(x)) = (z2(x), w2(x)), dans x ∈ [0, x1]. Ceci implique que
u(x0 +x) = u(x0−x), x ∈]0, x0[. D’où on a u(0) = u(2x0) = 0, puisque u est positive

sur (0, 1) alors 2x0 = 1, i.e. x0 = 1
2
.De plus u est symétrique par rapport à 1

2
.

Soient F : R+ → R+ définie par F (u) =
u∫
0

f(s)ds et G : R+ → R+, définie par

G(ρ) = 2(
p− 1

p
)

ρ∫
0

ds

[F (ρ)− F (s)]
1
p

(3.6)

pour ρ > 0 et G(0) = 0.

Lemme 3.1.4. ([2]) Si (u, λ) est solution de (P2), alors λ
1
p = G(‖u‖).
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Preuve 3.1.3. Soit (u, λ) une solution de (P2) alors on a

− (|u′|p−2 u′)′(x) = λ f(u(x)) p.p x ∈ [0, 1] (3.7)

En multipliant l’équation précédente par u′(x), et en intégrant entre x ∈ [0, 1
2
] et 1

2
,

on obtient

−

1
2∫

x

(|u′(t)|p−2 u′(t))′u′(t)dt =

1
2∫

x

λ f(u(t))u′(t)dt. (3.8)

Nous avons, d’une part,

1
2∫

x

λ f(u(t))u′(t)dt = λ

u( 1
2
)∫

u(x)

f(y)dy = λ(F (‖u‖))− F (u(x)). où ‖u‖ = u(
1

2
) (3.9)
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et d’autre part,

−

1
2∫

x

(|u′(t)|p−2 u′(t))′u′(t)dt = −

1
2∫

x

((u′(t))p−1)u′(t)dt, (3.10)

= −

1
2∫

x

u′(t)d((u′(t))p−1)

= −
u
′
(1/2)∫

u′ (x)

vd(v p−1)

= −
0∫

u′ (x)

v
[
(p− 1)v p−2] dv

= −(p− 1)

0∫
u′ (x)

v p−1dv

= −(p− 1)

p
[v p]u

′
(x)

par suite

−
1/2∫
x

(
| u′(t) |p−2 u′(t)

)′
u
′
(t)dt =

(p− 1)

p
(u
′
(t))p (3.11)

De (3.8), (3.9) et (3.11), on a

(p− 1)

p
(u
′
(x))p = λ(F (‖u‖)− F (u(x))).

Donc pour tout x ∈ ]0, 1/2[ on a
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(u′(x))p =

(
p

p− 1

)
λ(F (‖ u ‖))− F (u(x)) (3.12)

D’ou

λ1/p =

(
p− 1

p

)1/p
u
′
(x)

[F (‖ u ‖)− F (s)]1/p
pour x ∈ ]0, 1/2[ . (3.13)

Aprés intégration et changement de variable on obtient,

λ1/p = 2

(
p− 1

p

)1/p
‖u‖∫
0

ds

[F (‖ u ‖)− F (s)]1/p
= G(‖ u ‖) (3.14)

Lemme 3.1.5. ([2]) La fonction G est continue sur R+.

Preuve 3.1.4. Soit ρ ∈]0,+∞[, on a

inf
r∈[0,ρ]

{f (r)} .(ρ− s) ≤
ρ∫
s

f (s)ds ≤ F (ρ)− F (s) ≤ sup
r∈[0,ρ]

{f(r)} .(ρ− s) (3.15)

On a

G(ρ) ≤
(
p− 1

p

) 1
p

ρ∫
0

ds

( inf
r∈[0,ρ]

(f (r))
1
p (ρ− s)

1
p

(3.16)

≤ 2

(
p− 1

p

) 1
p

( inf
r∈[0,ρ]

(f (r))−
1
p

ρ∫
0

ds

[ρ− s]
1
p

≤ 2

(
p− 1

p

) 1
p
−1

( inf
r∈[0,ρ]

(f (r))−
1
pρ1−

1
p ≺ ∞
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La convergence uniforme de l’intégrale impropre
ρ∫
0

ds

[ρ−s]
1
p
sur tout intervalle fermé et

borné de R∗ implique la continuité de G sur R∗+.

Soit ρ < 1, on a inf
r∈[0ρ]

f(r) ≥ inf
r∈[01]

f(r), d’où ( inf
r∈[0ρ]

f(r))−
1
p ≤ ( inf

r∈[01]
f(r))−

1
p .

En utilisant (3.16), on obtient G(ρ) ≤ 2
(
p−1
p

) 1
p
−1

( inf
r∈[01]

f(r))−
1
pρ1−

1
p .

D’où lim
ρ→0+

G(ρ) = 0.

3.2 Existence des solutions

Lemme 3.2.1. ([2])

1) Si lim
s→+∞

f (s)
sp−1 = 0 alors lim

ρ→+∞
G(ρ) = +∞.

2) Si lim
s→+∞

f (s)
sp−1 = +∞ et Si lim

s→+∞
f ’(s) > 0 alors lim

ρ→+∞
G(ρ) = 0.

Preuve 3.2.1. 1- Nous avons

G(ρ) = 2

(
p− 1

p

) 1
p

ρ∫
0

ds

[F (ρ)− F (s)]
1
p

≥ 2

(
p− 1

p

) 1
p

ρ∫
0

ds

[F (ρ)]
1
p

(3.17)

≥ 2

(
p− 1

p

) 1
p ρ

[F (ρ)]
1
p

≥ 2

(
p− 1

p

) 1
p
(

ρp

F (ρ)

) 1
p

Comme lim
s→+∞

f (s)
sp−1 = 0,alors

lim
ρ→+∞

ρp

F (ρ)
= lim

ρ→+∞

pρp−1

f (ρ)
= +∞

D’où lim
ρ→+∞

G(ρ) = +∞.
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2.On a

G(ρ) = 2

(
p− 1

p

) 1
p

ρ∫
0

ds

[F (ρ)− F (s)]
1
p

En faisant le changement s = ρv, on obtient,

G(ρ) = 2

(
p− 1

p

) 1
p

1∫
0

ρdv

[F (ρ)− F (ρv)]
1
p

= 2

(
p− 1

p

) 1
p
(

ρp

F (ρ)

) 1
p

1∫
0

dv

[1− F (ρv)
F (ρ)

]
1
p

D’où

G(ρ) = 2

(
p− 1

p

) 1
p
(

ρp

F (ρ)

) 1
p


1
2∫

0

(
1− F (ρv)

F (ρ)

)− 1
p

dv +

1∫
1
2

(
1− F (ρv)

F (ρ)

)− 1
p

dv

 .

(3.18)
Puisque lim

s→+∞
f ′(s) > 0, alors il existe M > 0 tel que f est strictement croissante

sur (M,+∞).

Pour ρ > 2M, on a f(ρ
2
) < f(ρ). Par suite

lim
ρ→+∞

F (ρ
2
)

F (ρ)
= lim

ρ→+∞

f (ρ
2
)

2 f (ρ)
≤ 1

2
(3.19)

D’une part pour ρ assez grand, on a pour v ∈ [0, 1
2
].

F (ρv) ≤ F (ρ
2
), d’oùF (ρv)

F (ρ)
≤ F ( ρ

2
)

F (ρ)
≤ 1

2
, d’aprés (3.19).

on en déduit que (
1− F (ρv)

F (ρ)

)− 1
p

≤
(

1

2

)− 1
p
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Ainsi

1
2∫

0

(
1− F (ρv)

F (ρ)

)− 1
p

dv ≤
(

1

2

)− 1
p
(

1

2

)
= 2

1
p
−1 pour ρ assez grand (3.20)

D’autre part, soit K(v) = F (ρv)
F (ρ)

pour v ∈ [1
2
, 1]. On a K ′′(v) = ρ2 f ′′(ρv)

F (ρ)
> 0

pour ρ > 2M. Par suite la fonction K est convexe et on a K(v) ≤ av + b, avec

a = 2
(

1− F (ρv)
F (ρ)

)
et b = 2F (ρv)

F (ρ)
− 1 (voir fig (3.1))

Figure 3.1 –

D’oú (
1− F (ρv)

F (ρ)

)−1
p

= (1−K(v))
−1
p ≤ (1− av − b)

−1
p

Comme 1− b = a = 2(1− F ( ρ
2
)

F (ρ)
), on obtient

(
1− F (ρv)

F (ρ)

)−1
p

≤ a
−1
p (1− v)

−1
p ∀v ∈ [

1

2
, 1[
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D’oú

1∫
1
2

(
1− F (ρv)

F (ρ)

)−1
p

dv ≤ a
−1
p

1∫
1
2

(1− v)
−1
p dv

≤ a
−1
p

[
−(1− v)

−1
p

−1
p

+ 1

]1
1
2

≤ a
−1
p

(
p

p− 1

)(
1

2

)1− 1
p

≤ 2
−1
p

(
1−

F (ρ
2
)

F (ρ)

)−1
p
(

p

p− 1

)(
1

2

)1− 1
p

Puisque F ( ρ
2
)

F (ρ)
≤ 1

2
pour ρ assez grant (d’après (3.19))

1∫
1
2

(
1− F (ρv)

F (ρ)

)−1
p

dv ≤ 2
−1
p

(
1

2

)− 1
p
(

p

p− 1

)(
1

2

)1− 1
p

≤
(

p

p− 1

)
2

1
p
−1 pour ρ assez grand (3.23)

De(3.18), (3.19) et (3.20), on obtient

G(ρ) ≤ 2

(
p− 1

p

) 1
p
(

ρp

F (ρ)

) 1
p
[
2

1
p
−1 +

(
p

p− 1

)
2

1
p
−1
]

Alors

G(ρ) ≤ 2
1
p

(
p− 1

p

) 1
p
(

2p− 1

p− 1

)(
ρp

F (ρ)

) 1
p

pour ρ assez grand (3.21)

Comme lim
ρ→+∞

ρp

F (ρ)
= lim

ρ→+∞
pρp−1

f (ρ)
= 0, on a

lim
ρ→+∞

G(ρ) = 0
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Théorème 3.2.1. ([2])

1) Si lim
s→+∞

f (s)
sp−1 = +∞ et lim

s→+∞
f ′(s) > 0, alors il existe λ∗ > 0 tel que le problème

(P2) admet
∗ au moins deux solutions positives pour λ ∈ (0, λ∗).

∗ au moins une solution positive pour tout λ = λ∗.

∗ zéro solution positive pour λ > λ∗.

2) Si lim
s→+∞

f (s)
sp−1 = 0, alors (P2) admet au moins une solution positive pour tout

λ > 0.

Si de plus (p− 2) f ′(s) > s f ′′(s), pour s > 0 ou (p − 1)f(s) > s f ′(s) pour s > 0,

alors (P2) admet une unique solution positive pour tout λ > 0.

Preuve 3.2.2. 1) D’après le lemme (3.1.5), on a lim
ρ→+∞

G(ρ) = 0.

Par suite, G est bornée. Soit λ∗ =

(
sup
ρ≥0

G(ρ)

)p
Donc (P2) admet au moins deux solutions positives pour 0 < λ < λ∗, au moins une
solution positive pour tout λ = λ∗ et n’a pas de solution positive pour λ > λ∗.

(voir fig (3.2)).

Figure 3.2 –
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2) D’aprés le lemme (3.1.5), on a
lim
ρ→0+

G(ρ) = 0 et d’aprés le lemme (3.2.1), on a lim
ρ→+∞

G(ρ) = +∞.

Alors (P2) a au moins une solution positive pour tout λ > 0. (voir fig (3.3))

Figure 3.3 –

On a

G(ρ) = 2

(
p− 1

p

) 1
p

ρ∫
0

ds

[F (ρ)− F (s)]
1
p

= 2

(
p− 1

p

) 1
p

1∫
0

ρdv

[F (ρ)− F (ρv)]
1
p

D’où

G′(ρ) = 2

(
p− 1

p

) 1
p

1∫
0

[F (ρ)− F (ρv)]− ρ
p

[ f (ρ)− vf (ρv)]

[F (ρ)− F (ρv)]
1
p
+1

dv

= 2

(
p− 1

p

) 1
p

1∫
0

H(ρ)−H(ρv)

[F (ρ)− F (ρv)]
1
p
+1
dv

où H(s) = F (s)− s
p
f (s).

On a
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H ′(s) = f(s)− f(s)

p
− s

p
f ′(s)

=
1

p
[(p− 1)f(s)− sf ′(s)]

et H ′′(s) = 1
p
[(p− 2) f ′(s)− s f ′′(s) ].

Si (p − 1) f ′(s) > s f ′′(s), alors H ′′(s) > 0 pour s > 0.Donc H ′ est croissante et

H ′(0) = p−1
p
f(0) > 0. D’où H ′(s) > 0 pour s > 0, ce qui implique que G′(ρ) > 0.

Si (p − 2) f(s) > s f ′(s) pour s > 0, nous avons H ′(s) > 0 pour s > 0, par suite
G′(ρ) > 0. Dans les deux cas on a G zst strictement croissante. De plus

lim
ρ→0+

G(ρ) = 0 et lim
ρ→+∞

G(ρ) = +∞.

Donc P2 à bien une solution positive unique pour tout λ > 0.
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Annexe

3.3 Théorème des accroissements finis :

Soit f une application continue des [a ; b] dans dérivable sur ]a ; b[. Alors il existe au
moins un réel c appartenant à ]a ; b[ tel que :
f(b) - f(a) = (b - a)f’(c)

3.4 Théorème de Picard :

Soit (X, d) un espacen métrique complet et T : X → X une application contractante.
∃K ∈ [0, 1), ∀x, y ∈ X,

d(Tx, Ty) ≤ Kd(x, y)

Alors ∃!x ∈ X tel que Tx = x.

3.5 Théorème de la valeur moyenne :

Si f est continue sur [a, b] (b � a) alors il existe c comprie entre a et b tel que :

f(c) =
1

b− a

b∫
a

f(t)dt



3.5 Théorème de la valeur moyenne :
61

Autrement dit : Si une fonction est continue sur un intervalle, sa valeur moyenne est
atteinte !
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