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Introduction

"z Py
géométrie, analyse

La géométrie spectrale est une branche qui se trouve au carfour
et topologie ", de nombreaux problémes issus de la physique mathématiques utilisent
les notions de base de cette discipline, d'une part, et d’autre part les outils de ’ana-
lyse fournis par cette branche de mathématiques ont une grande importance dans le
développement de ’analyse mathématique lui méme, ’algébre, la géométrie, la théo-
rie des nombres...

n

Pour les variétés riemanniennes, les propriétés du laplacien " comme un opérateur

linéaire bornés sous des conditions déterminées "

impliquent des propriétés et des
informations sur la géométrie de cette variété, le cas compact est assez simple a voir.
Ici opérateur est auto-adjoint positif, et a résolvante compacte (théoéme spectrale
3.1.1 page 48), donc son spectre est une suite de réels positifs tendant vers +00. Dans
notre travail on se restrient au cas compact. Dans la pratique le calcul du spectre n’est

" & ’exeption de quelques cas ". On a besion donc des méthodes

pas toujours simple
non-directes (exemple méthodes d’aproximation).

Ce mémoire est composé de quatre chapitres, le premier est consacre au définitions
et propriétés des variétés riemanniennes dans le deuxiéme an définit le laplacien sur

une variété riemannienne '

" quelconque" comme un opérateur auto-adjoint positif
agissant sur les fonction C* sur une variété compacte. Pour les variété produit, on
définit le laplacien relativement a la métrique du produit tordu avec des exemples de
calcul du spectre. Dans le quatriéme chapitre on discute le probléme d’isospectralité
des variétés non isométriques, on utilise le produit tordu pour construire des variétés
isospectrales non isométriques, ceci répond au probléme posé par M.Kac en 1966,

dont une premiére réponse est donnée par Milnor.
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Chapitre 1

Produit riemannien et produit tordu

1.1 Produit riemannien

1.1.1 Rappels et Préliminaires

Commencons par quelques rappels et définitions.

Soient M et N deux variétés différentielles et soit ¢ une application C*° de M dans N.
Une telle fonction envoie par le biais de son application tangente, un vecteur tangent
a M sur un vecteur tangent a V.

Mais en général il n’y a pas de moyen d’envoyer un champ de vecteurs de M sur un

champ de vecteur de N.

Définition 1.1.1. On dira que deux champs de vecteurs X € I(T'M) et Y € I'(T'N)
sont ¢-reliés ( et on notera X 2 Y) siVp e Mon adp,(X,) = Yo -
ceci est équivalent a dire que : NV f € C®(N), X(f o ¢) = Y(f) o ¢.
1l est aisé de vérifier a partir des définitions que si :
XrgXl etYﬂYl alors :
LAX +pY LX)+ 1Yy YA pueR.
2. fod.X L f.¢ VfeC=(N).
3. [X,Y] L [X,v4).
et dans le cas ou ¢ est un difféomorphisme, pour tout champ X € I'(T M) on obtient
un unique champ de vecteur dp(X) € T'(T'N) ¢ —reli a X, il suffit de le définir pour
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tout ¢ = ¢(p) par (d6(X)), = do(X,).

Nous allons maintenant rappeler quelques résultats concernant la structure différen-

tielle produit de M x N (i.e dont les cartes sont les produits des cartes de M et N) :

a. Les projections
T MxN

— M
(p.q) — p
o : MxN — N
(p.g) — ¢

sont des applications de C*° (et méme des submersions).

b. Pour tout (p,q) € Mx N, T ,4(Mx{q}) et T ({p} x N) sont des sous espaces
vectoriels de l'espace tangent T, (M x N).
c. Les restrictions : 7|yxqy (resp opyxn) est un difféomorphisme de M x {¢}(resp

{p} x N ) sur M (resp N). En particulier, leurs applications tangentes nous

donnent des isomorphismes :

T (Mx{q}) — Tp(M)
et

Tpag{p} X N) — T4(N).

d. On peut déduire de (c) et du fait que dim M x N = dim M+ dim N , que pour tout
(p,q) € M x N, nous avons : T, (M x N)=T,(M) & T4(N).

e. Si X € I'T(M x N) est tel que : Vf € C®(M) et Vh € C*°(N) X(fom) =0 et
X(goo)=0,alors X =0.

Pour établir les liens entre les calculs dans M x N et ceux dans chacun des facteurs

et par souhait de rigueur, nous avons besoin de la notion de relévement :

1.1.2 Définitions et notations

- Si f € C*°(M), alors on appelera la relevée de f a M x N la fonction
f=foreC®(Mx N).
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-Si X € T,(M) et g € N, alors le relevé de = au point (p, ¢) est par définition I'unique
vecteur tangent T € T (,4) (M x N) tel que dn(Z) = .

- Si z € D(T'M) alors le relevé de X a M x N est le champ de vecteur X qui en tout
point (p, q) est le relevé de X, au point (p, q).

De la méme maniére, les fonctions, les vecteurs tangents et les champs de vecteurs de
N ont des relevés & M x N définies de la méme maniére en utilisant la projection o
au lieu de 7.

- On notera L(M) (resp L(N)) 'ensemble des relevés des champs de vecteurs de M
(resp N).

A partir de la définition et les propriétés de structures différentielles produits qu’on

vient de rappeler, on peut facilement déduire que :

- L(M) et L(N) sont des sous-espaces vectoriels de I'T'(M x N) et L(M) N L(N) = 0.

- Le relevé X ( resp Y)d'un champ X € T(TM) ( resp Y € ['(T'N)) est caractérisé
par le fait que : X X X et X 20 (respY Y et Y £ 0).

- Cette caractérisation permet de voir que :
Vf e C®(M) et Vh € C*°(N), on a:

—_~— o ~ ~ o o~

X(f)=X(f),X(h)=0,Y(f)y=0  etY(h) =Y (h).
Une autre propriété des relevés est le :

Lemme 1.1.1. 1. Si X et Y € L(M) (resp L(N)) alors :

e~

[f(,f/] = [X,Y] € L(M) ( resp L(N)).

2. 8i X € L(M) etY € L(N), alors [X,Y] =0.

Preuve 1.1.1. [l suffit pour cela d’utiliser le fait que
dr([X,Y]) = [dr X, drY]
et

do([X,Y]) = [doX,doY].
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1.1.3 Métrique produit et ses invariants riemanniens

Soit (M, gM) et (N, g") deux variétés riemanniennes, notons comme avant 7 et o les
projections respectives de M x N sur M et N. On va munir la variété produit M x N
de la métrique produit des métriques riemanniennes g™ et ¢". cette métrique produit

est par définition :

g=r".gM+ " g".
En d’autres termes, ¥(p,q) € M x Net Vo,w € T, (M X N) on a:
I (0, w) = g¥ | (dr] v, dT | pgyw) + gV]g(do|pg)0, do| gy w).-
et il est aisé de vérifier que g définit bien une métrique sur M x N :
C’est la métrique produit de g™ et ¢". Pour la suite, nous avons besoin de comprendre
le lien entre la connexion de Levi-Civita de g notée V et celle de g™ et gV notées

respectivement V¥ et V. (est I'objet de la :

Proposition 1.1.1. ( Comme avant les champs avec tilde représentant les relevés de

ceur sans tilde). Soient X, Y € L(M) et V, W € L(N) on a :
(1) VY est le relevé de VYY.

(2) VoW est le relevé de VYW.

(3) Ve X =0=V;V

Preuve 1.1.2. 1) Revient & montrer que VY = (%}

Dun part, VZ € L(M), on a : X(9(Y, Z)) = X(g(Y, Z)or) = X(g(X, Y))or de méme
en invertissant les role de X,Y, Z. D’autre part, la formule de Koszul nous donne :
9(VxY,2) = 3[Xg(Y.2) + Y .9(2,X) = Z.9(X,Y) = g(V,[X, Z)) - g(Z,[Y . X]) +
9(%.12,7))

donc g(V3Y,Z) = g((VXY),Z) o m. maintenant vu que Z est quelconque et que
T Mx{q} €St une isométrie, on en deduit que V;(f/ L (VYY) de la méme maniére, on
montre que VYV € L(N),g(VzY,V) =0 et vu que olipixn est une isomélrie et que V

est quelconque, on en deduit que :

VY Z0.
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2) La preuve est similaire en remplagant M par N.

3)le méme type d’argument qu’en 1) permet de montrer que (VX ~ 0 et VX < 0)
d’'oa Vi X = 0.

d’autre part, par le lemme 1.1.1, on a :

ViV =VyX-[V,X]=VX.

Pour le tenseur de courbure, on a le résultat suivant, ot R, R™ et RN

désignent les tenseurs de courbure repectifs de M x N, de M et de N.

Proposition 1.1.2. Soient X, Y,Z € L(M) et U, V,W € L(N) on a -
1. R(X,Y)Z est le relevé de RM(X, Y)Z.
2. R(V, W)U est le relevé de RN(V, W)U.

3. R est nulle si l'un des champs est dans L(M) et les autres dans L(N) ou l'inverse.

Preuve 1.1.3. 1) On a par définition et par la proposition 1.1.1 .

RX,V)Z = ViggZ = ViV Z = VeViZ = VIX,Y)Z = VxVy Z+ Vy Vi Z =
(RM(X,Y)2Z).

2) Méme arqgument qu’en 1).

2)On a par la proposition 1.1.1, R(X,Y)V = VNV Vs VyV Vyﬁ/ =
et de la méme maniére, on peut démontre R(V, X)Y R(X,V)Y = RV,W)X =
R(X, V)W = R(W,X)V =0.

1.2 Produits tordus

1.2.1 Définition.

Soient (B, g?) et (F, g") deux variétés riemenniennes et f une fonction C(B)
strictement positive.

Le produit tordus M = B x; F'est le produit B x F muni de la métrique
g=1"g% + (f om)2o*gF.

En d’autres termes, ‘v’(p, q) € MetVa,y € T (M) ona: gpg(z,y) =9% |, (@1 |@pe

2, d gy y) + F2(0)9" |q (o |(pg) 7, d0 |(pg) ¥)-
B est appelé la base de M = B x; F et F est appelé le fibre. remarquons que pour
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f =1, la métrique de ce produit tordu n’est que le produit des métriques ¢g? et g*.
On notera D la connexion de Levi-Civita de (F, g*') et respectivement V et VZ celles
de(M, g") et (B, g").

1.2.2 Quelques propriétés et notations

Comme dans le cas d’un produit , les fibres {p} x F = 771(q) sont des sous variétés
de M. et le produit tordu caracterisé par les propiétés suivantes :

(1) Vq € F, la restriction 7 |(ax(q}): B % {q} — B est une isométrie.

(2) Vp € B, la restriction o |(pxm: {p} X F — F est une homothétie de rapport
A fom fait ([0l = F20)-I0112).

(3) V(p,q) € M : on ala feulle B x {q} et la fibre {p} x F sont orthogonaux en (p, q).
Les vecteurs tangents aux feuilles seront dits horizontaux et ceux tangents aux fibres
seront dits verticaux.

On notera H la projection orthogonal de T, (M) sur le sous-espace horizontal
Tip.g) (B x {q}) et par V la projection sur le sous espace vertical T, ({p} x F) =
(Twa(Bx{a})"

Ainsi, pour deux champs de vecteurs V, Wverticaux de M, on a H(Dy W) = [[(V, W)

qui n’est autre que la seconde forme fondamentale des fibres.

1.2.3 Les invariants riemanniens d’un produit tordu

Comme au premier chapitre, L(F) et L(B) dénoteront respectivement les relevés a M
des champs de vecteur de F'et de B.

D’autre part et pour ne pas alourdir le texte nous omettrons les tildes : un champ et
son relevé seront notés de la méme maniére. Commencons d’abord par un lemme qui

nous sera utile pour la suite :

Lemme 1.2.1. soit h € C*(B). Le gradient du relevé how de h ¢ M= B x; F est
le relevé a M du gradient de h dans B.

Preuve 1.2.1. Pour cela, il suffit de montrer que grad(hom) est horizontal et w-relié
a grad h. soit v un vecteur tangent vertical a M. on a dr(v) =0

et donc g(grad(hom),v) =v(how)=d(homn)(v) = dh(drv) =0 ce qui prouve que
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grad(h o) est horizontal.

Soit X un vecteur tangent horizontal a M.

Vu que do(X) =0, on a g®(dn(grad(h o «))dn(X) = g(gradhom, X) = X(ho )

= dr(X)(h) = gB(grad h,dn (X)), et donc on a bien en tout point : dr(grad(h o))
= grad(h).

Avec les notations du chapitre précédent pour les relevés ( avec les tildes), le lemme
1.2.1 signifie gradh = gMLAth.

Dans toute la suite et pour ne pas alourdir le texte, on notera de la méme maniére les
champs de B et de F et leurs relevés dans L(B) et L(F), de méme pour les fonctions
et leur relevés.

Le résultat suivant décrit la relation entre V, VP et D.

Proposition 1.2.1. Soient X,Y € L(B) et V, We L(F) :
1. VxY € L(B) est le relevé de VXY .
2. VxV=(X.f/f)V.

3. norVyW=T1[(V, W)= —g(V, W/f).gradf .
4. tanNV yW € L(F) est le relevé de (DyW).
(attention dans (3) et (4) f et grad f désignent leurs relevés respectifs).

Preuve 1.2.2. 1) Le crochet de deux champs de vecteurs ne dépendant que de la
structure différentielle, nous avons donc, comme au chapitre 1 [X, V] =[Y,V] =0,
et la formule de Kosul nous donne alors :

2.9(VxY, V)= -Vg(X,Y) — g(V,[X,Y]).

Or le champs X et'Y sont relevés de champ de B et donc g(X,Y) est constante sur
les fibres. Mais vu que V est vertical on a V(g(X,Y)) = 0.

D’autre part, le champ [X,Y] étant horizontal on a g(V,[X,Y]) = 0.

Ainsi, g(VxY,V) =0 pour tout V € L(F), donc VxY est horizontal.

Et puisque W\Bx{q} est isométrie, on a VxY ~ BV Y.

2) Vu que [X,V] =0, on a bien :

VxV = VyX. Ces deuzr champs VxV et VyX sont verticauz,( on a par (1) :
g(VxVY)=g(V,VxY) =0 et ceci pour toutY € L(B)).

Ainsi, dans la formule de Kosul pour 2.9(VxV, W), tous les termes s’annullent
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excepté X.g(V, W). Mais par définition du produit tordu, on a : g(V, W)pe =
2(p).g"(V,, W,), En d’autres termes, g(V, W) = (f o m)2¢"(V, W) o 0. Le terme
g"(V, W) oo est constant sur les feuilles auzquelles X est tangent, d’ou :
Xg(V.W) = X((f o m)2(g"(V, W) o ) 2.X(F o m) (g"(V, W) 0 0)

= 2.2V, W)

= 2.5 g(V, W),

Ou dans la derniére égalité. comme dans [’énoncé (2) nous avons désigné la relevée
form=fdef par f.

3) par (2), on a pour tout X € L(B) :

g(VyW, X) = —g(W,VyX) = —%g(W, V). Mais par le lemme 1.2.1, X(f om) =
g(grad(f om),X) = g%(grad f, X), et donc : g(VyW, X) = Mg(gradf, X). d’ou
le résultat.

4) Puisque V et W sont tangents aux fibres, la théorie de sous variétés et vu que les

homothéties préservent la connexion, nous donne : do(tan(VyW)) = Dy W.

Remarque 1.2.1. :

1) Les feuilles, comme dans le cas d’un produit sont des sous variétés totalement
géodésiques de M ( i.e leur seconde forme fondamental est = 0).

2) L’assertion (3) montre que les fibres sont des sous variétés totalement ombiliques

de M.

Nous allons, maintenant intéresser au tenseur de courbure.

Commencons d’abord par quelques précisions et définitions :

Pour un tenseur covariant T et B, son relevé T a M est tout simplement le tenseur
covariant deM : 7*( 7).

Dans le cas d'un (1, s) tenseur T : T'(TB) x ... x [(TM) - I'(TB)

La situation est un peu plus compliquée. Pour définir le relevé T a M du tenseur
T, nous procédons de la maniére suivante : Si v1,...,v5 € T (¢ (M) alors on définit
T(p,q) (v1, ..., v5) comme étant le vecteur tangent horizontal au point (p,q) qui se pro-
jette sur T),(dmvy, ..., drvs) dans T,(B).

On définit de la méme maniére les relevés des tenseurs de F.

Nous allons intéresser aux tenseurs de courbure (1, 3).

Notons ZR et I' R respectivement les relevés & M des tenseurs des courbures (1, 3) de



1.2 Produits tordus 19

B et de F.

Puisque 7 est une isométrie sur les feuilles, R donne le tenseur de courbure sue les
feuilles. De méme , o étant une homothétie sur les fibres, ¥R donne le tenseur de
courbure sur les fibres.

De plus, vu que les feuilles sont des sous variétés totalement géodésiques de M, I'équa-
tion de Gauss montre que R coincide avec le tenseur R de M sur les vecteurs hori-
zontaux. (notons qu’il n’en est pas de méme pour ¥R et R puisque les fibres ne sont
pas totalement géodésiques).

En plus de ces définitions et précisions concernant les tenseurs de courbures et avant
d’énoncer le résultat, nous avons besoin d’une autre précision concernant la hessienne
d’une fonction.

Soit h € C, le relevé & M de la hessienne de h (en tant que 2-tenseur covariant )
sera noté Hess(h). Cette relevée de la hessienne de h ne coincide en général avec la

hessienne de la relevé h et de h que sur des vecteurs horizontaux.

Proposition 1.2.2. Soient X, Y, Z € L(B) et U, V, We L(F) on a :
1. R(X,Y)Z e L(B) est le relevé de PR(X,Y)Z) sur B.
2. R(V,X)Y = —(Hessf(X,Y)//)V=—(1/f)g(VxG,Y) ou Hessf est la relevée
a M de la hessienne de f et G le relevé de son gradient.
3. R(X,Y)V=R(V, W)X =0.
4. RX, V)W = (g(V. W)/ /)VxG = f.g" (V. W)VxG.
5. ROV, W)U =P R(V, W)U = (IGI/ ) [g(U, V)W = g(W, D))V,

Preuve 1.2.3. 1) Par définition, R(X,Y)Z = VixyZ — VxVyZ+ VyVxZ. On a
directement le résultat en utilisant (1) de la proposition 1.2.1.

2) Comme déja vu [X, V] =0 et donc R(V,X)Y = =V VxY+VxVyY. Par (2) de
la proposition 1.2.1, on a VxVyY=Vx[(Yf//)V] = X(Yf/)V+ (Yf/f)VxV

— [XOYA)/f + YEXQ/V 4 (VX )V

mais X(1/f) = —Xf/f2.

donc VxV Y se réduit a (X.Yf/f)V.

D’autre part, vu que VxY € L(B), on a VyVxY=((VxY)f/f)V.

et donc R(V.X)Y = —[(X.Y.f/f = VxV)f/f]V = (Hessf(X,Y)/f)V, de plus
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Hessf(X,Y) = Vxdf(Y) = (Vxdf*)’(Y) = g(VxG,Y) et le résultat en découle.

3) Faisons le calcul en un point m € M. On peut supposer [V, W] = 0 au point m,

en prolongeant V(m) et W(m) par des champs paralléles, on a donc au point m :

R(V, W) X= -V VyX+VyVyX

D’aprés (2) de la proposition 1.2.1, on a : Vy(VwX) = Vv(Xf/ )W)

— VIXF/ )W+ (XF/ )V W,

Et le fait que Xf /[ est constante sur les fibres implique V(Xf/f) =0, et donc

Vi (VvX) = (Xf/[)VwV.

De la méme maniere, on démontre Vw(VyX) = (Xf/f)VwV, dou R(V, W)X

= (Xf/N(=VyW+VwV) = (Xf/)IW, V] =0

D’autre part, en utilisant les symétries du tenseur de de courbure, on a :

(1) g(R(X, Y)V, W)= R(X, Y, V, W) =R(V, W, X, Y)=g (R(V, W)X, Y)=0.

(i) De méme g(R(X , Y)V, Z) = R(X, Y, V, Z)= -R(X,Y,Z,V) = -g(R(X, Y)Z,
V)=0 (d’aprés la partie 1).

Comme (i) est vraie pour YW € L(F) et (ii) est vraie pour VZ € L(B), on a bien

R(X,Y)V=0.

4) Puisque g(R(X, Y)W, U) = R(X, V, W, U) = R(W, U, X, V)

=g(R(W, U)X, V) =0, on en déduit que R(X, V)W est horizontal.

Soit Y un champ horizontal quelconque, par (2) on obtient g(R(X, V)W, Y)

= R(W, Y, X, V) = g(R(W, V)X, V) = Z=LED (v, 7).

Et le fait que Hessf(X,Y) = g(Vxgrad f, Y) implique le résultat.

5) Par (3) on a g(R(V, W)U, X) = —g(R(V, W)X, U) = 0 ,ce qui entraine que

R(V, W)U est verticale. Comme o est une homothétie sur les fibres, on en déduit

que R(V, W)U € L(F) est le tenseur de courbure sur chaque fibre.

Le fait que R et 'R sont reliés par la formule de Gauss (théorie de sous variétés) et

en utilisant (3)la proposition 1.2.1 (L’expression de la seconde forme fondamentale )

on obtient le résultat.

Courbure de Ricci. Considérons maintenant le tenseur de Ricci (Ric) de lespace tordu

M. On écrit BRic le relevé de tenseur de Ricci en B et ¥ Ric celui en F.

Proposition 1.2.3. soit M = Bx¢F avec d = dimF et n = dimB. soient X, Y € L(B)
et V, We L(F) on a :
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1. Rie(X,Y) =P Ric(X,Y)— (d/f)Hessf(X,Y)
2. Rie(X, V) =0

3. Ric(V, W) = FRic(V, W) — g(V, W) f#
ou f# = (ANF)/f+(d—1)g(grad f,grad f)] f* et Af = traceHessf.

Preuve 1.2.4. 1) Soit (p,q) € M.

Soient (V;)1<i<a un repére local orthonormé de F et (E;)1<i<n un repére local ortho-
normé de B. En notant pareillement leurs relevés, on a {Vi/f, ..., Va/f, Er, ..., E,}
est un repere local g-orthonormé de B x ¢ F. Par définition, Ric(X,Y) |p.q

= Y R Vi LY Vi ) + S0 ROX Vi LY Vi )

= Ric(X, Y) + 21 R(X, Vi/f, Y, Vi/ f).

D’autre part, et en utilisant (2) de la proposition 1.2.2, on a : R(X, V;/f, Y, Vi/f)
= —(1/f)R(V;, X, Y, Vi)

= —(1/f)g(R(Vi, )Y, Vi) = —(1/ f*)g(Hess f (X, Y)/ f Vi, V2)

= (1) Hessf(X, V)/.£2.g"(Vi, Vi)

et vu que g"(V;, V;) =1 on a le résultat.

2) On a Ric(X, V) |g= imy ROX, Vi, V, Vi/f) + X5y R(X, By, V, Ey).

En utilisant les symétries de R et (3)de la proposition 1.2.2, le premier terme devient
ROX Vi/ £V, Vil ) = 1/ f2R(X, Vi, V, Vi) = 0.

Le méme type d’argument pour le deuxieme terme nous donne R(X, E;, V, E;) =0, et
donc finalement Ric(X, V) |(pq) = 0.

3) On a que Af =traceHessf = > Vg (df (E)) = > i, Vi (df#)(E;)

=i 9(Vgdf*, E;) = > izt 9(VEgradf, E;).

Or Ric(V, W) | = Y0y ROV, Vi/ £, W, Vi/ f) + 31 R(V, By, W, E).

Les symétries de R et (4) de la proposition 1.2.2 donnent pour le premier terme :
R(V, E;, W, Ej)

= —g(V, W)/ f9(Vg,grad f, E;), et donc 375 (V, Ej, W, Ej) = —g(V, WAf/f.
Pour la deuzieme terme , (5) de la proposition 1.2.2 donne :

R(V, Vi, W, Vi) = g("R(V. Vi)W, V;) — glgrad f, grad f).f*[g"(V, W)g"(V;, Vi) —
9" (Vi, W).g"(V, Vi)].

Le fait que (V;)1<i<a soit un repére orthonormé de F donne :

- "Ric(V, W) = 3L, FR(V, VW, Vi) = S, g"(PR(V, Vi) W, Vi)
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- 9" (Vi, Vi) =1

- gF (W, V) = S0, 6" (Vi, Wg"(V, V)

et donc Y0\ (1/f2)R(V, Vi, W, V)

— FRic(V, W) — g(grad f, grad f)/ f%.g(V, W)(d — 1).

d’ot le résultat.

On va utiliser la proposition 1.2.2 pour trouver la courbure sectionnelle de M. Consi-
dérons un 2-plan J tangent a M en m = (p,q).

On peut choisir une base orthonormale de J qui soit formé de 2 vecteurs X + V et
Y+ W avec X, Y horizontaux et V, W verticauz.

De plus, notons K la courbure sectionnelle de M ,*' K et BK celles de F et B respecti-

vement. On a :

Lemme 1.2.2. La courbure sectionnelle du 2-plan J dans [’espace tordu M est don-
née par la formule : K(J) = PK(X, Y).|X A Y||? —f(p){g"(W, W)(Hessf(X, X) —
297(V, W)Hess (X, Y) + g"(V. V)Hessf(Y. Y)} +F2(p).[ " K(V, W) G(p)[2]-9"(V A
W, VAW).

Preuve 1.2.5. On a K(J) = K(X+ V, Y+ W).

Comme {X + Vet Y + W} est une base orthonormée de J, la courbure sectionnelle
sécrit : K(X+ V,Y4+ W) = RX+ V,Y+ WX+ V,Y+ W) = RX,YV,XY) +
RX, Y, X, V)+ RX,Y,V,Y)+ R(X, Y, VW) + R(X, W, X, Y) + R(X, W, X, W) +
RX, W, V,Y)+ RX, W,V W)+ R(V, Y, X, )+ RV, Y, X, W)+ R(V, Y,V Y) +
RV,Y,V.W)+R(V, W, X, Y)+ R(V, W.X, W)+ R(V, W, V. Y)+ R(V, W, V, W).
En utilisant les symétries de R et la proposition 1.2.2, on remarque que tous les termes
sont nuls exeptés :

-R(X, Y, X, Y) = BK(X,V).|| XA Y|? (d’aprés la définition de la courbure sectionnelle
sur B)

- R(X, W, X, W) = g(R(X, W)X, W) = —1/f(p) Hess (X, X)g( W, W)

= —1/f(p)Hessf(X, X)g"" — f(p)Hessf(X, X)g" (W, W) (d’aprés 2 de la proposition
1.2.2), et de la méme maniére, on démontre que R(X, W, V, Y)

— —f(B)Hessf(X, Vg (W, V).

-R(V, Y, V,Y)=g(R(V,Y), V,Y) = —g(R(Y, V), Y) = = f(p)g"(V, V)g(VvG, Y)

= —f(p)g"'(V, V)Hessf (Y, Y) (utiliser 4 de la proposition 1.2.2).
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- R(V, W, V. W) = f2(b) "R(V, W, V, W) — (| GIl/ f)*g(V, V)g(W, W)

+g(W, V)g(V, W).

Le fait que "K(V, W) = ”“//A—Wm

implique R(V, W, V., W) = K(V, W).(VA W, VA W)
d’ou :

R(V, W, V, W) = f*(p). "K(V, W).g"(VA W, VA W) = ||GI*.f*(p)g"(V, V)g" (W, W)
+H Gl (b) (9" (V, W)

= f2()-K(V. WVA W, VAW) + [[GII*.f2(p)lg"(V, W)* = g"(V, V)g" (W, W)]

= 2(p). TK(V, W)(VA W, VA W) + || GII*.f(p). [l VA W[

= f2(p)- "EK(V, W).(VAW, VA W)+ [|GII*.f2(p).g" (VA W, VA W)

d’ou le résultat.

Lemme 1.2.3. En particulier, st dimB = 1, J admet une base orthonormale de
la forme {X+ V, W} avec V, W verticaux et X horizontal, et la formule précédente
devient :

) = = DI+ 457K = (7P VI

avec ' = d%f et f" = = 2f ou - est un champ de vecteur unitaire sur B.

Preuve 1.2.6. D’abord vu que dimB=1, on a PK = 0.

En utilisant la formule précédente avec Y = 0, on obtient K(J) = K(X+ V, W) =
R(X+ V, W, X+ V, W) = £(0).1/ f(p)g (W, W) Hess (X, X) + f(p).[PK(V, W) —
1GIPlg" (VA W, VA W).

Mais g"(VA W, VA W) = g"(V, V)g" (W, W) — (¢"(V, W))

— 1/ P W)V, Vg(W, W= 1/ ) gV, W) +1/ F ) VIZ W = (o V, W),
Et Vu que |Wjly = 1 et g(V, W) = g(X+ V,W) =0 ( car X+ Vet W) sont
orthonormauz dans M), on a g'(VA W, VA W) = 1/f4b)|V]*.

d’ot :
K(J) = =1/ f(p)Hess f(X, X) + 1/ f2(p)["K(V, W) — | G(p)|IP].| VI|*.
Or si % est un champ de vecteur unitaire sur B, alors gradf = ozsd% avec g =

g(grad f, L) , et donc :
1GIl = llgrad f|| = a,ll&ll = a5 = g(gradf,j) df(L) = L= f.

D’autre part, g(<£, L) =1 entraine que Sg(£, L) = <Vi£’ 4) = 0.

ds’ ds
Et donc que V%E = 0.
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On en déduit que : Hess (4, 4) = V%df(d%) :%f = f", et donc : Hessf(X, X) =
102

D’ot le résultat.



Chapitre 2

L’opérateur Laplacien sur une variété

riemannienne

Dans ce chapitre, on va définir quelques opérateurs sur les variétés riemanniennes,
ces opérateurs vont nous permettre de définir le Laplacien. En derniére partie de ce

chapitre on étudie le Laplacien sur les variétés produit tordu.

2.1 Les isomorphismes musicaux

Soit (M™, g) une variété riemannienne, g, est une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée sur T, M, En tout point x de M, on peut identifier T, M & T, M a 'aide de

I’isomorphisme noté #, et défini par :

4 . TM — T, M

Wy, L #a: (W;r>

tel que : pour tout X, € T, M,

#. est un isomorphisme , on note b, son inverse qui est défini par :

b, : T.M — T, M
X, — b(Xy)
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tel que : pour tout Y, € T, M,

On peut définir les opérateurs # et b, appelés opérateurs musicaux de la facon sui-

vante :
# . I'(TM) — I‘(TM)

w o #w)

tel que pour tout z € M, on a

(#(w))x = #x(wm>7

et
b . I(TM) — T*(TM)
X  — bX)

tel que : pour tout x € M,

Proposition 2.1.1. Les opérateus #, et b sont des isomorphismes inverse ['un de

l'autre et sont également définis par :

#(w) est tel que g(#(w), X) = w(X)
b(X) est tel que b(X)(Y)

pour tout X, Y € I'(TM) et w € I'*(TM)

I
=
Is
>

Preuve 2.1.1. La linéarité est une conséquence de la linéarité des #, et b, pour

tout x € M. Il suffit de montrer que les opérateur # et b sont inverse ['un de l’autre.
Soient x € M, X, Y€ I'(TM) et w € I'*(TM).

D’une part, on a :

gx(#x(bx<Xx>>7Y;c> = (bx<Xx))(Y:Jc = gx(ani/;))a

et comme g, et non dégénérée , alors pour tout x € M il suit que :
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et
((#00)(X))s = Xa,

enfin on déduit que :
# e} b - [dp( TM)-
D’autre part, on a :

((b o #)(w>>z(Xm) = (bx(#m(wr))<Xx) - gw(#m(wm Xx)) - wﬂc(Xz)a

alors
((bo#)(w))s = wa,

pour tout x € M, et
En rappelant que :

et
(9(X,Y)) = g.(Xs, Ya),

on aura & partir des définitions de #, et b, les relations suivantes :

{ 9o ((#(w))a, X)) = wa(X,)
(B(X))2(Y2) = g(X,, Ya)

alors

d’ou les relations voulues.

2.1.1 Les isomorphismes musicaux en coordonnées locales

..........

pectivement le repére et le corepére local associés a la carte donnée (U, ¢). En utilisant

la covention d’Einstein pour les indices,on a pour w € I'*(TM),

w = w;dx".
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Pour X,Y € I'(TM), on a
) )
X:XJ+ Y:Y]—
Oz’ ol

La métrique g s’écrit sous la forme :

qg= gz-jdxi ® da’

ol
RS
95 = 990> i
Comme
g(F#(w), X) = w(X),
alors

9ij(#(w))' X! = w; X7,

Pour tout X € I'(TM).
En particulier pour X = %, alors

9ii(#(w))' = wj,
d’ou :

(#(w))' = g7w;,
ol (g) est la matrice inverse de (g;;).
Enfin nous obtenons la formule suivante :

() = g
De méme, pour 'opérateur b nous avons d’une part

(b(X))(Y) = (b(X));(Y),

et d’autre part
B)Y) = gyX'YY
= LUij,

0

oz

(b(X)); = g;; X",

pour tout Y € (TM), en particulier pour Y = on obtient la formule

par suite on déduit que :
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2.2 Les opérateurs sur une variété riemannienne

2.2.1 L’opérateur gradient sur une variété riemannienne

Définition 2.2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, on définit l'opérateur gra-

dient (noté grad)par :
grad : C*(M) — T(TM)
[ = grad(f) = #(df)

ou df est la différentielle de f, tel que pour tout X € I'(TM) on a :

g(grad f, X) = df (X) = X(f).

Proposition 2.2.1. (Ezpression du gradient en coordonnées locales) Soit

(M™, g) une variété riemannienne , (U, @) une carte sur M avec les champs de base

associée =21, ..., z2= alors pour tout f € C°(M,R) on a :

Ozl " 9gm

L Of 0
_ ij =
grad Z s Oz,

ij=1

Preuve 2.2.1. On applique directement la définition de l’application # (voir proposi-
tion 2.2.1), et la définition de la différentielle la fonction f € C°(M,R) relativement

a la carte (U, ) sur M, on a :

df = Y0, da
#df = Y7 g (df) 5

— N i OF i O
= 2ij=197 g oz,

m

ot dz', ..., dx™ est la base duale.

propriétés 2.2.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, pour toutes f,h € C*(M)

1. grad(f 4+ h) = grad f + gradh
2. grad(fh) = hgrad(f) + f grad(h)
3. (grad(f))(h) = (grad(h))(f)
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Preuve 2.2.2. Soit f,h € C*(M), pour tout X € I'(TM) on a :

1.
glgrad(f +h),X) = X(f+h)

X(f)+ X(h)
= glgrad f, X) + g(grad h, X)
= g(grad f + gradh, X),

g(grad(fh),X) = X(fh)
hX(f)+ fX(h)
= hg(grad f, X) + fg(grad h, X)
= g(hgrad f + fgradh, X),

(gradf)(h) = g(gradh,grad f)
= g(grad f,gradh)

= (gradh)(f).

2.2.2 L’opérateur divergence sur une variété riemannienne

Soit X € I'(TM) un champ de vecteurs sur une variété riemannienne (M, g),

I’application définie par :

VX : I(TM) — T(TM)
7 VX

est une application C(M) linéaire (VX est un tenseur de type (1,1)). Si z € M,

alors
(VX), : T.M — T.,M

v — (VX))

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 2.2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne. La divergence d’un champ

de vecteurs X € I'(TM), notée divX est une fonction sur M définie par :

div : T'(TM) — C™(M)
X —  divX
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et
divX = try(VX)

(divX)(z) = try(VX).) veM

En coordonnées locales, on a :

divX = dz'(V s X)

dxt

= g”g(V P X, éW)

Si (e;) est une base orthonormée locale sur M on a :
divX =Y g(Ve X, e;)

De méme, la divergence d’une 1-forme w sur M est définie par :
divw = try(Z — Vzw)
it (Vew)(e:)
= YLV 2.0 (55)
Proposition 2.2.2. Premiére expression de la divergence en coordonnées
locales.

. . . . . . ) .
Soit (M, g) une varicté riemannienne de dimension m X = X'z € I'(TM) on a :

X”L
divX = Za + XT%)
2,7=1

Preuve 2.2.3. Sur une carte locale sur M nous avons,

o,
X =X"—
oxt
et p p
Vitow ~ igah
alors,
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propriétés 2.2.2. Soit (M, g) une variété riemannienne, pour tous X,Y € I'(TM)
et fe C°(MR), ona:

1. div(X +Y) = divX + divY
2. div(fX) = fdivX + X(f)

Preuve 2.2.4. Pour démontrer la propriété(1), on applique directement la définition

de la divergence, soit (e;) une base orthonormée locale sur M on a :

div(X +Y) = g(V. (X +Y), &)
g(veiX7 6i) + g(veiY7 ei)
= divX + divY

Pour la deuziéme propriété, on a :
div(fX) = g(Ve, [ X, i)
Or
VeifX = el(f)X + fveiX7
il suit que
div(fX) = g(e:(/)X,e:)) + f9(Ve, X, )
On sait que

divX = g(Ve, X, e€;)
et
glei( /)X, e) = (X, grad f) = X(f).
On déduit que
div(fX)=X(f)+ fdivX

Voir le lemme suivant pour plus détails sur ces notions.

Lemme 2.2.1. Sur une variété riemannienne (M, g) on a

%(\/det(%j)) = \/det(gz‘j) é Tik

ou ||g|| = det(gij). En utilisant ce lemme, nous allons donner la deuziéme expression

de la divergence.
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Proposition 2.2.3. (Deuxiéme expression de la divergence en coordonnées
locales. )

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m , pour tout X € I'(TM) on a :

divX = \/ﬁ%(\ [det(gi;) X )

Preuve 2.2.5. Grice a la premiére expression de la divergence en coordonnées locales,

nous avons
. o m  9X*t m m T
divX = >0, oa’ +Zj:1 > X L'
m  9X*? m j m i
Doty oot T Zj:l XI5 I

en utilisant le lemme 2.2.1, avec

lgll = det(gi;),
alors un calcul direct donne,
awX = =Tl 5 + 5, X0l S T,

= VIS 55 + S X (el
- |1|9H 2211 aii( HgHX’)

en utilisant la convention d’Einstein on a :

div(X)

= T VI,

2.3 L’opérateur Laplacien sur une variété rieman-

nienne

2.3.1 Définitions et propriétés

Définition 2.3.1. Soit (M, g) une variété riemannienne, on définit l'opérateur La-

placien noté A sur M par :

A o (M) — C°(M)
f —  A(f) = div(grad f)
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propriétés 2.3.1. Soit (M,g) une variété riemannienne, pour toutes f,h €
C*(M,R) on a :

1. A(f+h)=Af+ Ah
2. A(fh) =hAf + fAR+ 2g(grad f,gradh)

Preuve 2.3.1. Soit f,h € C°(M,R), en utilisant les propriétés des opérateurs grad
et div et le fait que

X(f) = g(grad f,X),

on obtient :
1.

A(f+h) = div(grad(f + h))
div(grad f + gradh)
div(grad f) + div(gradh)

= A(f) +A(h)
2.

A(fR) = div(grad(fh))
div f(grad h) + div(h grad f)
= fdiv(gradh) + (grad h)(f) + hdiv(grad f) + (grad f)(h)
= [fAh+ hAf+2g(grad f,gradh).

2.3.2 Expressions de 'opérateur laplacien en coordonnées lo-

cales

Soit (M, g) une variété riemannienne, et soit f € C*°(M),on a

2
o°f rf.ﬁ)
al'ial‘j J(‘?xk

Af=g7(

Preuve 2.3.2. Soit f € C*°(M,R), alors

A(f) = div(grad f)
= 979(V o grad f, 5;)
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Or
g(vigradLﬂ%) = axl( (gradf>azj) (g?”(ldf, 7@))
oz
_ _®f _ 1k Of
— Oz;0zI ij Ok
d’ot

S P of
= g¥ — Tk
Af=y (ax@xj Fy 8x’“)

Remarque 2.3.1. Grice a la deuxiéme expression de l’opérateur divergence, il existe

une deuxiéeme écriture pour le Laplacien donnée par l’équation suivante :

v Gt )
det(g; .
det(gs;) 07 ( §a V/ 2€95)
Exemple 2.3.1. Soit R™ muni du produit scalaire standard go , (gi; = 0i;), alors
pour tous fonction différentiable f sur R™ et X = (X', ..., X™) un champ de vecteurs

sur R™ on a :

1.
gradf = YT 200

= (8m1 +.t 8177")

2. |
divX = Y %%

_ox! oxXm

= Gt Tt Gm
3.

A(F) = I

Exemple 2.3.2. (Laplacien sur la sphére S?) Soit S la sphére de dimension 2,

sa métrique est donnée par :
gg = db* + sin® §dp?,
et f:S\{(£1,0,0)} — R, ona

0% f 8f 1 0°f
A —= 4 cot 0= —
J= g TG T Grg a2
Par exemple f(0,¢) = Intan(%) alor :
% = Zn(tan?)
. %(tan g)
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De méme, on a

32f - 1(1+tan2 e)tan 5—%(1+tan2 3)2
2902 T 2 wan? T
= i(taan—@)
On déduit :
! 4 1 1 v, 1 0
Af = —(tan? = — 1 ! 0 ;
P g Ty T g )

2.3.3 Quelques régles de calcul pour le laplacien.

Proposition 2.3.1. Soient x,y € R? | (z,y) sont les coordonnées cartésiennes (z,y)

et (r,0) sont coordonnées polaires avec

x =rcost

y =rsinf
et on a:
>f  10°f 10f
ar? +T_2w+r(9r‘
Preuve 2.3.3. On a f(x,y) = (rcosf,rsinf), il suit que :

Af(z,y) =

of __ 3f83:_|_6f8y
or Ox Or Oy Or

= cos@%—l—smegg (EQy).

et
% = cosOZL(9)2% 1 sinpl ( )?f#
— cos2 92‘9 L+ rsin? 9 (EQ2).
De méme, on a :
90 —  0x 00 dy 90
= —Tsm98£+7“C0893—5
et
% = —r(— 7“8111928 { —1—<zosc9af)—1—7“(7“(:08926 { sin9§—§)
- r s1r1928 f +r cos@2 (COSG%_"SHIG%)

= 7r%((1 — cos 02)6 [ 4+ (1 —sin 92)%{) — 7r(cos 0% + sian—g) (EQ3)
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En remplacant (EQ) et (EQ2) dans (EQ3), on obtient :

% = r (25 008923965 af sm026 f)—T‘(COSQW‘i“Smeaf)
= r?Af(z,y) —r f raﬁ

on déduit que :
2000  0%f  Of
Af(x’”:—( P 5)

Ce (]UZ donne ﬁnalement N
62 f 1 82 / 10
f

Af(w.y) = orz 2002 ' ror

Proposition 2.3.2. Soit f : R™ — R une fonction stictement positive de classe C2.
Alors :

A(f?) =pfP2(FAS + (0= Dllgrad f]*) (2.1)
Preuve 2.3.4. D’aprés la définition on a :
A(fP) = eilef?) = (Vee)(f7)  (E)
ot (e;)™, est une base orthonormée sur R™. On a pour X € I'(TM),
X(f7)=pfr7'X(f).
Ce qui donne

X(X(f7) = pX(fr~1X(f)

= p(fPIX(X(f) + X(fFHX(f)X(f)
p(fPIX(X() + (p = DfP2X(f)-
D’ou
ei(ei(fP) = p(fP teiles(f)) + (p — 1) fP2eil fei(f)
= pff(fele(f)) + (p— Dllgrad fII?)  (En)
et

(Vee)(f?) = pfr=i(Vee)(f). (E)
En remplacant (Ey) et (Ey) dans (E), on obtient :

Afr=pfr=*(feile() + (p = Dllgrad fI* — f(Ve,ei(f))
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Or :
Af =eiei(f)) = (Vee) ),
il suit que

A(f7) = pfP 2 (FAS + (0 = Dllgrad fI).

Comme cas particulier de la proposition 2.3.2, on a

Proposition 2.3.3. Soit (M, g) une variété riemannienne, Yx € R™ on a
A([[z]P) = p(p +m — 2) =[P~

Preuve 2.3.5. Posons f(x) = ||z|| dans [’équation 2.1, on obtient :

A(llzl”) = pllzlP=(lz | Allzll + (p — Dlgrad||z||]*),

ou :
z]| = /2] + ... + 2,
et
grad||z|| = ail- 2+ +$3na%i
_ x; O
|| Oz, °
De méme 5 5
X X
lgrad|z||* = g(— 75— T 7—) =
||| 0z; " ||| O
et
T~ 02|z
Alz| = )
=1
Ou 5
Z;
([=]) = 7,
dx; ||l
on obtient -
_ 04|z _ o x;
m—1
= ﬁ(mnﬂ —||m||) = (Hxll)
D’ou :

A(|lz]P) = pllz[[P~*((m = 1) + p — 1)
on déduit que :
A([|[7) = p(m +p = 2) [P~
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Proposition 2.3.4. Soient f : R™ — R , g : R — R deux fonctions de classe C*,

alors
Ago f)= (g o HASf +(g" o f)llgrad f|?
Preuve 2.3.6. Soit
gof : R™ — R
= (21,...,Tm) — (gof)(x).

Par définition du Laplacien, on a :

2

Algo Pa) = 55 ((g0 F)(@)

%

Un simple calcul donne :

il suite que

LlgoN@) = 2 (o @)
of

On obtient donc :

A(go f)(z) = g'(f(x))

d’ou finalement

Algo f)(@) = (g o H@)Af + (9" 0 f)(@)llgrad f|*,

car

of

2 _ 2
(520" = llgrad fI

Proposition 2.3.5. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m. Pour

toute fonction f € C*(M,g), on a

Ael = e/(Af + |lgrad f||*)
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Preuve 2.3.7. Par définition, on a :

Ael = ei(ei(e!) = (Ve,e)(eh)).

Or

ei(€f) = ef-ei(f)7
d’ot

ei(ei(el)) = ei(efe(f))

= elei(ei(f)) +efei(fes(f)

= el (eilei(f)) + |lgrad f||?)
et

(Veiei(ef)) = ef(veiei(f>>7

donc

A = e (Af +|lgrad fI12).

Définition 2.3.2. Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m. On appelle

M

forme volume sur (M, g), notée v ou v9, la forme définie localement dans un repére

oM = /det(gi;)dzt A ... A dz™

Exemple 2.3.3. On considére la variété R* muni des coordonnées cartésiennes (z,y)

par

on a

go = d$2 + dy27

0P = \/det(g;;)dz N dy = dz A dy.

On considére la sphére S muni de la métrique

et

g = df* + sin? 0dy?,

v? = y/det(gi;)d0 N dp = |sin0|dO A de.

alors
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Proposition 2.3.6. (Théoréme de divergence) Soit D un domaine compact a bord
dans une variété riemannienne (M, g). Soit w une 1-forme et X un champ de vecteur,

définis sur un voisinage inclue dans D. Alors

/D (divw)™ = /8 lmo?

/D (divXw)M = / g(X, n)v??,

oD

et

ot OD est le bord de D et n= n(z)est le vecteur unitaire normal & 0D.

Corollaire 2.3.1. Pour tout w une 1-forme et X un cham de vecteurs a supports

compact dans un domaine D, alors

/D(divw)vM =0

/D (divX)v™ = 0.

et

2.4 Produit tordu des variétés riemanniennes

Définition 2.4.1. Soient (M™, g) et (N", h) deux variétés riemanniennes , le produit
tordu de ses deux variété est une variété riemannienne notée M X y2» N et munie de la

métrique Gp2 , ou f € C* une fonction positive telle que :
Gpe=7"g+ (fom)*n*h

o
T Mx N— M

et
n:Mx N— N

désignent les projection canoniques . Si X,Y € I'(T(M x N)) on a :

Gp(X,Y) = g(dn(X),dn(Y)) + (f o 7)*h(dn(X), dn(Y)).
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Remarque 2.4.1. relativement a des cartes locales (U, x%) sur M et (V,y*) sur N. la

matrice associée a Gy est définie par :

Gij 0
0 f*hg

et la matrice inverse est donnée par

g7 0
0 f72‘hlk

La connexion de Levi-Civita de M X 2 N peut étre maintenant rapprochée a celle de

M et de N comme suit.

2.4.1 Connexion de Levi-Civita de la variété produit tordu

Proposition 2.4.1. Soient (M™,g) et (N",h) deuz variété riemannienne, Si V la
connezion de Levi-Civita associée a la variété produit (M x N, G), alors la connexion

de Levi-Civita NV associée a la variété produit tordu (M X2 N, Gp2) est définie par :

VY = V¥ + 3 Xa()0Y5) + 550, X) = 5h(Xe,Ya)(grad(£2).0)

pour tout X1,Y, € I'(TM) et X5,Y> € I'(TN) avec :

X — (X17X2)7Y - (}/1)§/2>

2.4.2 L’opérateur Laplacien sur le produit tordu

Soient (M, g) et (N,h) deux variétés riemanniennes, est notons AM le laplacien sur
(M, g) et AN le laplacien sur (N, k). Le laplacien sur M x N sera noté par A | notre
but est de calculer I'opérateur A en fonction de AM, AN et la fonction f. Pour cela,
considérons {ey, ..., €,,} une base orthonormée sur (M, g), et {fi, ..., f,} une base or-

thonormeée sur (N, h), la base orthonormée sur (M x s N, Gy) est donnée par :

1 1
{(e1,0), (e2,0), ..., (em, 0), (0, ?fl), .+ (0, ?fn)}
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Proposition 2.4.2. Soient (M, g) et (N,h) deuz variétés riemanniennes, AM | AN
désignent les opérateurs Laplaciens sur M et N. Si
o MxpN — R
(z,y)  — p(z,y)
est une application de classe C*, alors :
~ 1
Ap = (AMp,0) + F(Q AMY +n(gradin f(),0). (2.2)

Preuve 2.4.1. Par définition du Laplacien A sur (M Xt N, Gy) on a

A = (@.0)(€,0)(¢)) = Yiew (€ 0) @) + 00 £ )0, £5)0) = Ty 0 £ )
Ay Ay \ ~ 2 ~
A3 A4

Pour calculer Agp, on calcule tous les termes Ay , Ay , Az et Ay, on a :

Ar = (e, 0)((ei, 0)(¢))

(ei’ O)(ei<30)> O)
= (ei(ei(¥)),0)

Or grace a l’équation (E*) on a :

v(ei,0)<ei7 O) = v(ei,O)(ei: 0)
- (v(ei,O) <€i7 0)7 0)
donc

Ay = ((Vie,0)(€i,0))(),0)

Et pour As , on a

@%ﬁ%ﬂz%@ﬂw»
d’on
Ay = (0, £)(50, £5(9)
f 1 J ] f 1 J ]

Comme f € C*(M), on déduit que :

1

A= 5

(0, £;(fi(#)))-
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Enfin, pour le terme Ay, en utilisant ’équation (E*), on a :

Vio5)(0; 2 = 7=V, f)
- f_12(v(0,fj)(07fj) - %h(fjafj)(gradf270)
— #(O, Vi fi) — #(gmdjq,())

Comme grad f? = 2f%grad In f. On déduit que :

1

A4 = F(O’ ijfj(SO)) - n<gradlnf<90)70)

En remplacant les termes Ay , Ay , As , Ay dans équation 2.2, on obtient :
Ap = (A, 0) + — (0, AN dl 0
(P—( P, )+F< ) (p)—Fﬂ(g?”a nf((p)a )

Cas particulier Si o(z,y) = a(z)B(y), on obtient donc :

Ap = p(AMa,0) + 70 aA"B) + np(g(grad In f, grada),0).

On peut distinguer le cas ot a(x) =1 et le cas ou f(x) = 1. Pour a(x) = 1, il suit

1
2

que :

~ 1
Ag& = F(Ou ANB)?
Pour f(x) =1, on obtient I’équation suivante :

Ap = B(AMa,0) + nB(g(grad In f, grad ), 0).



Chapitre 3

Spectre d’'une variété riemannienne.

3.1 Spectre d’un espace produit.

3.1.1 Laplacien d’une variété riemannienne
Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension n et notons V sa connexion de

Lévi civita.

Définition 3.1.1. le laplacien, noté A, est un opérateur de C°(M) — C*(M)
défini par Af = div(df) f € C*(M).

ot en un point m € M : 6(a) = Y., Veale) , avec (e;)ic, est un repere
local orthonormé. Af = div(df) = > .., Vedf(e:) = >, edf(ei) + df Ve
= Zign eieif + (Veei)f.

Une autre formulation est : Af = trace(Vdf).

e Af = Zign Hessf(e;, e;) = Zign Vdf(e;,e;) = Zz‘gn V..df (e;)

= icncidf(ei) —df(Veer) = > eieif — (Veei) f

=2 icnVeVef = Vv, e f

Considérons, maintenant au voisinage d’un point m la carte exponentielle, le repére

local (ai)iﬁn associé vérifie : (un tel repére local est dit normal)

gii(m) =1
gij(m) =0i#j etV o 32 |,,=0

azj Ox;

Nous avons donc, dans cette carte, une expression trés simple du laplacien au point
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m.: Af(m) = Zz<n Ox; Oz; f + ( ) ’m f Z’<n 82

Chaque vecteur e; définissant une geodeszque v; tel que :

Af=2 : <{itz .

Cette expression du laplacien nous sera utile par la suite.

3.1.2 Le spectre d’une variété riemannienne.

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, et on considére sur C*(M)

lopérateur laplacien A.

Définition 3.1.2. On appelle spectre de la variété riemannienne (M, g) et on note
Spec(M, g) Uensemble des A € R tel qu’il existe f € C(M), f # 0 vérifiant Af = \f.
Toute f € C tel que Af = \f avec X\ € Spec(M, g) est dite fonction propre associée
a .

Le sous espace de C*°(M) formé des fonctions propres associées a \ est appelé sous
espace propre associé a A et se note Py(M, g).

Nous aurons besoin du résultat essentielde la théorie spectral suivant (pour une preuve,

on peut consulter Agmon,[1],th.14.- et la section 16.)

Lemme 3.1.1. (théoréme spectrale)

Soit (M, g) une variété riemannienne compacte, ona :

(1) Spec(M,g) forme une suite {0 = Ng < A1 < Ay < ...} discréte, tendant vers oo.
(2) Pour tout A € Spec(M, g) , Px(M,g) est de dimension finie.

(8) P(M,g) = > scspecing) Pr(M, g) est dense dans C*(M) au sens de la topologie

de la convergence uniforme, et a fortiori au sens de la topologie L*(M, g).

Lemme 3.1.2. H.brezis analyse fonctionelle
Sige H (M) et Af = g au sens des distributions , alors f € H***(M)

Preuve 3.1.1. preuve du théoréeme.
Les propriétés spectrales vont se déduire du fait que le laplacien d’une variété rieman-
nienne compacte se comporte essentiellement comme ['inverse d’un opérateur com-

pact, lidée de la démonstration consiste a appliquer les resultats de la théorie spectrale
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des opérateurs compacts a (I +A)7', ou I est lopérateur identité sur L*(M).
Soit ¢ € L*(M), la forme linéaire sur H*(M) définie par n— (¢, n) 2 est conti-
nue pour la norme de L*(M) donc a fortiori pour la norme de H*(M), car d’aprés

linégalité de Cauchy-Schwarz on a :

(&, M e2ony < Dl zeanlInllzoan < N9l z2anlInll a2 an

donc d’aprés le théoreme de Riesz il existe v € HY(M) unique tel que

(0.0 r200) = (um w2y = (M) 2y + (A, An)rary YV € H*(M). En particu-
lier, pour n € L*(M) :

(D;m ey = (O, (I + A)m)r2any = (I + A)d, m) L2 (an

donc on a ¢ = (I + A et Ay = ¢ — ) au sens des distributions, or ¢ — 1 € L*(M)
et d’aprés le lemme de régularisation on en déduit que 1 € H?(M).

On note ¢ = T(¢), ce qui définit un opérateur
T : L*(M) — H*(M)

tel que :
(I+A)T=

T est bien défini et linéaire (unicité de 1).
Montrons que T est un opérateur compact :
Si¢pe L*(M) ona:

IToN 0 = (& ¥)m
U, ) r2an) + (AY, AY) 2oy
(I + D), ¢) L2
= (& ¥)r2qu
< leeu Hme(M)

(
(
(
(

donc
I T2 ry < N0l z2an | (D) 20y < N0l z2an) | T(D) | rrzcary
et alors
| Tol|l a2any < |0 22y
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Ainsi T est un opérateur continu de (L*(M), || - ||r2ny) dans (H*(M), || - ||m2n),
comme de plus Uinjection de (H*(M), || || m2(ary) dans (L*(M), || || r2(ar)) est compacte
(théoréme de Réllich-Kondrashov) alors T est compact de L*(M) dans lui méme.

De plus, Uopérateur T a les propriétés suivantes :

1- T est injectif car (I + A)T =1

2- T est auto-adjoint car (Tf,g) = (Tf,(I + A)Tqg) = (I + A)Tf, Tg) = (f, Tg),
Vf,g e L*(M)

3- T est positif car : (Tf, f) = (Tf,(I+A)Tf) = || Tf|P+|ATf||> >0,Vf € L*(M)

En conclusion, T est un opérateur compact de L*(M) vers lui méme, de plus, T est
auto-adjoint positif et injectif. Par application du théoréme spectral des opérateurs
auto-adjoints compacts sur un espace de Hilbert :

1- Le spectre o(T) — {0} de T est un ensemble discret infini de réels posititifs
0<p <po<.o. <piy < ..., convergeant vers Q.

2- 1l existe une base hilbertienne (¢;)ien de L*(M) composée de fonctions propres
associées aux valeurs propres (p;), ¢’est a dire : To; = 1;¢;.

3- ker(T — u;I) est de dimension finie.

Les fonctions ¢; sont aussi des vecteurs propres pour le laplacien, En effet,

Ap=rp <= (I+A)p=(1+N\)¢
— (1+NTop=TI+A)
— (1+NTp=2¢

A nouwveau par le lemme de régularisation, ¢; sont dans H*(M) pour tout s € N, et

donc ils sont C* en utilisant le lemme d’injection de Sobolev :
HS+1+E(n/2) (M) C OS(M>
ou n est la dimension de M, ce qui achéve la démonstration.

Remarque 3.1.1. Le spectre d’une variété riemannienne est un invariant important,

pas facile a calculer en général.
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Exemples 3.1.1. 1- Le spectre du Tore unidimensionnel T = R/2nrZ est donnée
par :
1 1 4 49
Spec(R/2nrZ) = {0, ........... }
Chaque valeur propre non nul est de multiplicité 2.
2- Le spectre de la sphére (S™, go) est Uensemble {\, = k(n+k—1),k>0.}

Chaque valeur propre A, est de multiplicité my, = "("H)““k’!“(nJrk_Z) (n+2k—1).

Ce dermier exemple explique comment en général le calcul explicite du spectre est dif-
ficile, C’est la raison pour la quelle on s’intéresse naturellement & deux sujets :
Sujet 1 : Les premiéres valeurs propres, majorations et minorations en fonction de
paramétres géometriques et aussi multiplicités.

Sujet 2 : Les derniéres valeurs propres, Ici on s’intéresse au comportement asymp-

totiques de la suite (Mg, fr) quand k — +00
La proposition suivante montre que le spectre est un invariant riemannien.

Proposition 3.1.1. Soient (M, g) et (M',¢') deux variétés riemannienes de dimen-
sion n. Si (M,g) et (M',g") sont isométriques alors Spec(M,g) = Spec(M’,q'). (i.e

Isométrique = Isospectrale).
Preuve 3.1.2. [//

Remarque 3.1.2. La question inverse est : est-ce que deux variétés isospectrales
(ie.ayant le méme spectre) sont isométriques ?. Cette question est étudie dans le cha-

pitre suivant.

Nous nous intéressons, maintenant a étudier le laplacien et son spectre sur une variété

riemannienne produit.

3.1.3 Le laplacien du produit de deux variétés riemanniennes.

On va s’intéresser au le laplacien du produit (M x N, g x h) de deux variétés (M, g)
et (N, h). Soient v € C™°(M) et b € C*°(N), notons comme avant :

(M x N,g x h) — (M,g)

(M x N,g x h) > (N, h)
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Les projections 7 et ¢ sont des submersions riemanniennes.
Commengons d’abord par calculer le laplacien des fonctions (a o 7) et (bo o) respec-
tivement dans (M x N, g x h).

Lemme 3.1.3. On a :
AMNgoq)=AMa)onm et AM*N(hoo)= AN(b)oo.

Preuve 3.1.3. On sait que lespace tangent en un point (p,q) de (M x N,g X h) se
scinde canoniquement en deux sous espaces orthogonaux dont le second, dit horizontal
se projette isométriquement sur T (M)

soit, donc , {(am)i, (B_yj)j} une base de T, 4 (M x N)

ot (%)i est une base du sous espace horizontal

et (a%j)j est une base du sous espace vertical.

Les géodésiques correspondantes sont notés vy, et 6; respectivements.

Ona: AMN(for) =3 & (fomoy)+ 3, a(fomod;).

Comme 7 est une submersion riemannienne, la projection est la géodésique attachée
a la projection de x;, d’ot le premier terme est donc égale a (AM(a)) o, et le second
terme est nul, car vy; est contenu dans le fibre de m en (p,q), donc f om oy, est
constante.

D’ou le résultat.

De la méme fagon on démontre AMN(ho o) = AN(b) o o.

Nous nous proposons, maintenant de calculer le laplacien de (a o) x (bo o) défini
sur M x N.

D’abord, a partir de la définition de laplacien, on a :

AMN((gomr)x (boo)) = AM*N(ax 1) x (boo)+2(d(ax ), d(boc))+(aom)x AM*N(hoo).
Le deuxieme terme est nul comme produit scalaire de deux formes orthogonales.
Donc, en utilisant le lemme 3.1.53, on obtient :

AMN((gx ) x (boo))=AMa)or x (boa)+ (ax ) x AN(b) oo.

Si a est une fonction propre de AM pour la valeur propre X (i.e AMa = \.a)et b une
fonction propre de AN pour la valeur propre u (i.e ANb = p.b).

On peut conclure que : AMN(gom xboo)=(A+p).(aom) x (boo).

D’ou, on déduit que : (aom) x (bo o) est une fonction propre de AMN sur M x N

pour la valeur propre (X + p).
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3.1.4 Spectre d’un espace produit.

Considérons deux variétés riemanniennes (M, g) , (N, h) compactes et leur produit
(M x N,g x h).

Notons par 7*P(M) les relevés des fonctions propres de M a M x N et o*P(N) les
relevés des fonctions propres de N a M x N.

7,0 désignent les projections respectivement de M x N a M et N respectivement.
En fait, ces espaces sont isomorphes & P(M, g) et P(N, h) respectivement.
Commencons, d’abord par un lemme qui nous sera utile pour comprendre le spectre

de lopérateur laplacien sur (M x N, g X h).

Lemme 3.1.4. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte et supposons donné
pour tout i € N un sous-espace vectoriel non trivial V; de C*°(M) de maniére que les
deux conditions suivantes soient vérifiées :

1. pour tout i, il existe \; € R tel que pour toute ¢ € V; on ait Ap = \jp;

2. la somme >,y Vi est dense dans C°(M) pour la norme L*(M, g).

Alors le spectre de (M, g) est l’ensemble des \; et, pour tout i , V; € P;(M, g)

Preuve 3.1.4. [l est clair que les \; appartiennent au spectre. Inversement, soit
A € Spec(M, g).

11 existe une fonction f non nulle € C°(M) tel que AMf = \f.

Si X était différent de tous les \; alors f serait orthogonale au sens de Ly(M, g)

a Vi pour tout i, ce qui est incompatible avec la densité de Y, Vi.( vu que f #0 ).
Démontrons, maintenant que , V; = P;(M, g) Vi.

Il est clair que V; C Py(M,g) ; supposons que V; # P;(M, g),

alors on pourrait trouwver ¢ € P;(M,g) implique ¢ serait orthogonale & tous les V
pour j # i

mais ¢ ¢ V; c.a.d ¢ orthogonale a V.

En définitive ¢ serait orthogonale a V; pour tout j ce qui ne se pas.

D’ou V; = P;(M,g).

De méme, on a bien besoin de théoreme de Stone Weirstrass.

Lemme 3.1.5. (théoréme de Stone Weirstrass)
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Soit M une variété C*° compacte, et soit A une sous-algébrede C(M).
Si A sépare les points et contient les constantes, alors elle est dense dans CO(]W)— a

fortiori dans C>°(M)- au sens de la convergence uniforme.

Théoréme 3.1.1. on a les égalités :
T P(M,g) ® 0" P(N,h) = P(M x N,g X h).

Spec(M x N,g x h) est Uensemble de A + p avec A € Spec(M, g) et
pw € Spec(N,h). Si 0 € Spec(M x N,g x h) on a P,(M x N,g x h) =
Z()\Jru:a,)\GSpec(M,g),,uESpec(N,h)) ,/T*P)\(M7 g) ® U*pu(N> h)

Preuve 3.1.5. D’abord il est clair d’aprés ce qu’on a fait qu’on a la décomposition
T P(M,g) ® 0*P(N,h) = > _ W, est la somme d’une valeur propre de (M, g) et une
valeur propre de (N, h).

et Wo =3 \,, 7 P\(M,9) ® " P,(N,h).

Démontrons d’abord W, C Py(M x N,g x h) :

soient f € Py(M,g) et f' € P,(N,h).

On a déja démontrer AMN(for)(foo)= A+ pu)(fonm)(f oo)

AMAN pour la valeur propre

implique (f o w)(f o o) est une fonction propre de
A+ p) = o, dou W, C P,(M x N,g x h). Appliquons le lemme 5.1.J avec
N =cetV, ={n*"P\(M,g9) ® c*P,(N,h) tel que \+p=o}.

En effet, la premiére condition de lemme est facile a vour.

Quant a la deuzieme, il faut démontré que W, dense dans C>°(M x N)

i.e ™ P(M,g) ® c*P(N, h) dense dans C°(M x N).

Comme P(M, g) dense dans C°(M) et P(N,h) dense dans C°°(N) (voir lemme 3.1.1),
alors T P(M, g) ® o*P(N, h) dense dans 7 C™(M) @ o* C*(N).

Appliquons le théoreme de Weirstrass avec [A = 7* C*(M) ® o* C*°(N)]

A est bien un sous algébre de C*(M x N), contient les constantes (qui sont les
constantes de C*°(M) et C*(N), sépare les points :

sotent (p,q), (m,n) € M x N tel que (p,q) # (m,n).

Suposons p # m.il faut trouwver deux fonctions f € C°(M) et f' € C(N) tel que :
(fom)(f eo)(p,q) # (fom)[(f oo)(m,n)]

i.e f(p)-f'(q) # f(m).f'(n)



3.2 Le spectre d’un espace produit tordu de deux variétés riemanniennés3

On prend f n’importe quelle fonction C™ telle que f(p) = 0 mais f(m) # 0.

avec f' une fonction constante sur R.

D’ot le théoréme donne : m* C*(M) @ o* C*(N) dense dans C°(M x N).

Par conséquent, le lemme 3.1./ est vérifiée, et donc on a les résultats :

Spec(M x N, g x h) est l’ensemble de 0 = A+ p ot A € Spec(M, g) et o € Spec(N, h)
avec Po(M x N,g x h) =>"_W,.

Lemme 3.1.6. Le laplacien dans ’espace produit s’écrit : AP*F = AB + AF,

Preuve 3.1.6. Fizant (Xi,..., X,,)( resp (Vi,..., V) un repére orthonormal de B
(resp F).

Alors (X1, ..., Xon, Vi, ..., Vi) est le repére g-orthonormal de B X F associé a la mé-
trique : g = 1*.gp+ 0" gp.

Par conséquence, le laplacien dans ce base s’écrit de la forme suivante :

AP = [Zzﬁil Vx,Vx, = 2111 VVXZ-XZ-] + [Z?:l Vv,V — Z?:l VVV,L- v, = AP+ AT
d’ot le résultat.

Comme AM est un opérateur symétrique, ils existent une suite réelle (\)ien et une
base orthonormal (w))ien de Lo(M) tel que AM(uy) = Nuy.

de méme AN est un opérateur symétrique, donne lexistence d’une suite réelle (11;)icn
et une base orthonormal (w;)i € N de Ly(N)  tel que AN(w;) = pw;.

le fait que le laplacien de M x N est la somme de deux laplaciens de M et de N, on
obtient que AM*N est un opérateur symétrique.

ainsi lexistence d’une suite réelle de la forme (\; + ) et d’une base orthonormal de
Pespace Lo(M x N) sous forme w;.w; (résultat directement du théoréme 3.1.1). Par

conséquent, on a : {u;w; 1,5 =0,1,...} est une base de Ly(M x N).

3.2 Le spectre d’un espace produit tordu de deux

variétés riemanniennes.

3.2.1 Laplacien d’un espace produit tordu.

Soient (B, gp) , (F,gr) deux variétés riemanniennes compactes de dimension

m et n respectivement, et f une fonction € C*(B).
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Notons que AP, AP ABXF ot AB*sF les laplaciens correspondants aux espaces indi-
qués. Commencons d’abord, par un lemme qui nous permet de bien voir 'opérateur

laplacien au niveau d’un espace produit tordus.

Lemme 3.2.1. Le laplacien dans [’espace produit tordu s’écrit :
AP = AP 4 (n/f)V graas + (1/f)2AF,

Preuve 3.2.1. En reprenant les repéeres locales orthonormauz définient, dans le cha-
pitre 2 sur B (i.eXy,..., X;) et sur F (i.eVy,..., V,).

Leur relevés a B x ¢ F' (notés de la méme fagon) donnent un repére orthonormal dans
cet espace de la forme : X1, ..., Xon, Vi/f, o0y Vil f.

dot AP =371 Ve Vi, = 300 Vosx + 252 Vv Vv = 252 Vv v
Or 1/f est constante sur les fibres on a Vv, /s Vi/f = (1/f)*V, V;

= (1/)*[Dv, Vi = g(Vi, Vi)/ f)grad f] = (1/ f)*[Dv, Vi — fg"(Vi, Vi)grad f].

Vu que g¥(Vi, Vi) =1 on a Y1, g¥(Vi, V;) = n, et donc la formule sera :

A F = AP (1) P20, Vi Ve Sy Vg vl + (1) ) Vgraay = AP+ (1/ )27+
(n/f)Vgraay d’ot le résultat.

3.2.2 Spectre d’un espace tordu

Essayons de savoir certaines propriétés sur ’espace produit tordus qui

nous seront utiles pour trouver le spectre :

Lemme 3.2.2. En rappelant : xlgxp = W,

osnr (Elément volume riemannienne sur

B X F) et x1g x ¢ F (élément volume riemanienne sur B X F)

On a pour tout (b,p) € BXx F :
#1px,r(b,p) = f"(D) * 1xr(b, p).

Preuve 3.2.2. En reprenant le repere orthonormal sur B Xy F.
Calculons d’abord (Vi) f)’ pour V1 <i < n.

Soit Y e L(F).

(V' (Y) = g(Vi/ [, Y) = (1/ ))g(Vi, Y) = (1/f)-F2g"(Vi, Y) = [.(Vi)*(Y),
dou (Vi/ f) = f(Vi)".
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Done %14y, o(b.9) = Wyps p(b.9) = X3 A e AXS A (Vi/ ) A e A (Vi £ (B,)
= XA LAXNANFO) (V) A A FB)(V,) (b, p)
=P O)XIA AX AV A A (V) (b,p) = (D) W,y = (1) % 1pxp

Lemme 3.2.3. Si B compact et f > 0, on peut identifier Ly(B X F) avec Ly(B x s F).

Preuve 3.2.3. Soit u € Ly(B x F).

Joxr @ * Lgpe r = Jpup € * Lgp, e (lemme 3.2.2).

Vu que B compact et f continue sur B, ainsi le fait que u € Ly(B x F).

donnent : fofF“2 * lgpe o < SUDpep f7(D) fofFu2 * lyp.n < 400, donc
u € Ly(B xy F). Démontrons l'inverse, soit u € Ly(B X F)

fofF“2 * Lgp o = S p < +00. Vu que f continue et B compact alors :

infB fn foFu2 * ]'ngF S foFuzfn * 1B><F < +00.

Donc foFu2 ¥ 1pyp < 400.

Dot u € Ly(B x F).

Lopérateur AT : Ly(F) — Ly(F) est symétrique, donc il existe une suite réelle
Ao =0 < A < A\ < 1) de AF des valeurs propres et une base hilbertienne
orthonormale ; tel que AFvp; = A\ (théorie spectrale).

a chaque valeur propre X de AF, on définit un opérateur différentiel Ly sur B défini

par :

Ly = A"+ (n/f)Vraas — A/ f*.
On note par B la variété riemannienne B muni de la métrique fG/™g.

Lemme 3.2.4. L, est un opérateur auto-adjoint sur B.

Preuve 3.2.4. Calculons d’abord *15 en fonction de x1p.

En effet, soient { Xy, ..., X;n} un repére local g orthonormal de B,

il donne un repére orthonormal sur B de la forme {X1/(f™™), ..., Xpm/(f"/™)}.
On axlg=W;= (X /fY"" ) A ... A(Xpn/fY™)

= o ox fYm XA LA XS, (le méme type d’argument de lemme 3.2.2)
= MmN L AXD, = W, = [ 1.

donc on déduit : x1g = f" * 1p.

Soient maintenant u,v € C*(B).On a :
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(a) fH(APujy = (APu)f"v = g"(APu, fv) = g"(ddu, f*v) = g"(du,d(f"v)) =
gP(du® d(fmv)#) = gP(gradu, grad f*v) = grad(f™v)u = =V graqfroyt d’ot
fr(APu)o = =V graa(proyu

(b) Soit X € T'(B). On a ¢g%(grad(f™),X) = X(fw) = nf" lo.fo+ ffov =
nf"tgB(grad f,x)v + frgP(gradv,z) = gB(nf"t.grad fv + fr.gradv, X).
donc grad(f™) = nf"t.grad fu+ f*.gradv.

(a) et (b)donnent f*(APu)v = —Vgrad(froytt = nf" 0V grag g+ [V grag ot

Dot (Lyyu, v) 1y — (U Lav) 1y(5)

= fB Lyuvx1lg— fBu.LAv x 15

= [ [APut(n/ )V graa putdu/ f21 " oxl p— [ u[APv4-(n) )V graa jo+Av/ f2] f515
= [l (APu)v — fru(APv) + nf" o (Vgraa pu) — nf" 7 u(Vgraa o)) * 1p

= [5l=(Vgraagrow) + (Vgrad(rrnv) + nf" 7 0(Vgradsu) — nf " u(Vgraapv)] * 15
d’aprés (a).

= fB[_nfnilv(ngdfu) — ["(Vgradvu) + nfnilu(vgmdfv) + " (Vgradut) +
nf"0(Vgraa pu) — nf" 7 u(Vgraa o)) % 15

d’aprés (b)

= [ [ [V graau? = Vgraavt] * 1(p)

= [ ["(APu)v — (APv)u] = 0 car AP est symétrique sur B. D’ou le résultat.
Comme Ly est un opérateur symétrique alors il existe wune suite réelle
(0 = py < py < py < ..) de waleurs propres et une base orthonormale
(gb;\)j de fonctions propres sur Ly(B) telles que L,\gb;‘ = u? j)-‘,j =0,1,2,...

d’ou, en utilisant le lemme 3.2.1, on obtient :

APIEGR s = Ly @' s = 115" 6" i

Nous allons, maintenant démontrer que la famille
{qb;-iwi 14,5 =0,1,2...} forment bien une base de Ly(B X s F).

Commencgons par la remarque suivante :

Remarque 3.2.1. 1) On a linclusion : Ly(B) C Ly(B).

2) Siuc Ly(B) et v € Lyo(F) on a[ju, vl Lyx,p) = |ull o) [0l Loy
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Preuve 3.2.5. 1) Soitu € Ly(B) , Le fait que f soit continue et que B soit compacte
donne fB u?xlg = fonUQ*lg < supg f" fBu2*1B < +00. et donc u € Ly(B).

2

2) Calculons ||U>UH2L2(Bfo) = fofFu v? % lpy,p = fBXfF’LLQUan x lp*x 1p =

Jpr ™02 % 1 [, pv® x 1p = [pu? 15 [po? s 1p = HUHQLQ(B)‘HUH%z(F)
Théoréme 3.2.1. {qb?’d/;i 14,5 =0,1,2...} est une base de Ly(B xs F).

Preuve 3.2.6. AP est un opérateur symétrique, donc il existe une suite des valeurs

propres (oy); et une base orthonormal (u;); dans Ly(B) tel que APu; = ag.u.

Comme {(;S;\Z 24,7 = 0,1,2...} forment une base de Lo(B), (la remarque 3.2.1), il

existe une suite al):}'~C eR;k=0,1,2... telle que lim, ¢ ||u; — > 4 _, al’\;cgbzb 5=0.
En utilisant 2) de la remarque 3.2.1, on a :

by — S0 aidniill mx o r = || (w — Soh_g a)idi )ill b

= Jlu = 320 a1l p

en faisant tendre p — oo , on obtient lim ||uh; — Y 1 _, a;:};ﬂszi%HBfo = 0.

Comme {u; ;i,1 =0,1...} est une base de Ly(B x F) alors le lemme 3.2.5 et le fait
que ugp; est une combinaison de (qb;\wl)”
montrent bien que {(b;\ i, 5 =0,1...} est une base de Ly(B x ¢ F).

d’ou le résultat.

Théoréme 3.2.2. Soient B, M , N des variétés riemanniennes compacts et

f € C(B) strictement positive.
Si Spec(M) = Spec(N) alors Spect(B x y M) = Spect(B x ¢ N).

Preuve 3.2.7. On remarque que les valeurs propres (uj‘l)” ainsi trouvés de AP F
dépendent des \; et non des ;.

Vu que Spec(M) = Spec(N), on a Spect(B x s M) = {,u?i,j =0,1,2... avec \; valeurs
propres de M}= {,u;\",j =0,1,2,... avec \; valeurs propres de N} = Spect(B x ¢ N)

d’ou le résultat.

Lemme 3.2.5. rappelons le résultat suivant de géométrie riemannienne (cf [1])
Soient M, N deuz variétés riemanniennes et f une application C° de M dans N.

St M est complete avec f*gy = gu alors fest surjective.
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Théoréme 3.2.3. soient B, M, N des variétés riemanniennes complétes et
f € C*(B) strictement positive tel que :

(1) M, N sont plates et dim M , dim N > dim B+ 2.

(2) il existe un point by € B et un voisinage Uy de by tel que :

lgrad f|[*(z)/ f*(x) # llgrad f[|*(bo)/f*(bo), Yo € Uy — {bo}-
Si B xy M est isométrique a B xy N, alors M est homothéti a N.

Preuve 3.2.8. Soit X : Bx; N — B X M. une isométrie.

by € B, donc il existe un point (by,n1) € B xy N tel que : (m 0 X)(b1,n1) = by.

On définit le sous-espace linéaire E(by,n) de T, »)({b1} x N) pour Vn € N tel que :
E(bi,n) ={X € T ({1} x N): (o X), =0}.

D’aprés (1) , on a bien dim E(by,n) > 2.

En effet, la restriction de (7m0 X), sur T, ») ({01} x N) est une application linéaire,
et donc : dim ker(m o X).[p,yx,n +dim Im(m o X)u| ()5, N

= dim(T @, ({01} x N)).

Le fait que dim(T p, ) ({b1} X N)) = dimT,(N) = dimN

et dim(m o X)u|(pyx,n < dimT,(B) =dimB  donnent

dim  E(b;,n) > dim N — dim B.

D’aprés (1) , on a dim N — dim B > 2, et donc dim E(by,n) > 2.

Ceci implique ezistence de deux vecteurs orthonormés e;(n) , es(n) € E(by,n).
utilisons b) de la proposition 1.2.2 ( prenons F'= {b1} x N, avec les vecteurs e;(n) ,
es(n) ), on obtient :

9(R(ex(n), ea(n))er(n), e2(n)) = g(("R(e1(n), ez(n))es(n)), e2(n))

~lgrad F2(b1)/ £ (50)lg(er (), x(m))-gleam), ex(m) — glea(n), ex(m))gler (), ex(m))].
Or N est plate, et donc "R(ei(n),es(n))ei(n) = 0 Mais l'orthonormalité de ei(n) et
eo(n) donne que :

gler(n),ex(n)) = glez(n), e2(n)) = 1;

9(1(n), e2(n)) = g(ea(n), e1(n)) = 0.

Et la formule devient : g(R(e1(n), ez(n))ei(n), ex(n)) +||grad f1|*(b1)/ f(b1) = 0.

De méme, le sous espace E(by,m) = {x € T (4ym)({bo} x M) tel que m.x = 0} est de

dimension > 2 (avec le méme type d’argument qu’on a fait pour E(by,n)).
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Ainsi (lgrad f1|(b1)/ f(01)]* = g((R(ex(n), e2(n)), e2(n))

= X"g((R(e1(n), e2(n)), e2(n))

= g(X.(R(ex(n), ea(n))er (), X.(ea(n)))

(le fait que le tenseur de courbure est invariante par isométrie)

= 9((R(Xi(e1(n)), Xi(e2(n))), Xu(e2(n))).

Mais, les vecteurs X, (e1(n)) et X.(ea(n)) sont deuzx vecteurs orthonormés de E(by, m)

[ puisque e1(n) et es(n) sont orthonormés sur E(by,n)], donc en appliquant 5 de la

proposition 1.2.2 [en prenant F'= {by} x M, avec les vecteurs X.(e1(n)), X.(ea(n))].

On obtient :

9(R(X.e1(n), Xiez(n)), Xsea(n)) = [llgradf||(7 o X (bi,n))/f(m o X (b1, n))]*. D'od

l’égalité :

llgrad £11(bo) £ (b)) = lllgrad FI[(x 0 X (by, m))/ £ (w o (b, ))J? ¥ € N,

Cette égalité est, en particulier, vraie pour n;.

Le fait que mo X (by,n1) = by donne

llgrad FI2(51)/ £2(00)] = [lgrad £12(bo)/ £ (o)), mais vu que

llgrad £1(51)/ £2(00)] = [lgrad £12(x o X (by, )/ f2(x 0 X (by, m))] ¥n € N

on a :(moX)(by,n) =by Vn € N.

De plus, comme M et N sont complétes, on a {b1} X N est isométrique a {by} x M.

En effet, prenons la restriction de X sur {b1} x N, [X : {b1} x N — {bo} x M].

Sotent V,W € Tupnm{bi} X N. gom)(V, W) = gxpno(X V. XAW) =

Ibo,m) (X Vs XeW) = (X Gbg,m)) o1, (Vs W).

D ot gipyxn = X Givyxm-

le fait que {b1} x N est complet, le lemme 3.2.5 donne que X est surjective, donc

bijective.

D’aprés 1isométrie B xy N — B Xy M, on a que X est homéomorphisme et donc

finalement ’isométrie de X .

par conséquent N est homothétique a M.

En effet, soient V, W& T4, ny({b1} x N)

comme {b1} x N est isométrie a {by} x M alors g{bri} x N) = X*(ge1xm) et donc
b1n>(VW) g(bom(XVXVV)

= f2(bi)gn(V, W) = f2(bo) gu( XV, X, W)
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<= [f2(01)/ f2(bo)]-gn(V, W) = gu( X, V, X. W)
= [f2(b1)/ *(bo)]-gn = X*gur-
prenons C'= f2(by)/f?*(by) € R*T on a bien C.gy = X*gy, d’ot le résultat.



Chapitre 4

Construction d’exemples de variétés
compactes, 1sospectrales non

1sométriques.

4.1 Contre-exemple de Milnor

Proposition du probléme : C’est en 1966 que M.Kac dans son article "est-ce
qu'on peut entendre la forme d’un tambour?" & posé la question suivante : deux
variété isospectrales sont-elle isométriques 7. la réponse est en général non, le premier
contre exemple est donné par : Milnor. un des cas ot la réponse de cette question est

affirmative est la :

Proposition 4.1.1. Soient (M, g) et (M’, ") deuz variétés riemanniennes de dimen-

sion 2 a courbure nulle alors Si Spec (M, g) = Spec(M',¢") = (M, g) ~ (M',q’)
Pour la démonstration on a besoin le lemme suivant :

Lemme 4.1.1. Si ¢ : (M,g9) — (N, h) est une submersion riemannienne & fibres

totalement géodésique, alors, pour toute fonction f définie sur N on a :

AY(fog)=ANfoo.
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Preuve 4.1.1. lemme

On sait que l’espace tangent en un point m de (M, g) se scinde canoniquement en
deux sous-espaces orthogonauzr dont le second, dit horizontal, se projette isométri-
quement sur Ty N ; soit, donc, {x;,y;}i; une base de T, M, ou {x;} est une base
du sous-espace horizontal et {y;} une base du sous-espace vertical. Les géodésiques

correspondantes sont notées v; et 0; respectivement.et on a aussi :
M d? d?

Comme ¢ est une submersion riemannienne la projection de ~; est la géodésique
attachée a la projection de x;. Le premier terme du second membre de est donc égale
a AN f o ¢. Le second terme est nul, car §; est contenu, par hypothése, dans la fibre

de ¢ en m, donc fo@od; est constante. L’égalité est donc vérifée.

Preuve 4.1.2. proposition

Voir le resultat de lemme précédent.

Théoréme 4.1.1. Milnor

il existe une paires de tores de dimension 16 isospectrales non isométriques.

preuve |||
Dans la suite, on utilise le produit tordu pour construire un contre exemple de variétés

isospectrales non isométriques.

Théoréme 4.1.2. soient B, M, N des variétés riemanniennes compactes et f une
fonction C° sur B.

avec les mémes hypotheses qu’au théoréme 3.2.3 précédent on a :

si Spec(M) = Spec(N) et M n’est pas isométrique avec N alors

Spec(B x s M) = Spec(B x ¢ N) mais B xy M n’est pas isométrique avec B Xy N.

Preuve 4.1.3. Comme Spec(M) = Spec(N), alors le théoréme 3.2.2 donne que
Spec(B x; M) = Spec(B x; N).

Ainst, B xy M nest pas isométrique a B X<y N car sinon, le théoreme 5.2.3 implique
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que Met N sont homothétiques, le fait qu’elles sont isospectrales entraine qu’elles sont
isométriques (elles sont homothétiques et ont méme volume donc sont isométriques).

d’ou le résultat.

Remarque 4.1.1. Prenons maintenant B : le cercle S*.
Dans ce cas, ont peut remplager l'hypothése (2) du théoréme 3.2.3 par le fait que f

n’est pas constante.

Preuve 4.1.4. Il faut démontrer que si f n’est pas constante alors il existe by € S*
et un voisinage Uy de by telque ||grad f||*(x)/f*(x) # ||grad f]|*(bo)/f?*(bo) YV €
Up — {bo}.

En effet, dans le cas o B = S' (dim = 1) , on a |grad f||*(z) = (f)*(x), et on a
bien & démontrer 'ezistence d’un point by € S et d’'un voisinage Uy de by tel que
(FY2(2)/ £2(2) # ()2(bo) / F2(bo) Vo € Up — {bo}.

La fonction f : S — R, étant de classe C* strictement positive et S' étant compacte,
on a lexistence d’un point by € S* et d’un voisinage Uy de by tels que by soit un
extrémum de f et pour Vo € Uy — {bo} on a f'(x) # 0.

D’ou le résultat.

Corollaire 4.1.1. Soient M, N deux variétés riemanniennes compactes et une fonc-
tion f strictement positive non constante sur S*.

Supposons M et N plates et de dim > 3.

St Spec(M) = Spec(N) et M nest pas isométrique a N, alors Spec(St x; M)
= Spec(S* x; N) mais S* x; M nest pas isométrique a S* X N.

De plus S* x; M et S* x; N ne sont pas plates.

Preuve 4.1.5. On a dimS' =1 et dim M , dim N > 3.

Vu que f non constante, la remarque J.1.1 donne la condition 2 du théoréme 5.2.3,
et donc on a : Spec(St x ; M) = Spec(S* x ¢ N) et S* x; M n'est pas isométrique avec
St x; N.

De plus, en prenant un 2-plant J tanjent a S*' x; M et en y choisissant une base
orthonormale de la forme {X +V,V} ou X est un champ de vecteur sur S* et V., W

sont des champs de vecteurs sur M.
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Le calcul qu’on a déja fait dans le chapitre 1 (Lemme 1.2.3) donne la courbure sec-

tionnelle K de S* x ¢ N par la formule :

K(J) = =(f"/HIXI + A/ RV W) = (P LIV

avec MK la courbure sectionnelle de M.

Vu que M est plate, on a MK(V,W) = 0, et donc la formule devient
K(J) = =" DIXIE = (£ £V

Comme f : S' — R est continue non constante et que S* est compacte, il existe
be St tel que f'(b) =0 et f"(b) #0.

La courbure sectionnelle au point b est non nulle, et donc S* x; M n'est pas plate.
De la méme maniére, on démontre que S* X N n'est pas plate.

Enfin, en résumant : ceci permet construire deux variétés riemanniennes compactes

non plates qui ont mémes spectres et qui ne sont pas isométriques (S x ¢ M et S x ¢ N).
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