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Introduction

Ce mémoire est un exemple de ce qu’il est possible d’étudier en géométrie spectrale.
Puisqu’il est généralement difficile de définir et de délimiter exactement un domaine de
la connaissance, on trouvera dans ce mémoire quelques exemples de ce qu’il est possible
d’étudier en géométrie spectrale. Néanmoins, personne ne se trompe en affirmant que
la géométrie spectrale est un domaine alliant la géométrie et I’analyse spectrale. Tradi-
tionnellement, I’analyse spectrale étudie le spectre des opérateurs comme les matrices ou

d2

2.2+ Généralement les opéateurs

encore des opérateurs différentiels commme 'opérateur
agissent sur des objets comme des vecteurs ou des fonctions. Les domaines sur lesquels ces
objets sont définis sont plats généralement comme un carré en dimension 2 ou un cube en
dimension 3. En changeant les domaines sur lesquels ces objects sont définis, par exemple
en considérant des vecteurs sur la sphére en identifiant chaque point antipodal comme
équivalent, les opérateurs agissant sur ces objets ont des «comportements » différents. Le
spectre des opérateurs est entre autre différent d’'une géométrie a une autre. La géométrie
spectrale étudie le spectre des opérateurs agissant sur des objets définis sur des géométries
non lates comme la sphére ou le tore.

Plusieurs problémes peuvent étre étudiés en théorie spectrale. Ces problémes varient se-
lon que les opérateurs possédent certaines proprités comme entre autres étre compact,
linéaire, auto-adjoint, non -borné, etc. pour certains types d’opéreteurs, comme le lapla-
cien A qui sera d’intérét dans ce qui suit, il est possible de décomposer leur spectre au
sens exposé au chapitre 1. De par la forme du domaine, il peut étre possible de connaitre
explicitement la forme des fonctions propres.

De facon générale, lorsque les mathématiciens ont une fonction sous leurs yeux, ils aiment
connatre ou elle s’'nnule. C’est la méme chose avec les fonctions propres. L’ensemble des
zéros d’une foction propre donnée est un ensemble fermé de la variété sur laquelle lesdites

fonctions propres sont définies. Cet ensemble porte un non particulier : il s’appelle le
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domaine nodal de la fonction propre donnée. Le complément de ’ensemble des zéros est
ouvert et «découperla variété en composantes connexes .

Egalement, lorsque I’enemble des fonctions propres forment une base séparable et com-
pléte pour lespace L? sur le domaine en question (tel qui’il est le cas du laplacien) il est
intéressant de s’intéresser aux probléme asymptotique. Un de ces problémes est relié a la
distribution empirique des valeurs propres. Par conséquent, étant donné une valeur fixe
positive, combien de valeurs propres sont plus petites que cette valeur fixée & priori en
tenant compte de la multiplicité 7 .

Dans ce mémoire, ’analyse spectrale se fera sur le disque D de rayon 1 ou sur un sec-
teur S(«a) d’angle a € (0,27) de rayon 1. 9D ou 9S(«) est le bord la frontiére de S(«).
I'opérateur d’intérét sera évidemment le laplacien dénoté A ou V2. connaitre le spectre
du laplacien permet de connatre dans ce cas, et dans bien d’autres cas, le spectre de
I'opérateur des ondes, de la chaleur et de Schrodinger. L’espace sur lequel A est défini
se dénote HJ et il s’appelle I'espace de Sobolev. Les fonctions propres forment une base
pour H}(D). Les fonctions propres formant une base pour H}(S(c)) sont les fonctions de
Bessel de premier type 1,2,... Deux problémes concernant 'opérateur A sur D seront
étudiés plus particuliérement. Le 17 probléme consistera a étudier la configuration des
ensembles nodaux des m premiéres fonctions propresu; pour j = 1,...,m. Ce probléme
sera équivalent & calculer les m premiéres valeurs propres \; pour j = 1,...,m. Bref, c’est
en voulant obtenir un algorithme efficace pour obtenir les m premiéres valeurs propres
qu’il sera évident comment obtenir la configuration des ensembles nodaux. Un théoréme
di & Courant donnant une borne sur le nombre de composantes connexes de la m® va-
leur propre sera 'outil principal afin d’établir les configurations. Les ensembles nodaux
seront des lignes angulaires partant du centre du cercle et des series de cercles concen-
triques. De méme, un autre probléme relié & l'identification de la prémiére ligne nodale
de la deuxi¢me fonction propre sur un secteur S(«) sera é¢tudié¢. On mentionnera la valeur
critique de l'angle o dans le cas du secteur S(«) ot la ligne décrite par 1’équation en
coordonnée polaire r= const. et préférée a la ligne décrite par I'équation 8=cost... Nous
verrons que si 'angle du secteur est critique, alors la 1™ ligne nodale n’est pas définie. De
méme nous verrons que la multiplicité de la 2¢ valeur propre Ay est double pour ce secteur
d’angle critique. Un autre probléme étudié est relié a la distribution asymptotique des va-

leurs propres de A. En d’autres termes, soit Sp,(—A) = {\;};>0 le spectre de l'opérateur
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A sur le disque D de rayon 1 avec les valeurs propres ordonnées naturellement c¢’est-a-dire

0 <A < Ay <...soit N()), la fonction de compte des valeurs propres \; plus petites que

N =1

A <A

A c’est-a-dire soit

Pour des valeurs de A trés grandes, N () = %—@+R(A) (Loi de Weyl) ouR(\) est le terme

d’erreur. Il sera d’abord réexpliqué clairement comment il a été démontré dans [KF| que
R()\) = O(A3). Enfin, un deuxiéme algorithme permettant d’évaluer N(\) exactement et
efficacement est donné. Cet algorithme n’utilise que la monotonicité des zéros des fonctions
de Bessel. Comme il y sera expliqué, 1'algorithme fait une « marche » qui consiste a faire
des retours en arriére et des montées en alternance sur des paires d’entiers bien déterminées
par le probléme en soit. Les coordonnées de ces paires sont 1’ordre et I'index des zéros des

fonctions de Bessel de premier type pouvant étre les candidats possibles pour les valeurs
propres.



Chapitre 1
Préliminaires

Voici le plan pour ce chapitre. Les référence sont données au début de chaque section.
Dans la 17 section certaines propriétés d’intéré pour ce mémoire de 'opérateur laplacien
dénote A sur un ouvert régulier borné {dde R™ sont mentionnées sans preuve. Plusieurs
définitions sont données avant d’y arriver permettant de bien définir le domaine de A
et d’arriver a quelques théorémes intéressant. La loi de Weyl (fonction de compte des
valeurs propres ) sera égalalement présentée avec quelques théorémes pour I'approximer
ansympltiquement sur des domaines €2 arbitaires.

Dans la 2° section, il sera montré que résoudre grace a la séparation de variables le pro-
bléme a valeur propres Au+ Au = 0 sur un domaine ciculaire c¢’est-a-dire lorsque €2 est un
secteur ou un disque «engendre» I’équation de Bessel.il sera montré quelles valeur A\ peut
prendre engendrant ainsi la suite spectrale ou le spectre. Il sera montré que les valeurs de

A sont des carrés des zéros de fonctions de Bessel.
Dans la 3¢ section, les zéros des fonctions de Bessel seront appronfondis. plus spécifi-

quement, le développement asymptotique di a olver des zéros sera présenté sans preuve.
Ce développement est important pour quiconque veut calculer les valeurs propres de A
sans avoir a résoudre les équations différentielles directement. Au chapitre 2, il sera mon-
tré comment en effet il est possible d’obtenir le spectre, les m premiéres valeurs propres
pour m trés grand, du Laplacien cette section introuira succinctement les fonctions d’Airy
comme des solutions d’une équation differentielle du méme nom. Les zéros de ces derniéres
et leurs relations aux fonctions de Bessel seront abordés briévement pour nous permettre
de comprendre le développement asymptotique d’olver.

Dans la 4¢ section. Les ensembles des zéros des fonctions propres appelés communément

les ensembles nodaux des fonctions propres seront étudiés.Un théoréme di & courant sur
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le nombre de domaines nodaux sera énoncé sans preuve. cette section avec la précédente

seront utiles le chapitre 2.

1.1 Rappels-définition du laplacien, décomposition du
spectre et fonction de compte

Le lecteur retrouvera les définitions suivantes et certains théoréemes sur les fonctions
et les valeurs propres du laplacien dans 'ouvrage de référence [R,R,let [w;)].

Soit 2, un ouvert borné régulier de R™. Soit c>(£2) I'espace des fonctions définies sur (2

différentiables indéfiniment.

Définition 1.1.1. (Le laplacien A ). Soit u € c¢*(2). Alors le laplacien est l'opérateur
A c™(Q) — c>®(Q) tel que
0%u 0%u

=4
3 Ox2

Au

Définition 1.1.2. (Fonction propre et valeur propre). Une fonction propre relative a la

valeur propre A est une solution non nulle du probléme

—Au= M dans £
u=0 sur 02

Le théoréme suivant (page 115 de [Wi|) montre que les fonctions propres du Laplacien

constituent une base de L%().

Théoréme 1.1.1. (Décomposition du spectre). 1l existe une suite non bornée de valeurs
propres de
O0< A <A< ...

et une suite de fonctions propres relatives {¢;}5° qui est une base hilbertienne de L*(2) Les

valeurs propres peuvent étre exprimées comme dans la proposition suivante due Rayleigh

(page 115 de [Wi]).
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Proposition 1.1.1. (Quotient de Rayleigh). Pour tout n > 1,

)\n:min{/\Vu\zdx//Ude:1et/ug0jd:v:() pour jzl,...,n—l}
Q Q Q

Pour les résultats qui suivent concernant la fonction de compte des valeurs propres No(A),

ils se retrouvent dans [Be].

Soit maintenant Ng(A) la fonction de compte des valeurs propres ¢’est-a-dire

No(\) = > 1.

A <A
La fonction de compte est une fonction a valeurs entiéres définie sur les réels c’est-a-dire
No(A): R — IN
qui est également continue a droite c¢’est-a-dire pour h> 0

No(A) = lim No(A+h)

h—0+

Si A € R est une valeur propre, alors sa multiplicité est donnée par

lim No(A+h) — Nqo(A—h
Jim No(A+h) = No(A = h))

Si A € R n’est pas une valeur propre, alors

lim No(A+ h) — No(A—h)) =0

h—s0+
Par conséquent, si A est une valeur propre, alors il existe j€ IN tel que A = A; et tel que
hgl(l)_‘_ No(A—h) = hg%+ Nao(Aj —h) <j< hE:%Jr No(A+h) = hﬁ%+ Na(X; + h).
La connaissance de No(\) permet donc de retrouver les valeurs propres \; et vice-versa.

Plusieurs résultats pour approximer N(\) ont été obtenus. Voici certains d’entre eux. Le

premier (voir p. 89de [Be|) est da Weyl en 1911 qui a montré que
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Théoréme 1.1.2. (Weyl)

QA2 lorsque A — oo

ot Vn est le volume de la sphére de rayon 1 dans R™ et u(Q2) la mesure de Lebesque du

domaine borné régulier €.

En 1952,1953 et 1955 Levitan écrivait une série d’articles ot il démontrait le théoréme
suivant donnant une estimation du terme d’erreur. Les articles de Levitan sont respective-
ment [Lel|, [Le2| et [Le3|. En 1956, Avakumovic montrait également le théoréme suivant
dans son article [Av]. Hormander en donna également une autre preuve en 1968 dans son

article [Ho|.

Théoréme 1.1.3. (Levitan).

Lorsque Weyl a fait la conjecture suivante qui est vraie pour tout domaine €2 convexe

et qui a été prouvée par Ivrii dans [IV] et, indépendamment par Melrose, dans [Melr| pour

d’autres variétés riemanniennes satisfaisant des hypothéses plus générales.
Théoréme 1.1.4.

Va n V- n-1 n-1
G (O = G HEDNT + 0T

No(A) =

Remarque 1.1.1. (Au+ M = 0ouAu + XNu = 0). Si au liew d’étudier I’équation Au +
Au = 0, équation Au + N2u = 0 est étudiée, alors il faut substituer X par \* dans les

résultats qui précedent.

Comme le disque sera objet géométrique d’intérét dans ce mémoire, si 2 = D ou D
le disque de rayon r alors, dans [KF], il est montré le théoréme suivant spécialisé au cas
du disque. Notons que [KF]| étudie le probléeme Au + Au = 0 plutot que le probléme
Au 4+ \u = 0. Le théoréme est cité presque tel qu’il est dans 'article afin de faciliter son
explication au chapitre 3.2 qui lui est consacré entierement. Nous comprenons bien ici que

k=X dans le théoréme suivant.
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Théoréme 1.1.5. (Kuznetsov et Fedosov, cas du disque D de rayon r). Soit le probléme
a valeur propre —Au = k*u avec ulsp = 0. Soit la fonction de compte Np(k) des valeurs

{K,}22 | ordonnées en ordre croissant c’est-a-dire soit

Np(k) =Y 1

kn<k

alors

ol s=mr? et ou |=27r

1.2 Séparation de variables, équation différentéielle de
Bessel, fonctions et valeurs propres du laplacien sur
un domaine circulaire

Soit S(a), le secteur du disque de rayon 1 d’angle a € (0,27) ou soit D le disque de
rayon 1. Cette section montre comment la séparation de variables lors de la résolution
de l'équation Au + Au = 0 sur S(a) ou sur D « engendre » ’équation différentielle de
Bessel. Les fonctions de Bessel qui sont les solutions de I’équation en question représentent
la partie radiale des fonctions propres du Laplacien sur un domaine circulaire. Il sera
montré que dans le cas du disque D les fonctions de Bessel impliquées dans la résolution
du probléme a valeurs propres Au + Au = 0 ont des ordres entiérs. De méme pour le
secteur S(a) il sera montré que les ordres des fonctions de Bessel impliqués ont des ordres
réels de la forme % pour n=1,2, ...

Pour un exposé plus détaillé de ce qui va suivre dans cette partie, le lecteur peut se référer
entres autres a [HiCo|. En ce qui concerne les fonctions de Bessel plus spécifiquement, le
lecteur peut lire [Wa).

Le cas du secteur S(«) de rayon let d’angle a € (0, 27) est étudié plus en profondeur dans
les lignes qui suivent. Le cas du disque est presque similaire a celui du secteur. Soit donc
un secteur S(«) du disque de rayon 1 et d’angle a. Soit 'équation (A + A\)u = 0 avec la

condition de Dirichlet aux frontiéres c’est-a-dire u(9S(«)) = 0. En coordonnées polaires,
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I’équation est

u  10u 1 0%
A = — e _— —
(A + Au(r. ) or? + r or + r2 00? +Au=0

En utilisant la séparation de variables avec u(r,6) = R(r)M () et en substituant,

2
r (‘3—? + 148 4 AR) M
r r dr 02
= = constante = c

R M

Il faut done résoudre
M"(0) +cM(@B) =0

ot la solution de I’équation précédente est
M(0) = A.cos(v/cl) + Besin(y/ch)

Comme il faut que la fonction M soit périodique c¢’est-a-dire M (0) = M (), alors

™
\/E:E:i\/a

Puisque c ne dépend que de n, il est commode de dénoter par M, la solution de I’équation

correspondante. Généralement,

M., (0) = A, cos(v/cn0) + Be, sin(y/c,0)

mais

et, par conséquent,

M, (6) = Be,sin(\/exb)

Maintenant, en fixant la valeur n et en dénotant par R(r) = R, (r)la solution de I’équation

r dr

Ry,

r? (—djf; + L1dka 4 Aan>

:C’Vl
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Il est démontré que I'équation précédente posséde des solutions que pour un nombre
dénombrable de valeurs de A, (voir [HiCo|. En dénotant ces valeurs par {\, x}7 et leurs

solutions correspondantes par R, (r), alors

T

Rn,k

2 (d%R, i 1dRy
r < drg o d: +>\n,kRn,k

:Cn

Remarque 1.2.1. (Fonction de Bessel et zéros des fonctions de Bessel). La solution R,
porte le nom de fonction de Bessel de premier type d’ordre *. L’ordre sera évident par ce
qui suit. Les valeurs {\, ; }72, seront les valeurs propres de l’équation originale Au-+Au =
Oavec les conditions de Dirichlet auz frontieres. Les valeurs{\, .}, correspondent aux
carrés des zéros des fonctions de Bessel qui sont en quantité dénombrable. Les fonctions de
Bessel sont analytiques, ce qui a du sens puisque toutes les fonctions propres du Laplacien

doivent étre au moins lisses.

Pour plus d’information sur les fonctions de Bessel, nous pouvons lire [Wa]. De fagon
génrale, la fonction de Bessel de premier type est analytique. C’est la solution en série de

I’équation différentielle portant son nom et elle posséde le développement que voici

1o = (3:) SR

1 ™
= —/ cos(nf — zsin(0))dd pour n € Zetz e C
0

T
Lorsque n est remplacé v € C, alors J,(z)est définie par la série suivante
LY S (-1 ()

JV(Z) = (5,2) ; m pour vV E CetzeC

Soit donc J,(z) la fonction de Bessel de premier type d’ordre réel (I’ordre comme I'argu-

ment peuvent étre complexes de fagon générale) et d’argument réel z. Soit également le
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k¢ zéros de J,(z) noté par ji(v). Ainsi,

nm

Upp(r,0) = J%w(\/mwsin(7)

Pour vérifier que w,, ;(r, @)est bien la bonne solution, il est commode pour 'instant seule-

ment de réécrire

/\n,k = A
nmw

— =V
(07

Voici deux faits concernant les fonctions de Bessel de premier type :

J(z2) = gjy(z)—Jy+1(z) (1.2.1)

Toia(z) = < - Jy+1(z)—Jy(z)) (1.2.2)

Par conséquent,

(J,(VAr)) = J(Var)(Var)
= VA, (VAr)

— VA <ﬁJ,,<\/Xr) - JVH(JXT))

= SLVM) = VAL (Vi)
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Aussi,

(V)" = (J,(VAr)
= (;Jy(\/XT)—\/XJuH(\/XT))l

= v (TJ;(\/XT‘) — JV(ﬁT) — VA1 (V)

r2

r2 r2

_ (’/_2 _ i) 1,(VAr)..

—VA (; s 1) Jy1 (VAF) + Mo (VAr)

r

ce qui donne

1/2 14

(A + N J,(VAr)sin(vh) = sin(vh) (— - =+ T—UQ) J,(Vr)

r2 r2

r r

—VXsin(v) (5 AL %) T (V)

+sin(v0) A, (VAr)

v sin(vh).J, (VAr)

r2

+Asin(v6)J, (VAr)
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qui implique que

(A + A)J,(VAr)sin(vf) = (Z—j 2y T—”Q _ry >\> J,(V\r) sin(v0)

r2 r2

r

—VA (; +2 1 + %) Jy1(VAr) sin(vh)
AT, 12 (VAr) sin(v8)

v v v 2 .
(ﬁ - ﬁ + ﬁ - ﬁ + )\) Ju(\/xﬂ sm(u@)

VA (Z 47 +1 + %) Jy1(VAr) sin(vh)
+A <%Jy+1(ﬁ7’) - JV(\/Xr)> sin(10)

qui implique que

r2 r2 r2 r2

(A + N)J,(VAr)sin(vf) = (”—2 AL v +A— A) J,(V\r) sin(v6)

+ <2V\/X + WA _ Vo

r r r

) Jy1(VAr) sin(v6)
et ainsi

(A + A)J,(VAr)sin(vh) = 0

Remarque 1.2.2. (Multiplicité des valeurs propres pour un secteur). Dans ce cas, toutes

les valeurs propres A, pour n > 1 et k > 1 du Laplacien sur un secteur du disque sont

simples en général sauf pour des angles critiques (voir entre autres la remarque 2.2.2. Les

fonctions de Bessel d’ordre 0 ne sont jamais des fonctions propres du Laplacien sur un

secteur.
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Remarque 1.2.3. (Multiplicité des valeurs propres pour le disque). Soit D, le disque de

rayon 1 dans R2. Les fonctions propres sont encore des fonctions de Bessel. Cependant

les fonctions de Bessel d’ordre 0 sont admises. De facon générale

UOJC(T', (9) = J(](\/)\(]’]J’) k Z 1
Unk(r,0) = Jo(\/Angr)sin(n, 0) ou
Uni(r,0) = Jo(\/Anir)cos(n, ) pour n>1 e k>1

La multiplicité du cas correspondant a l’ordre n = 0 est ainsi simple et celles correspondant

aux ordres n > 1 sont doubles.

1.3 Développement asymptotique d’olver des zéros des
fonction de Bessel

Les zéros de fonctions de Bessel sont les valeurs propres du Laplacien A sur un domaine
circulaire, le disque ou un secteur du disque, comme il a été discuté précédemment.
Plusieurs développements asymtotiques des zéros des fonctions de Bessel et des zéros
des dérivées des fonctions de Bessel existent. Par exemples, les développements d’olver,
de McMahon ou de Meissel (pour J,(n)) pour ne citer que ces développements les plus
connus. Ces développements sont utiles selon que l'ordre ou I'argument sont dans une
certaine région du plan complexe. Ils existent par exemple des développement de Taylor

pour les zéros de fonctions de Bessel d’ordre 2’“2—“ pour £ =0,1,2,... ou simplement pour

les ordres entiers. Le lecteur peut lire [Ro| en ce qui concerne les développements de Taylor
reliés aux zéros des fonctions de Bessel ot une liste de problémes ouverts est également
présentée. Le développement qui est sans doute le plus utile est celui fourni par F.W.J.
Olver durant les années 50. Le développement asymptotique d’Olver a permis en autre une
implémentation numérique stable dans plusieurs logiciels. Tout lecteur intéressé peut lire
les nombreux articles d’Olver cités dans les références comme [Ol1], [012], [O15], [OI8] et
[FaLoOl]. Avant de donner le développement asymptotique d’Olver, une bréve introduction
aux fonctions d’Airy s’impose. Le lecteur peut se référer a[OI8], ce dernier ouvrage traite

des fonctions « spéciales » comme les fonctions d’Airy et de Bessel. Une fonction d’Airy
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est une fonction qui est une solution de I’équation différentielle

2w

L’équation précédente a deux solutions dénotées par Ai et Bi qui sont nommeées respecti-
vement fonction d’Airy de premier type et fonction d’Airy de deuxiéme type.

Les fonctions d’Airy Ai et Bi sont reliées aux fonctions de Bessel de premier type J, avec

l'ordre v = % comme suit

x 23 23

Les relations précédentes sont connues sous le nom de « connection formulas ». Les zéros
de Ai seront dénotés par ap avec k = 1,2,...et 0 > a; > as > ... Seule la fonction
Ai sera utile pour développer les zéros de la fonction de Bessel J, d’ordre v > 0. Il
est & noter que les zéros de Ai et de Bi sont tous négatifs. a; posséde également un
développement asymptotique d’Olver (voir[OI8]). 11 est possible de démonter en utilisant

le développement asymptotique que

. —ag
lim — =1
k—oo (3r(4k —1))2

Pour la suite, nous nous concentrerons sur les zéros de la fonction de Bessel de premier

type J, pour v > 0. En dénotant par J,(k)le k¢ le zéro de J,(z) pour z > 0 et en dénotant

par y, = —ak2_% alors

5—3 _1_479’y;§ + 207, _g+20231’y,§ — 275507 -1

-3
350 © 63000 8085000 O™,

: N
Jk(v) = VEWVI MV T

La preuve de ce résultat est longue et complexe. Les idées de base se retrouvent principa-
lement dans les deux longs articles [Ol1] et [O[2]. 11 est possible de constater grace entres
autres au développement ci-dessus de j, (k) que
(k
im %) _ 1 vhenw (1.3.1)

V—r0 1%
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Il est méme prouvé pour v > 0 dans [QuWo| que

ar 1 . 1 9 4°
V— —1r3 < V)< V——V3+ —a,— 1.3.2
o1V <) T (13.2)

Gracea (1.3.1) et a(1.3.2), il est possible d’évaluer 'ordre de grandeur des zéros. Ceci
sera utile ultérieurement (voir les remarques A.5.1 et 3.3.4) afin de connaitre le degré de

précision requis pour évaluer numériquement les zéros des fonctions de Bessel.



Chapitre 2

Les ensembles nodaux des fonctions
propres

Soit D ou S(a), le disque de rayon 1 ou un secteur de rayon 1 et d’angle a € (0, 27). Soit
A Topérateur différentiel de Laplace. Soit A, une valeur propre A telle que (A + A\)u =0
avec u € C™> étant la fonction propre associée a .
Dans un premier temps, une conjecture concernant la 1" ligne nodale du probléme de
Dirichlet sur un domaine bidimensionnel est étudiee. La conjecture en question a été
soulevée par Payne et affirme que pour tout domaine bidimensionnel, la 1™ ligne nodale
touche toujours la frontiére. Deux cas extrémes s’offrent a la conjecture, le rectangle et
le secteur circulaire. Le cas du rectangle étant trés simple puisqu’il est facile d’identifier
ou se trouve exactement la premiére ligne nodale comme il sera montré plus loin. Le cas
du secteur étant un peu plus intéressant, cela motivant en soi la prochaine partie. A la
fin de lal"section, le lecteur trouvera une proposition donnant ’angle critique oy pour
lequel tout secteur d’angle o < o a une ligne nodale en coordonnées polaires de la forme
r = const et pour lequel tout secteur d’angle o > « a une ligne nodale en coordonnées
polaires de la forme 6 = const. De méme, lorsque @ = «g, nous verrons que la ligne nodale
est indéterminée. Dans un deuxiéme temps, soit un entier m > 1 généralement tres grand
comme m = 1.10%par exemple. Comment construire la suite des valeurs propres A
en ordre croissant de 'opérateur A sur D ou S(«) 7 En d’autres termes, il faut établir un
algorithme efficace pour déterminer le spectre jusqu’au rang m. Par efficace, cela veut dire
ne pas résoudre 1’équation différentielle avec des méthodes comme les éléments finis qui

ne permettraient pas de construire la suite spectrale pour des valeurs trés grandes comme

21
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m = 1.10° et ni méme d’identifier les ensembles nodaux de facon exacte. Par efficace, il
faut se servir de toute la théorie décrite jusqu’a maintenant et du fait que dans certains
logiciels, en l'occurence Maple, il existe des routines tres stables permettant de trouver

les zéros des fonctions de Bessel.
La construction de la suite spectrale jusqu’a m est équivalente & dénombrer le nombre de

composantes connexes disjointes obtenues pour chaque u; en enlevant du domaine original
les ensembles nodaux des fonctions propres u; pour j = 1,2,...m. Les valeurs propres
sont données en fonction de deux paramétres n et k entiers non-négatifs et connaitre le

spectre jusqu’a l’entier m, consisteraa établir une bijection entre IN?et IN.

2.1 Les ensembles nodaux des fonctions propres et leurs
structures, cas du disque et du secteur en exemples

Le théoréme principal de cette section concerne le nombre de domaines nodaux qu’une
fonction propre peut avoir. Il est énoncé entre autres dans [Sh|. Avant d’arriver au théo-
réme, un rappel de ce qu’est ’ensemble nodal d’une fonction propre s’impose. De méme,
les exemples pour le secteur du disque S(«) de rayon 1 et d’angle o € (0, 27) et le disque
D de rayon 1 sont donnés.

L’ensemble nodal d’une fonction propre est son ensemble de zéro. Si la dimension du do-
maine est d, alors la dimension des ensemles nodaux est d — 1. En d’autres termes, pour
la j¢ fonction propre p; défini sur un domaine ouvert assez régulier Q C RY, si Z, est

I’ensemble des zéros, alors
Zj:{(zpj(x>:()7 er}

Z; est un ensemble fermé. Dans le cas d'un secteur S(«) de rayon 1 et d’angle o € (0, 27),

une fonction propre typique est donnée par

U1 (1,0) = Joz (\/ Ay ) sin( ”7”9 )
par conséquent

nmo

Unp(r,0) =0 <= J%(«/)\n,kr) =0 ou sin (—> =0
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Ainsi

— =dnr pour d=0,1,...,n
«

lequel cas donne une suite de lignes angulaires décrites par les multiples entiers pour

d=0,1,...,n de I'angle = le cas ou

J%f(\/ )\n,kr) =0
0

nJ pour j=1,...k

donne une suite de cercles concentriques avec le cas correspondant a la frontiére lorsque
7 =k, c’est-a-dire lorsque r = 1.

L’ensemble des zéros d’une fonction propre découpe le domaine de définition des fonctions
propres en composantes connexes ot la fonction propre alterne de signe. Dans le cas
du disque ou d’un secteur circulaire, les composantes connexes ont la forme de secteurs
circulaires comme il est possible de le voir sur les figures de la section 2.2.1. Une image

vaut milles mots.

Remarque 2.1.1. (Nombre de composantes connezxes).

(cas d’un secteur)

Pour une fonction propre donnée u,, i(r,0), le nombre de composantes connexes sur les-
quelles la fonction propre alterne de signe est donnée par nk.

(cas du disque)

Pour les fonctions propres sur le disque de multiplicité 1 c’est-a-dire pour celles de la

forme ugi(r,0), le nombre de composantes connezes est k. Pour les fonctions propres
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de multiplicite 2c’est-a-dire celles de la forme wy, ;(r,6) avec n = 1,2,..., le nombre de

composantes connexes est 2nk.

Avant de conclure cette section, voici un théoréme célébre da & Courant qui sera trés

utile pour la prochaine section qui peut étre retrouvé entre autres dans [Sh]|.

Théoréme 2.1.1. (théoréme de Courant sur les ensembles nodaux).
Soit Q € R", un domaine tel que OS2 est suffisamment régulier par morceaux. Soit A\,,, la
m¢ wvaleur propre. Alors pour une fonction propre um correspondant a A, le nombre de

domaines nodauz est au plus m.

2.2 La premiére ligne nodale de la deuxiéme fonction
propre

Dans cette partie, la premiére ligne nodale de la deuxiéme fonction propre deA sur un
domaine convexe du plan est étudiée. Cette ligne est ’ensemble des zéros de la deuxiéme
fonction propre us du Laplacien d’'un domaine convexe du plan, avec des conditions de

Dirichlet sur la frontiére.
Pour la premiére fonction propre, uy, elle ne posséde qu’'une seule ligne nodale qui s’annule

sur la frontiére du domaine en question et qui, par conséquent, est triviale. Quant a wuo,
par le théoréme de Courant sur les ensembles nodaux, elle posséde au plus 2 lignes; la
premiére étant toujours triviale et s’annulant sur la frontiére et quant a la deuxiéme ligne,

non t’intérieur du domaine.
Mathématiquement parlant, soit{2 un domaine convexe du plan.

Soit ug, la deuxiéme fonction propre de A, c’est-a-dire Aug + Agus = 0 et uy(9€2) = 0.
Soit I' = {z € Q,uy(2) = 0}, alors deux possibilités s'imposent : TNIN = ¢ ou TNIN # ¢.
Dans le cas ot I' N9 = ¢,alors T C Q.

L.E. Payne a conjecturé que I'NoQ # ¢ pour tout domaine du plan. S.-T. Yau a conjecturé
que I' N IQ # ¢ pour tout domaine convexe du plan.

Pour un domaine borné convexe © C R?, Melas en 1992 dans [Mela] a montré le théoréme

suivant.
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Théoréme 2.2.1. (Melas). Soit Q C R? un domaine borné convexe avec des frontiéres
C*°, alors la ligne nodale de la deuzieme fonction propre us doit intersecter la frontiére

0 exactement en deux points.

Pour un secteur S(a) de rayon 1 qui est un domaine borné convexe du plan, la ligne
nodale de la deuxiéme fonction propre peut donc toucher S(«) de deux fagons.
La ligne nodale intersecte la partie de S(«) décrite par r = 1 ou les deux parties décrites
par 0 =0 et 0 = a.
Question. Quelle doit étre la valeur de « faisant en sorte que nous avons
une situation plutot qu'une autre ?

Remarque 2.2.1. (Deux possibilités pour us). us. a donc deux sous do-
maines simplement connexes disjoints séparés par une ligne nodale, radiale
ou angulaire. Les seuls zéros admais des fonctions de Bessel sont j; (g) J1 (%)
72 (%)

Puisque A\ = 1 (g) nécessairement, alors les deux seules autres possibiltés

sont ji (2”) et Jo (77) chacun donnant respectivement une ligne nodale an-

a a
gulaire et une ligne nodale radiale et, dans chaque cas, deux sous domaines
simplement connexes ot us alterne de signe.

La fonction ji(v) avec v = = étant lisse et croissante avec 'ordre v, alors

la ligne nodale radiale se produit si et seulement si

73 (v) < ji(2v) <= ja(v) < j1(2v)

et ’équation de la ligne radiale est donnée par

J
J

() _ Mifa)
v) ~ ela)

™
r = avec V = —
a

OO — b0

Quant a la ligne nodale angulaire, elle se produit si et seulement si

() > ji(2v) == ja(v) > ji(2v)
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et ’équation de la ligne angulaire est donnée par
h="2
2

lorsque v = T satisfait 1'équation ji(2v) = ja(v), alors 'angle «r est critique
et la deuxiéme valeur propre a une multiplicité double. Si nous résolvons

'équation ja(v) — 71(2v) = 0 alors la solution est
v~ 2.823823 <= a = 1.112531 = 63.743334 degrées

et la 1" ligne nodale n’est donc pas définie. En effet, soit

ue = Js <j2 (1) 7“) sin (19) (2.2.1)
0 o)) Q
2 2
U1 = Jo= <j1 <—7T> 7“) sin (ﬂ) (2.2.2)
@0 (7)) (7))

les deux fonctions propres associées respectivement aux zéros jo (aio) et

. 2
¥al (Oéo) comme

alors n’'importe quelles combinaisons linéaires des fonctions propres (2.2.1)
et (2.2.2) est une solution de I’équation A(u) + Au = 0 sur S(ay)

Remarque 2.2.2. (1" ligne nodale et secteur critique).

Etant donné un angle o et le secteur du disque correspondant d’angle ., les
valeurs propres sont généralement de multiplicité 1. Soit ['angle critique oy
et Uordre associé vy = - tel que ja(vo) — j1(2v9) = 0.

Lorsque ['angle o = «y, la deuzieme valeur propre a une multiplicité de 2.
La premiere ligne nodale n’est donc pas définie pour cette valeur critique
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a puisque nimporte quelles combinaisons linéaires des fonctions propres
(2.2.1) et (2.2.2) est une solution du probléeme A(u) + Au = O0sur S(ay).

I est intéressant de visualiser les ensembles nodaux de la 2¢ valeur propre
pour quelques valeurs a ou, en d’autres termes, la 1" ligne nodale. Nous
voyons en effet que lorsque @ — «y, la ligne nodale est indéterminée, en ef-
fet, Matlab prend au « hasard » une combinaison linéaire des deux fonctions
propres. texbf Les angles mentionnés en-dessous de chaque graphique sont
exactes et ne sont pas approximatives. Le but étant de donner & Matlab des

angles se rapprochant de plus en plus prés de ay.
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FIGURE 2.1 — 1¢" ligne nodale o« = 1.11, Ay =~ 91.0072
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FIGURE 2.2 — 1" ligne nodale,ar = 1,112531, Ay ~ 90.8402
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FIGURE 2.3 — 1" ligne nodale, o = 1.112531602739001, Ao ~ 90.8371
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FIGURE 2.4 — 1" ligne nodale,a = 1.2, Ay ~ 81.9144
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Voici donc a la lumiére de ce qui précéde la petite proposition suivante
concernant 1’« emplacement » de la premiéere ligne nodale de la deuxiéme

fonction propre.

Proposition 2.2.1. (« Emplacement » de la premiére ligne nodale).

Soit S(a) un secteur du disque de rayon 1 et d’angle o. Soit o la solution

(3)-+(5

ot ji(v) est le k¢ zéro de la fonction de Bessel de premier type d’ordre v > 0.

de [’équation

Alors si l'angle a du secteur S(av) est supérieur a o, alors la premiére ligne

e}

nodale de la deuxieme fonction propre est de la forme 0 = 5 sinon elle de la

j%V s
forme r == avecv =1
Jav @

2.3 Algorithme pour ordonner les valeurs propres et
déterminer la structure des ensembles nodaux

Question. Supposons donné un entier m >1. Est-il possible de déterminer
efficacement le spectre du Laplacien sur le disque D ou un secteur S(«) de
rayon 1 jusqu’a l’entier m 7 En d’autres termes, comment obtenir toutes les

valeurs propres A; pour j = 1,....m telles que

0<>\1§/\2§---§/\m

Réponse. Répondre a la question précédente, c’est connaitre la bijection
entre j,%(u) et Ay, ot v = n pour le disque D et ou v = 7% pour le secteur
S(a). Nous avons donc un probléme de classification des valeurs j2(k). Etant

donné m, quelles valeurs de n et k sont admissibles en fonctions de m ? Dans
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ce qui suit, nous écrironsy = v(n).
Idée de Pl’algorithme. Par le théoréme de Courant, il faut trouver toutes
les paires (n, k)€ IN? telles que nk <m, ce sont les paires admissibles. De

méme, la connaissance de toutes ces paires (n, k) implique la connaissance

des paires (n/, k/) telles que n'k" < m'pour m’ < m. Par conséquent, évaluer

jg(n)(k) pour toutes les paires (n, k) telles que nk < m assure d’obtenir

Y G i () Yok

Il ne reste donc qu’a ordonner et a prendre en compte la multiplicité dans

le cas du disque. Dans le cas de S(a), il ne faut qu’ordonner linéairement

{ jg(n)(k)}nkgm et prendre les m premiéres valeurs, ce qui donne

O<)\1§...§)\m.

Dans le cas du disque, il faut regarder les valeurs ot n = 0 et celles n # 0
et extraire les valeurs de{ jg(n)(kﬁ)}nkgm en répétant deux fois celles ot n # 0

pour obtenir
0</\1§...§/\m.

Remarque 2.3.1. (Améliorations possibles). Comme a n’importe quelle pro-
gramme informatique, plusieurs améliorations peuveut étre apportées.
1) La premiére, pour ceux dont les ressouces le permettent, seraient de pa-

ralléliser le code avec MPI.
2) Afin de réduire la taille en mémoire utilisée et également de permettre de

sauvegarder en mode binaire (car Maple ne fait pas la distinction entre le
mode binaire et ascii sur les stations Unix), reprogrammer en C++ avec par
exemple la librairie NTL (Number Theory Library) compilée avec GMP (Gnu
Multiple Precision arithmetic) procureait sans aucun doute des économies de

temps et d’espace. Cela implique cependant d’tmplémenter une fonction pour
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le calcul des zéros de fonctions Bessel de premier type qui serait stable, ce

qui n’est pas nécessairement évident a faire efficacement.

Remarque 2.3.2. (Avantages de l'algorithme). A la connaissance de ’au-
teur, l'algorithme donné ici est un des plus efficace pour déterminer les va-
leurs propres et les fonctions propres de Uopérateur A sur le disque. Il ne
requiert aucunement de résoudre I'équation différentelle Au + Au = Osur le
disque. Clalculer les zéros des fonctions de Bessel étant beaucoup plus ra-
pide et stable que de résoudre ’équation différentielle, I’algorithme est d’au-

tant plus rapide et efficace. Egalement plusieurs des méthodes numériques
pour résoudre [’équation différentielle requiert ['utilisation de matrices donc
le nombre d’entrées est proportionnel au carré du nombre de valeurs propres
désirées et, par conséquent, il serait inutile d’essayer de calculer par exemple
les 1.10P premiéres valeurs propres en résolvant ’équation différentielle avec
ces méthodes numériques, ce qui par contre a €été fait raisonnablement avec

["algorithme.

2.3.1 Reésultats comparatifs

Le spectre du disque pour les valeurs propres{J}; }0:61 a été calculé environ
en 114576.4710 secondes de calcul soit environ 31 heures 50 minutes sur un
simple PC & deux processeurs avec 2GB de RAM. La liste d’une taille de
30 MB est disponible auprés de I'uteur. Dans ce ficher texte, lal"“colonne
indique le rang de la fonction/valeur propre, la 2¢ colonne indique la valeur
propre, la 3°indique 'ordre de la fonction de Bessel et la 4¢ indique 'index du
zéro de fonction Bessel. Dans ce qui suit, pour chacune des valeurs propres lis-
tées dans les tableaux, la représentation en courbes de niveaux de la fonction
propre correspondante est montrée plus loin sur les graphiques. Grace aux
courbes de niveaux, il est facile d’y compter le nombre de domaine nodaux

et de comparer avec les valeurs de k (index) et n (ordre) dans les tableaux.
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Les courbes de niveaux des fonctions propres ont été obtenues a I’aide de
Matlab en solutionnant les équations différentielles a l'aide de la méthode
des éléments finis. Par exemple, a des fins comparatives, les 100 premiéres
valeurs propres et leurs fonctions propres associées ont été obtenues en pres
de 3 jours de calcul en Matlab. En plus de prendre un temps excessivement
long, la visulation des courbes a niveau devient tres difficile lorsque le rang
des fonctions propres est élevé.

Des programmes en Matlab sont également donnés en annexe. Ces pro-
grammes permettent de résoudre les problémes de valeurs propres de méme
que de visualiser les ensembles nodaux des fonctions propres.

m=rang | \,,(Matlab) | jZ(Maple) | n=ordre | k=index
3 149.4956 149.4529 | 2 1
6 278.9782 278.8316 | 3 1
7 310.5226 310.3223 |1 4
16 646.8263 646.0310 |5 1
25 991.8437 989.7291 |3 5
27 1088.4330 1085.9440 | 4 4
30 1157.8175 1155.2319 | 5 3

TAB .2.1 Résultats pour le secteur S(«) avec a =

7 de rayon 1

m=rang | \,,(Matlab) | j*(Maple) | n=ordre | k=index
3 23.0006 22.9968 3 1
9 58.4266 58.4019 7 1
11 69.3865 69.3521 8 1
19 108.3025 108.2183 | 2 3
26 152.1173 151.9596 | 14 1
29 165.6505 165.4521 | 5 3

Table 2.2. Résultats pour le secteur S(a) avec a = 2exp(1) =~ 5.4366 de

rayon 1
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Les figures 2.5 représentent les domaines nodaux des fonctions propres cor-
respondantes aux valeurs propres du tableau, le nombre de composantes

connexes est donné par nk.
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Sesteur dianmak 54966 A 22022

08 0 04 D0z 0 0z 04 08 08

Sectoun d'angle 5.4360 , =60 456

L L L L L
05 0B 04 -0z 0 0z 04 08

Sectaurdangle 5 4368 d,=152 5003

o5 06 04 D0z 6 0z 04 08 0B

Sectour d'angle 5.4366 A58 5007

Sestsur Fangle 5.4365 A 1085544

e
S

9a 05 08 1

Sectour dangle 54988 J=166.2458

TIRS
Wl

FIGURE 2.5 — Domaines nodaux de la 5%, 9¢, 11¢, 19¢, 26° et 29° fonction propre pour le

secteur S(a) avec a ~

5.4366 de rayonl
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m=rang | j2(n)(Maple) n=ordre | k=index
1 5.783186 0 1

4 26.374616 2 1

5 26.374616 2 1

6 30.471262 0 2

7 40.706466 3 1

8 40.706466 3 1

28 135.020709 2 3

29 135.020709 2 3

30 139.040284 0 1

31 149.452881 8 1

32 149.452881 8 1

33 152.241154 5 2

34 152.241154 D 2
1000000 | 4004017.840283 | 1533 69
2000000 | 8005695.299643 | 391 714
3000000 | 12006894.927313 | 305 955
4000000 | 16008031.629743 | 1820 498
5000000 | 20008771.752617 | 1624 707
6000000 | 24009692.370612 | 713 1220
7000000 | 28010694.266301 | 3663 276
7912680 | 31685063.008767 | O 1792

Table 2.3. Résultats pour le disque

Les figures 2.6 représentent les domaines nodaux des fonctions propres cor-
respondantes aux valeurs propres du tableau, le nombre de composantes
connexes est donné par 2nk si n >1 (multiplicité 2) et par k si n = 0 (multi-

plicité 1)
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DRaus A=57843

“LE e o8 oz oo oz

Orque A28 3072

Diquo h,=40.758

02
o
. .
- .
1 08 08 04 02 0

Draue 4,-26.3064

o8

04 X

02

| .

Disque 40 7502

0z

FIGURE 2.6 — Domaines nodaux de la 17¢, 4¢ 5° 6¢, 7¢ et 8e fonction propre pour le

disque D de rayon 1



Chapitre 3

Loi de Weyl pour le disque

Dans cette section, une explication approfondie de 'article [KF]| est don-
née. C’est dans cet article qu’il a été montré comment la loi de Weyl pour le
disque D de rayon r est dans l'ordre 2/3. les multiples points trés obscures

de l'article.
L’article montre que la loi de Weyl, en débutant avec le probléme Au+ k?u =

0, pour le disque D de rayon r est dans 'ordre 2/3. En d’autres termes, soit
le probléme & valeur propre —Au = k*u avec u|dD = 0. Soit la fonction

de compte, Np(k), des valeurs propres {k;, }>°; ordonnées en ordre croissant

Np(k) =) 1

c’est-a-dire soit

kn,<k
alors il est montré que
S L
Np(k) = —k> — —k + O(k*/*
p(k) 4 47 + O

oS = mr? et oL = 27

Afin d’alléger la notation, nous écrirons simplementN(\) au lieu
de Np(A). Seulement pour ’explication du théoréme de Kuznetsov
et Fedosov, nous utiliserons k au lieu de \ afin de conserver la no-
tation identique a celle de l’article facilitant ainsi les références.

38
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Avant de commencer a expliquer 'article, je tiens a faire un « détour » théo-
rique sur ’approximation uniforme de la fonction de Bessel de premier type,
Jn(x) pour x > n > 0. Les fonctions de Bessel de premier type d’ordre n
=0, 1, 2,... sont au coeur de I'’étude du spectre du Laplacien sur le disque.
Ce « détour » se justifie d’'une part parce que les auteurs donne une formule
asymptotique pour J,(z) pour laquelle il faut travailler quelque peu avant
d’y arriver et, d’autre part, parce que la formule donnée n’est pas effective
tandis que je montre comment obtenir une expansion uniforme asymptotique
effective c’est-a-dire sans terme O. La théorie sur les expansions uniformes

des fonctions a été principalement développée par F.W.J. Olver dans les an-
nées 1950.

A la fin de ce chapitre, je donne un algorithme permettant de calculer ef-
ficacement et exactement N(A). En utilisant la monotonicité des zéros des
fonctions de Bessel ainsi qu’un principe de « marche » qui consiste a faire des
retours en arriére et des montées en alternance sur des paires d’entiers bien
déterminés par le probléme, nous verrons qu’il est possible d’évaluer N(\)
efficacement sans avoir a calculer nalvement toutes les valeurs propres telles
que A; < A. Par méthode naive, je veux signifier I'utilisation de l'algorithme
de la section 2.2 afin de déterminer la valeur du rang maximale de la valeur

propre correspondant a la valeur de/N ().

3.1 Approximation uniforme de la fonction de Bessel
de premier type

Le lemme suivant découle de deux théorémes qui seront exposés bientot.
La partie la plus difficile a été d’évaluer les variations totales de certaines
fonctions qui apparaitront bientét. Il est & noter que les auteurs de [LaWo]
affirment avoir analytiquement trouvé les points stationnaires des fonctions

en question que vous pouvez consulter a la section 3.1.1 sans le montrer dans
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leur article, ils ne se contentent que de donner les valeurs numériques de
variations totales qui sont évidemment les mémes que les miennes sans méme
donner explicitement les fonctions comme je I’ai fait. Certaines des fonctions
impliquées permettant de borner 'approximation d’Olver avaient déja été
obtenues par Olver, je me suis contenté de les recalculer numériquement
pour obtenir plus de décimales qu’Olver a pu le faire avec les ordinateurs des

années 50. Les résultats utiles pour cette section se retrouvent dans [Ol13],

014] et [016].

Remarque 3.1.1. (n,). La valeur n, peut étre bien approximé en utilisant

Uexcellente approximation de n(y) = /1 — y? — yarccos(y) pour y € (0, 1)
qu’est

(Sl

(I-y2 3
he n(y) <2\/§

En effet, de par I'inégalité de la remarque précédente, qui m’a été fournie

par Igor Wigman, avec 0 <y =2 <1,

5 3V?2 4x n.s n
l—y) < —0y) = —F%=1—-)2 <an(-) =
(1-y) 1) 3\/5( —)r <an(=) =n(n,z)
et, par conséquent,
4x NE 3V2. n 3vV2. 5 1
l<—1--)2< = s<l——<=n<zx-— 3x3

Il est & noter que  — 29 < x — (%)%x%pour x > (%5)6 ~ 1.423828. De

facon équivalente comme il en ressortira du théoréme 3.1.1

falz) = 601(n) + el(n)A;(Qg) - %eg(n)(—g)éBo(q) + \/Te3 (3.1.1)
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ou
1 , 1 U
01(n) = cos (77 — ZW) + sin (77 — ZW) "'7_1 + Ry
, 1 1 vl /
65(n) = sin (77 - Zﬂ') + cos (77 — 177) i + R
alors
1 2 1
Jn — “(x* —n?)T n
@) =y 2 =) L)

Remarque 3.1.2. (Dénombrement des zéros de J,(x)). Seule la connais-

sance de f,(x) est nécessaire au dénombrement des zéros de J, (x).

Avant de débuter la preuve, voici les deux théorémes qui seront utilisés
pour prouver le lemme et se retrouvant respectivement dans |Ol7] et [Fa-
LoOl]. Avant d’énoncer les théorémes, voici les définitions des fonctions qui
apparaitront dans les théorémes. Dans ce qui suit, Ai(x) et Bi(x) dénotent

respectivement la fonction d’Airy de premier type et deuxiéme type. Ainsi,

Bi(z)\ ?
E = <z<
(x) (Az(x)) pourc < x < 00
Ez) =1 pour—oco<z<c

N[

M(z) = (E*(z)Ai(z) + E*(z)Bi*(x)) pourz € R

A = sup(wz|>M*(x))

zeR

1.039522542988 a x ~ 1.321915092767

Q

ol ¢ est la plus grande valeur négative telle que Ai(x) = Bi(x).Nous nous
entendons bien que A n’a aucun lien avec les valeurs propres. C’est
la lettre utilisée par Olver pour désigner le suprémum ci-dessus.

Quant au symbole Vi, (g), il dénote la variation totale d'une fonction g sur
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un intervalle (a,b) C dom(g). Pour plus d’information, voir le 1¢ chapitre
de [O18).

Théoréme 3.1.1. (Approzimation uniforme de J (nz)). Soit J,(nz) la fonc-
tion de Bessel de premier type d’ordre ne R et d’argument nz avec z€ C,

alors Uexpansion uniforme de J,(nz) est donné par

To(nz) = #i< 4 )4(Ai(n§§)ZAS(C) (3.1.2)

+ 62[+1) (313)

ot les termes d’erreur 09111 et €910150nt donnés comme suit

sl < g e (2B ) v (G BAE)  (3.L4)
2 1 . L M(n3¢
fnal < e (DR BO) ) KBV 515

ol
Veoo([CI2BI(C)) < Vs no([C[2BI(C)).

Le lecteur intéressé a connaitre les récurrences permettant de calculer
A4(Q€) et Bs(C) texbfdans le théoréme qui suit peuvent consulter [Ol4]. Jai
trouvé A1(C) et B1((¢) texbfen résolvant les récurrences, mais cela ne requiert
qu'une bonne dose de patience et je me suis contenté de les donner a la
section 3.1.1. (est donné plus loin a I’équation 3.1.15

Remarque 3.1.3. (n et z). Dans ce qui suit, seuls les cas ou ne N et

2z € RT seront utiles.



3.1 Approximation uniforme de la fonction de Bessel de premier type 43

Théoréme 3.1.2. (Approximations uniformes de Ai et Az/.). Soit A la fonc-

tion de Airy de premier type sa dérivé Ai. Soit x> 0 et %m% = &. Alors

353l
. 1 1 s U2s
Ai(—z) = Tk COS (5 — Zﬂ') (—1) & (3.1.6)
5=0
| [35-1]
U2s
+sin (g - Zw> (—1)85383 + Ry (3.1.7)
5=0
ol
5\ us
R, <2 2 ) &
| Rs| < 2exp (3%) ;.
et
-} 1 [35—3] "
Ail (—z) = in (& — - 1) 3.1.8
fen =2 (e r) T g (3.15)
| [35-1]
U2s /
— COS (5 — Zw) (—1)8% + Ry (3.1.9)
5=0
ol
: 7\ |vsl
R 2 —
) <20 (55 )
avec
2°T'(3s + 1)
s = 0 3.1.10
Y T T (2s 1) (3.1.10)
6 1
v, = —E(éjl;us s> 0 (3.1.11)

w = 1 (3.1.12)
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Voici maintenant la preuve du lemme 77

Preuve
A partir des équations (3.1.2), (3.1.4) et (3.1.5)du théoréme 3.1.1

avec | = 1 dans 'approximation de J,,(nz), nous avons que
= kg (55) (o (49 0.
avec
55| < 0.02?;227 exp (0.215423) (3.1.13)
0.008352 exp (0.21:423) (3.1.14)

‘63‘ = n3

Nous reviendrons & la section 3.1.1 sur les évaluations numériques de d3 et
€3. Maintenant, un changement de variable qui « défait » "’homothétie nz est
donné par x = nz. En se concentrant seulement sur z>1 c’est-a-dire sur

(1, 00), alors (voir [O16])
7T\
¢ = - (?/ Z_ldz> (3.1.15)
2 1 Z
_ (?)Snié r>n>0 (3.1.16)
2 ns

n> x>n>0

ou
n = v x? —n? — narccos (
x
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Ainsi

Ai(n3¢) = Ai(—(n3(—0)))
A (n3¢) = Al (—(n3(=Q))
§ =7

En substituant S = 2 dans les approximations de Ai et Ai’ données respecti-

vement par (3.1.6) et (3.1.8), et en dénotant pour des raisons de commodité

01(n) et Ba(n) par

|Ry| <

/

|Ry| <

alors

COS

N
3
I
| =
|
N——
+

1
sin <77 — —7T> % + Ry

1 (%] ’
(1=37) 3+ 7

<

=
N

3

I
N N

=
~__

I

o

o

[0}

5 \451
0 (563) i
7\ 651
o (55) i
w11
Ai(n3®) Tk _(Oi@l(n)
Ai (n3(¢) = \/1%71‘13(—0‘1*92(77)

Par conséquent, pour z>1 ou bhien ¢ < 0,

In(nz) = !

+

1/ 4 \1/1 1 Ar(0)
T 3ol <— - 1> (ﬁg“"’ (1 e

EE

Bs(1)(—¢)2 Bo(¢) + eg)

SV

1
VTn

(3.1.17)

(3.1.18)

(3.1.19)

(3.1.20)
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et donc pour x> n > 0 avec ¢ < 0,
1 2 =1 A1(¢)
Jo(x) = “(2? —n? 0 0
0= gy 26 =7 () + 008
1 1
200 (~O) BalC) + V)
Maintenant soit (voir |Ol6])
1
= A = — 3.1.21
51 igg\ O] = 557 ( )
s2 = [C(21)]2]Bo(z)] (3.1.22)
~ 0.010862854400 (3.1.23)

et ol z; est le seul point stationnaire de |¢(2)[2Bo(¢(2)) pour z > 1 <=

¢ < 0 tel que
z1 = 1.979495483061 avec

par conséquent,

01() A1 (O] < 101(n)s1

_ s, ms By
- on2 nlyg n?
1 1 1
Ym0t B0l < Lol
S 59 ’U1’82 ’R;’SQ
n nn n

En dénotant par

fule) = <1+63>£<x2—n2>iJn<x>

((21) = —1.000459796360
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alors pour x > n > 0, 'inégalité suivante est satisfaite
p g

n n

- con(n-T)] < B2

U1S Rs|s K R|s
151 \2\1+\1\2+\2\2

+ (\Rg\ + 5—12 + — 5

n n4n n nmn n
Ceci termine la preuve de la premiére inégalité. Pour la deuxiéme
partie du lemme, procédons comme ce qui suit. Soit la fonction f,(z)
donnée par 'équation (3.1.2), il est possible de regarder a n(x,n) pour x >
n > 0 de deux fagons. La premiére facon est lorsque n est fixe et x varie,
lequel cas la fonction g1(x) :=: n(x,n) est croissante en x > n. La deuxiéme
facon, ce qui sera utile, est lorsque x est fixe et n varie, dans ce cas la fonction
go(n) :=: n(x,n) est décroissante pour tout n€ (0, z). Ainsi pour une valeur
fixe arbitraire x> 0, il existe n, < x telle que pout tout n avec n < n,, la
fonction n~!(z,n) < 1. Par conséquent,

<-<1 pour n<n,

I | =

1
0?2
De méme, pour toute constante k,

exp (E) <exp(k) pour n<n,
n

De par la remarque ?7 et les équations (3.1.10), (3.1.11), (3.1.21) et (3.1.22),

alors u; = %,Ul = ;—27, S1 = 2175, s~ (0.010862854400 et ,en plus ,

+Valel )
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n< n,,et.en posant les constantes

5\ 45 7\ 65
S9 + 81 + u1S1 + exp 36 ﬂsl + |v1|s2 + exp 36 ﬂSQ

+0.008352+/7 exp(0.218423)
0.049784723505

5\ 45
B = u1+exp<%>ﬁ

0.768158487672

A

Q

Q

Q

Alors

T A B

— —_ = < — —
fn(z) — cos (77 4>‘ . +

R RIORIO

et

3.1.1 Calculs numériques des variations totales

Pour plus de détails concernant ce qui suit, se référer principalement a

|016]. La valeur de vg(|¢|2By(C)) est calculée en trouvant les points station-

naires de et en utilisant la formule de la variation totale. L'unique point sta-

tionnaire de |¢|2By(¢) et en utilisant autre que ¢ = 0 se situe a ¢ = ((z1) &
—1.000459796360 ot z; ~ 1.979495483061. Par conséquent, en dénotant par

9(2) = [C(2)]" Bo(¢(2))
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Alore

vr([C1?Bo(¢)) = lim g(z) —2g(z =1) +2g(z = z1) + lim g(z)

z—0 Z—>00

Q

1
i 0 4+ 2(0.010862854400) + 0

0.105059042134

Q

Egalement

lim |¢|2By(¢) = lim (—3+3—i3)

c—>00 ¢—0

: 3 ot 5
= lim | —+ — — -

1
12

Jim |G Bo(¢) = lim g(2)
= 0

Pour trouver la valeur numérique de Vz(|¢|2B1(¢)), il faut les points station-

naires de |¢|2B;(¢) En dénotant par

9(2) = [¢(2) | Bi({(2))

alors ses points stationnaires autres que z = 1 sont

z1 = 0.138560281581
z9 = 1.418538099456
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Par conséquent, la variation totale est

vrlC|2Bi(C)) =

Q

~
~

lim g(2) —29(z1) + 29(z = 1) — 29(2 = 22) + lim g(2)

z—0 Z—00

—0.002681327160 — 2(—0.004008186698)

+2(0) — 2(—0.000639161111) + 0
0.006613368457

avec les valeurs des limites suivantes

lim [C[ZB(¢) = lim g(2)

¢—00 z—0
_ 139
51840
lim [(2Bi(¢) = lim g(2)
= 0

Maintenant, je donne les coefficients A4(¢) et Bs(¢) qui n’ont pas été faciles

a trouver pour s = 1. Les coefficients A4(¢) et Bs(C) pour s = 0, 1 suivent

et, dans ce qui suit, ¢t = (1 — 22)_%,t = —ity avec ty = (2% — 1)_% et
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G1=—¢
B(C)——gt_5t3— > (>0 ou 0<2z<1
A & -
3t1 + 5t3 5
By(¢) = 1+11— 5 (<0 ou z2>1
24¢;  48G
Bi(¢) = — (30375t — 369603t> + 765765t" — 425425t7)
' 4147203
~ (405¢% — 2310¢* + 1925¢t%)
55296(2
(1155t — 1925¢3) 85085
- - > 0 0<z<1
110592¢ 3 663552¢° ¢ ==
B.(0) (30375t3 + 369603t5 + 765765¢] + 425425t7)
1 - 1
414720¢;
(405t + 2310t} + 1925t%)
B 55296(7
1155¢; + 1925¢3 85085
:_|_( 1+ 7 1)+ = (<0 ou z2>1
A(0) = 81#* — 462t* 4 385t°  7(3t —5t%) 455 (>0 0<s<1
! - 1152 1152¢3 4608¢3 -7 =
81t + 462t1 + 385t 7(3t; +5t3) 455
A = . — L 0 > 1
1(¢) 1152 520 agos <0 w2

Les valeurs de A4(0) et de B4(0) peuvent étre calculées en utilisant les déve-

loppements de Meissel de J,(n)que nous pouvons retrouver dans [Wa|. Ces
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valeurs se retrouvent également dans [Ol16] et, par conséquent,

1
23
By(0) = 10
—(1213.2)3
B - .~ - 7
1(0) 2047500

Remarque 3.1.4. (comparaisons des calculs). Les coefficients mentionnés
précédemment sont ceuxr qui été codés avec Maple pour pouvoir trouver les
points stationnaires et, par suite, les variations totales. Pour la variation

totale de vr(|C|2Bo(C)), il est possible de la retrowver avec moins de décimales

dans de nombreuz documents dont [OI6]. Quant o vg(|C|2B1(C)), elle peut
étre retrouvée a la page 315 dans [LaWo| ou les auteurs ne donnent pas

cependant la fonction Bi(Q).

3.2 L’article de Kuznetsov et Fedosov, explications et
corrections

Ayant maintenant une meilleure idée concernant I’expansion uniforme de
Jn(z), alors voici, avec un peu plus détails que l'article original [KF], ou il
est montré que la loi de Weyl pour le disque D de rayon r est dans 'ordre
2/3.

Sans perte de généralité, le rayon du disque est fixé a r = 1. Il est bien connu
que les valeurs propres du probléme de Dirichlet sur le disque de rayon 1
sont les zéros positifs des fonctions de Bessel J,,(z) d’ordre n = 0, 1, 2,. . .Les
valeurs propres correspondant aux ordres n = 1, 2,... ont une multiplicité
double et celle correspondant & l'ordre n = 0 sont simples.

Voici une expansion uniforme de la fonction de Bessel de premier type obtenue



3.2 L’article de Kuznetsov et Fedosov, explications et corrections 53

précédemment qui sera utile pour la suite. Soit z > n > 0, J,(z)la fonction
de Bessel de premier type et soit

falz) = (1+ (53)\/§(x2 — ny)

n(x,n) = x?—n?— narccos <2> (3.2.2)

X

=

Jn () (3.2.1)

avec

et 93 > 0, d3 ne dépend que de n, |J3] < 0.016456 et lim,, o 63 = 0. Alors

pour une valeur fixe de x, il existe n, < z telle que l'inégalité suivante est

CRE RIONC

comme il a été démontré précédemment.

vérifiée

Remarque 3.2.1. Les nombres de zéros de la fonction f, et J, dans un in-
tervalle donné sont les mémes, car fn n’est que J, multiplié par une fonction
strictement positive.

Remarque 3.2.2. L’approzimation donnée de Jn donnée dans [’article est
comme suit

B0 (e -5 0(2)+ ()

Ainsi, le probléme consistant au dénombrement du nombre de zéros posi-
tifs des fonctions J,(z) n’excédant pas k est transformé en un probléme de
dénombrement de points entiers dans un domaine bien précis d’ou 1'utilisa-

tion prochaine du théoréme de Van der Corput.
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Soit N,,(k) le nombre de zéros de la fonction J,(x) dans U'intervalle n < x < k.

Alors,
k|

N(k) = No(k) + Y N (k)

ou |k| dénote la partic entiere de k. En fixant les nombres vy = [k3] + 1 Let

v = [k—ko]+ 5+ la sommeN (k) — Ny(k) est divisée en trois parties comme

suit
k| Y—3 vi—3 k|
> " Na(k) Zl+ Y14 ) 1=+ 5+
n=1 n= l/o-l-% n:I/l-i-%

Une estimation de Y sera donnée en utilisant le théoréme de Van der Corput.
Quant a Yy etXs, leurs estimations utiliseront la monotonicité de N, (k).
No(k) sera estimé a la toute fin.

En utilisant (3.2.2) pour n € (v, v1) qui est équivalent & affirmer qu’il existe
A et B tels que

7 A B
_ _ )| <=
falz) = cos <fr](l~c,n) 4)‘ —n + n(k,n)
et il s’ensuit que le nombre de zéros de J,(x) pour x € (n, k) est le méme
que le nombre de zéros de la fonction cos (sc — —) dans l'intervalle 0 < x <
n(k,n) + n(k oy Par conséquent,
1 1 A B
N, (k) = |—n(k, -+ —
(k) = | n)+4+n+n(k’n)

Remarque 3.2.3. (Justification du nombre de zéros). Une justification de
la formule pour N, (k) a été donnée rigourousement par Dominique Rabet.

Ses résultats paraitront ultérieurement dans ses publications.
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Dans cette partie, une estimation de Xy est donnée en détails. Il faut

utiliser le théoréme de Van der Corput mentionné dans [KF| que voici

Théoréme 3.2.1. (Van der Corput). Soit les nombres 1/0—%, 1/1—% et xo—
entiers tel que vy < vy. Soit la fonction a valeurs réelles f(v) telle que f

1
2
€ C(vy, 1) et telle que

! " 1
O<o<f(N)<rfWw>—p>lpu>c"
u

Soit N le nombre de points entiers a lintérieur du domaine vy < v < vy et
rg < x < f(v) Soit A Uaire u domaine. Alors

N = A+ O(us7)

Par ce qu’il a été accompli auparavant, s est donné par le nombre de

points entiers dans le domaine que voici

1 1 1 A B
<v<y,z<z< = —n(k -+ —
L) v V172 z f(l/) 7_‘_77(71/)_'_4_'_1/_'_77(]{,]/)
Soit § = max‘%‘ et a telle que‘%| < 45| pour v € (vo, v1). Soit
1 1 a
pu— _— ——__5
hv) = Tn+1-0
1 1 a
= — — —_ 5
fa(v) 7rn+4+7r77+

alors fi(v) < f(v) < fo(v). Par conséquent, en dénotant N; et Ny les
nombres de points entiers donnés en remplacant f respectivement par f; et
fy, alors Ny < X9 < Ny

Le théoreme de Van der Corput sera utilisé sur f; et fy. Il faut montrer en
détails que f; et fy satisfont aux hypothéses du théoréme. Il est suffisant de
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le faire pour fi, le cas de fy étant identique.
Pour montrer que f; satisfait aux hypothéses du théoréme, il faut d’abord

évaluer les dérivées suivantes.

% = % <\/k2—1/2—varccos (%))
1 1 v 1 1
= éﬁ(—Qu) — arccos (—) + V-

—1
= m — arccos (—) + -

(7)
= —arccos | —-
k

o k
o2 12 _ 12

De méme

ofi 1 an, (k,v)
o Wny(k’y)+7rn2 (k,v)

_arceos (4) (1)

7T n?(k,v

o~ 5 () (i)~ 0 557)

k_ 1 (1 L ) _ (arceos (3))"2a

mn*(k, v)

-
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Comme 7(k,v) N\ lorsque v * avec k fixe et que n > 0, alors
minn(k, v) = n(k, 1) = n(k, & — K

pour v < v;. L'inégalité arccos(l — a) > /a pour a € (0,1) permet donc

de déduire l'inégalité utile suivante non démontrée dans larticle[KF|

ik, k= k3> - \/l€2 — (K? — 2Kk + k) — (k — k%) arccos (k ka)

> A2k — kb — (k- k9)VET

— 2k — B — kT (kT — 1)

I
i
/N 7 N
m\o
[\DI —
OO‘O
‘ -
—~
=
S
|
—_
N—
N~

Vv

=
=

>

De la méme facon,

ol

Vv

alw

n(k,k—k3) > V2ks > k

Egalement, ’'approximation suivante pour 7j(z) = /1 — 22 — zarccos(z) est

utile

(1—2)2 3
1< <ZV2  ze(0,1
~ V1 —22—zarccos(z) 4 0.1)

Par example, avec 0 < z = £ < 1, I'inégalité suivante est vérifice

1 1 3 1 3
= < V2-(1-2)7
n(k,v)  k(v/1— 22— zarccos(z)) ~ 4 k( )
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Puisque arccos (%) < arccos (%), alors

_75) = arccos (ﬂ> < arccos (E>

ko < arccos(l — k

ET =
Par conséquent,
=5 =5
oo KE KT <1+%) . —Oh
T T n v
De méme, comme 0 < arccos (%) < g) , alors
—0f1 _1 a 1 a 1 a 1 -1
ov — 2 ( 772> - 9 772(k,k _ kg) - 2 (kg)Q 9 a
11 s’ensuit donc qu’avec C' = +
—0 1 1
hollou

0< CkT
< <3V -2

tel qu’écrit dans article [KF].
Oh ] faut d’abord montrer que

Pour estimer 7,
AN 2
(arccos (E)) 1
7T773(kay) \/kQ_V2
uniformément pour v € (v, v1) lorsque k& — oo. Pour ce faire, les au-
teurs séparent Uintervalle (g, v1) = (v, U (v, 11) ot ' = k — k5 . Dans
intervalle (1,7, comme n(k, v) est toujours décroissante, alors
(arccos (%))2 < (arccos (%)) < w2 1 ™ 1\° oml
n N Uk T Ap(k) T A \kE) Ak
21 72 1
< o< -
T 4 kT 4\ k2— 2
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et, dans l'intervalle (v, 1),

frccos ()7 (ecos (5)) ( | )2 (i)

77_
7’ - n(k,v1) 4

(3 -1 J\ (3 1/ nF\’ "
< V21— = = | V2= (k7 — ks
< 7 <4\/§k (1 k) ) 1 (4\/§k (k ) > (const.)k

Par conséquent,

0% f 1 1 D
= tol——=)>—+
o k2 =12 VE2 — 12 k
Remarque 3.2.4. (Satisfaction des hypothéses du théoréeme de Van der Cor-
put). Comme
= —dfi 1 )
0<CK™® < < -4+ 0(k™
< ov — 2 +Ok?)
et que
0?f, D
ov? ~ k

alors fi satisfait aux hypothéses du théoreme de Van der Corput avec

o = Ckw
_ liond
T—§+(3)
k
hE D

En dénotant ainsi par Ny et A; respectivement le nombre de points entiers

et l'aire du domaine délimité par vy < v < vy et g < = < fi(v) et en
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applicant le théoréme de Van der Corput,

Ny = A + O(M%T) = /: (fl(V) — %) dv + O(k%)

comme § = max (%) , alors
141 A
/ Sdv < (n1 — )= < 2 = O(k?)
vy Y A0
Aussi,puisque 7, = — arccos (%) , que kT < arccos (%) pour v € (v,gv1),alors

141 1 141 1 771/ 77(’%”1) d/r’ 77(’@”1) dn
/ —dv = / ——dv = / :/ —~— = ...
v 1 vo MMy n(kwo) MM n(kve) — Arccos (E) n

U d 1 k 5
= / 1 < log (77( 7V0)> = O(ks logk).
77

(k) arccos (¥)n = kT n(k,v1)

Remarque 3.2.5. (correction). Dans l’article, une erreur typographique s’est

produite. En effet, il est écrit que Ny = O(k?ér’ log k). Ainsi,

N, = / <f1(z/)—%> dv + O(k3)

n 1 a 1
= —4+-———-0—=]d k
/VO’/l <7r+4 ™ 2) v+ 0l

win

win

)

I
5\
N

|3

I

B~ |

~_

QL

A
_|_
Q
~~
x5
wlin
_|_
Q
~
5
)

09
5
N—
+
S
T

)

I1 est de méme pour Ny en montrant de la méme fagon que fy satisfait aux
hypothéses du théoréeme de Van der Corput. Par conséquent, Ny < Yo < Ny
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141 1
zf=l0<g—1)mw4xk

Maintenant pour estimer Yy et Yo, il faut utiliser la monotonicité de N,, (k).

et

wlro

)

De facon générale,
N, (k) < Ny—1(k) pour tout  n,k

pour X3 comme

K] ] ]
Si= Y Nak)= D Nub)< Y Ny y(k) S KN, (k)
n=ri+y [k—k]+1 b=k 3]+1
que
kk—ki) 1 A B 4 s
N, _i(k) = it )+—+—+—-:Omwk—m»:0wq
2 s 4 n 7

que n(k, k — ko) = kij(1 — k™) et que

m1—k?)<:(1—(1—k?03

n(k,k—k3) = k(1 —k7)

alors
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pour X1, il faut téléscoper la somme d’bord comme suit

1
Z/O_E

1= ) Nu(k)

_ (V - %) Ny (6) + (N (k) = N,y (1))

Maintenant il faut estimer No(k) etN, _1(k). Dans le cas de No(k), comme

™

Jo(k) =~ \/%cos (z — Z) Lalors No(k) = £+ O(1) et N,y,-1(k) = E 4+ O(k3).

par la monotonicité de N, (k),

U
Ny(k) = Ny_1(k) < No(k) = N, _1(k)
= §+0(1) - % + O(k3)
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et, par conséquent,

Y = (Vo - 5) Ny-1(k) + 1/023_2 (Nn(k) - Nyol(k))

— % (yo — %) + O(k3)

Remarque 3.2.6. (correction). Des erreurs typographiques pour l’expression

de X1 se sont produites dans l'article. En effet, il est écrit que

1

z_: Ny(k) = Ny _1 (uo - %) + z_: (Nn(k) — NVO;(/@))

qui devrait s’écrire
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Ainsi,

N(k) = No(k)+2(31 + X2 + 23)

= Evomra((-2)Eous [ (22 )

k kEk i 2 2
= —+21/0———+2/ ﬂdu——(yl—yo)+223—|—0(/<:§)

s T T vy T 4

2 2

0

7 k 2
= —I/()k—i—;/ n(k,l/)dy— §+223+0(]€§>

2 L2 E2 [F )
—;%w+wmkD+;[;thw—§+;LU%WM%HXk)
2 [0 2 [ Eo2 [F )
= — k.uvdv+— [ nlk.v)dv——=—4+— [ nlk.v)d k3
-/ m,mu+ﬂl;m,mv 2+WAJK»0V+W )
2

Wi

g k
= —/ n(k,u)dy—§+0(k)
0

s

2 7Tk32 ]C 2
—-;Cg)‘§+0%>

Kk
= = 240k
T 5 T Ok

wiN

Ce qui termine I'explication de [KF|.

Nous rappelons les lecteurs que spécialement pour la section 3.2 qui s’achéve
ici, nous avons utilisé k au lieu de) et étudier le probléme Au + k*u = 0
plutdt que Au + ku = 0 texbfet cela dans le but de faciliter les références
a Darticle [KF]|. Pour la section 3.3 qui suit, nous revenons a notre lettre

habituelle\ txbfet au probléme des valeurs propres exprimé sous la forme
Au+ \u = 0.
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3.3  Algorithme pour calculer la fonction de compte
N(A)

Cette section est trés courte et comporte une idée que j’ai eue permettant
de calculer la fonction de compte

N =) 1

Aj<A

efficacement sans avoir a calculer toutes les valeurs propres A; telles que
A< A

Remarque 3.3.1. (Facon naive de calculer N()\)). Etant donné lalgorithme

de la section 2.2 qui détermine la suite {)\j}ézl pour un entier | donné.

La facon la plus simple de calculer N(X) est de calculer {Aj}gzl pour un [

suffisamment grand et par la suite de compter combien de valeurs propres \;

sont inférieures a .

«Buts» des algorithmes
tant donné un entier strictement positif 1, I'algorithme de la section 2.2 donne

{} }2:1. Etant donné un nombre réel strictement positif A, 'algorithme de la

présente section donne 'entier positif N(A). Toutefois de par les remarques
précédentes, nous pouvons voir qu’il est possible d’utiliser ’algorithme de la
section 2.2 pour évaluer V(M) et cela a un sens en se rappelant les rappels

théoriques de la section 1.1 concernant N (A).

Remarque 3.3.2. Les deux algorithmes, celui de la présente section et celui
de la section 2.2, ... et k = 1, 2, ... ou n et k sont les parameétres pour les
2€ros. Les paramétres sont l'ordre (n) de la fonction de Bessel et le rang (k)
du zéro. Dans le cas de l'algorithme de la section 2.2, un ensemble fini PA
contenant SOL est déterminé a l'aide du théoréme de Courant et SOL est
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obtenu en ordonnant les zéros correspondant auz paires dans PA. Dans le cas
de 'algorithme de la présente section, seul la frontiére de SOL est évaluée et
il n’est pas nécessaire de trouver tous les zéros qui sont plus petits que pour
évaluer N(N).

L’idée utilise la monotonicité des zéros des fonctions de Bessel J,(x) pour
x>0 etr >0. Sijx(v) dénote le ke zéro de la fonction de Bessel de J,(x),
alors (woir [Wal ),

Jx(v) < Jra(v)
k) < grlv+v) pour v >0

Les valeurs propres de A sur le disque D de rayon 1 correspondent aux
carrées des zéros jr(n) avec k = 1,2, ... et n = 0, 1,... En fixant une valeur

de A et en dénotant par £, la valeur enticre telle que

Ghan(n) < VX et jhaan(n) > VA
alors, par la monotonicité des zéros,
jkn,/\(n) < jkn+1,/\(n + 1)

Il s’agit donc pour chaque ordre n et A choisi a priori d’évaluer &, » et ainsi

en tenant compte de la multiplicité

N
N()\) = ko,/\ -+ Qan’)\

n—1

ou
N =max{n; telque k,)\=1}

Remarque 3.3.3. L’ensemble des paires (n, k) solution du probléme dénoté

auparavant par SOL est ainsi donc donné par

SOL ={(n,k),k=1,...,k,n,n=0,1,...,N}
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et
N = 2ecard(SOL){(n,k).n = 1,2,... N,k = 1,2,...k,p})
+card({(0,k),k =1,2,...,kor})

N
= kop+2) knn

n=1

Dans le présent algorithme qui calcule N(X), il n'est donc pas nécessaire
d’évaluer tous les zéros associés aux paires dans SOL, mais seulement les
valeurs ky \ qui déterminent la frontiere de SOL. Ce n’est pas le cas pour

Ualgorithme de la section 2.2 ot il faut tous les évaluer afin de créer /\jé.zl

et cela s’explique parce que les buts poursuivis par les deux algorithmes sont
différents quoique mathématiquement équivalents par les rappels théoriques

de la section 1.1.

L’algorithme en mots
Les valeurs N et Ky, peuvent étre trouvées par une méthode quelconque.
Soit n = 0, 1, ..., alors k, x — knt1.0 € {0, 1}.Doncpour trouver k11 en

possédant k, , il suffit de tester la validité de I'inégalité suivante

Fhaa(n+1) < VX

Si I'inégalité est vraie, alors k41 ) = kp ) sinon kyy1 ) = kp\— 1, ete. L’algo-
rithme est initialisé¢ avec ko et 'algorithme procede en reculant et montant

jusqu’a N. L’algorithme en Maple est annexé a la fin de ce mémoire.

Remarque 3.3.4. (Précision requise dans [’algorithme). Si nous voulons
calculer N(X), alors nous voulons trouver tous les zéros jr(n) < A . Donc
par la remarque A.5.1 avec A = 9.00.10%® qui est la valeur mazimale de A
apparaissant dans le tableau 5.1, il faut demander [log(9.00.10%)] 4+ 1 = 10

décimales de précision. Egalement, le lecteur peut se référer a l'annexe A.H

pour plus d’information.
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3.3.1 Quelques résultats pour les valeurs de la fonction de compte
N(N)

Voici quelques résultats pour les valeurs de la fonction de compte. Il est
intéressant de constater que pour les valeurs de A = 1.10%,...,4.10° dans le
tableau qui suit, les valeurs deN () coincident avec les valeurs retouvées dans
la liste des valeurs propres calculées par le premier algorithme. Par exemple
a l'aide de la liste donnée a ’hyperlien précédent, la valeur proprelggsgrs
est la derniére valeur propre plus petite que 4.00.10° et le rang correspond
également a la valeur apparaissant dans le tableau qui suit.

Voici donc quelques valeurs de la fonction de compte
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A NOYTA N A NN
LOOE+02] 21 | 4.00E+04 | 9905 | 7.00E+06 | 1743690
2.00E+02 |42 | 5.00E+04 | 12387 | 8.00E+06 | 1993600
3.00E102 |67 | 6.00E+04 | 14876 | 9.00E 06 | 2248481
1.00E+02]92 | 7.00E+04 | 17360 | 1.00E+07 | 2498404
5.00E+02 | 115 | 8.00E+04 | 19852 | 2.00E+07 | 4997783
6.00E102 | 142 | 9.00E+04 | 22345 | 3.00E+07 | 7497255
7.00E+02 | 160 | 1.OOE+05 | 24842 | 4.00E+07 | 9996841
8.00E+02 | 187 |2.00E+05 | 49872 | 5.00E+07 | 12496477
0.00E+02 209 | 3.00E+05 | 74722 | 6.00E+7 | 14996075
1.OOE+03 | 232 | 4.00E+05 | 99679 | 7.00E+07 | 17495807
2.00E+03 | 478 | 5.00E+05 | 124633 | 8.00E+07 | 19995483
3.00E+03] 725 | 6.00E+05 | 149606 | 9.00E+07 | 22495362
1.00E+03 | 972 | 7.00E+05 | 174588 | L.OOE+08 | 24994959
5.00E+03 | 1214 | 8.00E+05 | 199546 | 2.00E+08 | 49992941
6.00E+03 | 1458 | 9.00E+05 | 224520 | 3.00E+08 | 74991365
7.00E+03 | 1706 | 1.00E+06 | 249494 | 4.00E+08 | 99989990
8.00E+03 ] 1952 | 2.00E+06 | 499298 | 5.00E+08 | 124988741
0.00E+03 | 2206 | 3.00E+06 | 749151 | 6.00E+08 | 149987791
1.O0E+04 | 2456 | 4.00E+06 | 998978 | 7.00E+08 | 174986827
2.00E+04 | 4925 | 5.00E+06 | 1248914 | 8.00E+08 | 199985791
3.00E+04 | 7415 | 6.00E+06 | 1498757 | 9.00E+08 | 224984997

Table 3.1. Valeurs de N(A) pour d . 10? avecd = 1,...,9et p = 2,..., 8.



Conclusion

En vue de la difficulté des calculs liés au valeurs propres du laplacien et

au fonctions propres associées, I’étude assymptotique sert a :

1. Estimer les grandes valeurs propres (les valeurs propres ou voisinage de

+00).exemple loi de Weyl.
2. Distribution des valeurs propres sur des intervalles donnés.

3. Comportement des fonctions propres (croissances, zéros des fonctions

propres ), bornes supérieures et inférieures de ces fonctions.

70
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