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Introduction

Le lecteur est prié de goiiter a cette introduction avec sagesse. Il ne doit pas s’attendre a en
digérer le contenu d’un seul coup et doit étre réceptif a I'idée de n’en découvrir que la saveur.
Il restera ensuite suffisamment de pages & ce mémoire pour la digestion.

Une surface de Riemann est un espace topologique localement homéomorphe au plan complexe
via ce qu’on appelle des cartes. Lorsque deux cartes s’entrecoupent, on veut que les changements
de cartes soient holomorphes.

Un diviseur sur une surface de Riemann X est une combinaison linéaire formelle de points

D= D(p)p

peX

a coefficients entiers localement finie, c’est-a-dire telle que tout compact K C X ne contient
q’un nombre fini de points p tels que D(p) # 0.

Si f est une fonction méromorphe X — C, on note D(f) le diviseur qui contient 'information
sur ordre des zéros et des poles de f. On dira que deux diviseurs D et D’ sont équivalents si
D' — D = ®(f) pour une fonction méromorphe f sur X.

Un probléme qui intéressait Bernhard Riemann (1826 — 1866) était de trouver tous les diviseurs
positifs équivalents & un diviseur D sur une surface compacte. Pour y arriver, il cherchait a

calculer la dimension de I'espace vectoriel complexe
L(D) = {f/ f méromorphe surX et ©(f)+ D > 0},
la relation > se vérifiant point par point. Riemann prouva que, pour X compact,
dim L(D) > deg(D)+1—g

ou g est le genre de la surface X et deg(D) = > D(p). Son étudiant Gustav Roch (1839 — 1866)

compléta le théoréme ¢’on nomme maintenant le théoréme de Riemann-Roch pour les courbes
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algébriques :
dim L(D) —dim L(K — D) =deg(D)+1—g

ou K est un certain diviseur appelé diviseur canonique.

A la suite de Riemann et Roch, plusieurs géométres tentérent de généraliser cette égalité.

Les diverses tentatives furent infécondes.

En 1949, André Weil (1906 — 1998) fait découvrir & la communauté mathématique qu’on peut
interpréter le concept classique de diviseur en étudiant les fibrés en droites holomorphes.

A chaque diviseur D sur X, on associe un fibré en droites holomorphes sur une surface de
Riemann un diviseur sur cette méme surface. La correspondance entre diviseurs et fibrés en
droites est trés riche car L(D) = Lp(X), ou Lp(X) représente 'espace des sections du fibré
Lp.

C’est grace aux fibrés en droite qu’on saura généraliser le théoréme de Riemann-Roch. Le
rythme de ’histoire commence a s’accélérer.

En 1950—1951, Henri Cartan prend conscience que la notion de faisceau, qui sera expliquée dans
le deuxiémme chapitre de ce mémoire, est trés utile pour exprimer élégamment certains résultas
de géométrie analytique obtenus dans les vingt années qui venaient de s’écouler. Poussé par
Jean-Pierre Serre, il montre que la cohomologie des faisceaux peut mener a des généralisations
et des simplifications.

Les calculs se simplifient effectivement, le faisceau Lp des sections de Lp est isomorphe au

faisceau Op ot
Op(U) = {f| f méromorphe surU et Vpe U ord,f+ D(p) > 0},

C’est Pierre Dolbeaut qui met le feu aux poudres en janvier 1953 avec son « Sur la cohomologie
des variétés analytiques complexes» publié dans les Compte-Rendus de I’Académie des Sciences
de Paris.

Dans ces notes, Dolbeaut utilise un complexe de formes différentielles C*° qu’il sépare en parties
holomorphes et anti-holomorphe.

Une spécialisation de ses résultas en dimension 1 complexe nous méne au Lemme de Dolbeaut
qui nous permettra de montrer que H4(X,Op) = 0 pour ¢ > 2.

Serre, guidé par ses résultats et ceux de Cartan sur les variétés de Stein et par le fait que
L(D) = H°(X,Op) s’est mis en quéte d’appliquer la cohomologie des faisceaux au probléme

Riemann-Roch.
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On écrira donc en langage moderme
dim H°(X,0p) — dim H'(X,0p) = deg(D) + 1 — g

Serre montre aussi quelques moins plus tard son fameux théoréme de dualité qui stipule, en
quelque sorte, que I'pparition du diviseur canonique K dans les travaux de Roch n’est pas for-
tuite.

Au printemps 1953, René Thom publie quatre notes dans les Comptes-Rendus ot il résume les
résultats d’un papier qu’il publiera ’année suivante.

Friedrich Hirzebruch, passant alors 'année & I'Institute for Advanced Studies a Princeton, prit
connaissance de ces résultats et fut convaincu que ¢a lui permettrait de résoudre une certaine
conjecture due a Todd.

Il parvint & montrer ce qu’il voulait en décembre de cette méme année et avec sa généralisation
de la notion de genre, il déduisit un théoréme de Riemann-Roch généralisé pour les variétés
algébriques.

Le théoréme de Riemann-Roch sous toutes ses formes se retrouve encore aujourd’hui au coeur
des mathématiques. Dans presque tous les exposés, la formule de Riemann-Roch jouait un role
clef. Jaimerais donner 'occasion aux lecteurs de ce mémoire d’apercevoir au moins une fois
dans leur vie la pointe de l'iceberg.

Ce mémoire expliquera donc le théoréme de Riemann-Roch classique sous une forme faisceau-

tique. Nous verrons ensuite comment les fibrés en droites apparaissent dans cette histoire.




Chapitre 1

(Généralités sur les surfaces de Riemann

1.1 Définitions et propriétés

Pour lire ce mémoire, il est fort probable qu'un premier cours d’analyse complexe et un premier
cours de topologie, ou au moins une idée claire du concept d’espace topologique, soient suffisants.
Ce bref chapitre fixe certaines définitions avec lesquelles nous allons travailler tout au long ce

mémoire. Il ne s’agit que d’un survol rapide d’éléments essentiels & la compréhension.

1.1.1 Surfaces de Riemann
Définition 1.1.1. Une surface de Riemann est un espace topologique connexe séparé X muni
d’un atlas {(U;, p;) }ier vérifiant :

1. U; est un ouvert de X.

2. Ui, Ui = X.

3. ¢; : Up = V; C C est un homéomorphisme, avec V; un ouvert de C,

4. ot oi(UiNU;) = @i(U; N U;) est une application biholomorphe.

Remarque 1.1.1. Une application o : U C C — V C C est dite biholomorphe si elle est

bijective, holomorphe et lapplication inverse ¢! est aussi holomorphe.
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FIGURE 1.1 —

Exemples
1. X = C est une surface de Riemann, on ’appellera droite complexe, ou droite complexe
affine, I'atlas défini par A = {C, Idc}.
2. X un ouvert connexe de C et A = {X, Id}. Deux cas particuliérement intéressant :
e Disque unité D = {z € C;|z| < 1},

e Demi-plan supérieur ( ou de Poincaré, ou hyperbolique, ou de Lobatchevsky)
H={z e C;Imz > 0}.

3. X = 5% ={(x,y,2) € R¥/2* + y* + 22 = 1 } est une surface de Riemann et si on note
N(0,0,1) le pdle nord et S(0,0,—1) le pole sud, alors 'atlas sur X = S? est défini par :
A ={(Us,¢1), (U, p2)} ot Uy = X\{N}, U= X\{S5} et

p1:U0 — R?2~C

(l’,y,Z) — 901(%1%75) = ]_—Z—i_l]_—z’
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po: Uy —> R?~C
- ;Y
14z 142

(I,y,Z) L 302(x7y72)

p1(z) = S02;(,2)

4. La sphére de Riemann, ou droite projective complexe, notée P*(C) ou CP! ou C. Comme
ensemble, P!(C) = C U {oo}.
La structure d’atlas est donnée par les deux cartes {(U, p1)} et {(Us, p2)} ou
e U =Cet = Idc
o Uy =C"U{oo},pa(2) =21 si 2#0 et @ac0) =0.
OnaU NUy=C*et py0p;(z) = % est biholomorphe sur C*.

1.2 Topologie des surfaces

Dans ce chapitre, les surfaces considérés sont connexes, compactes, orientables.

On montre qu’on peut les classer & homéomorphisme prés en définissant :

Définition 1.2.1. Une surface X est dite orientable s’il existe un atlas (fo : Uy—R?), tel que

les f, 0 fﬁ’1 préservent lorientation de R2.
Proposition 1.2.1. Toute surface de Riemann est orientable.
Preuve Voir [7]

Définition 1.2.2. (Homotopie)
Soit fo et f1 deux applications continues d’un espace E dans un espace F'. L’application fy est
dite homotope a Uapplication fi s’il existe une application continue f : E x [0,1] — F telle

que

Vee B [f(z,0)= folx) et [f(z,1)= fi(2).

Propriétés

1. La relation "fy est homotope & f;" est une relation d’équivalence dans I’ensemble des

applications continues de £ dans F'.

2. Deux applications sont dites homotopes si elles ont la méme classe d’homotopie.
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3. Si fo, f1: E— F sont deux applications continues et homotopes et si gg, g1 : F — G
sont deux applications continues et homotopes, alors

goo foet grofi: E—> G sont homotopes.

Définition 1.2.3. Deux espaces E et F' ont méme type d’homotopie s’il existe deux applications
continues f : E — F et g : F — FE telles que les deux applications go f : E — E et

fog: F — F soient respectivement homotopes aux applications Idg et Idp

Définition 1.2.4. (Chemin) Un chemin d’un espace E est une application continue
v:I=[0,1] —E

ot v(0) est lorigine du chemin ~y et (1) est Uextrémité du chemin .
Deux chemins 1 et o ayant méme origine x et méme extrémité y sont dits homotopes s’il

existe une application continue h : I x I — E telle que :
i) h(t,0) =(t) et h(t,1) = (t), Vtel,
it) h(0,s) =z et h(l,s) =y, Vsel.

Définition 1.2.5. (genre) le genre d’une surface de Riemann est "le nombre de trou de cette
surface”.

On définit le trou pour une surface en utilisant la notion de "classe d’homotopie” dans cette
surface.

-Pour une surface sans trou S? un chemin fermé est homotope a un point donc il existe une
seule classe d’homotopie des chemins fermés.

-Pour une surface avec un trou, " comme le tore umidimentionnel” il existe deux classes d’ho-
motopie des chemins fermés.

Donc par recurrence le genre g = le nombre de classes d’homotopie —1.

Définition 1.2.6. (Pdle) Si f est une fonction holomorphe sur un ouvert U\ {p} d’une surface
de Riemann et s’il existe une carte (V,z) centrée en p (c’est-a-dire z(p) = 0) telle que

flz) = Z anz" pour un entier k, < O avec ay, # 0, on dit que p est un péle d’ordre k, de f
n>kp

1.3 Fonctions holomorphes sur les surfaces de Riemann

Définition 1.3.1. Soient X wune surface de Riemann, W un ouvert de X et p € W. Une
fonction f: W — C est dite holomorphe en p € W s’il existe une carte (U, p) ou p € U, telle
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que f ot soit holomorphe en o(p).
f est dite holomorphe sur W si elle est holomorphe en tout point de W.

Notation

L’ensemble des fonctions holomorphes sur W C X est noté par O(W) ou bien Ox(W).

Théoréme 1.3.1. Soit X une surface de Riemann compacte, et soit f: X — C une fonction

holomorphe. Alors f est constante.
Démonstration. voir|[1]

Définition 1.3.2. Soient X etY deux surfaces de Riemann et p € X. Une application continue
f: X =Y est dite holomorphe en p s’il existe une carte (U, p) de X avec p € U, et une carte
(V) de Y avec f(p) € V, telle que 1o f o ™! sont holomorphe en ¢(p).

o f: X — Y est dite holomorphe sur W C X si elle est holomorphe en tout point de W.

e f: X — Y est biholomorphe si elle est bijective et si f, f~! sont holomorphes.

e Deux surfaces de Riemann X et Y sont dites isomorphes s’il existe une fonction biholo-

morphe f: X — Y

Théoréme 1.3.2. (d’uniformisation) Toute surface de Riemann simplement connexe est biho-

lomorphe a C,C ou D.

Démonstration. Voir [7|

Remarque

. Toute surface de Riemann simplement connexe compacte est biholomorphe & C.

Théoréme 1.3.3. Soient X,Y deux surfaces de Riemann. Soit f : X — Y wune fonction
holomorphe non constante.

Si X est compacte, alors f est une surjection et'Y est aussi comapacte.

Preuve
Comme f est une fonction holomorphe et X est un ouvert, alors f(X) est un ouvert, (Théoréme
de l'application ouverte de banach).

D’autre part, en utilisant le fait que X est compacte, on déduit que f(X) est compacte d’on
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f(X) est fermé.
Donc f(X) est a la fois une partie ouverte et fermeé de Y or Y est connexe, ce qui nous donne
f(X) =Y, il suit que f est surjective et Y = f(X) est compacte.

Proposition 1.3.1. Soit f : X — C une fonction holomorphe non constante.

i)

i)

i)

Sip € X, il existe un entier d € N* et ¢ une carte holomorphe centrée en p, telle que
fop™l(z) =24 soit f =

L’entier d = deg,(f) ne dépend que de f et de p, et s’appelle le degré de f en p.

-On Uappelle aussi multiplicité de f en p.

- On a deg,(f) =1 si seulement si D f(p) # 0.

Pour tout ¢ € f(X)\{f(p)} assez proche de p, on a card((f)~*({¢} NU)) = deg,(f). En

particulier, f est ouverte.

Un point p € X tel que Df(p) = 0 ou de fagon équivalente deg,(f) > 2 est un point
critique, ou point de ramification, leur ensemble est noté Crit(f) ou R(f).
Cet ensemble est discret et fermé, ou de fagon équivalente localement fini c’est-a-dire qu’il

rencontre tout compact en un ensemble fini.

Démonstration.

i)

Soit ¢ une carte holomorphe centrée en p. Alors g = f o p~! est une fonction holomorphe

définie au voisinage de 0 et telle que g(0) = 0. Donc
(1) g est identiquement nulle.
(2) il existe d € N* tel que g(z) = z?h(z) avec h holomorphe et h(0) # 0.

Dans le cas (1), f est localement constante en p, et dans le cas (2), f n’est canstante dans
aucun ouvert contenu dans U.

Soit E l'ensemble des points vérifiant le cas (1). C’est un ouvert, et si ¢ € E,q tout
voisinage de ¢ contient un ouvert ou f est egale & f(p), donc ¢ ne vérifie pas le cas (2),
donc g € E, alors E est fermé.

Par connexité, £ = () ou X, et dans le second cas f est canstante. Comme [ n’est pas
canstante, F = ().

On est donc toujours dans le cas (2). La fonction holomorphe h, qui est non nulle en 0, a
une racine d-iéme holomorphe £ au voisinage de 0, on a g(z) = G(2)4, ou G(z) = 2k(z)

est holomorphe.
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De plus G'(0) = k(0) # 0, donc G est localement un biholomorphisme, donc 1 = G~ o4y
est une carte holomorphe centrée en f(p).
Finalement, on a f o ¢~ 1(z) = 2¢, donc d a la propriété annoncée.
Pour montrer que d est unique, on observe que c’est le plus petit entier tel que (f o
@™ HD(0) # 0, et que cette propriété est indépendante du choix des cartes holomorphes
centrées ¢ et ¢. En particulier, d = 1 si seulement si (1) o fo=) # 0, soit D f(p) # 0.
L’unicité résultera aussi de (ii).

(ii) Ces propriétés sont évidentes pour 'application z — 2¢ au voisinage de 0, donc elles sont

aussi vraies pour f.

(iii) Sip € R(f) et U est un voisinage sur lequel on a ¢o f = % on a R(f)NU = {p} puisque
la dérivée de 2¢ est non nulle hors de 0 donc R(f) est discret. De plus, la caractérisation
D(f)(p) = 0 montre qu'il est fermé. Points de ramification, points de branchement.

Les points p tels que deg,(f) > 1 sont d’habitude appelés points de ramification. Leurs

image sont les points de branchement (branch points), on notera leur ensemble B(f).

Définition 1.3.3. (Points de ramification, points de branchement).
Les points p tels que deg,(f) > 1 sont appelés points de ramification. Leur image sont les points

de branchement (branch points), on notera leur ensemble B(f).

1.3.1 Applications holomorphes

Définition 1.3.4. Soient X et Y deux surfaces de Riemann. Une application f : X — Y est
holomorphe si elle est continue et si1po fop™?
holomorphes de X et de Y.

1l est clair qu’il suffit que ce soit vrai pour ¢ et ¥ dans des atlas holomorphes, pas forcément

est holomorphe pour tout couple (¢,v) de cartes

MAaTIMau.

L’application f est biholomorphe si elle est holomorphe, bijective et d’inverse holomorphe.

Proposition 1.3.2. Soit f : X — Y wune application holomorphe non constante entre surfaces

de Riemann.
i) Soit p € X, et soit y» une carte holomorphe centrée en f(p). Il existe un entier d € N* et
une carte holomorphe centrée ¢ en p, tels que 1o f oo™ (z) = 2¢, soit o f = ¢

L’entier d = deg,(f) ne dépend que de f et de p, et s’appelle le degré de f en p.
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On appelle aussi multiplicité de f en p.
On a degy,(f) =1 si et seulement si D f(p) # 0.

ii) Pour tout ¢ € X \ {f(p)} assez proche de p, on a car(f~'({q}) UU) = deg,(f). En

particulier, f est ouverte.

i1i) L’ensemble des points de ramification

R(f)={pe X |deg,(f) >2} ={pe X | Df(p) =0}

est discret et fermé, ou de fagon équivalente localement fini. Son image B(f) est l’ensemble

des points de branchement.

Preuve. Voir|[10]

1.3.2 Fonctions méromorphes

Définition 1.3.5. Soit X une surface de Riemann. Une fonction méromorphe sur X est une
fonction holomorphe f définie sur X\P ot P est un sous-ensemble localement fini, et qui a un

pole au voisinage de chaque point de P.

Remarque 1.3.1. Soit f : X\ P — C une fonction méromorphe, a f on associe une application
holomorphe

f: X —PYC)=C=CuU/{oc0}
en prolongeant f par oo sur P.

L’application f — f est une bijection entre les fonctions méromorphes sur X et les applications

holomorphes de X — PY(C) non identiquement égale a cc.

Fibré tangent

Rappels : Soit X une surface différentiable.
Si p € X, un vecteur tangent en p est une classe d’equivalence d’objets de la forme (p, p,v) o

¢ : U — R? est une carte définie au voisinage de p et v € R?, avec

(pa @1701) ~ (pv 902702) <~ Uy = D(902 o <p1_1)(<,01(p)).v1

On note T, X I'ensemble de ces vecteurs tangents, appelé espace tangent en p.

I1 est naturellement muni d’une structure de R-espace vectoriel de dimension deux (plan réel)
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en posant
Al(p, @, 0)] + ul(p, 0, w)] = [(p 0, Ao + pw)]. (1.1)

Le fibré tangent est la réunion disjointe TX = {J, T, X.
Il est muni de la projection naturelle 7 : TX — X et d’un atlas (¢ : 77 1(U) — V x R?) tel que

prio® = pom ol p est une carte, pro o ® : T,X — R? est R-linéaire, et

®0 07 (2,0) = (w2001 ')(2), D(p20 07" (2))0.

Si X est orientée, on se restreint aux cartes orientées et 7, X est alors un plan réel orienté.

Cas d’une surface de Riemann

. Suppossons maintenant que X est une surface de Riemann.
On définit alors 7, X comme l'ensemble des classes d’équivalence [, v], ol cette fois ¢ est une

carte holomorphe définie au voisinage de p,v € C, avec

(D, 01, 01) ~ (D, P2, 02) € v = (020 07 (01(p)) .01

La formule (1.1) ou cette fois A et p sont dans C le munit naturelement d’une structure d’espace
vectoriel complexe de dimension un ou droite complexe.

Le fibré tangent est défini de la méme facon, il est muni de la projection 7 et d'un atlas
(@ : 7 1(U) = VxC) tel que prio® = o ol p est une carte holomorphe, proo® : T,X — R?
est C—linéaire, et

By 007 (2,0) = (P20 07 )(2), (P20 !) (2))0
Structure presque complexe.
Identifant C = R? on a une application naturelle de 7, X avec cette définition «complexe» sur
T,X avec la définition «réelle», qui est une bijection.
La multiplication par 7 dans 7, X apparait alors comme une structure complexe sur le R—espace
vectoriel T, X, c’est-a-dire un élément J, € Endgr(T,X) tel que Jg = —Idr,x.
De plus, J, dépend de fagon C* de p c’est-a-dire que 'application (p, v) — (p, J,v) est C*°. Une
telle application p — J, est appelée structure presque complexe sur la surface différentiable X.
On peut aussi la voir comme un difféomorphisme J de T'X qui préserve chaque fibre, est linéaire
et vérifie J2 = —Id.
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Expression dans une carte holomorphe.

Soit z = x + iy une carte holomorphe, on a dans la base( %, a%) de T, X :

o. 0 0. 0

J(

— J(=—)=——.
890) oy’ (8y) Ox
On en déduit

droJ = —dy,dyoJ =dz.

1.4 Formes différentielles

Rappels. Si X est une surface différentiable, on peut définir 'algébre différentielle

Q(X,R) = Q°(X,R) & Q'(X,R) ® Q*(X,R) des formes différentielles de classe C.
Rappelons q’une k-forme différentielle est la donnée pour tout p € X d’une forme k—linéaire
a, : T,X — R, dépendant de facon C'*° de p c’est-a-dire que si ¢ est une carte C, (p, vy, -, vy
(T (vr), - - (Tp) " (wy)) est C.

Pour £ = 1, on peut aussi la considérer comme une fonction C* de T'X dans R qui est linéaire
sur chaque fibre 7}, X.

Les formes & support compact seront notées (X, R).

Puisqu’on est sur une surface, k£ prend les valeurs 0,1 et 2. Concrétement :

e une O-forme f € Q°(X,R) n’est autre qu'une fonction C* de X dans R

e une 1-forme a € Q}(X,R) est la donnée pour tout p € X d’une forme R—linéaire

ap : T,X — R, dépendant de fagcon C*° de p

e une 2-forme w € Q%(X,R) est la donnée pour tout p € X d’une forme R-bilinéaire
antysymétrique w, : 7,X — R, dépendant de fagon C'*° de p

Dans une carte de classe C'™

o = (z,y) : U = R?), on peut écrire

a = g(x,y)dr + h(z,y)dy, w = k(z,y)dx A\ dy ou g, h et k sont des fonctions C* sur p(U).
Noter que le signe de k (élément de {—1,0,1}) en tout point ne dépend pas de la carte holo-
morphe, on I'appele signe de w.

On a de plus le produit extérieur A : Q'(X,R) x (X, R) — Q*(X,R), et la différentielle d qui
envoie Q°(X,R) dans Q'(X,R) et Q'(X,R) dans Q%(X,R) et vérifie dod = 0.

En coordonnées locales [g(z,y) = g o v, etc] :

(9(z,y)dz+h(z,y)dy) (g (z,y)dz+h (z,y)dy) = (g(z,y)I (x,y) —h(z,y)g (z,y)dzAdy (1.2)
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0 0 Ooh 0
A (o.9) = Godo -+ Gy, dlg(a)dn + hag)dy) = (52 = Fdondy. (13

Supposons maintenant que X est une surface de Riemann.
En complexifiant, on obtient l'algébre différentielle des formes différentielles complexes, une

k—forme complexe étant la dommeée pour tout p € X d’une forme k£ — R-linéaire
a,: T,X = C,

dépendant de facon C*° de p.

On obtient Q*(X,C) = Q°(X,C) & Q'(X,C) & Q*(X,C), o

e une O-forme f € Q°(X,C) n’est autre qu'une fonction C* de X dans C

e une 1-forme o € Q'(X, C) est la donnée pour tout p € X d’une forme R—linéaire o, : T, X —
C, dépendant de facon C'*° de p

e une 2-forme w € Q?(X, C) est la donnée pour tout p € X d’une forme R-bilinéaire antysymé-
trique w, : T, X — C, dépendant de facon C*° de p

Les formes complexes a support compact seront notées Qg .(X).

Dans une carte holomorphe

p=z=x+1y:U = C,

on a o = gdzr + hdy et w = kdx A dy, ou cette fois g, h et k sont dans C*°(U, C), et les formules
(1.2) et (1.3) restent valables.

Nous allons exprimer tout cela en remplacant =,y par z et Zz.

On a d’abord
dx = Redz
+(dz + dz),
dy= Imdz
= i(—dz+dz),

Donc la 1—forme a = g(z, y)dz + h(z,y)dy s’ecrit

o= HATHE g g g

alf 4 %1,

Le terme o? est la composante C-linéaire de « et a®! est la composante anti-C-linéaire.

Ils sont définis de fagon intrinséque :
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o = L(a+iaolJ),

o™ = L(a—iaolJ),
ou J est la structure presque complexe, vue comme un difféomorphisme de TX, et o est
considérée comme une fonction de T'X dans C.

En particulier, si f(z) € C*(U,C) on a

d(f(z)) = YLdz+ 9L az

— dfl’o—i-dfo’l,
avec
of _ L(9f _ Iy
0z 2\ 9x oy’
of _  1/0f -0f
5 = 35 tig)

On notera Q°(X) et Q%1(X) les espaces de formes C-linéaires, et anti-C-linéaires, c’est-a-dire
dans une carte holomorphe gdz et hdz respectivement.
Une forme a € QY9(X)(resp.Q%(X)) est dite de type (1,0)(resp(0,1)).

On a donc une décomposition naturelle
QNX,C) = 0M(X) @ Q% (X)

en deux sous-espaces vectoriels complexes, le second étant le conjugué du premier.
En particulier, si f € Q% X, C), on note

(df)" = of, (df)* = of

Dans une carte holomorphe, on a

_Of . of 1,0f of
o =5, %5, = 3% ~'a,)
oy O 42 0F _10F 0f

oz %9z =3la:s Ty

Donc f est holomrphe si et seulement si 0f = 0.

Ensuite, dz Adz =0=dz ANdzZ et dz Ndz = —2idx N dy = —dzZ N\ dz, d’ou
d(g(z)dz + h(z)dz) = dg Ndz+dh Ndz

(82dz+ 52dz) Ndz + (ZLdz + 2Ldz) A dz

oh  Og _
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Proposition 1.4.1. Soit w € Q"°(X). Alors w est holomorphe si et seulement si dw = 0
Preuve. Voir[10]

Définition 1.4.1. Soit V un ouvert de C. Sur une surface de Riemann X une 1-forme holo-
morphe (resp.méromorphe) sur V' est une expresion de la forme f(z)dz avec f : V — C une

fonction holomorphe (resp. méromorphe).

Remarque 1.4.1. I suffit parfois de définir w dans une seule carte, mais pas toujours. Par
exemple, sur X = C, (U, p) = (C, Id),w, = e*dz ne se prolomge pas.
En revanche pour (U, ) = (C, Id),w, = dz se prolonge sur C.

Intégration. Soit X une surface de Riemann.

Définition 1.4.2. Un chemin sur X est une fonction continue de classe (C*° par morceaux
v la,b] = X).

Reparamétrisation Soit « : [c,d] — |a,b] continue,C> par morceauz, tel que ac) = a et
a(d) =b.

On obtient un nouveau chemin o« : [c,d] — X : c’est une reparamétrisation de ~y.

Soit 7 : [a,b] = X un chemin.

On définit —y : t — y(a+b—1).

Si 1,72 1 [0,1] = X avee y1(1) = 12(2), on définit la concaténation y de vy, et vo par

-~ 71(2t) 0
(t) = { @i—1) 1

On peut également couper v en plusieurs chemins ; tels que les y; soient de classe C™ et
chacum dans une carte de X.

Soient X une surface de Riemann, w une 1-forme holomorphe (méromorphe), v un chemin sur
X, y=m+-+7%7% CU, (Ui, ;) carte,

Vi laicy, @] = Ui Z(t) = @i((t)).

/Ww _ il / Fi(=(0)7 (D)t

Proposition 1.4.2. L’ntégrale est :

e indépendante de la paramétrisation ;




1.4 Formes différentielles 21

o C—Ilinéaire;

| [+l

o 50 X,Y sont deux surfaces de Riemann et F' : X — Y, un chemin sur X, F, est un chemin

/ W—/F*w
Fxy v

sur'Y,w une 1-forme sur'Y,

Résidus d’une 1-forme méromorphe

Définition 1.4.3. Soit X une surface de Riemann, soit w une 1-forme méromorphe sur X et

soit p € X. Soit (U, p) une carte centrée en p.

Res,(w) = c_;.

le résidu est bien défini, c’est-a-dire indépendant de la carte choisie.

En fait,
1
R = —
esp(w) o= L w,

ot vy est un chemin simple et fermé autour de p dans X.

Définition 1.4.4. D : X — 7Z est un diviseur sur X si support(D) = {p € X; D(p) # 0} est

discret et fermé. On écrit

D=> " D(p)p.

peX

On note Div(X) l’ensemble des diviseurs sur X .

Remarque 1.4.2. En particulier, lorsque X est compacte, alors le support d’un diviseur est

fini.
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1.4.1 Formes harmoniques

Etoile de Hodge et produit scalaire sur les 1-formes réelles

Définition 1.4.5. Si X est une surface de Riemann, [’étoile de Hodge x est l’automorphisme
de QY(X, C)défini par xa = —a o J.

Dans une carte holomorphe ¢ = z = x + 1y, on a

xdx = dy, xdy = —dx

xdz = dy —idx
= —idz
,kdzZ = dy +idx
= idz.

En effet, dans la base (a%, %) de T,X, on a

wde(5) = —dn(I ) = ~di(5) =0
*dx(agy) = dx(J(%) = —d;y(%) —

Donc xdx = dy,
D’ou xdy = —dx puisque x> = —Id

Définition 1.4.6. Une 1-forme a € QY(X,C) est dite cofermée si d(xa)) = 0.

St a = fdx + gdy avec dy = xdz, cela s’écrit

of 9dg

3 "oy ="

Produit scalaire sur Q!(X).

Si a, B sont deux 1-formes réelles sur X a support compact, on définit
<a,B>=anxf € Q}X).

On notera < o, a >= ||a||? (J|a|| n’a pas de sens).

Dans une carte holomorphe :

(gdx + hdy, g dx + h'dy) = (gdx + hdy) A (=R dz + ¢'dy)
= (gg + hh))dz A dy.
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En particulier, ||gdr + hdy||* = (¢* + h*)dz A dy : ceci justifie le signe moins dans la définition
*.

Si a et 8 sont a support compact, puisque X est une surface orientée on en déduit un produit

<a,/8>L2(X)://X(a,5)://Xa/\*ﬂ.

La norme associée sera notée

scalaire sur QF(X) :

1
oz = < a,« >7,

(f Jx lal?)?
= ([ [yaAxa)z.




Chapitre 2

Théoréme de Riemann-Roch

2.1 Existence de fonctions méromorphes

Soit X une surface de Riemann.

On peut construire des fonctions méromorphes sur X comme quotient de différentielles méro-
morphes : Soient w; et wy deux 1-formes méromorphes sur X. Dans une coordonnée locale z,
on écrit :

wy = g1(2)dz et wy = go(2)dz.

Le rapport g1(2)/g2(2) est indépendant de la coordonnée locale z ; on note f = w; /w, la fonction

méromorphe (globale) sur X ainsi définie.

Théoréme 2.1.1. Sur toute surface de Riemann (compacte), il existe une fonction méromorphe

non constante.

Demonstration. Il suffit de construire deux 1-formes méromorphes non proportionnelles.
Soient zg, 21, 2o trois points. On construit :

-Une 1-forme méromorphe w; avec résidu 1 en z; et résidu —1 en zy et holomorphe partout
ailleurs.

-Une 1-forme méromorphe ws avec résidu 1 en z, et résidu —1 en zy et holomorphe partout
ailleurs.

Le quotient w;/we a un pole en z; (peut-étre d’orde > 1) et un zéro en z, (peut-étre d’ordre >

1), il n’est donc pas constant.
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Définition 2.1.1. Soit Py, - - -, P, des points distincts d’une surface de Riemann X.
On note par E(Py, - -+, P,,) Uensemble des fonctions méromorphes, "cette ensemble est un espace

vectoriel complexe.”

L’objet du théoréme de Riemann-Roch est d’estimer sa dimension.
D’aprés le théoréme V'.5.1 (voir [5]) portant sur I'existence de 1—formes méromorphes, on déduit

que :

Théoréme 2.1.2. (Inégalité de Riemann). Soit X une surface de Riemann compacte de genre
g.
Alors :

dim&E(Py,-,Pyn)>m—g+1

Démonstration. Fixons un choix de coordonnée locale z autour de chacun des points P,
k=1,---,m et 2g courbes simples fermées vy, - -+, 72 qui découpent X en un domaine simplement
connexe et ne passent pas par les Pj.

Soit alors wy(k = 1,- - -,m) l'unique 1—forme méromorphe de partie principale dz/2% en Py,
holomorphe partout ailleurs et dont les parties réelles de ses 2g périodes sont nulles.
Considérons le sous-espace vectoriel V' C C™ constitué des m-uplets (aq, -, oy, tels qu'il existe

une 1-forme holomorphe 7 telle que
n+oaiwy + - -+ Qo

soit exacte. Si f € E(Py,- -+, Py), alors sa différentielle df est combinaison linéaire de différen-

tielles de formes méromorphes avec un pole en P; et de différentielles holomorphes :
df =n+ awy + -+ - + Q.

Puisqu’une forme holomorphe exacte est nulle, 'application df — (aq, -, a,;,) est injective (elle

est surjective par définition). On en déduit que
dim&(Py, -+, Py)=dim V +1

Remarque. En prenant des primitives (multiformes), il ne faut pas oublier de compter + 1
dans les calculs de dimension, a cause de la constante d’intégration.
Soit I' = (]m(f% wk))l,k € Mgng(R).
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Lemme 2.1.1. Un m-uplets (v, - -+, a) de nombres complexes appartient au sous-espace V' si
Re(ay) 0 Im(ay) 0
I = et T —
Re(ay,) 0 Im(ayy,) !
Démonstration. Cela résulte du fait que (aq, - - -, ay,) € V si et seulement si

[0231%%] + o +amwm

a les méme périodes qu'une 1—forme holomorphe. Or la condition implique que toutes les parties
réelles des périodes de aywy + - - - + ay,w,, sont nulles.

Les parties réelles d'une 1—forme holomorphe sont toutes nulles si et seulement si cette forme
est nulle (et donc ses périodes sont nulle).

Ainsi, ajwy + - - - + aw,, a ses périodes nulles, elle est donc exacte.

Le théoréme du rang implque donc que la dimension réelle de V' est > 2m — 2g

Corollaire 2.1.1. (Riemann) Une surface de Riemann compacte posséde une infinité de fonc-

tions méromorphes linéairement indépendantes sur C.

Le théoréme suivant interpréte la différence entre la dimension de 1’éspace vectoriel complexe

E(Py,- -+, Py) et Pexpression m — g + 1.

Théoréme 2.1.3. (Riemann-Roch) Soient X une surface de Riemann compacte de genre g et
Py, .- P, des points distincts sur la surface X.
Alors :

dim&E(Py,---,Pp)=m—g+1+dimQ(Py,---, Py)

ot QPy, -+, Py) est Uespace vectoriel des formes holomorphes qui s’annulement en chacun des
Py.

Nous démontrons ce théoréme dans les paragraphes qui suivent, mais avant on donne une pre-
miére application du théoréme de Riemann-Roch & I'uniformisation des courbes en genre 0 et
1.
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Applications a 'uniformisation des courbes en genre 0 et 1.

Il est difficile de surestimer 'importance du théoréme de Riemann-Roch dans I’approche mo-
derne de la théorie des courbes algébriques. En particulier, c’est ce théoréme que 1’on utilise
régulierement pour démontrer que toute surface de Riemann compacte simplement connexe est

isomorphe a la sphére de Riemann.

Théoréme 2.1.4. Une surface de Riemann compacte de genre nul est biholomorphe a la sphére

de Riemann.

Démonstration. Une application directe du théoréme de Riemann-Roch donne en effet 'exis-
tence sur une telle surface X d’une fonction méromorphe n’ayant qu’un péle simple, c¢’est-a-dire
d "une application holomorphe : X — C de degré 1.

Puisque X est de genre nul, le théoréeme de Riemann-Hurwitz entraine que cette application ne
présente pas de point de ramification, et est donc un isomorphisme.

De maniére semblable, le théoréme de Riemann-Roch permet d’uniformiser les courbes de genre
1.

Théoréme 2.1.5. Une surface de Riemann compacte de genre 1 est biholomorphe au quotient

de C par un réseau de translations.

Démonstration . Le théoréme de Riemann-Roch appliqué au cas ot m = 0, g = 1 fournit,
sur une surface X de genre 1, 'existence d’une forme holomorphe w non-nulle. Or pour tout
point P de X, I’éspace £(P) est réduit au constante : X ne posséde pas de fonction méromorphe
avec un unique pole simple ; sinon, comme dans la preuve précédente, X serait isomorphe a la
sphére de Riemann, de genre 0.

En appliquant le théoréeme de Riemann-Roch avec m =1 et ¢ = 1, on en déduit qu'une forme
holomorphe non nulle sur X ne s’annule jamais.

Construisons alors son champ dual, c’est-a-dire le champ de vecteurs holomorphe non singulier
S tel que w(S) = 1.

L’intégration de ce champ fournit une action de C sur la surface X. Puisque S non singulier,
toutes les courbes (complexes) intégrales de S, c’est-a-dire les orbites de notre action sont
ouvertes. Comme le complémentaire d’une orbite est une réunion d’orbites, ces derniéres sont
aussi fermées et, par connexité de X, I'action de C est transitive, ce qui identifie X a C/A, on
A est le stabilisateur d’un point, un sous groupe fermé de C.

Puisque X est compacte et de méme dimension que C, A est nécessairement un réseau de C
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FIGURE 2.1 — Une base symplectique de ’homologie

2.2 Relations bilinéaires de Riemann

2.2.1 Une proposition de nature topologique

Soit X une surface (lisse) compacte, connexe et orientable. On sait que
H\(X,Z) =7 et Hijp(X,R)=R¥,
ou g est le genre de X. L’accouplement
/  H(X:Z) x HiYy(X,R) - R

met ces deux espaces en dualité : pour toute base (71, ...,72,) de H1(X;Z) il existe une base

duale (wi, - - +,way) de Hjp(X;R) telle que, pour tout i,j = 1,...,2g,

/ CL)j = 52J
i

7
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Le produit d’intersection
H{(X,Z) x Hi(X,Z) —» Z

(71,72) = M
définie une forme bilinéaire antisymmeétrique sur H(X,Z) qui posséde des bases symplectiques

relativement a ce produit.

Proposition 2.2.1. Pour toute base symplectique (ay,- - -, aq,b1,- - -, by) de Hi(X,Z) et pour

toute 1—formes fermées n et sur X, on a :

Jomi =S (Lo o= L)

Démonstration. La base symplectique (a1, - -, a4, b1, - -, by) de Hi(X,Z) est associée a un
découpage de X un 4g-gone A de cotés Ay, By, A}, B, -, Ay, By, A;, B; oil A; et A; sont iden-
tifiés par 'application ¢; et B; et B; par I'application 1;. On peut voir les formes différentielles
netn comme des formes sur A.

Puisque A est simplement connexe, il existe une fonction f telle que df = 7.

Alors pour tout x € A; et pour tout y € B; on a (voir figure 2.2)

fowilz) — flz) = /W df = /77 2.1)

et

s -sfout= [ a=[n 22)

La formule de Stockes implique :

Jxnnn = [annng
= fpd(fﬁ/)
= ngfn/

= Z/A fn'

! !
i=1 i+Bi—A;—B,

et il découle donc de (2.1) et (2.2) que

fAi—A; = fAi(f — fopn
= _fbi - fai 0
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et
Jom I = Jp(f = Fown
- fai - fbi i)

ce qui prouve l'égalité annoncée.

Remarque 2.2.1. Si X est munie d’une structure de surface de Riemann et sin et n sont

holomorphe on a de plus :

/77/\77le (car dz Ndz = 0)
X

FIGURE 2.2 — Relations de périodes

et sin # 0,
i/n/\n>0 (car dz N dz = —2idz N\ dy).
S
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1l découle alors de la proposition 2.2.1 que 'application w > (fal W)iz1,..q est injective.

En particulier que ’espace vectoriel des 1—forme holomorphes est de dimension < g ; le théo-
reme suivant montre que l’on a en fait égalité.

Soit X une surface de Riemann compacte avec m points marqués Py, - - -, P, et dont on fize 2g
courbes simples fermées (ay,- - -, a4,b1,- -, by) qui ne passent pas par les P; et forment une base
symplectique de Hi(X;Z). En conservant les notions (parties principales A; en chaque P;) du

théoreme V5.1 (voir[5]) on montre la variante suivante :

Théoréme 2.2.1. (Ezistence de 1—formes méromorphes)

On suppose que la somme des résidus » . A; = 0. Alors, pour chaque systéme de g nombres
complexes, il existe une unique forme méromorphe sur X qui posséde des poles uniquement aux
points P; avec les parties principales données et dont les périodes évaluées sur les g courbes

ai,- -, aq sont les g nombres donnés.

Démonstration. C’est une conséquence de la remarque précédente et du théoréme V5.1[5] : en
vertu de ce dernier, I’espace recherché est un espace affine sur 'espace des formes holomorphes,
qui est de dimension (réelle) 2g.

Or I'application w + ( fai W)i=1,...q €st injective. Elle est donc bijective : une forme holomorphe
est uniquement déterminée par ses périodes sur les a;.

La méme application w (fal w)i = 1,- -+, g est une application affine injective sur 'espace
recherché.

Ce dernier est de dimension complexe g (comme son espace directeur, celui des formes holo-
morphes ). C’est donc une bijection.

Pour démontrer le théoréme de Riemann-Roch nous aurons enfin besoin d’une version raffinée
de la proposition 2.2.1 que nous énoncons ci-dessous. La démonstration est essentiellement la

méme, nous ne fait sont que 1’ésquisser.

Proposition 2.2.2. Soit X une surface de Riemann compacte dont on fixe 2g courbes simples
fermées (ay,- - -, aq4,b1,- -+, by) qui forment une base symplectique de Hy(X;Z).

Soient wy une 1—forme holomorphe sur X et wy une 1—forme méromorphe (non singuliére le
long des a;,b; ).

Etant donné un point zy € X — {a;,b;} on pose u(z) = fz'z wy. Alors :

QiWZRes(uwg)—Z(/aiwl./bia@—/aiwg./biwl) (2.3)

=1
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Démonstration. En conservant les notations de la proposition précédente,

la proposition découle de la formule des résidus

QiWZReS(uwg):/ U Wo (2.4)

0A

et des equations (2.1) et (2.2).

2.2.2 Relations bilinéaires de Riemann

Soit X une surface de Riemann compacte dont on fixe 2¢g courbes simples fermées
(ai,- -, ag,b1,- -, b,) qui forment une base symplectique de H;(X;Z).

On fixe une base (wy, - - -,w,) de I'espace des 1—formes holomorphes sur X.

Définition 2.2.1. On appelle matrices des périodes les matrices A et B € M,(C) définies par

Aij:/wi et Bij:/wi
a; b;

J J
Théoréme 2.2.2. (Relations bilinéaires de Riemann)
1. La matrice A est inversible.

2. La matrice @ = A™'B est symétrique et sa partie imaginaire Im Q = (Im $;)1<i j<, €st

défiinie positive.
Démonstration.
Soit A = (A1, -+, Ay) € CI tel que

g
Z)\z‘Aij:O (J=1--9).
i=1

Considérons alors la 1-forme holomorphe

Par définition de A, on a :

/G_w:O J=1---9)

J
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et donc aussi

/a_w:O (G=1---9).

J

Il découle donc de la proposition 2.2.1 que fX wAw =0, de sorte que w =0 et donc \y =--- =
Ag = 0.

La matrice A est donc inversible.

Montrons maintenant le deuxiéme point du théoréme. On vérifie facilement que la matrice (2
est indépendante du choix de la base (wy, - - -, w,). Puisque A est inversible, quitte & changer de

base on peut supposer que A = I, c¢’est-a-dire que

/ Wy = 51]
aq

On a alors §2;; = B;; = fbj w; mais il découle encore de la proposition 2.2.1 que

0= waZ-/\wj

g

= E (/wi./wj—/wj./wi)
k=1 ak by, ak by,

= fbiwj_fbj Wi

de sorte que €2 est symétrique.

Finalement si v = (vy, - - -,v,) € R9 — {0}, il découle encore de la proposition 2.2.1 que

tv.ImQ.”uzz/n/\ﬁ>O,
2 Jx

g
Oun= Z VW

Démon;ﬁ‘ation du théoréme 2.1.3

On procéde comme pour la démonstration de I'inégalité de Riemann.

Cependant, grace a la variante du théoréeme d’existence donnée dans le théoréme 2.2.1 , on se
place dans un cadre plus naturel ou les applications définies sont linéaires sur C.

Ca permet d’analyser plus simplement ces applications. Fixons donc un choix de coordonnée
locale z autour de chacun des points Py, k = 1,---,m, et 2g courbes simples fermées (ay, - -
-, ag,b1,- - -, by) qui formet une base symplectique de H;(X;Z) et ne passent pas par les P.
D’aprés la théoréme 2.2.1 il existe une unique 1—forme méromorphe wy(k = 1,...,m) de partie
principale dz/z* en Py, holomorphe partout ailleurs et dont les g périodes selon les courbes

a;(i=1,...,g) sont nulles.
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Considérons maintenant le sous-espace vectoriel V' C C™ constitué des m—uplets (aq, - - -, )

tels qu’il existe une 1—forme holomorphe 7 telle que
N+ owr+ -+ s
soit exacte. Comme dans la démonstration de I'inégalité de Riemann, on a
dim&E(Py,- -+, Py) = dimV +1

Soit
H = (f, @) € Mpan(C).

631
Lemme 2.2.1. Un élément . appartient a V' si et seulement si il appartient a ker(H).

A
De plus, la forme n apparaissant dans la définition de V' est toujours nulle.

Démonstration. Si (ay,: - -, a,,) € V alors la forme w = ajwy + - - - + @pwy, a les mémes
périodes que 1—forme holomorphe —n. Mais, par définition des w;, toutes les a—périodes de
aiwy + - -+ apwyy, sont nulles.

Donc c’est aussi vrai pour —n qui est donc nulle. Les b—périodes de w sont donc également
nulles.

On en déduit :

0= fbi (Z aiwj)

_ Zaj (/b wj) (i=1,..9),

J
c’est-a-dire que (o, - -+, ay,) € ker H.

Si, réciproquement, on suppose que
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alors les a—périodes et les b—périodes de aywq + - - -a,,wy, sont nulles donc aywy + - - QW est
exacte (sans avoir besoin de la corriger par une forme holomorphe 7).

Il découle du lemme précédent que V' = ker H, ou H est vue comme application linéaire

Cm™ — Cv.

Le théoréeme du rang implique donc :
dim E(Py,- -+, Py) =m —rang(H) + 1. (2.5)

On retrouve en particulier I'inégalité de Riemann : dim E(Py,- -+, By) > m —g+ 1.
Il nous reste a déterminer le rang de H.
On l'interpréte en termes de 1—formes holomorphes, en passant a ’application duale.

Soit ¢; la 1—forme holomorphe déterminée par ses a—périodes :

/ 01 = Ol
ag

Lemme 2.2.2. Un g—uplet de nombres complezes (p1,- - -, By) appartient au noyau de
'H : C9 — C™ si et seulement si la 1—forme holomorphe By + - - - + By, s’annule en les
points Py, - - -, Py,.

Démonstration. Dans les coordonées locales z autour des points P on a :
o= (A + -+ )dz.
La proposition 2.2.2 appliquée & w; = ¢; et wy = wy, implique alors :

fbl W = fal @Dr- fbl Wk

s, ([ )

Ak
L dz+--

z

= 2wl

On obtient donc :
1
—H - P =1,-- =1,---;m
50 (01(Pr))i=1,,g, k=1,
et (B1,- -+, By)H = 0 si et seulement si la 1— forme holomorphe f1¢; + - - - + By, s’annule en
les points Py, - - -, Pp,.

D’aprés le théoréme du rang

g =rang("H) + dimker(*H)
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et, d’apres le lemme précédent,
dimker(*H) = dim Q(Py, - - -, P).

On a donc :
dim Q(Py, - -+, Py) = g —rang(*H). (2.6)

Puisque H et H' ont le méme rang, le théoréme de Riemann-Roch découle de 2.5 et 2.6.

2.3 Vision faisceautique du théoréme de Riemann-Roch

Nous présentons ici la vision moderne du théoréme de Riemann-Roch via la notion de faisceau

qui permet de mieux comprendre le passage du local au global.

2.3.1 Faisceaux

Définition 2.3.1. (Faisceauz) Soit Y un espace topologique. Un faisceaux F de groupes abéliens
sur'Y est une famille de groupes abéliens F(U) paramétrés par les ouverts U € Y (les sections
au-dessus de U ) et une familles de morphismes de groupes p% : F(U) — F(V') (applications de

restriction), oo V . C U C Y sont des ouverts, astreints aux propriétés suivantes :

1. F(0) est le groupe trivial, p¥ est toujours lidentité et pyy, o pl = pY, des que W C V. C U

(on dit alors que F est un préfaisceau) ;

2. siU = U; (recowvrement ouvert) et si f,g € F(U) et pg. (f) = pg.(g) pour tout i, alors
f=g9

3. st U =JU; (recowvrement ouvert) et si on se donne des f; € F(U;) tels que
pgszj(fi) = ngmUj(fj): alors il existe un élément f € F(U) tel que pf (f) = [i.

Exemples.

1 . Soit Y un espace topologique. Pour tout ouvert U C Y soit C(U) l'espace vectoriel de
toutes les fonctions continues f : U — C.
Pour V' C U soit pf : F(U) — F(V) I'application de restriction usuelle. Alors C(U) est

un faisceau.
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2 . Si X est une surface de Riemann, les algébres O(U) des fonctions holomorphes sur U et
les applications de restrictions standard définissent un faisceau O.
On prendra garde au fait que 'algébre B(U) des fonctions holomorphes bornées sur U C X

définit bien un préfaisceau mais pas un faisceau.

3 . On définit de méme le faisceau Q! des 1—formes holomorphes sur une surface de Riemann
ainsi que le faisceau &€ des fonctions lisses, le faisceau €' des 1—formes lisses, le faisceau
EW resp.£9, des 1—formes de type (1,0), resp.(0,1), c’est-a-dire localement de type
fdz, resp. fdz, avec f lisse.

Définition 2.3.2. Soient F un faisceau sur un espace topologique Y et x € Y un point.

On définit la relation ~, sur 'union disjointe
UFw)
zeU

par : f € F(U) et g € F(V) sont équivalent f ~, g si et seulement s’il existe un ouvert
W CcUNYV contenant x tel que fiw = gw.

zelU

On note

c’est un groupe abélien. Pour tout voisinage ouvert U de x dans X, soit
pe F(U) = F,

L’application qui a un élément f € F(U) associe sa classe d’équivalence modulo ~,.

On appelle p,(f) le germe de f.

2.3.2 Cohomologie
Soit Y un espace topologique et F un faisceau de groupes abéliens sur Y.

Définition 2.3.3. On note H*(Y; F) = F(Y) le groupe des sections globales du faisceau JF.
C’est l'objet qui nous intéresse; il s’inscrit dans une famille de groupes de cohomologie mais
nous ne considérons ici que le suwant H'(Y; F).
Soit U = {U;} un recouvrement ouvert de Y.
On note

U F) =[] FU,n---nU)

(iO""»iq)
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avec sa structure naturelle de groupe. Le groupe H°(Y; F) est aussi le noyau du morphisme
§:C'WU,F)—C'U,F)
qui a (¢;) associe (c;j) ol ¢;j = ¢; — ¢; est défint sur U; N U;. On définit de la méme maniére
§:CHU,F) — C*U,F)
par 6((cij)) = (Ciji), 0U Cijp = Cjx — Cir, + ¢ij est défini sur U; N U; N U
Définition 2.3.4. L’espace des 1—cocycles est
ZYU,F) =ker(s : CY U, F) — C*(U, F))
et celui des 1-cobord est
B'U,F)=1Im(: C°U,F) = C'(U,F))

On a BYU,F) C Z*(U,F) et on pose :

HYU,F)=72'U,F)/B'U,F)

Lespace H(U, F) = F(Y) est indépendant du recouvrement U.
En général siV est un recouvrement ouvert de Y plus fin que U, il n’est pas difficile de montrer

(cf. par exemple [5]) qu’il existe une injection canonique
H'U,F)— H'(V,F)

de sorte que les groupes HY (U, F) forme un systéme directe indexé par les recouvrements U.

On pose alors :

Définition 2.3.5. Le premier groupe de cohomologie de Y a coefficients dans F est la limite
directe du systeme (H (U, F))y :

HY(Y,F) = (U H'(U, ]-')) ~,
u

ou & € H'U,F) et n € H*(V,F) sont equivalente, & ~ n, si et seulement s’il existe un
recouvrement plus fin W tel que les images de & et n dans H* (W, F) coincident.

Noter que pour tout recouvrement ouvert U ’application canonique

HYU,F) — HYY,F)
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est injective. En particulier H (Y, F) est trivial si et seulement si tous les H' (U, F) sont tri-

VIAUL.

Théoréme 2.3.1. Soit X une surface de Riemann et F l'un des faisceau E,E,EYY ou EO1,
Alors :
HY(X,F)=0.

Démonstration. Nous ne considérons que le cas F = &£ ; les autres cas se traitent de la méme
manzere.

Soit U = (U;)ier un recouvrement ouvert quelconque de X .

Nous allons montrer que H*(U, E) = 0. Considérons donc un cocylcle (fi;) € Z* (U, E). 1l s’agit

de montrer qu’il existe des fonctions g; € E(U;) telles que pouri,j € I on ait
9i — 95 = Jij

sur U; N U;.

Soit (1;)ier une partition de l'unité subordonnée a U. On pose
9i = Z ¥ fij-
jer

Alors, en utilisant la relation de cocycle pour f, on a :

gi—9i= > Urfw— Y vl
kel kel
= Z@bk(fik — fix)
k
= Zwkfzg = fij-
k
Le théoréme suivant n’est pas difficile mais fondamental en pratique pour calculer le premier

groupe de cohomologie.

Théoréme 2.3.2. (Leray) Si pour tout U; du recouvrement U on a HY(U;, F) = 0 alors
HY(U;, F) = HY(X; F).

Démonstration. On renvoie a [5] pour sa démonstration.
Les définitions et résultas suivants nous servirons a calculer des groupes de cohomologie en

changeant le faisceau.
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Définition 2.3.6. Soient F et € des faisceaux de groupes abéliens au-dessus d’un espace topo-
logique Y. Un morphisme de faisceaux o :

F — € est une famille de morphismes de groupes
ay : F(U) = €U), UouvertdansY,

qui est compatible aux morphismes des restrictions, de sorte que le diagramme

F(U) 2y ¢(U)
restr. | 1 restr.
F(V) = (V)

est commutatif.

Pour tout ouvert U C'Y on définit
K(U) = ker(F(U) 2% &(U))

La famille de groupes abéliens IC(U) définit un faisceau que ’on appelle le noyau de c; on le
note K = ker a.

St x €'Y, un morphisme de faisceau o : F — € induit un morphisme de groupe
ap Fp — €,
Une suite de morphismes de faisceau F —— € Ly N est dite exacte si la suite
Fo e, B,
est exacte.

Le théoréme suivant est essentiellement formel (voir[5])

Théoréme 2.3.3. Soit 0 — F -5 ¢ 25 H — 0 une suite exacte de faisceaux sur un espace
topologique Y tel que HY(Y,€) = 0. Alors :

H'(Y, F) = H(Y)/BE(X)
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2.3.3 Retour aux surfaces de Riemann

Soit X une surface de Riemann. On note d "loperateur différentiel sur les fonctions lisse sur
X " défini par

d//f _ dfo’l
Dans un ouvert de coordonnée (U, z) on a donc :
11 af
d f=—--.dz.
/ 92"

Lemme 2.3.1. La suite de faisceauz
050156 50

est exacte.

Démonstration. La seule chose délicate a vérifier est que pour tout z € X le morphisme
d,
E, —5 &1

est surjectif. Mais cela découle des lemmes V.7.4, V.7.5 (voir [5]) en ne considérant que les formes
de type (0,1)
L’espace H°(O) s’interpréte comme 'espace des fonctions holomorphes sur X et les théorémes

2.3.1 et 2.3.3 permettent de déduire du lemme précédent le

Théoréme 2.3.4. (Dolbeault) On a :
HY(X,0) =% (X)/d E(X).
On veut étudier des fonctions méromorphes & pole prescit. Cela motive la

Définition 2.3.7. On interpréte un systéme de multiplicités n; attachées a des points P; comme
un diviseur D :=>_ n;P;. La somme Y n; est par définition le degré deg(D) de D.

Un diviseur D est dit effectif si tous le n; sont positifs.

On définit alors un ordre sur les diviseurs :Dy > Do si D1 — Dy est effectif.

Les germes de fonctions ayant au plus un pole d’ordre n; au point P; forment un faisceau, noté

O(D).
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Définition 2.3.8. Un fibré en droites L est une famille {L,}.ex de droites complexes qui
dépendant holomorphiquement de x € X.

Une section s de L est une application

X — L
r— s(x) € L.

Soit P € X et t une trivialisation locale holomorphe de L au voisinage de P. Si s est une
section méromorphe et non-nulle. Alors, au-voisinage de P. Si s est une section méromorphe
et non-nulle. Alors, au-voisinage de P ona s = ft avec f méromorphe et la valuation de f en P

ne dépend pas de la trivialisation t, on la note v,(s). On pose alors

divs = Z vp(s)R  (sommefinie).

PeX

Le diviseur divs est effectif si et seulement si s est holomorphe.

Proposition 2.3.1. Soit D = > n;P; un diviseur sur X, on peut lui associer un fibré en droites

(complexes) L(D) et une section méromorphe telle que divs = D.

Démonstration. On se fixe des cartes disjointes (U, z;) autour de chacun des P; telles que
ZZ(PZ) = 0. Soit U():X— {Pl, . ;Pm}

On définit L comme le fibré en droites de trivialisation Uy, Uy, -+, U,,, et de fonctions de transition
ouu, = %" surU; N Uy.

Enfin la fonction s définie par s(z) = 2]"(x), pour x € U;, et s(z) = 1 pour & € Uy est une
section méromorphe de L telle que divs = D.

Le faisceau Op est aussi le faisceau des sections (locales) holomorphes de L. Les deux groupes
de cohomologie H(X; L(D)) := H*(X,O(D)) et H'(X; L(D)) := H' (X, O(D)) de ce faisceau
sont naturellement des espaces vectoriels complexes.

Le premier espace H°(X, (O)(D)) s’interpréte comme l'espace recherché des fonctions méro-
morphes a podles d’ordre au plus D et définies globalement sur X (ou encore que l’espace des
section (globales) holomorphes de L(D)). Il est de dimension fini notée h°(O(D)).

Le second espace peut se réecrire comme dans le théoréme de Dolbeaut : puisque 'on dispose

d’un espace C*°(X; L) de sections C*° du fibré L = L(D), on a également un opérateur

d, - C®(X;L) —» C®(X;L®wyx),
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ol wy est le fibré en droite dual du fibré tangent holomorphe. On a alors :
HY(X,0(D)) = C®(X; L ® &x)/Imd,

IL découle de la théorie de Hodge que cet espace est lui aussi de dimension finie, notée h' (O(D)).
La théorie de Hodge permet d’ailleurs d’iterpréter globalement cet espace comme l'espace vec-

toriel des formes harmoniques de type (0,1) (= formes anti-holomorphes) & valeurs dans L.




Chapitre 3
Application au spectre des surfaces

En genéral le calcul du spectre d’une variéte riemannienne n’est pas toujours facile a faire,

n

méme en dimension 2 " les surfaces," ce calcul n’est pas évident sauf dans le cas particuliers

(sphere, espace projectif, tore - - ).

n

A cause de cette difficulté on s’interesse & 'estimation des valeur propres " en particulier la

premiére valeur propre \; " par des bornes supéurieures et des bornes inférieures contenant

" surface " telles que le volume, le diamétre, la

des caractéristiques géométriques de la varieté
courbure- - -
A partir de la conjeucture de Polya, pour un domaine quelconque M de R"™, on a

C

M) = vol(M)2

et en particulier sur une surface X,

C
A (X) ~ Aire(X)
c’est C.Zego, en premier lieu qui a donné une réponse affirmative a cette question, il a montré
que pour un domaine simplement connexe, borné D C R?, avec les conditions au bord de
Newmann, la premiére valeur propre \; satisfait :

C
M(D) < W
ou, C est une constante dépendant de du premier Zero d’une certaine fonction de Bessel, et
I'egalité aura lien ssi D est un disque.
Dans le théoréme suivant, J.Hersch généralise le résultat de Szego sur la sphére S? munie d’une

metrique quelconque.
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Théoréme 3.0.5. (J. Hersch) Pour toute metrique sur S%, on a

8

< 20
Aus Aire(S?)

o, Aire(S?) est laire relativement a cette metrique.

Preuve Voir [7]

Remarque
Pour la métrique usuelle (standard) de S?, on a

Ao(S?) = Aire(S?)
= 47T, )\1 =2

. Donc le théoréme de Hersch peut-étre exprimé :
M Aire(S?) < A\ (standard) Ag(S?)

la sphére S? est une surface de genre 0.
Plus généralement, pour une surface compacte de genre g, le resultat généralisant le théoréme
de Hersch est le :

Théoréme 3.0.6. (P. Yang, S.T. Yau) soit X, une surface riemanniene de genre g, alors pour
toute métrique sur X,, ona

87(1+g)
M= TR

la notion principale utilisée par Yang et Yau est la notion du volume conforme.

Soit (M,dS?) une surface Riemannienne compacte, ¢ : M — S™ une application conforme, si
dS? est la métrique standard sur S™, alors ¢*dSz = a(z)ds?, ou a(z) est une fonction positive
sur M.

Soit G un groupe de transformations conformes de S?, alors Vg € G :

go¢: M — S™ est une application conforme.

On note dVy la forme volume de la métrique (g o ¢)*dSE sur M, et on pose :

Définition 3.0.9. Le volume conforme de M relativement a ¢ est défini par :

Vi(n, ¢) = sup / av,,
M

geqG
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et le volume conforme de M est donné par :

Vi, M) = int Vifn, )
La proposition suivante montre que V.(n, ¢) est relié a la premiére valeur propre A;, donc sa
défintion n’est pas triviale.

Proposition 3.0.2. (Li-Yau) soit M une surface riemannienne compacte, s’il existe une ap-

plication conforme ¢ : M — S™, alors
A (M)Vol(M) < 2Ve(n, M)
de plus, legalité aura lieu si et seulement si M est une surface minimale de S™.

Corollaire 3.0.1. Si M est une surface riemannienne compacte, si M est isométrique @ une

surface minimale de S™ alors

Ve(n, M) = Vol(M)

Exemple :

Vo(n, S?) = 47, Vo(n, RP?) = 67.

Nous allons maintenant démontrer le théoréeme de Yang-Yau
Preuve.

Par la proposition précedente on a :
)‘1A(Xg> < 2Vc(27Xg)

soit ¢ : X, — S?/degp < 1+g¢
I'existence de telle application ¢ est garantie par le théoréme de Riemann-Roch, et on peut

verifier que si ¢ : N — M est conforme de degré d alors :
Ve(2,N) < dV(2, M)

Alors :
AlA(Xg> < 2‘/0(27)(9)
<2V,(2,5%).(1+9)

=8n(1+g).
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