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Introduction

L’estimation statistique est une ancienne branche de la statistique qui se
modernise souvent par le renouvellement et 'importance pratique des appli-
cations qui en relevent. Cette théorie est divisée en deux composantes princi-
pales, a savoir, I’estimation paramétrique et I’estimation non-paramétrique.
L’approche non paramétrique est fondée sur I'idée de ne pas faire des hypo-
théses sur la distribution de I’échantillon d’observations. Ceci, contrairement
a l'approche paramétrique qui suppose que la distribution suit un certain
modéle décrit par un nombre fini de parameétres. Ainsi, le modéle non pa-
ramétrique offre une applicabilité plus large que le cas paramétrique. A ce
stade, le modéle le plus fréquemment rencontré en statistique non paramé-
trique est le modéle de régression. L’utilité de ce modéle est notamment dans
la prévision pour décrire la relation entre deux ou plusieurs variables aléa-
toires. Notons que, l'avantage principal de la régression non paramétrique
est qu’elle ne suppose aucune forme spécifique pour 'estimateur, ce qui lui
donne plus de flexibilité en pratique. En effet, ce modéle est utilisée pour étu-
dier la relation entre deux variables lorsque le modéle linéaire ne s’applique
pas, ou pour suggérer la forme que devrait prendre un modéle de régression
paramétrique. Cependant, un des principaux inconvénients de régression clas-
sique est que 'estimation de la fonction de régression est sensible aux valeurs
aberrantes, et peut-étre insuffisant dans certains cas, comme lorsque la dis-
tribution est asymétrique ou multimodal. A ce sujet, nous oblige de chercher
des approche alternative qui soient suffisamment insensibles aux effets de

donnes aberrantes. La régression robuste a été introduite pour résoudre ce
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genre de problémes.

Du point de vie historique, la statistique robuste ont été initialement
développé par Huber (1964), dont il a obtenu la consistance et la norma-
lité asymptotique d’estimateurs de classe M- estimateur pour la fonction
da régression. Héardle (1984) établie la consistance faible et forte, ainsi que
la normalité asymptotique d’une M-estimateur de la fonction de régression
lorsque les observations sont indépendantes et identiquement distribuées. De
nombreux auteurs ont ajouté des résultats sur ce sujet en considérant des

observations dépendantes.

Objectifs

Le travail pésenté dans ce mémoire a pour objectifs d’etudier le modéle
de la régression non paramétrique dans le cas ou la variable explicative est
fonctionnelle, en utilisant ’approche robuste.

La robustesse d’une procédure statistique usuelle (estimation, test) est
une question trés importante en statistique. Elle permet de controler la sta-
bilité de cette procédure relativement & la déviation du modéle et/ou des
observations. Notons que ce probléme a fait I’'objet d’un long débat a la fin
du XIX siécle, plusieurs scientifiques avaient déja une idée relativement claire

de cette notion de robustesse.

Organisation de mémoire

Nous présentons notre travail dans trois chapitres.

Dans le premier chapitre nous commencons, tout d’abord par présenter
le modéle de la régression non paramétrique robuste avec une variable d’in-
térét réelle et une variable explicative fonctionnelle, par la suite, nous avons
rassemblé le bagage nécessaire pour effectuer une étude de ce modéle fonct-
tionneles, tout en donnont quelques notions et définitions et outils utilisés le

long de cette mémoire.
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Dans le deuxiéme chapitre Nous rappelons quelques résultats concernant
I’estimation non paramétrique de la fonction de régression, en utilisant 1’ap-
proche robuste. Nous établissons la convergence presque compléte et la nor-
malité asymptotique d'un estimateur a noyau.

Dans le chapitre trois, on établit également a partir du résultat de nor-
malité asymptotique et d’un résultat d’uniforme intégrabilité 1’expression

explicite des termes asymptotiquement des erreurs I, de notre estimateur.
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Chapitre 1

Présentation

1.1 Présentation de ’estimateur

Soit un couple (X,Y) de variables aléatoires a valeur dans F x R, ou F
est un espace semi-métrique. On note d la semi-métrique sur F. Pour x € F,
on consédére un fonction mesurable v,. Le paramétre fonctionnel étudie dans

ce travail, noté 6,, est la solution de léqution en ¢ définie par
U(z,t) :=E[. (Y, t)| X; =2 =0.

On suppose que cette équation admet 6, comme solution unique (voir, par
exemple, Boente et Fraiman (1989)) pour des conditions suffisantes sur ’exis-
tence et l'unicité de 6. Le parameétre 6,, appelé ¥-régression dans Laib et
Ould-Said (2000), est une généralisation de la fonction de régression clas-
sique. En effet, il suffit de prendre ,(t) = t pour retrouver la fonction de
régression.

Etant donné un échantilion (X;,Y;);=1.., de méme loi que (X,Y), un

estimateur a noyau de ¥(x,t) est donné par

ZK hYd( X5, ). (Y, 1)
U(z,t) = , VteR
ZK (X, @)
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Ou K est un noyau et h = h,, est une suite de nombres réels positifs. L’esti-

mateur naturel du paramétre 6, noté 9;, est tel que

U(z,t) = 0. (1.1)

On remarque que, sous la condition Z K(h™'d(X;, 7)) # 0, la définition de

i=1

I’estimateurpar 1.1 est équivalente a

ulat) = 37 K(hd(Xe, ) (Vi) =0 (1.2)

1.2 Notations et définitions

Dans cette section, nous rappelons quelques définitions et théorémes uti-
lisés le long de cette mémoire.

Soient (2,4, P) un espace de probabilité et {A;,i € Z} une famille des
variables aléatoires définie sur (€2, A, P) a valeurs dans un espace probabili-
sable (IE, ). On note (ag)i;,,gjem{,ooﬂroo}, la tribu engendrée par {Ay,i < k <
Jj} et par Lg(af ) I'espace des variables aléatoires og - mesurables et de carrées

sommable.
Définition 1.2.1. On dit que la famille {A;,i € Z} est o-mélangent (resp.

p-mélangent ) si la suite

¢n=sup sup  |P(B/A)— P(B)|

k
kEZ Aeaioo,Beazik

E[(X — EX)(Y — EY)]
Pn = SUp sSup
k€Z {XeLa(o* )Y E€La(02%,)} Var(X)Var(Y)?

tend vers 0 quand n tend vers l’infinie.
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Définition 1.2.2. On dit que la famille {A;,i € Z} est a- mélangent si la
suite

a(n) = sup |P(ANB) — P(A)P(B)|

k +
{.’cGZ,AEU?OO,BEUTL_EC,’C

tend vers 0 quand n tend vers l'infinie. La suite oy, est appelée coefficient de

melange forte.

La relation entre ces trois types des processus est donnée par le lemme sui-

vant :

Lemme 1.2.0.1. Soit {A;,i € Z} une famille des variables aléatoires définie

sur (Q, A, P) a valeurs dans un espace probabilisable (IE, ). Pour toutn € N,

on a,

n < pn < 2032
En vertu de ce lemme on peut dire que :

le processus ¢ — mélange = le processus p — mélange
= le processus a — mélange

Autrement dit, le processus a -mélangeant est le plut fort. Ainsi, nous allons
modélisé la notion de la dépendance par ce processus a-mélangeant, car elle
englobe les autres processus définies ci-dessus.

1.2.1 Convergence presque compléte

Définition 1.2.3. On dit que la suite (X, )nen converge presque compléte-

ment vers X si

Ve>0, Y P(X,-X|>e€ <o

n=0

et on note X,, — X en p.co.
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Définition 1.2.4. On dit que la suite X,, = O(Y,) en p.co. s’il existe un

e > 0 vérifiant :

Y P(X, > €Y,) < .

n=0

Définition 1.2.5. Soient X,,, Y,, deux suites des variables aléatoires. La suite

— EN p.Co S1
Y” neN

X, — 0 en p.co.

et

36>0, > P(Y,] <) < oo.
n=0

1.3 Outils

1.3.1 Inégalité de type Bernstein

Il existe plusieurs versions d’inégalités de ce type. Nous nous contentons
de rappeler dans le lemme ci dessous une version simplifie, qui nous suffit dans

ce travail et dont la preuve est donnée dans l'article de Hoeffding (1963) :

Lemme 1.3.1.1. Soit (A,)nen une suite des variables aléatoires réelles cen-
trées, indépendantes et identiquement distribuées, telles qu’il existe deux réelles

positifs d et 0 vérifiant :

A <det EA? <&

alors, pour tout € €]0, %[, on a,

p [n‘l

>a
i=1

TLE2
> 6] < 2e 457,
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Le lemme suivant donne l'inégalité de Fuk Nagave

Lemme 1.3.1.2. Soit {A;,ieN} une suite des variables aléatoires réelles o-

mélangeante, de coefficient de mélange o, vérifiant :
Jee R, aeR*"  a(n)<cen™®

et si || Ajlloo < 00,Vi, alors, pour toute >0 et r >0, on a

P

- 2\ 7 27\ “H
1> Ayl >4e| < (1+ @) + 2ncer (?) (1.3)
k=1 n
ol

n n
S2=Y ") |Cov(A;, A))].
i=1 j=1
L’inégalité du lemme suivant s’appelle inégalité de covariance et elle est

trés utile pour le calcule de S?, définie dans le lemme précédent

Lemme 1.3.1.3. Soit {A;,ieN} une suite des variables aléatoires réelle a-
mélangeante, de coefficient des mélange o, telle que ||A;]|s < 00, Vi. On a,

pour tout i # j :
[Cov(Ai, Aj)] < 4 Ailloo 1A llocrli = j.
L’inégalité de Marcinkiewicz-Zygmund est donnée par le lemme suivant

Lemme 1.3.1.4. Soit {X,,,n > 1} une suite des variables aléatoires indé-
pendants telle que IEX,, = 0, alors, pour tout p > 1, il existe deux constants

positive A, , B, telle que

n

>X

=1

" 1/2
MNE
j=1
p

. 1/2
<n,(3x)
j=1
p

p
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Théoréme 1.1. (Inégalité de Minkowski) Soit X etY des variables aléatoires
telles que X et Y € LP(Q2, A, P), avec p > 1. Alors, X +Y € LP(Q, A, P) et

(EIX +Y[P)7 < (BIXP)7 + (E(Y )"

L’inégalité de Chauchy-Shwartz est donnée par le lemme suivant

Lemme 1.3.1.5. Soit {X,,,n > 1} et {Y,,n > 1} deux suites des variables

aléatoires indépendants telle que

i=1

n n 1/2 n 1/2
o5 ()"
=1 =1



Chapitre 2

M-estimation non paramétrique
de la fonction de régression :
Convergence presque compléte et
Normalité Asymptotique

Nous rappelons dans ce chapitre quelques résultats concernant I’estima-
tion non paramétrique de la fonction de régression, en utilisant I’approche
robuste. Nous établissons la convergence presque compléte et la normalité
asymptotique d’un estimateur a noyau. Ces propriétés asymptotiques sont
obtenues sous certaines conditions d’indépendance et de dépendance faible

(mélange fort).

2.1 Casi.i.d

Dans cette partie les observations seront considérées indépendantes.

2.1.1 Convergence presque compléte
Hypothéses

Les hypothéses necessaires pour établir la convergence presque compléte

sont :

15
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On fixe un point = dans F, N, désigne un quartier fixe de x, et nous

présenter le les hypothéses suivantes

- (HL) P(X € B(a,h)) = ¢u(h) >0 ¥h >0 est lim ¢,(h) =0

— (H2) Il existe C; > 0 est b > 0 de sorte que Vxy,z9 € N, Vt € R
‘ ‘If(t,flfl) — \Ij(t,l’g) ‘S Cldb(ﬂfl,xg).

— (H3) La fonction v, est strictement monotone, bornée, continiiment

différentiable, et sa dérivée vérifie,
[P ()] > Cy > 0,Vt € R
— (H4) K est une fonction continue & intervale [0, 1] telle que
0<C3< K(t) < Cy >< 0.

l
~ (H5) lim hg =0 et lim — 22"

=0
n—00 n—00 nqﬁx(hK)

Notre principal résultat est donnée dans le théoréme suivant

Théoréme 2.1.1. Sous les hypotheses (H1) — (H5), Uestimateur 8, existe

et est unique pour n assez grand, et

~

B logn
0, — 0, =O(h%) +0 ( W) ,  D.co. (2.1)

Preuve

Dans ce qui suit, on note par C une constante strictement positive et

K,=K (“i—?) En vertu de (H3), nous avons

A ~

U0y, 2) = U(by,2) + (0 — 0,)V (€4, )
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pour certains ¢, , entre 6, et 6, La condition sur la dérivée de v, dans

(H3), nous conduit & écrire

. logn
3C >0 oP(|6, — 6,] > hb —
>0, €0 > OP(] |—€°< + ncbx(h)))

U (0,, ) — x e b logn

Alors, il suffit de montrer que :

U0y, ) — U (0, ) =0 (h’k + %) p.co (2.2)

La preuve de 2.2 est basé sur la décomposition suivante :

A A A

vt € RU(t)-W(ta) = L[t ) B[ (t,2)]— (W (¢, 2)—E[ Dy (t, 2)])]

ou

n

p(z) = nE[lKl] SOK, Un(tr) = ﬁ S Ko, (Y — 1)

=1

Il est clair que \i/(t,x) = % et E[Q’D(x)] =L

Finalement, la preuve du théoréme 2.1.1 est réalisé avec les lemmes sui-

vants

Lemme 2.1. Sous des hypothéses (H1), (H4) et (H5), on a,

. . logn
Up(z) — E[¥p(z)] =0 ( m) p-co
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Preuve La preuve de ce lemme longe les lignes du lemme 3.1 dans

X K; :
Ferraty et al . (2005). Soit A; = K] de (H1) et (H4) nous déduisons
1

|A;| < C/on(hi) et E[|Ai]?] < C"/¢(hi) Donc , nous appliquons l'inégalité

exponentielle Bernstein pour obtenir pour tous n > 0

P <|¢/D<x) —E[(Tp(2)]] >n l% (hK)) < C'nen”

Ce lemme donne carrément le corollaire suivant

Corollaire 2.1.1. Sous les hypotheses du lemme 2.1, on a

STB([p(2)| < 1/2) < 3 B(Fn(a) — 1] > 1/2) < .

n>1 n>1
Preuve corollaire 2.1.1 On a E[¥(z)] = 1. Alors
P(|¥p(2)] < 1/2) < P(Up(x) — 1] > 1/2) < P([Wp(z) — E[¥p(2)]| > 1/2)
Le résultat est une conséquence du lemme précédent.

Lemme 2.2. Sous des hypothéses (H1),(H2),(H4) et (H5) , on a pour tout
teRR

Preuve

Le équidistribution des couples (X;,Y;) et (H4) impliquent

A

U(t,z)—E[UN(t )] =

ETze Pl e (X)) (1, 2) LU (Y~ X = X))

ot 1 est fonction de l'indicateur. L’hypothés ( H2 ) nous permet d’écrire que
Kl]lB(mth)<X1)|\Ij(t7 Xl) - \I](t,l')l < Clhl[)(

puis

W (t,2) — B[y (¢, 2)]| < Cull
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Lemme 2.3. Sous des hypotheses (H1) et (H3) -(H5), on a pour toust € R

. . logn
Un(t,z) —E[UN(t,z)] =0 ( W) p.C

Preuve La preuve de ce résultat est similaire a la preuve du lemme 2.1.
On prend

A= B[]

comme U, est bornée, alors |A;| < Cé,(hi) et E[A2] < C¢,(hy), pour tout
1 < n. Comme dans le lemme 2.1, il suffit d’appliquer I'inégalité de Bernstein

pour obtenir le resultat.

Lemme 2.4. Sous des hypothéses du théoréme 2.1.1, 0, existe et est unique

presque strement pour n suffisamment grand.

Preuve : Nous prouvons ce lemme par des arguments similaires a ceux
utilisés dans le théoréme 1 de Collomb et Hardle ( 1986 ). En effet, pour tout

e > 0, la monotonie stricte de ¢, implique
VO, —ex) < V(l,,z) <V, +e¢€x)

Les lemmes 2.1, 2.2, 2.3 et le corollaire 2.1.1 montrent que

. logn
— — b -
V(0,,x) — V(0 x)=0 (hK + ngbx(hK)) p.co

pour tout t fixé, alors, pour n suffisament grand,

A

U0, —e,2) <0< U, +e,x) p,co

Puisque U, et K sont des fonctions continues alors W(t,z) est une fonction
continues, alors il existe to = 0(x) € [0, — €, 0, + €] tel que W(6,,z) = 0.

Enfin, 'unicité de 6, est une conséquence directe de la monotonie stricte

de 1, et la positivité de K.
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2.1.2 Normalité asymptotique

Hypothéses et résults

On suppose que A, (u,t) = E[y7(Y,t)/X = ulet '\ (u,t) = E[@&W(Y, t)/X =
u] , pour v € [1,2], on gardant les méme notations que la section précédent,
la méme hypothése (H3) et on remplace (H1), (H2), (H4) et (H5) par :

(H1")II existe une une fonction différentiable non négatif ¢ et une fonction

non négative g telle que :
P(X € B(x,r)) = ¢p.g(x) +00(r) ou B(x,r)=1z€F/dx,) <r

(H2%) 1) La fonction A, (.,.) satisfait la condition de Lipschitz par rapport
a la premieére composante, qui est la suivante : il existe une constante b,

strictement positive tel que :
V(U17u2) € N:v X N:C,vt S IR,, |)\7(U1, t) — /\W(Ug,t” S Old(U/17u2)b’y

ii) La fonction I',(.,.) satisfait la condition de Lipschitz par rapport a la
premiere composante, qui est la suivante : il existe une constante d, stricte-

ment positive de telle sorte que :

V(Ul,lQ) € NI X NI,Vt € ]R7 |F7(U1,t) — FA/(UQ,t)| < ng(ul,lbg)d’y
(H4") Le paramétre de lissage h satisfait :

h ] 0,Vte0,1] hlln o(th) =0(t) et ne(h) — oo quand n — o

0 ¢(h)
(H6) Le noyau K est une fonction différentiable sur le support [0, 1], sa

dérivée K' existe et tels qu’il existe deux constantes C5 et Cy avec, —oo <

C3 < K'(t) < Cy <0 pourd <t < 1.
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Théoréme 2.1. Sous les hypothese (H1') - (H2’), (H3) et (H{’)-(H5), 0,

eziste et est unique avec une probabilité tend vers 1, et pour tout x € A, on
a

( ng(h)

1/2(p _p _ D
UQ(m,é)I)) (0 — 0, — Bu(2)) — N(0,1)  quandn — oo

ol

Bule) = S [, Kee(th) + 6/ (th) + of0)

(‘avee u(s) = E[p(Y, 02)(X, ) = s]),

042)\2(55, 91)

o (IE,HJC) = a%g(gj)(rl(ﬂf,eaz»Q

( avec a; = — fol K(s)B(s)ds, pour, (j = 1,2))
et =5 symbolise la convergence en loi.

Corollaire 2.1.2. Sous les hypothéses du théoréme 2.1 et si les paramétres

de bande passante h satisfait

nh®1¢(h) — 0 pour, n — 00 nous avons

(%)1/2(@ —0,) 2, N(0,1), pour n— oo

Preuve . Pouri =1, ........ , 1, nous considérons quantités
K; = K(h™ld(z, X3)), ¥:(t) = ¢(Yi, 1)

et

n]E[lKl] Z Kig(t)

\i’N(l’, t) =
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On utilise le développement de Taylor d’ordre un autour de 6, , nous

obtenons

A ~

\IJN<337 936) = \ifN(.T, 9:(:) + (éx - ex)lij/(xafn)

avec &, € (éx, 0,). En raison de la définition éx, on a

éx o QI _ —:IJN(ZU, 0:)3)
\I[N(na gn)

Enfin, nous avons la décomposition suivante :

(R (6,—0,) = — n¢(h)(‘lfga:,91) —EWy(2,0.]) - /”¢Eh)E[‘I’N($€,9x)]
\IIN(QU, 99@) \II\I/N(x7 gx)

Ensuite, la preuve de théoréme 2.1 est basée sur les lemmes suivants.

Lemme 2.5. Sous des hypotheéses (H1’) - (H2’), (H3) et (H4’)-(H5" ), on a
pour tout x € A

ng(h)oig(z)

asho(z, 0,) )1/2(@1\/(1“,%) — E[@N(x,t%}) — N(0, 1)pourn — oo

Preuve :La preuve de ce lemme est basé sur la version du théoréme
central limite donnée dans Loéve (1963, p. 275) ou le point principal est de

calculer la limite suivante

Ozg)\Q(ZL‘, t)

vt € R, ng(h)Var{¥n(z,0)] — =5
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Par définition de Wy (z,t), on a

Var[Uy(z,t)] = ;ZVM[KZ‘%@]

nE2[K\E(KP2(Y 1) nE2[K\E(K (Y, 1))?

- B[] L [Klwoct)])?

nE2[K, | E[KJ] n E[K,]
Donc,

D’une part, nous évaluons la limite du second terme de la partie droite
de 2.3. Puisque ¢(h) — 0, il suffit maintenant de montrer que

— A (x,t) (2.4)

vteR, E{w]

B[]

En effet, un simple calcul nous donne :

= E(Kl) |E(K1]IB(ac,h))(X1> X (/\I(Xh t)_/\l(xa t))|

En outre, par (H3) (avec v = 1), on obtient
Lpn (X1)|(M (X1, 8) = A (2, 1)) < Ch™,
puis

58

} — Al(x,t)‘ <Chtr —0
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et ainsi de 2.3 est vérifiée.
D’autre part, pour le premier terme de la partie droite de 2.3, nous montrons

a ’aide analogue arguments & ceux qui sont considérés tirer 2.4, nous allons

montrer que

E {%} - (2.5)

En effet, par (H2), nous pouvons facilement obtenir

K2 (Y, t)

B g

o) = ﬁu@[mm,h)m) % (X1, 1) = Ao(z,1))]

Finalement, & nouveau par ’hpothése (H3’) (avec v = 2 ) on obtient :

1

mlE[K%]lB(x,h)(Xl) X (A(X1,t) — Ao(,1))]| < Chb?

Ensuite, en intégrant par rapport a la distribution de la variable réelle
Z =d( x,X), nous pouvons montrer que, en vertu de ( H1’) et (H6’) (voir

Ferraty et Vieu (2006) p . 44),

Vi >0 E[K{] = —g(m)/o Kj(t)gb(th)dt + o(p(th)).

Il en résulte que

¢(h)E[K7] a

2.6
BKy algle) PO T (2:6)

Puis, en utilisant 2.4, 2.5(2.13) et 2.6, nous permet d’obtenir,

N Oég)\g(l’,t)
no(h)Var(Vy(z,t)) — “og(0)
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Voyons maintenant prouver le résultat suivant. fixé

Il suffit de montrer que pour certains 6 > 0

S E[|Li(x) — E[Li(z)]|**]
(Var(32r, Li(z)))@t0)/2

— 0

De toute évidence, les calculs ci-dessus montrent que ny(h)Var(>_" | Li(x))
converge vers (123\2_(;” lorsque n tend & 'infini. Par conséquen, pour conclure

la preuve de ce lemme, il suffit de montrer que le numérateur de ’expression
ci-dessus converge vers 0. Pour cela, nous utilisons 'inégalité C,. (voir Loéve

(1963 ), p. 155) nous montrons que,
MO S BL(@) ~ EIL ()] < 2 (ng(h)0+ ZE L))
+ 21+6 (no(h 1+5/2 Z IE[L; |2+6

Observez que, selon ( 2.14 ), nous avons, pour tout j > 0,E[K7] = O(¢(h)),

puis, parce que v est bornée et (H2), nous avons

2+5 )/2 |2+5| 145, —6/2 —1-5/2 ¢(h) 2re 246 246
ZEIL 0 = 2440020 () 02 ey ) B (0]

(2.8)

ﬂ)]) B o) — 0 (29)

< o) (G2

De méme, le second terme de (2.16) est également limité, comme un est
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bornée, par

2+6/QZE!L () 2491) < 2140~ (h)) HO 22K ] B K (6)]°

(2.10)
< Cn~%2(p(h)) D2 — 0, (2.11)

qui acheve la démonstration.

Lemme 2.6. Sous les hypothéses (H1’) et (H5’), on a,

E[Py(z,0,] = (th)¢'(th)dt + o(1)
Preuve :Nous commengons par écrit
T E[Kldjl (Qx)]
EVy(z,0,)] = ————

En conditionnant par rapport a la variable réelle d( x,X1), on obtient

E[K E[y:(0,)/d(x, X1)]

'intégration par rapport a la distribution de la variable réelle d(x, X)

montre que

fo h~'t) %« t)¢'(t)dt + O(6(h))
fo K'(t)g(th)dt + O(6(h))

E[@N(x> ex)]

On prend le changement de variable qui A=t = s

§)pz(hs)¢/ (hs)ds + O(¢(h))

E[¥y(z,0,)] = fﬂ
o fo K'()¢(th)dt + O(¢(h))
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1l est clair que, selon la définition de a4, le dénominateur normalisé par

g(x)p(H) converge vers a; ce qui implique que

hg(x)

E[Uy(z,0,)] = @+ O

s ([ K07 0e.00 0+ 060))

Cela achéve la démonstration du lemme.

Lemme 2.7. Sous les hypothéses (H1’)-(H2’), (H4’) et (H5’), nous avons
pour tout t € R

E[Uy(x,t] = A (z,t) + O(R™).

Preuve :Par stationnarité, nous avons

. 1
By (z, 1) — M, t)’ < ’]E {—KlnB(z,h) (X0 (M (X1, 1) — Al(x,t»} ’ .
B[]
Sous (H3), nous obtenons
1
- — < br
Bl KL (X)X, ) = d(a )] < O

Cela donne la preuve du lemme.

Corollaire 2.1.3. Sous les hypothéses du lemme 2.7, et si le paramétre de
lissage h satisfait nh®1¢(h) — 0, on a
no(WE[Wy(z,0,)] — 0, quand n — oo
Preuve corollaire :Par le lemme 2.7, on obtient facilement que
no(h)E[Wy(x,0,)] = \/no(h)h?

Proposition 2.1.2.1. (voir Azzedine et al. (2008 )) Supposons que ( H1’)
-(H2’) ,(H3) et (H}’)-(H5’) satisfaites, donc 0, eziste et il est unique avec

une probabilité tend vers 1, et on a

0, — 0, —> 0, en probabilité quand n — oo.
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Lemme 2.8. Sous les hypotheses du théoreme 2.1, on a
U (2, &) — T1(x,0,)  en probabilité, quand n — co

Preuve : Nous considérons la décomposition suivante

’@k(l’, gn) - Fl(ZL’, eac)

< |y (€)= U (@,0,)

n ‘\il’N(x,Hm) (6, 2)(2.12)

En ce qui concerne le premier terme, observe que

A

Wy&) _ (0] g

ot ot

(@N@;, &) — Un(x,0,)

< sup
yeR

N(y, )
ot

de la proposition 2.1.2.1 et la convergence en probabilité de Wp(z) vers 1

et parce que est continue en 6, uniformément en y, I'utilisation

montrent que le premier terme de 2.12 converge en probabilité vers 0. Ce-
pendant , la limite du second terme est obtenue en évaluant séparément le
biais et les termes de variance de [y (z,6,)]. De toute évidence, des argu-
ments similaires que ceux invoqués pour prouver le lemme 2.7 peuvent étre

utilisés pour obtenir

B[y (z,6,)] — T1(z,60,).

En outre, en utilisant 'argument analogue a celle de 2.7, nous pouvons

montrer
apl’y (m , 990)

no(h)Var[Vy(z,0,)] — 24 ()

Enfin, en utilisant (H1’) et (H4’), nous obtenons la preuve de ce lemme.

2.2 Cas de mélange forte

Afin de généraliser les résultats obtenus dans le cas i.i.d a des observa-

tions fortement mélangeantes, nous renforcons les hypotheéses précédentes, en
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ajoutant des hypothéses supplémentaires sur la concentration de loi conjointe
(Xi, X;) et sur le coefficient de mélange. Notre premier résultat concerne la

convergence presque compléte ponctuelle de la fonction de régression robuste.

2.2.1 Convergence presque compléte

on garde les mémes notations que celles de la section précédente, ainsi
que les mémes hypothéses. Cependant, pour ce cas la, on a besoin d’ajouter
les hypothéses suivantes
— (H6) (X}, Y;)i>1 est une suite v mélangeante dont les coefficients satisf-
ficient

a(n) = Oa(n™® pour certains a >0

(a+1)/a
- () sup P((X,.¥) € Blr.h) x B ) =0 (%)

3—a
+n ;1
— (H8) Tl existe n > 0, telle que, Cna +1 < ¢r(h) < Cni-«, avec

- 5+ V17
7

a

Théoréme 2.2. Supposons que (H1)-(H7) sont satisfaits. SijI'(x,0,) # 0 ,

alors 0 existe et est unique pour n suffisamment grand, et nous avons

logn
neo.(h)

0, — 0, = O™y +0 ( > P.CO, pourn — oo

La démonstration est essentiellement basée sur les mémes techniques utilisées
pour le cas i.i.d. Rappelons que I'hypothése i.i.d. d’observations n’aucune
influence sur la partie biais de la vitesse de convergence. En vertu de cette
conclusion, nous allons évaluer uniquement la partie de dispersion, dont la

vitesse de convergence est donné par les lemmes suivants.

Lemme 2.9. Sous des hypothéses (H1) et (H4) - (H7), nous avons ,
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Up(x) —E[Wp(z)] =0 ( ni;?j(%)) p.co, quandn — 00

Preuve : Soit A;(z) = K;(z) — E[K;(x)] : Alors,

Up () — B[p(a)] = m > Ad)

Donc, nous appliquons l'ingalité Fuck-Nagaev exponentielle de( Rio ,

2000, p. 87) pour obtenir pour tout r > 0 et € > 0,

P [|E(p(2) — Up(z \>e] <P

\ZA )| > enE[K, (2)]| < C(Ai(x)—=As(x))

(2.13)

ou

Ay(e) = (1 | S ) )Hz o (m)

n

et
= Z Cov(Ai(z), Aj(z)) = S¥(z) + nVar[A ()] (2.14)

avec

S2r(x) = > Cov(Ay(x), Aj(x)) (2.15)

i#j

Ensuite, nous évaluons le comportement asymptotique de S**(z). Aprés

Masry (1986), nous définissons les séries

Ey={(i,7) telque 1<1|i—j|<m,}
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et
Ey ={(i,j) telque m,+1<]i—j|<n-—1}

oll m,, — 00 que n — o0, alors

Jin =Y Covl(Ay(w), A5(2))] < Y [E[K(2) K (x) — B[ («)]]].

Eq

Sous (H1), (H7) et (H8) nous obtenons

Jim < Cnmyéy(h) ((%éh))l/a + d)x(h))

Pour Fy, nous utilisons I'inégalité de Davydov-Rio ( Rio , 2000, p . 87 )

pour les processus de mélange, pour i # j,
|Cov(Ki(x), K;(x))] < Ca(li = jl).

Par conséquent,

Jon = Z |cov(K;(x), K;(z))| < n?m;®

E>

¢u(h)

n

—1/a
Choisir m,, = ( ) permet d’obtenir, sous (H8),

S2* = Ji + Jom = O(ng(h)) (2.16)

Concernant le terme de variance, on déduit de (H1) que

Var(Ai(z)) < C(du(h) + (62(1))) (2.17)

Enfin, a partir de 2.14, 2.15, 2.16 et 2.17, nous obtenons

Sn = O(ndu(h)). (2.18)

Maintenant, nous appliquons 2.13 avec
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nlogng, (h)

= nE[K; (z)]

et 7= C(logn)*. (2.19)
Il en résulte que, en vertu de (HT7)

As(z) < Cn_l_"(“+1)/2(logn)(3“_1)/2,
Ainsi, il existe v > 0 tel que
A2(Q3) < Cﬂililj. (22())

A T'aide de 2.18 et 2.19, nous obtenons

logn

A(z) = C’exp(—)\QT) = Cn N/
Ainsi, pour\ assez grande :
W >0, A(x) < Cn N2 < on . (2.21)

Finalement, le résultat est déduire a partir de 2.13, 2.20 et 2.21.

Lemme 2.10. Sous les hypothéses (H1) et (H3) -(H7), nous avons,

A logn

Uy (2,t) —E[Fy(z,t)] =0 ( nou (1)

)p.co, pour n —> 00

Preuve De maniére analogue a lemme 1, nous devons étudier le compor-

tement asymptotique de

S — i Zn: Cov(Ai, Aj) = Cov(Ay, Aj) = nVar(Ay)

i=1 j=1 i£j

avec
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On partage cette somme sur les deux ensembles
Si=A{(G,j) telque 1<i—j<wu,}

et
Sy =A{(i,7) telque wu,+1<i—j<n-—1},

sous (H1), (H7) et (H8), nous avons

T < Culuu(h) ((%@)) " @(h))

et

T =D 1Cov(Ay, Aj)| < nuy®
S

De (HT), nous pouvons prouver que si
) h —1/a
- (2)
n

D3 Cov(A, Aj) = O(nga(h)).

i=1 itj

Concernant la variance, ’hypothése (H1)nous permet d’obtenir

Var(Ki(z)) < C(dg(h) + (62(h))?)

enfin
82 = O(neu(h)). (2.22)
On applique Fuk-Nagaev pour inégalité. On obtient pour tout r > 0 et pour

tous € > 0,

n

>

=1

P HE(@N(x,t)) - @N(x,t)‘ > g} <P

> enE[K; (:I:)]]
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< C(Aj(x) + Ay(x))

ou

Aj(z) = (1 + 52”2(@51 (x)]))w/m

et

Ay(z) = nr? (myﬂ .

nlognd,(h)

Y7 TP et r = C(logn)? on obtient
VB[ (1) (fogn)

On prend € = X

Al (x) < Cropt=@tD/2g (B)= (@2 (1ogn)~@+D/2 < op~t (2.23)

pour certains v; > 0. D’autre part

2 -r/2

r

pour certains v; > 0. Alors 2.23 et 2.24 permettre de conclure le résultat.

2.2.2 Normalité asymptotique

Notre dernier résultat est la généralisation au cas de variables fonction-
nelles alpha-dépendantes de la normalité asymptotique obtenu dans le cas
iid.

Théoréme 2.3. Sous des hypothéses de régularité de la fonction robuste

ainst que des conditions standards sur le noyau et la fenétre, on a pour tout

x € A, 0, existe et est unique avec une grande probabilité et

<%) <éx — 0, — Bn(a:)) Ly N(0,1) quand n—s oo (2.25)
ot h

Bn(m) = ¢z(h)glrl($, 0:5)

[ Km0
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042)\2(% 91)

g (l’,ex) = m

1 .
0= = [ (K2YBls)ds,pour,j = 1.2
0
A= {l’ S IF; )\2(1', ex)rl(xa 61) 7é O}

. D L. .
ou — désigne la convergence en lor.

La démonstration de ce théoréme est détaillée au (Attouch et al. 2008).
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Chapitre 3

M-Régression non-paramétrique
fonctionnelle : Expressions
asymptotiques des erreurs LY

Ce chapitre a pour objectif de compléter I’éventail des propriétés asympto-
tiques de de 'estimateur robuste de la fonction de régressionen en exprimant
les termes asymptotiquement dominants des moments centrés et des erreurs
LL,. Ces résultats innovants dans le cas fonctionnel le sont également dans
le cas vectoriel . En plus de leur utilisation comme simples outils de calcul,
ils peuvent se révéler particuliéerement intéressants dans l'optique du choix

optimal du paramétre de lissage par rapport aux erreurs Lq.

3.1 Un résultat d’uniforme intégrabilité

On donne dans ce paragraphe un résultat utile dans la suite pour obtenir
la convergence des moments de 6,. On donne le résultat pour des données
(X;,Y;)iz1,.n indépendantes et identiquement distribuées. On peut égale-
ment montrer, sous des hypotheéses plus fortes, le méme type de résultat pour

des données arithmétiquement a-mélangeantes. On considére les hypothéses

suivantes.

37
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3.1.1 Le cas indépendant
Notations et principales hypothéses

On considére les hypothéses suivantes.
— (H.1) I existe p > 2 et C' > 0, tels que, pour X dans un voisinage

ouvert de x, on a presque sutirement

B[, (Y, 6)["/X] < C. (3.1)
— (H.2) On suppose que
nli_r)noo nF(h,) = +oc. (3.2)

~ (H.3)

K est a supporté compact [0, 1], est bornée et K (1) > 0.  (3.3)
Théoréme 3.1. Sous les hypothéses (H.1)-(H.3), pour 0 < q < p, la quantité
AE () (W () — E[U (. 1))

est uniformément intégrable, ot W, (x,t) = 1/nF(h,)pn(x,1).
Preuve Nous introduisons les variables
Wi = a(Yi, ) K (W1 (X, 7)) — E(y, (Y, ) K (W™ d(X, 2)))

Nous allons montrer que la famille ((|\/nF (h,) (Y, (x,t) —E[V,(z,t)])])?). a

tous ses moments d’ordre r bornés, avec r = p/q > 1. Par conséquent, nous

devons prouver que

sup E[(|\/nF () (U (2, 1) — E[W,,(, 1)])])7] < +o00. (3.4)

ce qui impliquera que cette famille est uniformément intégrable pour 0 < ¢ <

p. Pour ce faire, nous utilisons le lemme suivant.
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Lemme 3.1. Si les couples (X;,Y;) sont indépendants, sous les hypothéses
(H.1) et (H.2) pour tous 0 < q < p, il existe des constantes K1 et K2 (avec
K1 =0 dans le cas q < 2) tel que pour tout | € IN et pour tout h > 0 (assez

petit et indépendant avec rapport a n), on a

E ] < K\IF(h) + Ky(IF(h))Y>. (3.5)

l
> Win
i=1

Nous appliquons ce lemme avec [ = n et h = h,, et nous obtenons

E

n
E Wi b,
i=1

] < KynF(hy,) + Ko(nF(h,))Y? < C(nF(h,))Y?. (3.6)

En effet, pour ¢ > 2, nous utilisons hypothése (3.2), et pour ¢ < 2, la

constante K7 est égal a zéro. Ensuite, il suffit de remarquer que

n
E Wi
i=1

nF(hy)

VAE ()| (2, 1) — E[U, (2, 8)]| = (3.7)

Avec les équations 3.6 et 3.7, nous obtenons finalement I'équation 3.4.

3.1.2 Le cas a-mélangeant

Lorsque I'on s’intéresse a certains problémes, I’hypothése d’indépendance
des variables ne peut étre conservée. C’est par exemple le cas lorsque I'on
étudie une série temporelle. Typiquement, on veut prévoir certaines des va-
leurs futures & partir des valeurs dont on dispose. Plus précisément, nous

considérons les variables arithmétiquement a-mélange de commander un.

Notations et hypothéses supplémentaires

Dans le cas ot les variables sont dépendantes il nous faut pouvoir controler

la somme des covariances ; on utilise pour cela I'hypothése :
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Ju < p,3IM,Vq; € ]N,qu < u, max [

1<ij<n

=1
Il nous faut encore introduire quelques notations :

k> 2,04(s) := max (1<mgx< p(d(Xy;,z) <s5,1<j <k, F(s)k)> . (3.9
SUXESN

S’ajoutent également des hypotheéses portant sur les fonctions Oy et 'ordre

a des coefficients de mélange. et nous supposons qu’il existe v < p tel que

pour tout k < v, il existe v > 0 satisfaisant :

B o At mp v
Ok(s) := O(F(s)'™") avec vy 1+1>1p et a> ;g,?gv(k 1) ve(p —v)
(3.10)

Avant de donner le résultat de 'intégrabilité uniforme dans ce cas dépen-

dante, on pose

Y

ou [z] représente le plus grand nombre entier inférieur ou égal a x.

Théoréme 3.2. On suppose que les couples (X;,Y;) sont arithmétiquement
a-mélangeants et que les hypothéses (H.1)-(H.3) et 3.8-3.11 sont vérifées .
On a alors, pour tout 0 < q <1

q

\ nF (h) (U (2, 1) — E[W,,(x,)))

est uniformément intégrable.



3.2 Expression asymptotique des erreurs L, 41

Preuve
Le schéma de la preuve est le méme que celui la démonstration du Théoréeme

3.1, en remplacant le lemme 3.1 par le lemme suivant.

Lemme 3.2. Siles couples (X;,Y;) sont arithmétiquement a-mélange d’ordre
a, sous les hypotheéses (3.1) et (9)-(12), puis, pour tout 0 < q < I, il existe

une constante a de telle sorte que K,

E

n
§ Wi,
=1

] < Ky(nF(h,))"?

3.2 Expression asymptotique des erreurs L,

A partir des résultats généraux de la partie précédente, il est possible
de donner I'expression asymptotique des moments d’ordre ¢ de I'estimateur
a noyau. Les lemmes dont nous avons eu besoin pour montrer les résultats
précédents permettent d’en exprimer les termes dominants. Nous supposons

maintenant que les hypothéses (3.1) et (3.7) sont satisfaits avec ¢t = 6,. On

note &, la variable aléatoire (entre 6, et 6,) telle que

5 B0,
" E[09,/0t(z, )]
On suppose que
Z, = ”Féh") (6, — 0, — B,) — . (3.12)

ou 4 est une distribution de probabilité connue et V,, est la variance (ou son

A

terme dominant) de la quantité \/nF(h,)(0, — 6, — B,). On suppose que

les hypotheéses (H.1)-(H.3) sont vérifiées (avec t = 6,.)), ainsi que certaines

conditions techniques données ci-dessous.
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~ (H.4)

ov, ov, . ..
t—> sup(w(y, t) — W@’ 6.)) est continue au voisinage def,.
(3.13)
— (H.5) 1l existe une constante N telle que, presque suérement dans un

voisinage de x

oV, v, % ow, o, &
E|{—(Y; - —Y; —(Y; ——(Y; < N.
moxE | (F0,6) = G0 ) (060 - G0 ] <
(3.14)
— (H.6) 11 existe des constantes ~y et § telles que
ov,

E W(Y’ 02)/ X | Lax.oy<s = Yla(x.a)<s (3.15)

— (H.7) En ce qui concerne la quantité B,,, nous supposons que
nF(hy,)B, = O(1) (3.16)

— (H.8) Il existe p > 2 et une constante 0 < C' < 00 telle que, pour X

dans un voisinage ouvert de x, on a presque sufement

oV,
E Hw(x Cn)

p/X} <C< (3.17)

— (H.9) Pour le cas indépendant et il existe u < p et une constante M telle

ue pour tout ¢; € N avec > “ . ¢; < u, nous avons presque siirement
J _]—1 J 9

L ov,
il ) % X, X,
at ( 7§n)/ 1 ) tu

max E
1<i;j<n

] <M (3.18)

Jj=1

— (H.10) 1l existe r et une constante 0 < My < +oo telle que

E [|én - exr] < M, (3.19)
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Théoréme 3.3. Sous les hypothéses du théoreme 3.1 ou les hypothéses du
théoreme 3.2, ainsi que les hypotheéses (H.4)-(H.10), nous avons pour tout

q<(lr/r+1)
+ 0 (%)
nF(hy)

Nous pouvons remarquer que, lorsque W est une variable gaussienne stan-

q

Va
B, + | —=7—W

E[|f, — 6,7 = E

dard, les erreurs peuvent étre explicitées L? de la méme maniére que dans

I'article de Delsol [21]. La preuve du résultat basée sur les résultats de 1'uni-

~

forme intégrabilité et de convergence de \/nF'(h,)(0, — 0, — B,).

Preuve
La preuve du théoreme 3.19 repose sur les lemmes suivants. Nous nous

concentrons ici sur la preuve pour les variables de a-mélange (le cas des

variables indépendantes est similaire).

Lemme 3.3. Si les couples (X;,Y;) sont arithmétiquement a-mélange et
identiquement distribuées, si les hypothéses (H.4)-(H.10) sont vérifiées, si
0<gqg<lr/(r+1),|Z,|? est uniformément intégrable.

Lemme 3.4. Soit f : R — R une fonction continue et Fo = {fem(x) =

Ljsj<nr}

St U, converge en loi a U, dont la fonction est continue ,

|§|li% Elferr(Un)] — Elfem(U)]] — 0

Nous commencgons par

T, — nF(hy) 6, —0,)| = I nEF(hy)

q
B,| .
Va

Va

En utilisant le lemme 3.3, nous avons |Z,|? uniformément intégrable. En

outre, I’hypothése (14) donne le la convergence dans la distribution de Z,, a
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W. Assumption (18) permet d’obtenir (, = \/nF(h,/V,)B, délimitée par

une constante C'. En conséquence, T, est uniformément intégrable car

q
T, < 20| [P EUm) B 1L a7

< v

D’ailleurs, si nous fixons € > 0, nous considérons la décomposition sui-

vante :
EHZn + Cn|q] - E“W + Cn|q] = EHZn + €n|q]l|Zn|§M] - EHW + Cn|q]l|w|§M]

+E[| Zn + Gl "Lz, 15> 0] — E[|W + G| "Ly 0] (3.20)

Tout d’abord, nous remarquons que |Z,| > M (respectivement |W| > M)
implique que |Z, + (.| > M — C (respectivement |W + (,| > M — C).
Donc, nous pouvons donner une limite supérieure pour la derniére ligne de
I'équation (3.20)
avec
B[ Zn + Gl 5 0a] = E[W 4 Gal Ly ]|

< E[|Zn + Gl Nz, 4¢osm—c] = E[IW + Gl Lo m—c]
Enfin, 'intégrabilité uniforme de 7T, et |[W + (,|? permet d’obtenir, sous

forme suffisamment grande (M > M), les limites supérieurese

limsup E[|Z,+Cu| "L {1z, 4¢,>m—c ] < €/3. limsup E[|[W+Cu | (jw e, >m—c}] < €/3.

n——aoo n—aoQ

(3.21)
Nous appliquons le lemme 3.3 au F¢ 3, de la famille, définie par f(z) =

|z|9, et nous concluons que, pour tous les M

[Efenn1(Zn)] = Elfe, s (W)] < sup [ELfe01(Zn)] = Elfe, a(W)]] < O(1).

En conséquence, il existe N, elle que pour tout n > N, nous avons

[E[fen00(Zn)] = Elfe, s (W)] < €/3 (3.22)
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En utilisant les équations (3.20), (3.21) et (3.22), nous pouvons conclure que
Ve > 0,3No,Vng > No, [E[|Zy + Gu|*] = E[[W + ([ <€

qui réalise la preuve du théoréeme 3.19.
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Conclusions

Grace a 'expression explicite de la loi asymptotique de M-estimateur a
noyau de la fonction de régression, on a pu obtenir les expressions asympto-
tiques des moments. Ces résultats sont trés motivants car ils ouvrent d’inté-
ressantes perspectives, en particulier vis-a-vis du choix de fenétre au travers
de lerreur LL,. Il serait notamment intéressant d’étudier comment I’estima-
teur se comporte sur des données réelles lorsque 1’on choisit d’utiliser d’autres
critéres que lerreur L' ou L. De plus les résultats établis sont innovants
dans le cadre fonctionnel général mais aussi dans le cadre vectoriel ou ils

s’appliquent sous des hypothéses plus simples.
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