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Introduction

Le sujet des équations différentielles stochastiques dans des espaces de dimension infinie a
connu un grand développement aprés la publication de K. Ito (CBMS monographie), et 'article
de J. Walsh dans I’Ecole d’It6 de Saint Flour. Ces équations généralisent les équations stochas-

tiques d’Ito [12], présentées dans les années 1940, et sous une forme différente par Gikhman|[16].

Les équations différentielles stochastiques ont commencé & apparaitre dans les années 1960
et ont été motivées par le développement interne de I'analyse et de la théorie de processus sto-
chastiques d’une part, et par un besoin de décrire des phénoménes aléatoires étudiés en sciences
naturelles et qui interviennent en mathématiques théoriques (par exemple dans les problémes
de Dirichlet ou des équations paraboliques [17], dans les équations de filtrage non linéaire [§],
dans les équations de type de Kolmogorov [22], des équations retardées [25]) ainsi que dans des
modeles décrivant des phénomeénes aléatoires en physique (par exemple la propagation des ondes
en milieux aléatoires [15]|, des problémes concernant la turbulence [5]), la biologie (évolutions
de populations|15], la neurophysiologie [9]) ou en théorie du controle ([21]). Une belle introduc-
tion au sujet des équations stochastiques ainsi que beaucoup d’autres exemples et de références

peuvent étre trouvés dans [15].

Des questions théoriques fondamentales sur ’existence et 'unicité des solutions des équations
différentielles stochastiques dans les espaces de dimension infinie ont été posées et répondues,
sous de divers ensembles des conditions, pendant les années 1970 et les années 1980 et ont tou-
jours de grand intérét aujourd’hui. De nombreux mathématiciens qui ont contribué et contribuent
toujours & la théorie des EDS dans les espaces de dimension infinie; il m’est impossible de les
tous citer. Néanmoins, signalons les travaux de Rozovskii([19],1990), Da Prato et Zabczyk ( [6],
1992), Kallianpur et Xiong( [20], 1993),et plus récemment Gawarecki et Mandrekar([15],2011).

Dans ce mémoire, nous avons choisi de mettre 'accent sur les aspects liés a la théorie des

équations différentielles stochastiques dans des espaces de dimension infinie.
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Le présent travail comporte deux parties. La premiére partie est consacrée & un bref rap-
pel de la théorie de calcul stochastique. Nous avons voulu faire un tour d’horizon des concepts
et définitions. Dans ce chapitre, les concepts de base et les résultats concernant les processus
stochastiques dans des espaces de Hilbert sont établis. Notament le processus de Wiener cy-
lindrique de variable aléatoire Gaussienne dans un Espace de Hilbert, les processus Q-Wiener
cylindrique, les martingales et les processus élémentaires et, Puis, I'intégration stochastique par
rapport & un processus de Wiener, et par rapport aux les processus élémentaires, le processus
Q-Wiener,cylindrique respectivement. Ensuite nous rappelons certains théorémes comme celui
de la représentation de martingale, de Fubini et puis la formule d’It6. Enfin nous présentons un

apercgu sur les principes de la théorie de semigroupes des opérateurs linéaires.

Le deuxiéme chapitre a pour objectif d’étudier la théorie des equations différentielles sto-
chastiques et leurs solutions. Nous décrivons tout d’abord les différentes notions des solutions,
ensuite nous présentons les différentes solutions sous les conditions de Lipschitz, et la propriété
de Markov et sa relation avec 1'unicité des solutions, ainsi que la dépendance de la solution
avec la valeur initiale, puis nous examinerons une classe importante des équations différentielle
stochastique notamment celles de type backward et de Kolmogorov. Nous aborderons ensuite
I'existence des solutions faibles sous ’hypothése de la continuité et nous terminerons ce chapitre

par I'étude d’existence des solutions martingales et semigroupes compacts.



Chapitre 1

Calcul Stochastique

Ce chapitre a pour but de présenter brévement les résultats de calcul stochastique dont
nous aurons besoin dans la suite. Il ne s’agit nullement de développer la théorie générale pour

laquelle les ouvrages sont des références remarquables.

1.1 Processus a valeurs dans un espace de Hilbert, martingales,
et processus de Wiener cylindrique

Dans cette section , nous rappelons tout d’abord la notion de la variable aléatoire Gaus-
sian dans un espace de Hilbert. Et ensuite nous définissons le processus de Wiener cylindrique,

processus de Wiener a valeur dans un espace de Hilbert.

Dans toute la suite on se place sur un espace de probabilité (2, F, P), K un espace de
Hilbert réel séparable muni de la norme et produit scalaire noté par ||.||x et (.,.). Nous supposons
que (2, F, P) est complet ,i.e., F contient tous les sous-ensembles A de €2 de mesure de probabilité

nulle,

P*(A)=inf{P(F): ACFeF}=0.

1.1.1 Variable aléatoire gaussian cylindrique dans un espace de Hilbert

Définition 1.1.1 On dit que X est une variable aléatoire gaussienne standard cylindrique dans
K si: X : K — L2(Q, F,P) satisfait les conditions suivantes :

(1) L’application X est linéaire.

(2) Pourtout k € K , arbitraire, X (K) est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle

et de variance || K||3.
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(3) Sik,k € K sont orthogonauz ,i.e < k,k >p= 0, alors les variables aléatoires X (k) et
X (k') sont indépendantes.

Notons que si {f;j}32, est une base orthonormée dans K, alors {X(f]);il} est une suite de va-
riables aléatoires gaussiennes indépendantes de moyenne nulle et de variance un. Par linéarité

de Uapplication X : K — L2(Q, F,P) , nous pouvons représenter X comme suit :

=> <k fi > X(f).

Jj=1

1.1.2 Processus Q-Wiener cylindrique

Soit (2, F, {Ft}+>0,P) un espace de probabilité filtré a la filtration F; , et K un espace de
Hilbert réel séparable.

Définition 1.1.2 On dit que la famille {W; >0 définie sur Uespace (Q, F,{Fi}i>o, P) est un

processus de Wiener cylindrique dans ’espace de Hilbert K si :

1. Pour tout t > 0 , arbitraire, Uapplication Wy : K — L2(Q, F,P) est linéaire ;
2. Pour tout k € K | arbitraire, Wt(k:) est un F; mouvement Brownien ;

3. Pour tout k,k € K ,arbitraire , et t >0 , E(Wy (k)W (k') = t(k, k)i

W,
Pour tout t > 0 —L est une variable aléatoire gaussienne standard cylindrique , de sorte que

Vi

pour tout k € K, Wt(k) est peut étre représentée par une série convergente P-p.s.

= > (k, £i) kWil £5) (1.1)
J=1
ou {f;j}32, est une base orthonormée dans K.

Définition 1.1.3 Soit QQ un opérateur symétrique défini positive sur un espace de Hilbert sépa-

rable K, soit {fj}]o-';l une base orthonormée dans K diagonalisant Q) , et soit les valeures propres
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correspondantes {A;}72, . Soit {w;(t)} >0, Jj = 1,2,..., une suite de mouvements Browniens

indépendantes définies sur (Q, F,{Fi}+,P) . Le processus

W= S Nw0f (12)
j=1

est appelé un processus Q-Wiener dans K.

1.1.3 Martingales dans un espace de Hilbert

Définition 1.1.4 Soit H un espace de Hilbert séparable muni de sa tribu de borel . Fizons T > 0
et soit (0, F,{Fit}+>0,P) un espace de probabilité filtré et {M;}i<r un processus adapté a la fil-
tration {Fi}1<7 @ valeur dans H. Supposons que My est intégrable, E|M||g < oo . Alors My est

une martingale st pour 0 < s <t
E(M; | Fs) = M; P —p.s.
Théoréme 1.1.1 (Inégalités mazimal de Doob’s)

Si My € LP(Q, F,P) est une martingale a valeur dans H ,ona :

1
(1) P(supo<i<r||Millm > N) < EEHMTHP , p>1, A>0;

p
p—1

(2) E(supo<i<r||Mlly) < ( YPE| M|y, p>1.

Nous introduisons, maintenant , l’espace de Hilbert des martingales de carré intégrable a valeur

dans H . Notons que par l'inégalité de Doob’s :

E(sup || M| z2) < 4| Mrp][3;.
t<T

Définition 1.1.5 Une martingale {M;}o<i<7 est dite carée intégrable si :

E||Mrl}; < .
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La classe des martingales continu de carées intégrable et notée par M%(H ).
Puisque M; € MZ(H) est déterminé par la relation M; = E(Mr | F;) , Uéspace M2 (H) est un

espace de Hilbert avec le produit scalaire donnée par :

<M,N > M2(H)= E(< My, Nr >p).

Définition 1.1.6 Soit M; € M2(H) . Notons par (M), l'unique processus continu croissant

issu de 0 et adapté tel que | My||3;, — (M) est une martingale continue. Définissons un processus
a variation quadratique < M >, de My comme un processus continu adapté issu a 0 , a valeurs

dans ’espace des opérateurs symétriques défini positive tel que pour tout h,g € H ona :

< Mg, h >g< My, g >g —(((M))¢(h),9)mr

est une martingale.

Lemme 1.1.1 Le processus a variation quadratique d’une martingale My € MQT(H) eriste et

unique. De plus,

(M)y = tr{(M)):. (1.3)

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.22)

1.2 Intégrale stochastique par rapport & un processus de Wiener

Nous allons présnter le concept de 'intégrale stochastique d’It6 par rapport a un processus

Q-Wiener et par rapport a un processus de Wiener cylindrique simultanément.

Soient K et H deux espaces de Hilbert séparables, et soit Q un opérateur symétrique défini
positive (trace) sur K ou Q = Iy , 'opérateur d’indentité sur K.

Dans le cas ou Q est une classe-trace , supposer que ses tous valeures propres A; >0, j =1,2,...;
puis l'espace K¢g = Q%K muni de produit scalaire

o0

1
< u,v >KQ:ZT <u, fj >r< v, fj >k
j=1"4
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(e o]

1
est un espace de Hilbert séparable avec une base orthonormée {)\]2 521

Si Hy et Hy sont deux espaces de Hilbert réeles séparables avec {e;}7°; une base orthonormée

dans Hj , alors l'espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt de Hy a Ha est définie par :

Lo(Hy,Hy) = {L€L(H,Hy): ) || Lei|F, < oo}
i=1
1.2.1 Processus élémentaires

Soit E(L(K, H)) la classe des processus élémentaires adaptés a la filtration F; a valeur

dans L(K, H) qui sont de la forme :

n—1
O(t,w) = Gy + > &), 4,.(1) (1.4)
=0

onl0=ty<t1 <..<t,=Tet ¢,¢;,j =0,1,...,n— 1, sont respectivement Fp-mesurable et
Fi; -mesurable & valeurs dans L2(Kq, H) tel que ¢(w), ¢;(w) € LK, H), j =0,1,...,n—1.

1.2.2 Intégrale stochastique d’Ito6 pour les processus élémentaires

Pour un processus @ € E(L(K, H)) élémentaire , nous définissons I'intégrale stochastique

d’Ité par rapport a un processus Q-Wiener W; par :

n—1

t
/0 O(s)dW, = Z &5 (Wijoant — Wi ,)

J=0

pour t € [0,T] . Le terme ¢W) est négligé puisque P(Wy = 0) = 1 . Cette intégrale stochastique
est un processus stochastique a valeur dans H.

Nous définissons l'intégrale stochastique cylindrique d’It6 d’un processus élémentaire ¢ €

E(L(K, H)) par rapport a un processus de Wiener cylindrique W par :

< /0 @(s)dm> (h) = 3" (W4 10e(®5 (1)) — Wiy ne(@5(R)) pour ¢ € [0,T] et h e H.(L5)
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La proposition suivante indique 'isométrie d’It6, qui est essentiel pour faviriser la construction

de l'intégrale stochastique.

Proposition 1.2.1 Pour un processus élémentaire borné ® € E(L(K, H)) ,

t
| / VAWl = B [ 100, o s < o0 (16)

pour t € [0,T].

Proposition 1.2.2 Soit Ay(Kq, H) la classe des processus mesurables a valeur dans Lo(Kg, H)
définie de ([0, T] xQ, B([0,T]) ®F) a (L2(Kqg, H),B(L2(Kq, H))) adapté a la filtration {F; <.

Si® € Ay(Kq, H) , alors il existe une suite de processus élémentaire borné ®,, € E(L(K, H))
approzimation ¢ dans Ao(Kq, H) i.e.,

T
1©0 — @l (ki) = E /0 1@ (t) — ()| £agco.mdt — 0

quand n — oo .

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.28).

Lemme 1.2.1 (a) Soient T,T, € L(H) pour chaque h € H , T,h — Th , et soit L €
Lo(Kg,H) . Donc

I TnL = TL| gy (g, 1ry — O (1.7)

(b) Soit A le générateur d’un Cy-semi groupe de l’opémteur S (t) d’un espace de Hilbert réel
séparable H, pour ®(t) € Ay(Kq, H) tel que Efo | D(t) £2(K H)dt — o0, p>1,

. (t—s) .
tim sup’e / e S(t = )L, s = 0. (1.8)

(c) Sous les hypothéses dans la partie (b),

lim E/U sup H(eSA"— S(s))® ()|| ds—>0
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1.2.3 Intégrale stochastique d’It6 par rapport & un processus Q-Wiener

Définition 1.2.1 Intégrale stochastique d’un processus ® € Ay(Kq, H) par rapport a un proces-

sus de Q-Wiener a valeur dans K , W; est Uunique éxtension linéaire isométrique de lapplication

o(.) —>/0T

De la classe des processus élementaires bornées a L?(Q, H) , pour une application de Ao(Kq, H) @

L*(Q, H) , telle que Uimage de ®(t) = Bl (t)+ 370 () (t, ;.1 (t) et S5 @5(Wa,., —We,).

J

On définie le processus de l’intégrale stochastique par :

/ 5)dW, = / $) 0.0 (5)dW.

Théoréme 1.2.1 ([15]). L’intégrale stochastique & — fo s)dWs par rapport & un processus
Q- Wiener a valeur dans K, Wy est une isémotrie entre Aa(Kq, H) et l'éspace de martingale de

carré intégrable continue MA(H),

t
| / DW= B [ 10, o s < o0 (L9)

pourt € [0,T] .
Le processus a variation quadratique intégrale du processus stochastique de Q) et le processus

de plus en plus lié a Z (r) sont donnés par

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.35).

Lemme 1.2.2 Soit ® € P(Kq, H) . Alors il existe une suite de processus borné ®, € E(L(K,H)) C
Ao(Kg, H) tel que :

T
/ | (¢, w) — @n(t,w)H%Z(KQ’H)dt —0 quand n — oo
0

en probabilité et P-p.s.
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Lemme 1.2.3 Soit ¢(t),t < T processus F; -adapté a valeur dans H , satisfait la condition :

T
P([ Iolndt <) = 1.

alors il existe une suite élémentaire borné v, € E(H) tel que :

T
/ |19 (t, w) — Y (t,w)|| gdt — 0 quand n — oo
0

en probabilité et presque stirement.

Définition 1.2.2 Un processus stochastique { My }i<1 , adapté a la filtration Fy, avec des valeurs
dans un espace de Hilbert séparable dans H est appelé une martingale locale s’il existe une suite

de temps d’arrét T, , avec P(lim 7, =T) =1, tel que pour tout n, M, est une martingale
n—oo

uniformément intégrable.

Lemme 1.2.4 Soit ® € P(Kqg,H), et 7 un temps d’arrét par rapport o {Fito<i<r tel que
P(r <T) = 1. Définie :

/07 O(t)dW; = /Ou o(t)dW,

sur l’ensemble {w : T(w) = u}.
Alors :

T T
/ B()dIW, / (1) 1cry W
0 0

1.2.4 Intégrale stochastique d’It6 par rapport & un processus de Wiener cy-

lindrique

Définition 1.2.3 L’intégrale stochastique d’un processus ® € Ao(K, H) par rapport a un proces-

sus de Wiener cylindrique dans un espace de Hilbert dans K, Wy est unique ’éxtension linéaire

1sométrique de application

T
o(.) —>/0 D (s)dW;
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De la classe des processus élémentaires a L2(2, H) a une application de Ao(K, H) a L2(Q, H) |
tel que l'image de ®(t) = ®Tjg)(t) + >7- ey Tt ,,0)(1) €

ZZW%‘HM(@ ei)) — Wt/\t( 2(ei)))e

1=1 5=0

Nous définissons le processus de lintégrale stochastique fo dWS ,0 <t < T, pour
® € Ay(K,H) par :

Théoréme 1.2.2 L’intégrale stochastique ® — fo dWS par rapport & un processus de Wie-

ner cylindriqgue Wy dans K est une isométrie entre Ao(K, H) et l'espace martingale continue

de carré intégrable ./\/IZT(H ). Le processus & variation quadratique de l'intégrale stochastique

Lo(s dWs donnée par :
fo (s) p

et

</0' B(s)dIV,) = /Ot 1 D(5)B* (5)ds

t
— / 1005 12 1 try -

Lemme 1.2.5 Soit W; un processus @Q-Wiener dans un espace de Hilbert séparables dans K ,

P € Ay(Kq, H), et {f;}32, une base orthonormée dans K , alors :

/Ot Z/ SN L)W A fi) i
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=S /0 (6(s)£)d(We, [ .
j=1

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.46).

1.2.5 Le Théoréme de représentation de martingale

Théoréme 1.2.3 Théoreme de la Représentation de Martingale 1 :

Soient H et K deuz espaces de Hilbert séparable , W, est un processus Q-Wiener a valeur dans
K, et My est une F}¥ — martingale continue a valeur dans H tel que E||M||% < oo pour t >0
. Alors il existe un processus unique ®(t) € Aoy(Kqg, H)

tel que :

t
M, = EMy + / B(s)dW,
0

Remarque 1.2.1 SiEMy = 0 le processus quadratique correspondant & My et le processus crois-

sant li€ a || My||% sont donées par (voir[57]) :

(M) = /0 (B()Q%)(6(5)QF)"ds,
(M), = /0 18(5) | agrcg 1105 = /0 1r((6(5)QF) (6(5)QF)")ds.

Théoréme 1.2.4 (Lévy) :
Soit My , 0 <t <T, une martingale de carré intégrable dans K par rapport a la filtration {Fi }i<,
supposons que le processus a variation quadratique est de la forme < M >= tQ ,t € [0,T].

Alors My est un processus Q- Wiener par rapport a la filtartion {F;}i<r.

Théoréme 1.2.5 Théoreme de la Représentation de Martingale 2 :
Soit My, 0 <t < T , est une martingale continue & valeur dans H par rapport a la filtra-

tion {F}32, . Supposons que le processus & variation quadratique est donnée par ((My;)) =
t

/ ((I)(S,W)Q%)(CI)(S,OJ)Q%)*dS , 0l P(s,w) est un processus adapté a valeur dans Aa(Kq, H) |
0

alors il existe un processus Q-Wiener a valeur dans H sur un espace de probabilité prolongée
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(Q x Q,F x F,P x P),tel que :
t
Mt(w):/ O(s,w)dWs(w,@).
0

De plus, le processus de Wiener est peut étre construit de facon que ses incréments Wy — Wy sont

indépendantes de Fs pourt > s.

Corollaire 1.2.1 Soit M; une martingale continue & valeur dans H par rapport o la filtra-

tion {Fe}i2y . Supposons que le processus de variation quadratique est donnée par ((M)); =
t

/ Y(s,w)*(s,w)ds , ot Y(s,w) est un processus adapté a valeur dans Ao(K, H) . Alors il
0

existe W, un processus de Wiener cylindrique dans K sur un espace de probabilité prolongée

(Q x Q, F x F,P x P) adaptés a la filtration {F; x F;} tel que :

Mi(w) = /0 (s, 0)d W (w0, ).

De plus, le processus de Wiener cylindrique est peut étre construit tel que pour tout k € K, les

mcréments Wy — Wy sont indépendantes de Fs , sit > 0.

1.2.6 Théoréme de Fubini stochastique

La version stochastique du théoréme de Fubini permet de calculer des intégrales déterministes
d’un intégrand qu’est un processus intégral stochastique. Dans la littérature, ce théoréme est
présenté pour les processus prévisibles, mais il n’y a aucune nécessité de cette restriction si

I'intégrale stochastique est relative & un processus de Wiener.

Théoréme 1.2.6 Soit (G,G, u) un espace mesurable finie , et ® : ([0,T] x Q@ x G,B([0,T]) ®
Fr®§G) — (H,B(H)) est un plan mesurable de telle sorte que pour chaque © € G , le processus
D(.,.,x) est {Fihi<r- adapté . Soit Wy est un processus de Q- Wiener sur un espace de probabilité
filtré (Q, F,{Fthi<7, P), alors :

e = /G 12 ) a1y 12(dx) < 00 (1.10)

alors
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t
1. / O(t,.,x)dWs a une version mesurable a partir de (2 x G, Fr®G) a (H,B(H));
0

2. / O(.,.,z)u(dr) est {Fi}i<r- adaptée;
G

3. Uégalité suivantes P — p.s. :

[([ st < [[([somor)an

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.58).

Corollaire 1.2.2 Sous les hypothéses du théoréme (1.2.6), avec la condition (1.10) remplacé par :

1@ = /G 10 (., o)y e sy ) < .

1.3 La formule d’It6

Nous allons présenter un théoréme qui donne les conditions dans lesquelles un processus sto-
chastique F'(t, X(t)) a une différentielle stochastique, a condition que X (¢) a une stochastique

differential.

1.3.1 Le cas d’un processus Q-Wiener

Si® e Lo(Kg,H) et p € H , alors ¢*¢p € Lo( K, R) ,depuis

(") (A2 )2

NE

o Y12, kory =

<.
Il
—_

= Y w, oA )%
7j=1

IN

117N ANZ, g, 0)-

Donc, si ®(s) € P(Kg,H) et ¢(s) € H sont des processus Fi-adaptée , alors le processus
®*(s)W(s) défini par :
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de sorte que ®*(s)¥(s) € P(Kq,R) , et défini :

T T
/)@@%¢@MWQH:/0¢%$W$MW;
0 0

Théoréme 1.3.1 Soit () un opérateur symétrique définie positive sur un espace de Hilbert sé-
parable dans K, Soit {Wi}to<i<r est un processus Q-Wiener sur un espace de probabilité filtré

(Q, F, {Fito<t<T,P) . Supposons que X(t) est un processus stochastique 0 < t < T, donnée
par :

X@::X@+A¢@%+A¢@m@ (1.12)

ot X (0) est une variable aléatoire Fo-mesurable & valeur dans H, et 1 (s) est Fs-mesurable P-p.s

a valeur dans H .Processus Bochner-intégrable dans [0,T],
T
/ l(s)||pds < oo P—p.s.,
0

et p € P(Kg, H).
Supposons que la fonction F : [0,T] x H — R et telle que F' est continue ,et les dérivées partielles

Fréchet Fy , F, , F.p sont continues et bornées, alors la formules suivantes :

t
F(t,X(t) = F(O,X(O))+/0(Fx(s,X(s)),fb(s)dWs)H

v /0 {Fils, X(5)) + (Fus, X (5)), ()

5 trlFaals, X(5)(@(5)Q%) (0(5)Q7)"] s

P-p.s pour tout t € [0,T] .

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.62)

1.3.2 Le cas d’un processus de Wiener cylindrique

Dans le cas d’un processus Q-Wiener , pour ®(s) € P(K, H) et P-p.s. Et le processus ¥(s)
bornée Fi-adapté a valeur dans H, ®*(s)¥(s) € P(K,R). En plus :
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XMW@wmmw ZEJWﬂﬂMM%

Jj=1 Jj=

< NCEENR () o (xq, ),

[y

le processus ®*(s)¥(s) est peut étre considéré comme étant a valeur dans K ou K* | et on peut

étre définie :

T T
/ (U(s), ®(s)dWs)g = / (D (s)¥(s),dWs) K
0 0

T ~
= /0 O*(s)¥(s)dWs.

Théoréme 1.3.2 Soient H et K deux espace de Hilbert réel séparable, et {Wt}tgogT est un pro-
cessus de Wiener cylindrique a valeur dans K sur un espace de probabilité filtre (Q, F,{F: }o<i<T, P).

Supposer que X (t) un processus stochastique,0 < t <T est donnée par :

X@:X@+A@@@+A@@M@

ot X (0) est une variable aléatoire Foy mesurable a valeur dans H, et 1(s) est Fs-mesurable P-p.s

a valeur dans H . Processus Bochner-intégrable dans [0,T].
T
/ ll¥(s)||rds < oo P —p.s.,
0

et p € P(K,H).
Supposons que la fonction F : [0,T] x H — R et telle que F' est continue ,et les dérivées partielles

Fréchet Fy |, F, , F., sont continuee et bornées, alors la formules suivantes :

FULX() = F(o,X(O))+/O<Fx(s,X(s)),<I>(s)dWs>H
+ [ Bl X060 + B X )00
+%tr[Fm(s,X(S))‘I)(S)(‘I)(S))*)]}ds

P-p.s.pour tout t € [0, T].

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.69).



Chapitre 2

Equations Différentielles Stochastiques

2.1 Elements de la théorie des semigroupes

Nous passons maintenant aux principes fondamentaux de la théorie de semigroupes des opé-
rateurs linéaires dans le but d’étudier I'existence des solutions classiques et mild, nous devons

rappeler les définitions suivantes.

Définition 2.1.1 ([24]). Pour X un espace de Banach, une famille {S(t)}+>0 d’opérateurs li-
néaires bornée de X dans lui-méme est un semigroupe de opérateurs linéaires bornée sur X si
(7). S(0) =1, (I est lopérateur d’identité X).

(7). S(t+s) = S(t)S(s), pour chaque t,s >0 ( la propriété de semigroupe).

Un semigroupe des opérateurs linéaires bornée, S(t), est uniformément continu si

Lim [|S(t) = I|] = 0.

Définition 2.1.2 ([24]). Un semigroupe {S(t)}+>0 d’opérateurs linéaires bornée sur X est un
semigroupe fortement continu des opérateurs linéaires bornée si

limS(t)x =z pour tout =€ X.

t—0
Un semigroupe fortement continu des opérateurs linéaires bornée est a appelé un semigroupe
de la classe Cjy ou simplement un semigroupe de Cy, une classe particulérement importante des

semigroupes fortement continus sont ceux qui peuvent etre continues analytiquement comme

fonctions de t.

22



2.2 Equations différentielles stochastiques et leurs solutions 23

Définition 2.1.3 ([24]). Soit ss = {\: |arg\| < J, 6 € (0,7/2)} et pour z € s5 soit S(z) soit
un opérateur linéaire bornée. La famille S(z),z € ss est un analytique semigroupe dans ss si
(7). z — S(2), est analytique dans ss.

(7). S(0) =1, et lim S(z)x =z, z € s;.
z—0

(791). S(z1 + 22) = S(21)S(22), pour z1, 22 € ss.
Clairement, la restriction d’un semigroupe analytique au vrai axe est un Cj semigroupe.
Définition 2.1.4 ([24]). Définissez D(A) un ensemble de x € X pour lequel la limite

lim - [S(t);v - 4 ,

t—0 ¢

existe, et nous définissons Ax d’étre cette limite pour x € D(A). Alors A s’appelle le générateur

infinitésimal de {S(t)}+>o0.

2.2 Equations différentielles stochastiques et leurs solutions

Soient K et H deux espaces de Hilbert réelles séparables , Wy est un processus Q-Wiener
sur un espace complet de probabilité filtré (Q, F, {F; }i<7,P) avec la filtration F; satisfait les

conditions habituelles. Nous considérons EDS semilinéaires sur [0, 7] dans H. La forme génerale :

{ dX(t) = (AX(t) + F(t, X))dt + B(t, X)dW,, (2.1)

X(0) = &.
Ici,A : D(A) C H — H est le générateur de Cy — semigroupe des opérateurs S(t),t > 0 de
H,ona [[S(t)||za) < Mexp{a(t)} et si M = 1, alors S(t) est un semi groupe appelé pseudo-

contraction.
En général, les coefficients F et B sont des applications non linéaires,

F:Qx[0,T]«C([0,T],H) — H,
B:Qx[0,T)«C(0,T],H) — La2(Kq,H).
La condition initial £y est une variable aléatoire Fy -mesurable & valeur dans H.

Nous allons étudier le probleme de 1’éxistence et 'unicité :

(Al) F et B conjointement mesurables, et pour chaque 0 < ¢ < T | ils sont mesurables par
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rapport a la o- algébre produit F; @ C; sur Q x C([0,T], H).
(A2) F et B sont conjointement continues.
(A3) 11 existe une constante [ telle que pour tout = € C([0,7], H),
[E(w,t, 2)l[m + [ B(w, t, @) (kg m) < UL+ sup [lz(s)]| )

pour w € Qand 0 <t <T.
Pour chaque ¢ € [0, 7] , nous définisions 'opérateur 6, sur C([0,T], H) par :

L’hypothése (A1) implique que

F(w,t,z) = F(w,t,x1)

et
B(w,t,x) = B(w,t,x1)

Si x = x1 sur [0,¢] , parce que O,z est une fonction de borel de t a valeur dans C([0,7], H) ,
F(w,t,0,x) et B(w,t,0;x) sont égalements des fonctions de borel a ¢ . Avec cette notation (2.1)

on peut écrire comme
{ dX(t) = (AX(t) + F(t, X))dt + B(t, X)dW,,
X(0) = &.

Nous disons que F et B satisfant a la condition de Lipschitz si :
(A4) Pour tout z,y € C([0,T],H),w € 2,0 <t <T il exist & > 0 tel que

||F(w7t7$) - F(w’tvy)HH +HB(wvt7I) - B(watvy)Hﬁg(KQ,H)

< Ksupocser [|2(s) = y(s)m-

Il existe différentes notions d’une solution & la SDE semilinéaire, et nous définissons mainte-

nant des solutions fortes, faibles, mild, et martingale.

Définition 2.2.1 Soit X(t) un processus stochastique définie sur un espace de probabilité filtré
(Q, F,{Fihi<r,P) adapté a la filtration {F; } 1< donc :
(a) est une solution forte de (2.1) si :
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1. X(.\)eC(]0,T],H);
2. X(t,w) € D(A)dtQ dP - presque partout;
3. La conditions suivantes est satisfaite :
T
P (/ IAX (8)|mdt < oo> _1,
0
T
P ([ U0+ 1500 X it < o0) = 1
4. Pour chaquet <T,P —p.s. :
t t
X(t) = & +/ (AX(s) +F(3,X))ds+/ B(s, X)dWs; (2.2)
0 0
(b) est une solution faible (2.1) si :
1. Les conditions suivantes sont :
T
P ([ Xl <o) 1.
0
T
P ([ R0+ 1B X it < o0) =1
2. Pour chaque h € D(A*) et t <T,P —p.s., :
t
O = oty + [ (X(s), A
0 (2.3)

+(F(s,X),h)yy)ds + /0t<h, B(s,x)dWs) g;

(c) est une solution mild de (2.1)si :

1. Les conditions précédentes (2.2) et (2.3);



26 Equations Différentielles Stochastiques

2. Pour chaquet <T,P — p.s.,

¢ t
X)) = S(t)é +/ S(t— s)F(s,X)ds+/ S(t — s)B(s, X)dWs;. (2.4)
0 0
On dit que le processus X est une solution martingale de I’équation

{ dX(t) = (AX(t)+ F(t,X))dt + B(t, X)dW,, (25)

X(0)=x€ H ( déterministe),
Sl existe un espace de probabilité filtré (0, F,{Fi}icor), P) et Wy est un processus de Q-

Wiener, par rapport a la filtartion {F;hi<r, de telle que X (t) est une solution mild de (2,5).

Contrairement & la solution forte, ou I'espace de probabilité filtré et le processus de Wiener
sont donnés, une solution martingale est un systéme ((Q2, F, {F; }i<7, P), W, X) ou lespace de
probabilité filtré et le processus de Wiener font partie de la solution.

Si A=0, S(t) = Iy, nous obtenons la SDE :

{ dX(t) = F(t, X))dt + B(t, X)dW;, (2.6)

X(0) =2z € H ( déterministe),

et une solution de martingale de (2.6) est appelé une solution faible (voir [Viot]).

Proposition 2.2.1 Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe sur H

et Wy est un processus Q- Wiener a valeur dans K . Si ®(t) € D(A) P-p.s. pour tout t € [0,T] et :

T
T
P ([ 1420 eyt < o) =1,

puis P(f] ®(t)dW, € D(A)) =1 et

T T
A/O O(t)dW, = /0 AD) AW, P —p.s. (2.7)
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Preuve 2.2.1 L’égalité (2.7) est vrai pour les processus élémentaire bornée dans E(L(K, D(A)).
Soit @, € E(L(K,p (A)) un processus élémentaires bornées rapprochant @

T
/ | (¢, w) — @n(t,w)H%_Q(KQ’D(A)) —0 quand n — 0o P —p.s.
0

et donc :

/Ot B,y ()W, — /Ot@(s)dWs,

t t t
A / By (5)dW, = / A®,,(5)dW, — / A®(s)dW,
0 0 0

en probabilité que n — oo.

Théoréme 2.2.1 Supposons que A est un générateur infinitésimal d’un Cy-semi groupe de I’opé-

rateur S(t) sur H et que Wy est un processus Q-Wiener a valeur dans K ona :

(a) Si ® € P(Kg,H) et pour h € D(A*) et chaque 0 <t < T ona :

t t
(X (1), Ry = / (X (s), A*h) s + </ B(s)IWs hyr P —ps, (28
0 0
puis X (t) = S * ®(t), tel que Sx P(t) = fg S(t—s)®(s)dWs, ® e P(Kg,H).
(b) Si ® € Ao(Kq, H) , alors pour tout 0 <t <T,S* ®(t) satisfait (2.7).

(c) Si® e Ao(Kq,H),P(Kq) C D(A) et AD € Ay(Kq, H), puis SxP(t) est une solution forte.

Théoréme 2.2.2 Une solution faible de [’équation (2.1) est une solution mild . Inversement, si

X est une solution mild de (2.1) et

T
B[ 1B X g it < o

alors X (t) est une solution faible de (2.1). Si, en plus de X (t) € D(A),dp ® dt presque partout,
alors X (t) est une solution forte de (2.1).
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Corollaire 2.2.1 Soit {W;,0 <t < T} un processus Q-Wiener définie sur un espace de proba-
bilité filtré (Q, F,{Fihi<r, P), et A le générateur infinitésimal d’un S(t),t > 0 Cy-semi groupe .
Supposons que B € L(K, H), f(.) € LY(Q, H) sont des processus adaptées , & est une variable

aléatoire Fy-mesurable a valeur dans H. Alors l’équation linéaire :

{ dX (t) = (AX(t) + f(t))dt + BdW,,
X(0) = &o,

a une unique solution faible donnée par
t t
X(t) = S(t)& —I—/ S(t—s)f(s)ds +/ S(t — s)BdWs, 0<t<T.
0 0

2.3 Solutions sous les conditions de lipschitz

Nous prouvons d’abord l'unicité et I'existence d’une solution mild de I’équation (2.1) dans le
cas des coefficients de type Lipschitz. Ce résultat est connu (voir Ichikawa [32]) si le coefficient
F(t,.) et B(t,.) dépendent de = € C([0,T], H) par z(t) seulement. Nous suivons une technique
extraite du travail de Gikhman et Skorokhod , [25] et de I’étendre a partir de R™ aux processus

a valeur dans H.
Noter que les conditions (A3) et (A4) impliquent,respectivement,que :

b b
I [ Pyt <1 [ 1+ sup |61 (s) )
a a s<T
et
b b
H/ (F(t,x) = F(t,y)dt|a < ﬁ/ sup [|(0:(z — y))(s)|ldt.
a a
Nous allons maintenant énoncer les inégalités utiles pour prouver l'existence, l'unicité, et les
propriétés de la solution de EDS (2.1) . Nous commengons par les inégalités ((7,8), (7,9) dans

[7] et (24) dans [11]).

Lemme 2.3.1 Soit ® € Ay(Kg, H) et p>1 alors :

t T
E(supu / @(s)dwsuif) < cl,pE(u / @(s)dwsui?)
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T P
< e ([ 1901 )

T
< a5 ([ 1901 ) (29
avec les constantes :
2p 2p
17p (2p _ 1) Y

Corollaire 2.3.1 Soit S(t),0 <t < T est un Cy-semi groupe et p > 1 . Pour ® € Ay(Kqg, H) et
t €[0,T] donc :

P
E||/St—s §)dW||7 < Cp,aMTE</ [ (s H[,QKQH) >

C2 i E / 19(5)I12 s,y (2.10)

IN

Lemme 2.3.2 Soit 0 <a<1letp>1, et tel que a > % . Alors pour un f € LP([0,T],H) , la

fonction :
t
Guf(t) = / (t— $)*18(t — 5)f(5)ds, 0<t<T, (2.11)
0

est continue et il existe une constante C > 0 tel que :

P |Gaf Ol < Cllfllceo,m,m)-
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Théoréme 2.3.1 Soit Hap un espace des variables aléatoires & a valeur dans C([0,T1]) tel que le

processus §(t) est conjointement mesurable, adapté, a la filtration {Fi}iepo,), avec Esupg<s<r [I€(5) ||§§ <

00. Alors Hay, est un espace de Banach avec la norme

1

2p
€, = (E sup m(s)Hi}’)
0<s<T

Soit les coefficients F' et B satisfont les conditions (A1),(A3), et (A4). Supposons que S(t) est

ou bien un semi-groupe pseudo contraction et p > 1 ou un Cy-semi groupe générale etp > 1 . Alors
léquation semi linéaire de (2.1) a une solution mild continue unique. Si, de plus E||§0H§§ < 00,

alors la solution est dans Hap. Si A =0, alors léquation (2.6) a une solution forte unique. Sti,de

plus,EHfOH? < 00, alors la solution est dans Hap , p > 1.

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.97).

2.4 Un Cas Particulier

Nous avons prouvé le théoréme d’existence et d’unicité pour les solution mild de ’équation
(2.1), le théoreme (2.2.1), pour les Cy-semi groupes généraux si p > 1, et pour les semi groupes
pseudo contraction si p = 1.Dans cette section nous incluons le cas p = 1 et un Cp-semi groupe
général. Supposons que les coefficients de I’équation (2.1) dépendent de la valeur de la solution
a l'instant ¢, tel que F(w,t,z) = F(w,t,z(t)) et B(w,t,2) = B(w,t,z(t)) pour z € C([0,T], H).
Notons que si F(w,t,h) = F(w,t,2(t)) et B(w,t,h) = B(w,t,z(t)) pour z(t) = h, une fonction
constante alors les condition (A1),(A3) et (A4) sur F' et B implique les conditions suivantes sur
FetB:

(A1’) F et B sont conjointement mesurable sur Q x [0,7] x H , et pour tout 0 < ¢ < T et
x € H elles sont mesurables par rapport a la o-algébre sur ).

(A2%) 1l existe une constante [ telle que pour tout z € H,
1E(w, t.2)llm + [1Bw, t2)l| £y (50, m) < UL+ sup [l(s)l|m).

(A3’) Pour x1,29 € H,
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IF(w,t,21) = Flw,t,z)llm +Bw,t,21) — B(w,t,22)| 2,5, )

< Kllwy — 22| n-

Corollaire 2.4.1 Soit £,&,63 € Hap , p > 1. Si F(t,x) = F(t,x(t)) et B(t,z) = B(t,z(t))

satisfait les conditions (A1) et (A3) , alors ils existe un constante Cp pa.11, tel que
2 2
11Ol < Coarara(T+[El5, )-

Si F(t,z) = F(t,z(t)) et B(t,x) = B(t,z(t)) satisfait les conditions (Al) et (A4) , alors il existe
un constante Cp pro1i||€1 — {2]]35 .

2p
Théoréme 2.4.1 Soit les coefficients F(t,x) = F(t,z(t)) et B(t,z) = B(t,xz(t)) satsisfait les
conditions (Al), (A3), et (A4) . Supposons que S(t) est un Cy-semi groupe générale. Alors

I’équation semi linéaire de (2.1) est une solution mild continue uniques. Si, de plus, EHEOH? < o0

, p > 1, alors la solution est dans 7:[2p.

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.105).

2.5 Propriété de Markov et 'unicité

Nous examinons la propriété de Markov de solutions mild sous les conditions de Lipschitz sur
les coefficients de la EDSS de (2.1), nous supposons que les coefficients de (2.1) dépendent de t ,
pour F(t,z) = F(t,z(t)) et B(t,x) = B(t,z(t)) en plus, F : [0,T)x H — H et B:[0,T] x H —
Lo(Kg, H).

Définition 2.5.1 Soit {X(t),t > 0} un processus stochastique & valeur dans H définie sur un
espace de probabilité (Q, F,P) est appelé un processus de Markov si elle satisfait la propriété

swvante :

E(p(X(t+h) | F) = E(e(X(t+h)| X(1) (2.12)

pour tout t,h > 0 et tout fonction mesurable bornée a valeur réelle.
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Théoréme 2.5.1 Soient les coefficients F' et B satisfont les conditions (A1),(A3),et(A4). Sup-
posons que S(t) est un Co-semi groupe , et pour u < s < t < T alors ils satisfont la propriété

sutvante :

E(p(X(tu;6)) | ') = (Poup)(X(5,u;:6)) (2.13)
pour toute fonction ¢ a valeur réelle , tel que (X (t,s;€)) € LY(Q,R) pour un arbitraire s <t .

Corollaire 2.5.1 Sous les hypothéses du théoréeme(2.3.1) , pour u < s < t < T , la solution
X (t,u; &) satisfait la propriété de Markov :

E(p(X (t,u;6)) | F5) = (Pspp(X (s,u;6))
avec FT = o{X(r,u;&),u < r < s} pour chaque fonction ¢ a valeur réel tel que p(X(t,s;&)) €
L' (2, R) pour un arbitraire s < t.

2.6 La dépendance de la solution sur la valeur initial

Nous considérons la EDS de semi-linéaire de I’équation (2.1) avec les coefficients F'(t, x(t))
et B(t,z(t)) pour z € C([0,T], H) tels que F et B ne dépendent pas de w .

Avant que nous étudions la dépendance a I’état initial, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.6.1 Soit S(t),t > 0 un Co-semi groupe et £ € L2(Q, H) et X € C([0,T), H) étendre

lopérateur est définie :
~ t t
I(¢, X)(t) = S(t)¢ +/ S(t—s)F(s,X(s))ds +/ S(t — s)B(s, X(s))dWs. (2.14)
0 0
Soient F et B satisfait les conditions (A1),(A2),et (A4). Alors , pour 0 <t <T,
1 B[ X)(8) = L(n, X)(t)|[3 < CLrENE =l -

2. E|IE X)(t) = 16, Y)(0)lI < Cor Jy BIX(2) = Y (1)|[3dt -

Théoréme 2.6.1 Soit X,, une solution mild a l’équation (2.1), de sorte que l’équation suivante

est :

Xn(t) = S(t)&, + /0 S(t—r)Fu(r, X, (r))dr + /0 S(t —r)By(r, X, (r))dW,.
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de plus,les conditions sont :
(1) sup, E[|&[* < oo .
(2) Avecn — oo, ||Fn(t,x)—F0(t,$)||%{+HBn(t,x)—BO(t,fL’)HEZ(KQ’H) —0 ,etEan—fOH?{ —0

Donc X, (t) — Xo(t) dans L2(Q, H) uniformément en t .

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.112).

Théoréme 2.6.2 Supposons que F : [0,T) x H — H et B : [0,T] x H — Lo(Kq, H) satisfait
les conditions (A1),(A3), et (A4) donc :

(a) Si les derivés de Fréchet DF(t,.) et DB(t,.) sont continues dans H et bornée,

IDE( 2)yllr + DB 2)yll ok g < Millylla (2.15)

pour x,y € H0 <t <T | avec la constante My > 0 , alors I:H xHy— Hy est continue

Fréchet différentiable,et ses dérivées partielles est :

(%52w) 0 = S,
() = [ st 9DFG. e

/St—sDB LE(8))n(s)dWs P — p.s.

avec &€,1m € ﬁg,x,y e HOLSt<LT.
(b) Si en plus, les dérivés de seconde ordere Fréchet D*F(t,.) et D?>B(t,.) sont continues dans

H et bornée ,

ID*F(t,2)(y, 2)llm + |1 D*B(t,2)(y, 2) | o (g < Mellyllzllzllm (2.16)

pour x,y,z nH,0 <t <T, est deux fois continuement differentiable Fréchet , et sa seconde

dérivée partielle est :

(Z1926.90.0 / S(t = HD*F( N, )

0
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avec £,m, € Ho,x € H,0 <t <T.

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.114).

2.7 Equation backward de Kolmogorov :

Théoréme 2.7.1 FEquation Backward De Kolmogorov 1 : Supposons que A € L(H) et F, B
ne dépend pas de t , F' : H — H et B : H — Ly(Kg,H). Soit les dérivés de Fréchet
DF(x),DB(z), D*F(z),etD*B(z) sont continues et satisfait les conditions et o € CZ(H) , alors

il existe une solution unique u de ’équation Backward de Kolmogorov données par :

u(t,z) = Pup(z)
= E(p(X(t), O0<t<T, zcH (2.17)

ot X*(t) est une solution (2.1) avec la condition initiale déterministe §y = x € H.

Théoréme 2.7.2 FEquation Backward De Kolmogorov 2 : Supposons que F' et B ne dépend pas de
t,F:H— HetB:H— Ly(Kg, H) . Soit les dérivés de Fréchet DF(z), DB(x), D*F(x), etD?B(x)
sont continues et satisfait les conditions (2.15) , (2.16). Si les conditions (Al),(A3) , et (A4)
satisfaites , pour p € C’g(H) , il existe une unique solution u tel que

(1) wu(t,x) conjointement est continue et bornée sur [0,T] x H,

(2) wu(t,.) € C¢(H),0<t<T,

(3) wu(.,x) € CL0,T]) pour tout x € D(A).

De plus, u est donnée par la formule (2.17), ou X*(t) est la solution de ’équation (2.1) avec la

condition initial &g = x € H.

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.120).

2.8 L’approximation de type lipshitz des coefficients continus

On construit maintenant les suites des coefficients de type Lipschitz F), et B, & valeurs dans
H, qui convergent réspectivement vers les coéfficients continus F et B uniformément sur les par-
ties compactes de C([0,T], H). Les valeurs de F), et B, ne sont pas limités & aucun sous-espace

de dimension finie de H.
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Lemme 2.8.1 Soit F' : [0,T] x H — H ,B :[0,T] x H — L2(Kq, H) satisfait les conditions
(A1)-(A8) . Il existe de suites Fy, : [0,T]| x H — H et By, : [0,T] x H — Lo(Kq, H) qui satisfait

les conditions (A1)-(A4), avec une constante universelle dans l'état (A3), telle que :

sup ||[F'(t,z) — Fu(t,2)|a + sup [[B(t,2) — Bu(t, @)l 2y (5g,mr) = 0
0<t<T 0<t<T

uniformément sur tout compact de C([0,T], H).

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.126).

2.9 Existence des solutions faibles sous I’hypothése de la conti-
nuité

Pour obtenir les résultats faibles de convergence, nous avons besoin d’une estimation de

moment d’incréments de solutions & EDS.

Lemme 2.9.1 Soit {(t) = x + fg F(s,&)ds + ng(s,f)dWS , avec x € H et les coefficients F et
B satisfait les conditions (A1)-(A3), alors :

E|&(t+h) — &) < C(T, DA,
Lemme 2.9.2 La condition sup, E(||&,(t + h) — &.(8)||}) < Ch? implique que pour toute & > 0,

fimsupP( sup [[€4(t) — &u()lls > ) = 0.
—U n [t—s|<é

Corollaire 2.9.1 Soit F,, et By, satisfait les conditions (A1)-(A3) avec une constante commune

dans létat de la croissance (A3). Soit X,, une suite de solutions aux EDSs suivants :

dX,(t) = F(t, Xp)dt + By (t, X,,)dWy,
X,(0) =z € H.
Puis :

(1) La suite X,, est stochastiquement bornée , i.e., pour tout & >0 , il existe M¢ satisfait :

sup P( sup || X, (t)||g > Me) <&,
n 0<t<T

(2) Pour toute & >0 ,

Limsup P(sup [t — s| < 0| Xn(t) — Xa(s)|[r > €) = 0.
—0 n
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Théoréme 2.9.1 considérer ’équation
dX; = a(X(t))dt + B(X(t))dWr, (2.18)

ova: H— H B:H — L(K,H), et Wy est un processus de Wiener a valeur dans H de
covariance Q) . Supposons les conditions suivantes :

(1) B sont conjointement continu et localement bornée,
(2) 2(a(z),2)n + tr(B(x)QB* () < 11+ ||=]1%),

(8) Il existe un opérateur symétrique linéaire compact S positif sur H,tel que :

2(S7 a(Sx),x) g + tr(STIB(S2)QB*(Sx)S™) < 11 (1 + ||=|%).
alors il existe une solution faible de (2.17) avec X (0) = Sxzo,x0 € H.

2.10 Semis groupes compacts et existence des solutions martin-
gales

Dans cette section, nous présentons un théoréme d’existence pour les solutions martingale
dans le cas ou 'opérateur A génére un semi groupe compact. Ce étend le théoréme 8.1 dans [11],
puisque nous incluons les coefficients F et B de I’équation (2.1) qui peut dépendre de ’ensemble

des pas d’une solution.

Lemme 2.10.1 Soitp > 1 et % < a < 1. Considérer l'opérateur G,

Gof(t) = /0 (t —s)*LS(t — 5)f(s)ds, feLr(0,T),H).

Supposons que S(t),t >0 est un Cy-semi groupe compact dans H . Alors G est compact de
LP([0,T],H) dans C([0,T], H).

Théoréme 2.10.1 Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un compact S(t) Co-semi
groupe sur un espace de Hilbert réel séparable dans H. Soient les coefficients de la EDSS (2.1)

satisfait les conditions (A1) - (A3). Alors U’équation (2.1) est une solution de martingale.

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.137).
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2.11 Solutions mild des EDSSs dirigées par un processus de Wie-

ner cylindrique

Soient K et H deux espaces de Hilbert réel séparables, W est un processus de Wiener cylin-
drique dans K définie sur un espace de probabilité filtré complet (Q, F, {F; }<7, P) a la filtration
{Fi}1<r satisfait les conditions habituelles. Nous considérons que la SSDE suivante sur [0, 7] dans

H, avec Fp-mesurable la condition initiale £ :

{ dX (t) = (AX(t) + F(X(t)))dt + B(X(t))dW;, (2.18)

X(0) = €.

Soient les coefficients de ’équation (2.18) satisfait les hypothéses suivantes,
(DZ1) A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S(¢),¢ > 0} fortement continu sur H .

(DZ2) F : H — H est une application telle que, pour certaines ¢y > 0,

[1F@)a <col+zlu),  =€H,

1F(z) = F)lle <collz—yll,  zyeH.
(DZ3) B: H — L(K, H) est telle que pour tout k € K , l'application z — B(x)k est continue a

partir de H & H et pour tout ¢t > 0 et z € H , S(t)B(z) € L2( K, H) , et il existe une application

locale de carré intégrable K : [0,00) — [0, 00) tel que :

IS B 2o,y < KO+ [[z]|a)  pour t> 0,2 € H,

15@)B(x) = SE)BW)llcorey < KON = ylla,  pour t>0,z,y € H.
(DZ4) 1 existe a € (0, 3) tel que :

t
/ t2KC2 (t)dt < oc.
0

Définition 2.11.1 Un processus stochastique X (t) définie sur un espace de probabilité filtré
(QF {Fihi<r,P) ,adaptée a la filtration {Fi}i<r, est une solution mild de ’équation (2.18)
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St

T
P( /0 IX (@)t < 00) = 1,

T
P(/O UE @) + 18t = ) BX ()12, 1m))dt < 00) = 1,

pour toutes t < T , P-p.s.,

X(t) = S(t)E + /0 S(t — $)F(X(s))ds + /0 S(t — $)B(X (s))dWs.

nous aurons besoin le lemme suivants :

Lemme 2.11.1 Soit ® € Ao(K,H) , p > 1, alors :

t
sup E| / B(s)dIW, |2
0<t<T 0

T
2 1
< 020 = 1)Y'([ (EIDZ ) )"
preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.142).

Théoréme 2.11.1 (a) Dans les conditions (DZ1) - (DZ3), par un arbitraire Fo-mesurable et

Uétat initial € telle que E||§||§f < oo,p > 1, il existe une solution mild unique de(2,18) et C' une

constante, tel que :
2 2
IXI7 < COA+E|ER).
Hop

(b) Si, en plus, la condition (DZ4) est vérifiée, alors la solution X (t) est un processus continu

P-p.s.

preuve. La preuve peut étre trouvé dans ([15], p.143).



Conclusion

e Un sujet trés avancé est abordé dans le présent travail ,un rappel sur la théorie de calcul sto-
chastique dans des espaces de Hilbert est présenté, notamment le processus Wiener cylindrique,
le processus Q-Wiener cylindrique, les martingales et les processus élémentaires. L’intégration
stochastique par rapport & ces processus a été introduite . Certains théorémes connus ont été

établis comme celui de la représentation de martingale, de Fubini, et la formule d’It6 .

e Nous avons établi I'existence des solutions des équations différentielles stochastiques dans
des espaces de dimension infinie, les différentes notions des solutions sont établies ; solution forte,
faible , mild et ainsi que la solution martingale sous les conditions de Lipschitz, et de la conti-
nuité. Nous avons étudier par ailleurs 'unicité de la solution et sa relation avec la propriété de

Markov,et bien siir la dépendance de la solution avec la valeur initiales.

e Comme perspectives, il s’agit d’étudier le comportement de la solution de I’équation diffé-
rentielle stochastique semi linéaire sous des conditions plus restreintes et en particulier le compor-

tement de la solution non Markovienne et 1’étude des conditions de 1'unicité de cette solution et
par conséquent répondre aux questions ouverts liées aux propriétés ergodiques de cettes solutions.
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