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Introduction

Le sujet des équations différentielles stochastiques dans des espaces de dimension infinie a

connu un grand développement aprés la publication de K. Ito (CBMS monographie), et l’article

de J. Walsh dans l’Ecole d’Itô de Saint Flour. Ces équations généralisent les équations stochas-

tiques d’Ito [12], présentées dans les années 1940, et sous une forme différente par Gikhman[16].

Les équations différentielles stochastiques ont commencé à apparaître dans les années 1960
et ont été motivées par le développement interne de l’analyse et de la théorie de processus sto-
chastiques d’une part, et par un besoin de décrire des phénoménes aléatoires étudiés en sciences

naturelles et qui interviennent en mathématiques théoriques (par exemple dans les problèmes

de Dirichlet ou des équations paraboliques [17], dans les équations de filtrage non linéaire [8],

dans les équations de type de Kolmogorov [22], des équations retardées [25]) ainsi que dans des

modèles décrivant des phénomènes aléatoires en physique (par exemple la propagation des ondes

en milieux aléatoires [15], des problèmes concernant la turbulence [5]), la biologie (évolutions

de populations[15], la neurophysiologie [9]) ou en théorie du controle ([21]). Une belle introduc-

tion au sujet des équations stochastiques ainsi que beaucoup d’autres exemples et de références

peuvent être trouvés dans [15].

Des questions théoriques fondamentales sur l’existence et l’unicité des solutions des équations
différentielles stochastiques dans les espaces de dimension infinie ont été posées et répondues,
sous de divers ensembles des conditions, pendant les années 1970 et les années 1980 et ont tou-
jours de grand intérêt aujourd’hui. De nombreux mathématiciens qui ont contribué et contribuent
toujours à la théorie des EDS dans les espaces de dimension infinie ; il m’est impossible de les

tous citer. Néanmoins, signalons les travaux de Rozovskii([19],1990), Da Prato et Zabczyk ( [6],

1992), Kallianpur et Xiong( [20], 1993),et plus récemment Gawarecki et Mandrekar([15],2011).

Dans ce mémoire, nous avons choisi de mettre l’accent sur les aspects liés à la théorie des
équations différentielles stochastiques dans des espaces de dimension infinie.
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Le présent travail comporte deux parties. La première partie est consacrée à un bref rap-
pel de la théorie de calcul stochastique. Nous avons voulu faire un tour d’horizon des concepts
et définitions. Dans ce chapitre, les concepts de base et les résultats concernant les processus
stochastiques dans des espaces de Hilbert sont établis. Notament le processus de Wiener cy-
lindrique de variable aléatoire Gaussienne dans un Espace de Hilbert, les processus Q-Wiener
cylindrique, les martingales et les processus élémentaires et, Puis, l’intégration stochastique par
rapport à un processus de Wiener, et par rapport aux les processus élémentaires, le processus
Q-Wiener,cylindrique respectivement. Ensuite nous rappelons certains théorèmes comme celui
de la représentation de martingale, de Fubini et puis la formule d’Itô. Enfin nous présentons un
aperçu sur les principes de la théorie de semigroupes des opérateurs linéaires.

Le deuxième chapitre a pour objectif d’étudier la théorie des equations différentielles sto-
chastiques et leurs solutions. Nous décrivons tout d’abord les différentes notions des solutions,
ensuite nous présentons les différentes solutions sous les conditions de Lipschitz, et la propriété
de Markov et sa relation avec l’unicité des solutions, ainsi que la dépendance de la solution
avec la valeur initiale, puis nous examinerons une classe importante des équations différentielle
stochastique notamment celles de type backward et de Kolmogorov. Nous aborderons ensuite
l’existence des solutions faibles sous l’hypothèse de la continuité et nous terminerons ce chapitre
par l’étude d’existence des solutions martingales et semigroupes compacts.



Chapitre 1

Calcul Stochastique

Ce chapitre a pour but de présenter brévement les résultats de calcul stochastique dont
nous aurons besoin dans la suite. Il ne s’agit nullement de développer la théorie générale pour
laquelle les ouvrages sont des références remarquables.

1.1 Processus à valeurs dans un espace de Hilbert, martingales,
et processus de Wiener cylindrique

Dans cette section , nous rappelons tout d’abord la notion de la variable aléatoire Gaus-
sian dans un espace de Hilbert. Et ensuite nous définissons le processus de Wiener cylindrique,
processus de Wiener à valeur dans un espace de Hilbert.

Dans toute la suite on se place sur un espace de probabilité (Ω,F , P ), K un espace de

Hilbert réel séparable muni de la norme et produit scalaire noté par ‖.‖K et 〈., .〉. Nous supposons
que (Ω,F , P ) est complet ,i.e., F contient tous les sous-ensembles A de Ω de mesure de probabilité

nulle,

P ∗(A) = inf{P (F ) : A ⊂ F ∈ F} = 0.

1.1.1 Variable aléatoire gaussian cylindrique dans un espace de Hilbert

Définition 1.1.1 On dit que X̃ est une variable aléatoire gaussienne standard cylindrique dans

K si : X̃ : K → L2(Ω,F ,P) satisfait les conditions suivantes :

(1) L’application X̃ est linéaire.

(2) Pour tout k ∈ K , arbitraire, X̃(K) est une variable aléatoire gaussienne de moyenne nulle

et de variance ‖K‖2k.

8
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(3) Si k, k′ ∈ K sont orthogonaux ,i.e < k, k
′
>K= 0 , alors les variables aléatoires X̃(k) et

X̃(k
′
) sont indépendantes.

Notons que si {fj}∞j=1 est une base orthonormée dans K, alors {X̃(fj)
∞
j=1} est une suite de va-

riables aléatoires gaussiennes indépendantes de moyenne nulle et de variance un. Par linéarité

de l’application X̃ : K → L2(Ω,F ,P) , nous pouvons représenter X̃ comme suit :

X̃(k) =

∞∑
j=1

< k, fj >k X̃(fj).

1.1.2 Processus Q-Wiener cylindrique

Soit (Ω,F , {Ft}t≥0,P) un espace de probabilité filtré à la filtration Ft , et K un espace de

Hilbert réel séparable.

Définition 1.1.2 On dit que la famille {W̃t}t≥0 définie sur l’espace (Ω,F , {Ft}t≥o,P) est un

processus de Wiener cylindrique dans l’espace de Hilbert K si :

1. Pour tout t ≥ 0 , arbitraire, l’application W̃t : K → L2(Ω,F ,P) est linéaire ;

2. Pour tout k ∈ K , arbitraire, W̃t(k) est un Ft mouvement Brownien ;

3. Pour tout k, k′ ∈ K ,arbitraire , et t ≥ 0 , E(W̃t(k)W̃t(k
′
)) = t〈k, k′〉K .

Pour tout t > 0 ,
W̃t√
t
est une variable aléatoire gaussienne standard cylindrique , de sorte que

pour tout k ∈ K, W̃t(k) est peut être représentée par une série convergente P-p.s.

W̃t(k) =

∞∑
j=1

〈k, fj〉KW̃t(fj) (1.1)

où {fj}∞j=1 est une base orthonormée dans K.

Définition 1.1.3 Soit Q un opérateur symétrique défini positive sur un espace de Hilbert sépa-

rable K, soit {fj}∞j=1 une base orthonormée dans K diagonalisant Q , et soit les valeures propres
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correspondantes {λj}∞j=1 . Soit {ωj(t)}t≥0, j = 1, 2, ..., une suite de mouvements Browniens

indépendantes définies sur (Ω,F , {Ft}t,P) . Le processus

Wt =
∞∑
j=1

λ
1
2
j ωj(t)fj (1.2)

est appelé un processus Q-Wiener dans K.

1.1.3 Martingales dans un espace de Hilbert

Définition 1.1.4 Soit H un espace de Hilbert séparable muni de sa tribu de borel . Fixons T > 0

et soit (Ω,F , {Ft}t≥0,P) un espace de probabilité filtré et {Mt}t≤T un processus adapté à la fil-

tration {Ft}t≤T à valeur dans H. Supposons que Mt est intégrable, E‖Mt‖H <∞ . Alors Mt est

une martingale si pour 0 ≤ s ≤ t ,

E(Mt | Fs) = Ms P− p.s.

Théorème 1.1.1 (Inégalités maximal de Doob’s)

Si Mt ∈ Lp(Ω,F ,P) est une martingale à valeur dans H ,ona :

(1) P(sup0≤t≤T ‖Mt‖H > λ) ≤ 1

λp
E‖MT ‖pH , p ≥ 1, λ > 0;

(2) E(sup0≤t≤T ‖Mt‖pH) ≤ (
p

p− 1
)pE‖MT ‖pH , p > 1 .

Nous introduisons, maintenant , l’espace de Hilbert des martingales de carré intégrable à valeur
dans H . Notons que par l’inégalité de Doob’s :

E(sup
t≤T
‖Mt‖H2) ≤ 4E‖MT ‖2H .

Définition 1.1.5 Une martingale {Mt}0≤t≤T est dite carée intégrable si :

E‖MT ‖2H <∞.
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La classe des martingales continu de carées intégrable et notée parM2
T (H).

Puisque Mt ∈ M2
T (H) est déterminé par la relation Mt = E(MT | Ft) , l’éspaceM2

T (H) est un

espace de Hilbert avec le produit scalaire donnée par :

< M,N >M2
T (H)= E(< MT , NT >H).

Définition 1.1.6 Soit Mt ∈ M2
T (H) . Notons par 〈M〉t l’unique processus continu croissant

issu de 0 et adapté tel que ‖Mt‖2H − 〈M〉t est une martingale continue. Définissons un processus

à variation quadratique �M �t de Mt comme un processus continu adapté issu à 0 , à valeurs
dans l’espace des opérateurs symétriques défini positive tel que pour tout h, g ∈ H ona :

< Mt, h >H< Mt, g >H −〈〈〈M〉〉t(h), g〉H

est une martingale.

Lemme 1.1.1 Le processus à variation quadratique d’une martingale Mt ∈ M2
T (H) existe et

unique. De plus,

〈M〉t = tr〈〈M〉〉t. (1.3)

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.22)

1.2 Intégrale stochastique par rapport à un processus de Wiener

Nous allons présnter le concept de l’intégrale stochastique d’Itô par rapport à un processus
Q-Wiener et par rapport à un processus de Wiener cylindrique simultanément.

Soient K et H deux espaces de Hilbert séparables, et soit Q un opérateur symétrique défini

positive (trace) sur K ou Q = Ik , l’opérateur d’indentité sur K.

Dans le cas ou Q est une classe-trace , supposer que ses tous valeures propres λj > 0, j = 1, 2, ... ;

puis l’espace KQ = Q
1
2K muni de produit scalaire

< u, v >KQ
=

∞∑
j=1

1

λj
< u, fj >K< v, fj >K
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est un espace de Hilbert séparable avec une base orthonormée {λ
1
2
j }∞j=1.

Si H1 et H2 sont deux espaces de Hilbert réeles séparables avec {ei}∞i=1 une base orthonormée

dans H1 , alors l’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt de H1 à H2 est définie par :

L2(H1, H2) = {L ∈ L(H1, H2) :

∞∑
i=1

‖Lei‖2H2
<∞}.

1.2.1 Processus élémentaires

Soit E(L(K,H)) la classe des processus élémentaires adaptés à la filtration Ft à valeur

dans L(K,H) qui sont de la forme :

Φ(t, ω) = φ(ω)I{0} +

n−1∑
j=0

φj(ω)I(tj ,tj+1](t) (1.4)

où 0 = t0 ≤ t1 ≤ ... ≤ tn = T et φ, φj , j = 0, 1, ..., n − 1 , sont respectivement F0-mesurable et

Ftj -mesurable à valeurs dans L2(KQ, H) tel que φ(ω), φj(ω) ∈ L(K,H), j = 0, 1, ..., n− 1.

1.2.2 Intégrale stochastique d’Itô pour les processus élémentaires

Pour un processus Q ∈ E(L(K,H)) élémentaire , nous définissons l’intégrale stochastique

d’Itô par rapport à un processus Q-Wiener Wt par :

∫ t

0
Φ(s)dWs =

n−1∑
j=0

φj(Wtj+1∧t −Wtj∧t)

pour t ∈ [0, T ] . Le terme φW0 est négligé puisque P(W0 = 0) = 1 . Cette intégrale stochastique

est un processus stochastique à valeur dans H.
Nous définissons l’intégrale stochastique cylindrique d’Itô d’un processus élémentaire Φ ∈

E(L(K,H)) par rapport à un processus de Wiener cylindrique W̃ par :

(∫ t

0
Φ(s)dW̃s

)
(h) =

n−1∑
j=0

(W̃tj+1∧t(Φ
∗
j (h)))− W̃tj∧t(Φ

∗
j (h)) pour t ∈ [0, T ] et h ∈ H.(1.5)
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La proposition suivante indique l’isométrie d’Itô, qui est essentiel pour faviriser la construction
de l’intégrale stochastique.

Proposition 1.2.1 Pour un processus élémentaire borné Φ ∈ E(L(K,H)) ,

E‖
∫ t

0
Φ(s)dWs‖2H = E

∫ t

0
‖Φ(s)‖2L2(KQ,H)ds <∞ (1.6)

pour t ∈ [0, T ].

Proposition 1.2.2 Soit Λ2(KQ, H) la classe des processus mesurables à valeur dans L2(KQ, H)

définie de ([0, T ]×Ω,B([0, T ])⊗F) à (L2(KQ, H),B(L2(KQ, H))) adapté à la filtration {Ft}t≤T .

Si Φ ∈ Λ2(KQ, H) , alors il existe une suite de processus élémentaire borné Φn ∈ E(L(K,H))

approximation φ dans Λ2(KQ, H) ,i.e.,

‖Φn − Φ‖Λ2(KQ,H) = E
∫ T

0
‖Φn(t)− Φ(t)‖L2(KQ,H)dt→ 0

quand n→∞ .

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.28).

Lemme 1.2.1 (a) Soient T, Tn ∈ L(H) pour chaque h ∈ H , Tnh → Th , et soit L ∈
L2(KQ, H) . Donc

‖TnL− TL‖L2(KQ,H) → 0. (1.7)

(b) Soit A le générateur d’un C0-semi groupe de l’opérateur S (t) d’un espace de Hilbert réel

séparable H, pour Φ(t) ∈ Λ2(KQ, H) tel que E
∫ t

0 ‖Φ(t)‖2pL2(KQ,H)dt→∞ , p ≥ 1,

lim
n→∞

sup
t≤T

E
∫ t

0
‖(e(t−s)An − S(t− s))Φ(s)‖2pL2(KQ,H)ds → 0. (1.8)

(c) Sous les hypothèses dans la partie (b),

lim
n→∞

E
∫ t

0
sup

0≤s≤T
‖(esAn − S(s))Φ(s)‖2pL2(KQ,H)ds→ 0.
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1.2.3 Intégrale stochastique d’Itô par rapport à un processus Q-Wiener

Définition 1.2.1 Intégrale stochastique d’un processus Φ ∈ Λ2(KQ, H) par rapport à un proces-

sus de Q-Wiener à valeur dans K , Wt est l’unique éxtension linéaire isométrique de l’application

Φ(.)→
∫ T

0
Φ(s)dWs

De la classe des processus élementaires bornées à L2(Ω, H) , pour une application de Λ2(KQ, H) à

L2(Ω, H) , telle que l’image de Φ(t) = ΦI{0}(t)+
∑n−1

j=0 Φ(j)I(tj ,tj+1](t) et
∑n−1

j=0 Φj(Wtj+1−Wtj ).

On définie le processus de l’intégrale stochastique par :

∫ t

0
Φ(s)dWs =

∫ T

0
Φ(s)I[0,t](s)dWs.

Théorème 1.2.1 ([15]). L’intégrale stochastique Φ →
∫ .

0 Φ(s)dWs par rapport à un processus

Q-Wiener à valeur dans K, Wt est une isémotrie entre Λ2(KQ, H) et l’éspace de martingale de

carré intégrable continueM2
T (H),

E‖
∫ t

0
Φ(s)dWs‖2H = E

∫ t

0
‖Φ(s)‖2L2(KQ,H)ds <∞ (1.9)

pour t ∈ [0, T ] .

Le processus à variation quadratique intégrale du processus stochastique de Q) et le processus

de plus en plus lié à Z (r) sont donnés par

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.35).

Lemme 1.2.2 Soit Φ ∈ P(KQ, H) . Alors il existe une suite de processus borné Φn ∈ E(L(K,H)) ⊂

Λ2(KQ, H) tel que :

∫ T

0
‖Φ(t, ω)− Φn(t, ω)‖2L2(KQ,H)dt→ 0 quand n→∞

en probabilité et P-p.s.
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Lemme 1.2.3 Soit ψ(t), t ≤ T processus Ft -adapté à valeur dans H , satisfait la condition :

P(

∫ T

0
‖ψ(t)‖Hdt <∞) = 1.

alors il existe une suite élémentaire borné ψn ∈ E(H) tel que :

∫ T

0
‖ψ(t, ω)− ψn(t, ω)‖Hdt→ 0 quand n→∞

en probabilité et presque sûrement.

Définition 1.2.2 Un processus stochastique {Mt}t≤T , adapté à la filtration Ft, avec des valeurs
dans un espace de Hilbert séparable dans H est appelé une martingale locale s’il existe une suite

de temps d’arrêt τn , avec P( lim
n→∞

τn = T ) = 1 , tel que pour tout n, Mt∧τn est une martingale

uniformément intégrable.

Lemme 1.2.4 Soit Φ ∈ P(KQ, H), et τ un temps d’arrêt par rapport à {Ft}0≤t≤T tel que

P(τ ≤ T ) = 1. Définie :

∫ τ

0
Φ(t)dWt =

∫ u

0
Φ(t)dWt

sur l’ensemble {ω : τ(ω) = u}.
Alors :

∫ τ

0
Φ(t)dWt =

∫ T

0
Φ(t)I{t≤τ}dWt.

1.2.4 Intégrale stochastique d’Itô par rapport à un processus de Wiener cy-
lindrique

Définition 1.2.3 L’intégrale stochastique d’un processus Φ ∈ Λ2(K,H) par rapport à un proces-

sus de Wiener cylindrique dans un espace de Hilbert dans K, W̃t est l’unique l’éxtension linéaire
isométrique de l’application

Φ(.)→
∫ T

0
Φ(s)dW̃t
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De la classe des processus élémentaires à L2(Ω, H) à une application de Λ2(K,H) à L2(Ω, H) ,

tel que l’image de Φ(t) = ΦI[0](t) +
∑n−1

j=0 ΦjI(tj ,tj+1](t) et

∞∑
i=1

n∑
j=0

(W̃tj+1∧t(Φ
∗
j (ei))− W̃tj∧t(Φ

∗
j (ei)))ei

.

Nous définissons le processus de l’intégrale stochastique
∫ t

0 Φ(s)dW̃s , 0 ≤ t ≤ T , pour

Φ ∈ Λ2(K,H) par :

∫ t

0
Φ(s)dW̃s =

∫ T

0
Φ(s)I[0,t](s)dW̃s.

Théorème 1.2.2 L’intégrale stochastique Φ →
∫ .

0 Φ(s)dW̃s par rapport à un processus de Wie-

ner cylindrique W̃t dans K est une isométrie entre Λ2(K,H) et l’espace martingale continue

de carré intégrable M2
T (H). Le processus à variation quadratique de l’intégrale stochastique∫ t

0 Φ(s)dW̃s donnée par :

〈〈
∫ .

0
Φ(s)dW̃s〉〉t =

∫ t

0
Φ(s)Φ∗(s)ds

et

〈
∫ .

0
Φ(s)dW̃s〉 =

∫ t

0
trΦ(s)Φ∗(s)ds

=

∫ t

0
‖Φ(s)‖2L2(KQ,H)ds.

Lemme 1.2.5 Soit Wt un processus Q-Wiener dans un espace de Hilbert séparables dans K ,

Φ ∈ Λ2(KQ, H), et {fj}∞j=1 une base orthonormée dans K , alors :

∫ t

0
Φ(s)dWs =

∞∑
j=1

∫ t

0
(φ(s)λ

1
2
j fj)d〈Ws, λ

1
2
j fj〉KQ
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=

∞∑
j=1

∫ t

0
(φ(s)fj)d〈Ws, fj〉K .

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.46).

1.2.5 Le Théorème de représentation de martingale

Théorème 1.2.3 Théorème de la Représentation de Martingale 1 :
Soient H et K deux espaces de Hilbert séparable , Wt est un processus Q-Wiener à valeur dans

K, et Mt est une FWt −martingale continue à valeur dans H tel que E‖Mt‖2H < ∞ pour t ≥ 0

. Alors il existe un processus unique Φ(t) ∈ Λ2(KQ, H)

tel que :

Mt = EM0 +

∫ t

0
Φ(s)dWs

.

Remarque 1.2.1 Si EM0 = 0 le processus quadratique correspondant à Mt et le processus crois-

sant lié à ‖Mt‖2H sont donées par (voir[57]) :

〈〈M〉〉t =

∫ t

0
(Φ(s)Q

1
2 )(φ(s)Q

1
2 )∗ds,

〈M〉t =

∫ t

0
‖Φ(s)‖L2(KQ,H)ds =

∫ t

0
tr((φ(s)Q

1
2 )(φ(s)Q

1
2 )∗)ds.

Théorème 1.2.4 (Lévy) :

SoitMt , 0 ≤ t ≤ T , une martingale de carré intégrable dans K par rapport à la filtration {Ft}t≤T ,
supposons que le processus à variation quadratique est de la forme � M �t= tQ ,t ∈ [0, T ].

Alors Mt est un processus Q-Wiener par rapport à la filtartion {Ft}t≤T .

Théorème 1.2.5 Théorème de la Représentation de Martingale 2 :
Soit Mt, 0 ≤ t ≤ T , est une martingale continue à valeur dans H par rapport à la filtra-

tion {Ft}∞t=0 . Supposons que le processus à variation quadratique est donnée par 〈〈Mt〉〉 =∫ t

0
(Φ(s, ω)Q

1
2 )(Φ(s, ω)Q

1
2 )∗ds , où φ(s, ω) est un processus adapté à valeur dans Λ2(KQ, H) ,

alors il existe un processus Q-Wiener à valeur dans H sur un espace de probabilité prolongée
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(Ω× Ω̃,F × F̃ ,P× P̃),tel que :

Mt(ω) =

∫ t

0
Φ(s, ω)dWs(ω, ω̃).

De plus, le processus de Wiener est peut être construit de façon que ses incréments Wt−Ws sont
indépendantes de Fs pour t ≥ s.

Corollaire 1.2.1 Soit Mt une martingale continue à valeur dans H par rapport à la filtra-

tion {Ft}∞t=0 . Supposons que le processus de variation quadratique est donnée par 〈〈M〉〉t =∫ t

0
ψ(s, ω)ψ∗(s, ω)ds , où Ψ(s, ω) est un processus adapté à valeur dans Λ2(K,H) . Alors il

existe W̃t un processus de Wiener cylindrique dans K sur un espace de probabilité prolongée

(Ω× Ω̃,F × F̃ ,P× P̃) adaptés à la filtration {Ft × F̃t} tel que :

Mt(ω) =

∫ t

0
ψ(s, ω)dW̃s(ω, ω̃).

De plus, le processus de Wiener cylindrique est peut être construit tel que pour tout k ∈ K, les
incréments Wt −Ws sont indépendantes de Fs , si t ≥ 0.

1.2.6 Théorème de Fubini stochastique

La version stochastique du théorème de Fubini permet de calculer des intégrales déterministes
d’un intégrand qu’est un processus intégral stochastique. Dans la littérature, ce théorème est
présenté pour les processus prévisibles, mais il n’y a aucune nécessité de cette restriction si
l’intégrale stochastique est relative à un processus de Wiener.

Théorème 1.2.6 Soit (G,G, µ) un espace mesurable finie , et Φ : ([0, T ] × Ω × G,B([0, T ]) ⊗
FT ⊗ G)→ (H,B(H)) est un plan mesurable de telle sorte que pour chaque x ∈ G , le processus

Φ(., ., x) est {Ft}t≤T - adapté . Soit Wt est un processus de Q-Wiener sur un espace de probabilité

filtré (Ω,F , {Ft}t≤T ,P), alors :

‖| Φ ‖| =

∫
G
‖Φ(., ., x)‖Λ2(KQ,H)µ(dx) <∞ (1.10)

alors
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1.
∫ t

0
Φ(t, ., x)dWt a une version mesurable à partir de (Ω×G,FT ⊗ G) à (H,B(H));

2.
∫
G

Φ(., ., x)µ(dx) est {Ft}t≤T - adaptée ;

3. l’égalité suivantes P− p.s. :

∫
G

(∫ T

0
Φ(t, ., x)dWt

)
µ(dx) =

∫ T

0

(∫
G
φ(t, ., x)µ(dx)

)
dWt. (1.11)

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.58).

Corollaire 1.2.2 Sous les hypothèses du théorème (1.2.6), avec la condition (1.10) remplacé par :

‖| Φ |‖1=

∫
G
‖Φ(., ., x)‖Λ2(K,H)µ(dx) <∞.

1.3 La formule d’Itô

Nous allons présenter un théorème qui donne les conditions dans lesquelles un processus sto-

chastique F (t,X(t)) a une différentielle stochastique, à condition que X(t) a une stochastique

differential.

1.3.1 Le cas d’un processus Q-Wiener

Si Φ ∈ L2(KQ, H) et ψ ∈ H , alors φ∗ψ ∈ L2(KQ,R) ,depuis

‖φ∗ψ‖2L2(KQ,R) =
∞∑
j=1

((φ∗ψ)(λ
1
2 fj))

2

=
∞∑
j=1

〈ψ, φ(λ
1
2 fj)〉2H

≤ ‖ψ‖2H‖φ‖2L2(KQ,H).

Donc, si Φ(s) ∈ P(KQ, H) et ψ(s) ∈ H sont des processus Ft-adaptée , alors le processus

Φ∗(s)Ψ(s) défini par :
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(Φ∗(s)Ψ(s))(k) = 〈Ψ(s),Φ(s)(k)〉H

de sorte que Φ∗(s)Ψ(s) ∈ P(KQ,R) , et défini :

∫ T

0
〈Ψ(s),Φ(s)dWs〉H =

∫ T

0
Φ∗(s)Ψ(s)dWs.

Théorème 1.3.1 Soit Q un opérateur symétrique définie positive sur un espace de Hilbert sé-

parable dans K, Soit {Wt}0≤t≤T est un processus Q-Wiener sur un espace de probabilité filtré

(Ω,F , {Ft}0≤t≤T ,P) . Supposons que X(t) est un processus stochastique 0 ≤ t ≤ T , donnée
par :

X(t) = X(0) +

∫ t

0
ψ(s)ds+

∫ t

0
Φ(s)dWs, (1.12)

où X(0) est une variable aléatoire F0-mesurable à valeur dans H, et ψ(s) est Fs-mesurable P-p.s

à valeur dans H .Processus Bochner-intégrable dans [0, T ],

∫ T

0
‖ψ(s)‖Hds <∞ P− p.s.,

et φ ∈ P(KQ, H).

Supposons que la fonction F : [0, T ]×H → R et telle que F est continue ,et les dérivées partielles

Fréchet Ft , Fx , Fxx sont continues et bornées, alors la formules suivantes :

F (t,X(t)) = F (0, X(0)) +

∫ t

0
〈Fx(s,X(s)),Φ(s)dWs〉H

+

∫ t

0

{
Ft(s,X(s)) + 〈Fx(s,X(s)), ψ(s)〉H

+
1

2
tr[Fxx(s,X(s))(Φ(s)Q

1
2 )(φ(s)Q

1
2 )∗]

}
ds

P-p.s pour tout t ∈ [0, T ] .

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.62)

1.3.2 Le cas d’un processus de Wiener cylindrique

Dans le cas d’un processus Q-Wiener , pour Φ(s) ∈ P(K,H) et P-p.s. Et le processus Ψ(s)

bornée Ft-adapté à valeur dans H, Φ∗(s)Ψ(s) ∈ P(K,R). En plus :
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∞∑
j=1

((Φ∗(s)Ψ(s))(fj))
2 =

∞∑
j=1

〈Ψ(s),Φ(s)(fj)〉2H

≤ ‖Ψ(s)‖2H‖Φ(s)‖L2(KQ,H),

le processus Φ∗(s)Ψ(s) est peut être considéré comme étant à valeur dans K ou K∗ , et on peut

être définie :

∫ T

0
〈Ψ(s),Φ(s)dW̃s〉H =

∫ T

0
〈Φ∗(s)Ψ(s), dW̃s〉K

=

∫ T

0
Φ∗(s)Ψ(s)dW̃s.

Théorème 1.3.2 Soient H et K deux espace de Hilbert réel séparable, et {W̃t}t≤0≤T est un pro-

cessus de Wiener cylindrique à valeur dans K sur un espace de probabilité filtrè (Ω,F , {Ft}0≤t≤T ,P).

Supposer que X(t) un processus stochastique,0 ≤ t ≤ T est donnée par :

X(t) = X(0) +

∫ t

0
Ψ(s)ds+

∫ t

0
Φ(s)dW̃s,

où X(0) est une variable aléatoire F0 mesurable à valeur dans H, et ψ(s) est Fs-mesurable P-p.s

à valeur dans H . Processus Bochner-intégrable dans [0, T ].∫ T

0
‖ψ(s)‖Hds <∞ P− p.s.,

et φ ∈ P(K,H).

Supposons que la fonction F : [0, T ]×H → R et telle que F est continue ,et les dérivées partielles

Fréchet Ft , Fx , Fxx sont continuee et bornées, alors la formules suivantes :

F (t,X(t)) = F (0, X(0)) +

∫ t

0
〈Fx(s,X(s)),Φ(s)dW̃s〉H

+

∫ t

0

{
Ft(s,X(s)) + 〈Fx(s,X(s)), ψ(s)〉H

+
1

2
tr[Fxx(s,X(s))Φ(s)(Φ(s))∗)]

}
ds

P-p.s.pour tout t ∈ [0, T ].

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.69).



Chapitre 2

Equations Différentielles Stochastiques

2.1 Elements de la théorie des semigroupes

Nous passons maintenant aux principes fondamentaux de la théorie de semigroupes des opé-
rateurs linéaires dans le but d’étudier l’existence des solutions classiques et mild, nous devons
rappeler les définitions suivantes.

Définition 2.1.1 ([24]). Pour X un espace de Banach, une famille {S(t)}t≥0 d’opérateurs li-

néaires bornée de X dans lui-méme est un semigroupe de opérateurs linéaires bornée sur X si

(i). S(0) = I, (I est l’opérateur d’identité X).

(ii). S(t+ s) = S(t)S(s), pour chaque t, s ≥ 0 ( la propriété de semigroupe).

Un semigroupe des opérateurs linéaires bornée, S(t), est uniformément continu si

lim
t→0
‖S(t)− I‖ = 0.

Définition 2.1.2 ([24]). Un semigroupe {S(t)}t≥0 d’opérateurs linéaires bornée sur X est un

semigroupe fortement continu des opérateurs linéaires bornée si

lim
t→0

S(t)x = x pour tout x ∈ X.

Un semigroupe fortement continu des opérateurs linéaires bornée est a appelé un semigroupe
de la classe C0 ou simplement un semigroupe de C0, une classe particulérement importante des
semigroupes fortement continus sont ceux qui peuvent etre continues analytiquement comme
fonctions de t.

22
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Définition 2.1.3 ([24]). Soit sδ = {λ : | arg λ| < δ, δ ∈ (0, π/2)} et pour z ∈ sδ soit S(z) soit

un opérateur linéaire bornée. La famille S(z), z ∈ sδ est un analytique semigroupe dans sδ si

(i). z → S(z), est analytique dans sδ.

(ii). S(0) = I, et lim
z→0

S(z)x = x, z ∈ sδ.

(iii). S(z1 + z2) = S(z1)S(z2), pour z1, z2 ∈ sδ.

Clairement, la restriction d’un semigroupe analytique au vrai axe est un C0 semigroupe.

Définition 2.1.4 ([24]). Définissez D(A) un ensemble de x ∈ X pour lequel la limite

lim
t→0

1

t

[
S(t)x− x

]
,

existe, et nous définissons Ax d’être cette limite pour x ∈ D(A). Alors A s’appelle le générateur

infinitésimal de {S(t)}t≥0.

2.2 Equations différentielles stochastiques et leurs solutions

Soient K et H deux espaces de Hilbert réelles séparables , Wt est un processus Q-Wiener

sur un espace complet de probabilité filtré (Ω,F , {Ft}t≤T ,P) avec la filtration Ft satisfait les

conditions habituelles. Nous considérons EDS semilinéaires sur [0, T ] dans H. La forme génerale :

{
dX(t) = (AX(t) + F (t,X))dt+B(t,X)dWt,
X(0) = ξ0.

(2.1)

Ici,A : D(A) ⊂ H → H est le générateur de C0 − semigroupe des opérateurs S(t), t ≥ 0 de

H,ona ‖S(t)‖L(H) ≤ Mexp{α(t)} et si M = 1 , alors S(t) est un semi groupe appelé pseudo-

contraction.
En général, les coefficients F et B sont des applications non linéaires,

F : Ω ∗ [0, T ] ∗ C([0, T ], H) → H,

B : Ω ∗ [0, T ] ∗ C([0, T ], H) → L2(KQ, H).

La condition initial ξ0 est une variable aléatoire F0 -mesurable à valeur dans H.
Nous allons étudier le probleme de l’éxistence et l’unicité :

(A1) F et B conjointement mesurables, et pour chaque 0 ≤ t ≤ T , ils sont mesurables par
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rapport à la σ- algébre produit Ft ⊗ Ct sur Ω× C([0, T ], H).

(A2) F et B sont conjointement continues.

(A3) Il existe une constante l telle que pour tout x ∈ C([0, T ], H),

‖F (ω, t, x)‖H + ‖B(ω, t, x)‖L2(KQ,H) ≤ l(1 + sup ‖x(s)‖H)

pour ω ∈ Ω and 0 ≤ t ≤ T .
Pour chaque t ∈ [0, T ] , nous définisions l’opérateur θt sur C([0, T ], H) par :

θt(x) =

{
x(s) ,0 ≤ s ≤ t,
x(t) ,t ≤ s ≤ T.

L’hypothése (A1) implique que

F (ω, t, x) = F (ω, t, x1)

et
B(ω, t, x) = B(ω, t, x1)

Si x = x1 sur [0, t] , parce que θtx est une fonction de borel de t à valeur dans C([0, T ], H) ,

F (ω, t, θtx) et B(ω, t, θtx) sont égalements des fonctions de borel à t . Avec cette notation (2.1)

on peut écrire comme

{
dX(t) = (AX(t) + F (t,X))dt+B(t,X)dWt,
X(0) = ξ0.

Nous disons que F et B satisfant à la condition de Lipschitz si :

(A4) Pour tout x, y ∈ C([0, T ], H), ω ∈ Ω, 0 ≤ t ≤ T , il exist K > 0 tel que

‖F (ω, t, x)− F (ω, t, y)‖H +‖B(ω, t, x)−B(ω, t, y)‖L2(KQ,H)

≤ K sup0≤s≤T ‖x(s)− y(s)‖H .

Il existe différentes notions d’une solution à la SDE semilinéaire, et nous définissons mainte-
nant des solutions fortes, faibles, mild, et martingale.

Définition 2.2.1 Soit X(t) un processus stochastique définie sur un espace de probabilité filtré

(Ω,F , {Ft}t≤T ,P) adapté à la filtration {Ft}t≤T donc :

(a) est une solution forte de (2.1) si :



2.2 Equations différentielles stochastiques et leurs solutions 25

1. X(.) ∈ C([0, T ], H) ;

2. X(t, ω) ∈ D(A)dt
⊗
dP - presque partout ;

3. La conditions suivantes est satisfaite :

P

(∫ T

0
‖AX(t)‖Hdt <∞

)
= 1,

P

(∫ T

0
(‖F (t,X)‖H + ‖B(t,X)‖2L2(KQ,H))dt <∞

)
= 1;

4. Pour chaque t ≤ T,P− p.s. :

X(t) = ξ0 +

∫ t

0
(AX(s) + F (s,X))ds+

∫ t

0
B(s,X)dWs; (2.2)

(b) est une solution faible (2.1) si :

1. Les conditions suivantes sont :

P

(∫ T

0
‖X(t)‖Hdt <∞

)
= 1,

P

(∫ T

0
(‖F (t,X)‖H + ‖B(t,X)‖2L2(KQ,H))dt <∞

)
= 1;

2. Pour chaque h ∈ D(A∗) et t ≤ T,P− p.s., :

〈X(t), h〉H = 〈ξ0, h〉H +

∫ t

0
(〈X(s), A∗h〉H

+〈F (s,X), h〉H)ds+

∫ t

0
〈h,B(s, x)dWs〉H ;

(2.3)

(c) est une solution mild de (2.1)si :

1. Les conditions précédentes (2.2) et (2.3) ;



26 Equations Différentielles Stochastiques

2. Pour chaque t ≤ T,P− p.s.,

X(t) = S(t)ξ0 +

∫ t

0
S(t− s)F (s,X)ds+

∫ t

0
S(t− s)B(s,X)dWs. (2.4)

On dit que le processus X est une solution martingale de l’équation

{
dX(t) = (AX(t) + F (t,X))dt+B(t,X)dWt,
X(0) = x ∈ H ( déterministe), (2.5)

S’il existe un espace de probabilité filtré (Ω,F , {Ft}t∈[0,T ],P) et Wt est un processus de Q-

Wiener, par rapport à la filtartion {Ft}t≤T , de telle que X(t) est une solution mild de (2, 5).

Contrairement à la solution forte, où l’espace de probabilité filtré et le processus de Wiener

sont donnés, une solution martingale est un système ((Ω,F , {Ft}t≤T ,P),W,X) où l’espace de

probabilité filtré et le processus de Wiener font partie de la solution.

Si A = 0, S(t) = IH , nous obtenons la SDE :

{
dX(t) = F (t,X))dt+B(t,X)dWt,
X(0) = x ∈ H ( déterministe), (2.6)

et une solution de martingale de (2.6) est appelé une solution faible (voir [V iot]).

Proposition 2.2.1 Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un C0-semi groupe sur H

et Wt est un processus Q-Wiener à valeur dans K . Si Φ(t) ∈ D(A) P-p.s. pour tout t ∈ [0, T ] et :

P

(∫ T

0
‖Φ(t)‖2L∈(KQ,H)dt <∞

)
= 1,

P

(∫ T

0
‖AΦ(t)‖L∈(KQ,H)2dt <∞

)
= 1,

puis P(
∫ T

0 Φ(t)dWt ∈ D(A)) = 1 et

A

∫ T

0
Φ(t)dWt =

∫ T

0
AΦ(t)dWt P− p.s. (2.7)
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Preuve 2.2.1 L’égalité (2.7) est vrai pour les processus élémentaire bornée dans E(L(K,D(A)).

Soit Φn ∈ E(L(K,D (A)) un processus élémentaires bornées rapprochant Φ

∫ T

0
‖Φ(t, ω)− Φn(t, ω)‖2L−2(KQ,D(A)) → 0 quand n→∞ P− p.s.

et donc :

∫ t

0
Φn(s)dWs →

∫ t

0
Φ(s)dWs,

A

∫ t

0
Φn(s)dWs =

∫ t

0
AΦn(s)dWs →

∫ t

0
AΦ(s)dWs

en probabilité que n→∞.

Théorème 2.2.1 Supposons que A est un générateur infinitésimal d’un C0-semi groupe de l’opé-

rateur S(t) sur H et que Wt est un processus Q-Wiener à valeur dans K ona :

(a) Si Φ ∈ P(KQ, H) et pour h ∈ D(A∗) et chaque 0 ≤ t ≤ T ona :

〈X(t), h〉H =

∫ t

0
〈X(s), A∗h〉Hds+ 〈

∫ t

0
Φ(s)dWs, h〉H P− p.s., (2.8)

puis X(t) = S ? Φ(t), tel que S ? Φ(t) =
∫ t

0 S(t− s)Φ(s)dWs, Φ ∈ P(KQ, H).

(b) Si Φ ∈ Λ2(KQ, H) , alors pour tout 0 ≤ t ≤ T, S ? Φ(t) satisfait (2.7).

(c) Si Φ ∈ Λ2(KQ, H),Φ(KQ) ⊂ D(A) et AΦ ∈ Λ2(KQ, H), puis S ?Φ(t) est une solution forte.

Théorème 2.2.2 Une solution faible de l’équation (2.1) est une solution mild . Inversement, si

X est une solution mild de (2.1) et

E
∫ T

0
‖B(t,X)‖2L2(KQ,H)dt <∞;

alors X(t) est une solution faible de (2.1). Si, en plus de X(t) ∈ D(A), dp⊗ dt presque partout,

alors X(t) est une solution forte de (2.1).
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Corollaire 2.2.1 Soit {Wt, 0 ≤ t ≤ T} un processus Q-Wiener définie sur un espace de proba-

bilité filtré (Ω,F , {Ft}t≤T ,P), et A le générateur infinitésimal d’un S(t), t ≥ 0 C0-semi groupe .

Supposons que B ∈ L(K,H), f(.) ∈ L1(Ω, H) sont des processus adaptées , ξ0 est une variable

aléatoire F0-mesurable à valeur dans H. Alors l’équation linéaire :

{
dX(t) = (AX(t) + f(t))dt+BdWt,
X(0) = ξ0,

a une unique solution faible donnée par

X(t) = S(t)ξ0 +

∫ t

0
S(t− s)f(s)ds+

∫ t

0
S(t− s)BdWs, 0 ≤ t ≤ T.

2.3 Solutions sous les conditions de lipschitz

Nous prouvons d’abord l’unicité et l’existence d’une solution mild de l’équation (2.1) dans le

cas des coefficients de type Lipschitz. Ce résultat est connu (voir Ichikawa [32]) si le coefficient

F (t, .) et B(t, .) dépendent de x ∈ C([0, T ], H) par x(t) seulement. Nous suivons une technique

extraite du travail de Gikhman et Skorokhod , [25] et de l’étendre à partir de Rn aux processus

à valeur dans H.
Noter que les conditions (A3) et (A4) impliquent,respectivement,que :

‖
∫ b

a
F (t, x)dt‖H ≤ l

∫ b

a
(1 + sup

s≤T
‖(θtx)(s)‖H)dt

et

‖
∫ b

a
(F (t, x)− F (t, y))dt‖H ≤ K

∫ b

a
sup ‖(θt(x− y))(s)‖dt.

Nous allons maintenant énoncer les inégalités utiles pour prouver l’existence, l’unicité, et les

propriétés de la solution de EDS (2.1) . Nous commençons par les inégalités ((7, 8), (7, 9) dans

[7] et (24) dans [11]).

Lemme 2.3.1 Soit Φ ∈ Λ2(KQ, H) et p ≥ 1 alors :

E
(

sup ‖
∫ t

0
Φ(s)dWs‖2pH

)
≤ c1,pE

(
‖
∫ T

0
Φ(s)dWs‖2pH

)
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≤ c2,pE
(∫ T

0
‖Φ(s)‖2pL2(KQ,H)ds

)p

≤ c2,pT
p−1E

(∫ T

0
‖Φ(s)‖2pL2(KQ,H)ds

)
(2.9)

avec les constantes :

c1,p = (
2p

2p− 1
)2p,

c2,p = (p(2p− 1))p(c1,p)
2p2 .

Corollaire 2.3.1 Soit S(t), 0 ≤ t ≤ T est un C0-semi groupe et p ≥ 1 . Pour Φ ∈ Λ2(KQ, H) et

t ∈ [0, T ] donc :

E‖
∫ t

0
S(t− s)Φ(s)dWs‖2pH ≤ C1

p,α,M,TE
(∫ t

0
‖Φ(s)‖2pL2(KQ,H)ds

)p
≤ C2

p,α,M,TE
∫ t

0
‖Φ(s)‖2pL2(KQ,H)ds. (2.10)

Lemme 2.3.2 Soit 0 < α ≤ 1 et p ≥ 1 , et tel que α > 1
p . Alors pour un f ∈ Lp([0, T ], H) , la

fonction :

Gαf(t) =

∫ t

0
(t− s)α−1S(t− s)f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T, (2.11)

est continue et il existe une constante C > 0 tel que :

sup
0≤t≤T

‖Gαf(t)‖H ≤ C‖f‖Lp([0,T ],H).



30 Equations Différentielles Stochastiques

Théorème 2.3.1 Soit H2p un espace des variables aléatoires ξ à valeur dans C([0, T ]) tel que le

processus ξ(t) est conjointement mesurable, adapté, à la filtration {Ft}t∈[0,T ], avec E sup0≤s≤T ‖ξ(s)‖
2p
H <

∞. Alors H2p est un espace de Banach avec la norme

‖ξ‖H2p =

(
E sup

0≤s≤T
‖ξ(s)‖2pH

) 1
2p

.

Soit les coefficients F et B satisfont les conditions (A1),(A3), et (A4). Supposons que S(t) est

ou bien un semi-groupe pseudo contraction et p ≥ 1 ou un C0-semi groupe générale et p > 1 . Alors

l’équation semi linéaire de (2.1) a une solution mild continue unique. Si, de plus E‖ξ0‖2pH < ∞,

alors la solution est dans H2p. Si A = 0, alors l’équation (2.6) a une solution forte unique. Si,de

plus,E‖ξ0‖2pH <∞ , alors la solution est dans H2p , p ≥ 1.

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.97).

2.4 Un Cas Particulier

Nous avons prouvé le théorème d’existence et d’unicité pour les solution mild de l’équation

(2.1), le théorème (2.2.1), pour les C0-semi groupes généraux si p > 1, et pour les semi groupes

pseudo contraction si p = 1.Dans cette section nous incluons le cas p = 1 et un C0-semi groupe

général. Supposons que les coefficients de l’équation (2.1) dépendent de la valeur de la solution

à l’instant t, tel que F (ω, t, x) = F (ω, t, x(t)) et B(ω, t, x) = B(ω, t, x(t)) pour x ∈ C([0, T ], H).

Notons que si F̃ (ω, t, h) = F (ω, t, x(t)) et B̃(ω, t, h) = B(ω, t, x(t)) pour x(t) ≡ h, une fonction

constante alors les condition (A1),(A3) et (A4) sur F et B implique les conditions suivantes sur

F̃ et B̃ :

(A1’) F̃ et B̃ sont conjointement mesurable sur Ω × [0, T ] × H , et pour tout 0 ≤ t ≤ T et

x ∈ H elles sont mesurables par rapport à la σ-algébre sur Ω.

(A2’) Il existe une constante l telle que pour tout x ∈ H,

‖F̃ (ω, t, x)‖H + ‖B̃(ω, t, x)‖L2(KQ,H) ≤ l(1 + sup ‖x(s)‖H).

(A3’) Pour x1, x2 ∈ H,



2.5 Propriété de Markov et l’unicité 31

‖F̃ (ω, t, x1)− F̃ (ω, t, x2)‖H +‖B̃(ω, t, x1)− B̃(ω, t, x2)‖L2(KQ,H)

≤ K‖x1 − x2‖H .

Corollaire 2.4.1 Soit ξ, ξ2, ξ3 ∈ H̃2p , p ≥ 1 . Si F (t, x) = F (t, x(t)) et B(t, x) = B(t, x(t))

satisfait les conditions (A1) et (A3) , alors ils existe un constante Cp,M,α,T,l, tel que

‖I(., ξ)‖2pH̃2p
≤ Cp,M,α,T,l(1 + ‖ξ‖2pH̃2p

).

Si F (t, x) = F (t, x(t)) et B(t, x) = B(t, x(t)) satisfait les conditions (A1) et (A4) , alors il existe

un constante Cp,M,α,T,K‖ξ1 − ξ2‖2pH̃2p
.

Théorème 2.4.1 Soit les coefficients F (t, x) = F (t, x(t)) et B(t, x) = B(t, x(t)) satsisfait les

conditions (A1), (A3), et (A4) . Supposons que S(t) est un C0-semi groupe générale. Alors

l’équation semi linéaire de (2.1) est une solution mild continue uniques. Si, de plus, E‖ξ0‖2pH <∞

, p ≥ 1, alors la solution est dans H̃2p.

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.105).

2.5 Propriété de Markov et l’unicité

Nous examinons la propriété de Markov de solutions mild sous les conditions de Lipschitz sur

les coefficients de la EDSS de (2.1), nous supposons que les coefficients de (2.1) dépendent de t ,

pour F (t, x) = F (t, x(t)) et B(t, x) = B(t, x(t)) en plus, F : [0, T ]×H → H et B : [0, T ]×H →
L2(KQ, H).

Définition 2.5.1 Soit {X(t), t ≥ 0} un processus stochastique à valeur dans H définie sur un

espace de probabilité (Ω,F ,P) est appelé un processus de Markov si elle satisfait la propriété

suivante :

E(ϕ(X(t+ h)) | FXt ) = E(ϕ(X(t+ h)) | X(t)) (2.12)

pour tout t, h ≥ 0 et tout fonction mesurable bornée à valeur réelle.
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Théorème 2.5.1 Soient les coefficients F et B satisfont les conditions (A1),(A3),et(A4). Sup-

posons que S(t) est un C0-semi groupe , et pour u ≤ s ≤ t ≤ T alors ils satisfont la propriété

suivante :

E(ϕ(X(t, u; ξ)) | FW,ξs ) = (Ps,tϕ)(X(s, u; ξ)) (2.13)

pour toute fonction ϕ à valeur réelle , tel que ϕ(X(t, s; ξ)) ∈ L1(Ω,R) pour un arbitraire s ≤ t .

Corollaire 2.5.1 Sous les hypothèses du théorème(2.3.1) , pour u ≤ s ≤ t ≤ T , la solution

X(t, u; ξ) satisfait la propriété de Markov :

E(ϕ(X(t, u; ξ)) | FXs ) = (Ps,tϕ(X(s, u; ξ))

avec Fxs = σ{X(r, u; ξ), u ≤ r ≤ s} pour chaque fonction ϕ à valeur réel tel que ϕ(X(t, s; ξ)) ∈

L1(Ω,R) pour un arbitraire s ≤ t.

2.6 La dépendance de la solution sur la valeur initial

Nous considérons la EDS de semi-linéaire de l’équation (2.1) avec les coefficients F (t, x(t))

et B(t, x(t)) pour x ∈ C([0, T ], H) tels que F et B ne dépendent pas de ω .

Avant que nous étudions la dépendance à l’état initial, nous avons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.6.1 Soit S(t), t ≥ 0 un C0-semi groupe et ξ ∈ L2(Ω, H) et X ∈ C([0, T ], H) étendre

l’opérateur est définie :

Ĩ(ξ,X)(t) = S(t)ξ +

∫ t

0
S(t− s)F (s,X(s))ds+

∫ t

0
S(t− s)B(s,X(s))dWs. (2.14)

Soient F et B satisfait les conditions (A1),(A2),et (A4). Alors , pour 0 ≤ t ≤ T ,

1. E‖Ĩ(ξ,X)(t)− Ĩ(η,X)(t)‖2H ≤ C1,TE‖ξ − η‖2H .

2. E‖Ĩ(ξ,X)(t)− Ĩ(ξ, Y )(t)‖2H ≤ C2,T

∫ T
0 E‖X(t)− Y (t)‖2Hdt .

Théorème 2.6.1 Soit Xn une solution mild à l’équation (2.1), de sorte que l’équation suivante
est :

Xn(t) = S(t)ξn +

∫ t

0
S(t− r)Fn(r,Xn(r))dr +

∫ t

0
S(t− r)Bn(r,Xn(r))dWr.



2.6 La dépendance de la solution sur la valeur initial 33

de plus,les conditions sont :

(1) supn E‖ξn‖2 <∞ .

(2) Avec n→∞ , ‖Fn(t, x)−F0(t, x)‖2H+‖Bn(t, x)−B0(t, x)‖L2(KQ,H) → 0 ,et E‖ξn−ξ0‖2H → 0
.
Donc Xn(t)→ X0(t) dans L2(Ω, H) uniformément en t .

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.112).

Théorème 2.6.2 Supposons que F : [0, T ] ×H → H et B : [0, T ] ×H → L2(KQ, H) satisfait

les conditions (A1),(A3), et (A4) donc :

(a) Si les derivés de Fréchet DF (t, .) et DB(t, .) sont continues dans H et bornée,

‖DF (t, x)y‖H + ‖DB(t, x)y‖L2(KQ,H) ≤ M1‖y‖H (2.15)

pour x, y ∈ H, 0 ≤ t ≤ T , avec la constante M1 ≥ 0 , alors Ĩ : H × H̃2 → H̃2 est continue
Fréchet différentiable,et ses dérivées partielles est :

(
∂Ĩ(x,ξ)
∂x y

)
(t) = S(t)y,(

∂Ĩ(x,ξ)
∂ξ η

)
=

∫ t

0
S(t− s)DF (s, ξ(s))η(s)ds

+

∫ t

0
S(t− s)DB(s, ξ(s))η(s)dWs P− p.s.

avec ξ, η ∈ H̃2, x, y ∈ H, 0 ≤ t ≤ T .

(b) Si en plus, les dérivés de seconde ordere Fréchet D2F (t, .) et D2B(t, .) sont continues dans

H et bornée ,

‖D2F (t, x)(y, z)‖H + ‖D2B(t, x)(y, z)‖L2(KQ,H) ≤ M2‖y‖H‖z‖H (2.16)

pour x, y, z inH, 0 ≤ t ≤ T, est deux fois continuement differentiable Fréchet , et sa seconde
dérivée partielle est :

(
∂2Ĩ(x,ξ)
∂ξ2

(x, ξ)(η, ζ)
)

(t) =

∫ t

0
S(t− s)D2F (s, ξ(s))(η(s), ζ(s))ds

+

∫ t

0
S(t− s)D2B(s, ξ(s))(η(s), ζ(s))dWs P− p.s.
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avec ξ, η, ζ ∈ H2, x ∈ H, 0 ≤ t ≤ T .

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.114).

2.7 Equation backward de Kolmogorov :

Théorème 2.7.1 Equation Backward De Kolmogorov 1 : Supposons que A ∈ L(H) et F , B

ne dépend pas de t , F : H → H et B : H → L2(KQ, H). Soit les dérivés de Fréchet

DF (x), DB(x), D2F (x), etD2B(x) sont continues et satisfait les conditions et ϕ ∈ C2
b (H) , alors

il existe une solution unique u de l’équation Backward de Kolmogorov données par :

u(t, x) = Ptϕ(x)

= E(ϕ(Xx(t))), 0 ≤ t ≤ T, x ∈ H (2.17)

où Xx(t) est une solution (2.1) avec la condition initiale déterministe ξ0 = x ∈ H.

Théorème 2.7.2 Equation Backward De Kolmogorov 2 : Supposons que F et B ne dépend pas de

t , F : H → H et B : H → L2(KQ, H) . Soit les dérivés de Fréchet DF (x), DB(x), D2F (x), etD2B(x)

sont continues et satisfait les conditions (2.15) , (2.16). Si les conditions (A1),(A3) , et (A4)

satisfaites , pour ϕ ∈ C2
b (H) , il existe une unique solution u tel que

(1) u(t, x) conjointement est continue et bornée sur [0, T ]×H,

(2) u(t, .) ∈ C2
b (H), 0 ≤ t ≤ T,

(3) u(., x) ∈ C1
b ([0, T [) pour tout x ∈ D(A).

De plus, u est donnée par la formule (2.17), où Xx(t) est la solution de l’équation (2.1) avec la

condition initial ξ0 = x ∈ H.

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.120).

2.8 L’approximation de type lipshitz des coefficients continus

On construit maintenant les suites des coefficients de type Lipschitz Fn et Bn à valeurs dans
H, qui convergent réspectivement vers les coéfficients continus F et B uniformément sur les par-

ties compactes de C([0, T ], H). Les valeurs de Fn et Bn ne sont pas limités à aucun sous-espace

de dimension finie de H.
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Lemme 2.8.1 Soit F : [0, T ] × H → H ,B : [0, T ] × H → L2(KQ, H) satisfait les conditions

(A1)-(A3) . Il existe de suites Fn : [0, T ]×H → H et Bn : [0, T ]×H → L2(KQ, H) qui satisfait

les conditions (A1)-(A4), avec une constante universelle dans l’état (A3), telle que :

sup
0≤t≤T

‖F (t, x)− Fn(t, x)‖H + sup
0≤t≤T

‖B(t, x)−Bn(t, x)‖L2(KQ,H) → 0

uniformément sur tout compact de C([0, T ], H).

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.126).

2.9 Existence des solutions faibles sous l’hypothèse de la conti-
nuité

Pour obtenir les résultats faibles de convergence, nous avons besoin d’une estimation de
moment d’incréments de solutions à EDS.

Lemme 2.9.1 Soit ξ(t) = x+
∫ t

0 F (s, ξ)ds+
∫ t

0 B(s, ξ)dWs , avec x ∈ H et les coefficients F et

B satisfait les conditions (A1)-(A3), alors :

E‖ξ(t+ h)− ξ(t)‖4H ≤ C(T, l)h2.

Lemme 2.9.2 La condition supn E(‖ξn(t+ h)− ξn(t)‖4H) ≤ Ch2 implique que pour toute ξ > 0,

lim
δ→0

sup
n

P( sup
|t−s|<δ

‖ξn(t)− ξn(s)‖H > ξ) = 0.

Corollaire 2.9.1 Soit Fn et Bn satisfait les conditions (A1)-(A3) avec une constante commune

dans l’état de la croissance (A3). Soit Xn une suite de solutions aux EDSs suivants :

{
dXn(t) = Fn(t,Xn)dt+Bn(t,Xn)dWt,
Xn(0) = x ∈ H.

Puis :
(1) La suite Xn est stochastiquement bornée , i.e., pour tout ξ > 0 , il existe Mξ satisfait :

sup
n

P( sup
0≤t≤T

‖Xn(t)‖H > Mξ) ≤ ξ,

(2) Pour toute ξ > 0 ,

lim
δ→0

sup
n

P(sup |t− s| < δ‖Xn(t)−Xn(s)‖H > ξ) = 0.
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Théorème 2.9.1 considérer l’équation

dXt = a(X(t))dt+B(X(t))dWt, (2.18)

où a : H → H ,B : H → L(K,H), et Wt est un processus de Wiener à valeur dans H de

covariance Q . Supposons les conditions suivantes :

(1) B sont conjointement continu et localement bornée,

(2) 2〈a(x), x〉H + tr(B(x)QB∗(x)) ≤ l(1 + ‖x‖2H),

(3) Il existe un opérateur symétrique linéaire compact S positif sur H,tel que :

2〈S−1a(Sx), x〉H + tr(S−1B(Sx)QB∗(Sx)S−1) ≤ l1(1 + ‖x‖2H).

alors il existe une solution faible de (2.17) avec X(0) = Sx0, x0 ∈ H.

2.10 Semis groupes compacts et existence des solutions martin-
gales

Dans cette section, nous présentons un théorème d’existence pour les solutions martingale

dans le cas où l’opérateur A génère un semi groupe compact. Ce étend le théorème 8.1 dans [11],

puisque nous incluons les coefficients F et B de l’équation (2.1) qui peut dépendre de l’ensemble

des pas d’une solution.

Lemme 2.10.1 Soit p > 1 et 1
p < α ≤ 1. Considérer l’opérateur Gα

Gαf(t) =

∫ t

0
(t− s)α−1S(t− s)f(s)ds, f ∈ Lp([0, T ], H).

Supposons que S(t), t ≥ 0 est un C0-semi groupe compact dans H . Alors Gα est compact de

Lp([0, T ], H) dans C([0, T ], H).

Théorème 2.10.1 Supposons que A est le générateur infinitésimal d’un compact S(t) C0-semi

groupe sur un espace de Hilbert réel séparable dans H. Soient les coefficients de la EDSS (2.1)

satisfait les conditions (A1) - (A3). Alors l’équation (2.1) est une solution de martingale.

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.137).
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2.11 Solutions mild des EDSSs dirigées par un processus de Wie-
ner cylindrique

Soient K et H deux espaces de Hilbert réel séparables, W est un processus de Wiener cylin-

drique dans K définie sur un espace de probabilité filtré complet (Ω,F , {Ft}t≤T ,P) à la filtration

{Ft}t≤T satisfait les conditions habituelles. Nous considérons que la SSDE suivante sur [0, T ] dans

H, avec F0-mesurable la condition initiale ξ :

{
dX(t) = (AX(t) + F (X(t)))dt+B(X(t))dW̃t,
X(0) = ξ.

(2.18)

Soient les coefficients de l’équation (2.18) satisfait les hypothèses suivantes,

(DZ1) A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe {S(t), t ≥ 0} fortement continu sur H .

(DZ2) F : H → H est une application telle que, pour certaines c0 > 0,

‖F (x)‖H ≤ c0(1 + ‖x‖H), x ∈ H,

‖F (x)− F (y)‖H ≤ c0‖x− y‖, x, y ∈ H.

(DZ3) B : H → L(K,H) est telle que pour tout k ∈ K , l’application x→ B(x)k est continue à

partir de H à H et pour tout t > 0 et x ∈ H , S(t)B(x) ∈ L2(K,H) , et il existe une application

locale de carré intégrable K : [0,∞)→ [0,∞) tel que :

‖S(t)B(t)‖L2(K,H) ≤ K(t)(1 + ‖x‖H) pour t > 0, x ∈ H,

‖S(t)B(x)− S(t)B(y)‖L2(K,H) ≤ K(t)‖x− y‖H , pour t > 0, x, y ∈ H.

(DZ4) Il existe α ∈ (0, 1
2) tel que :

∫ t

0
t−2αK2(t)dt <∞.

Définition 2.11.1 Un processus stochastique X(t) définie sur un espace de probabilité filtré

(Ω,F , {Ft}t≤T ,P) ,adaptée à la filtration {Ft}t≤T , est une solution mild de l’équation (2.18)
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si :

P(

∫ T

0
‖X(t)‖Hdt <∞) = 1,

P(

∫ T

0
(‖F (X(t))‖H + ‖S(t− s)B(X(t))‖2L(K,H))dt <∞) = 1,

pour toutes t ≤ T , P-p.s.,

X(t) = S(t)ξ +

∫ t

0
S(t− s)F (X(s))ds+

∫ t

0
S(t− s)B(X(s))dW̃s.

nous aurons besoin le lemme suivants :

Lemme 2.11.1 Soit Φ ∈ Λ2(K,H) , p ≥ 1, alors :

sup
0≤t≤T

E‖
∫ t

0
Φ(s)dW̃s‖2pH

≤ (p(2p− 1))p(

∫ T

0
(E‖Φ(s)‖2pL(K,H))

1
pds)p.

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.142).

Théorème 2.11.1 (a) Dans les conditions (DZ1) - (DZ3), par un arbitraire F0-mesurable et

l’état initial ξ telle que E‖ξ‖2pH <∞,p ≥ 1 , il existe une solution mild unique de(2, 18) et C une

constante, tel que :

‖X‖2pH̃2p
≤ C(1 + E‖ξ‖2pH ).

(b) Si, en plus, la condition (DZ4) est vérifiée, alors la solution X(t) est un processus continu

P-p.s.

preuve. La preuve peut être trouvé dans ([15], p.143).



Conclusion

• Un sujet très avancé est abordé dans le présent travail ,un rappel sur la théorie de calcul sto-
chastique dans des espaces de Hilbert est présenté, notamment le processus Wiener cylindrique,
le processus Q-Wiener cylindrique, les martingales et les processus élémentaires. L’intégration
stochastique par rapport à ces processus a été introduite . Certains théorèmes connus ont été
établis comme celui de la représentation de martingale, de Fubini, et la formule d’Itô .

• Nous avons établi l’existence des solutions des équations différentielles stochastiques dans
des espaces de dimension infinie, les différentes notions des solutions sont établies ; solution forte,
faible , mild et ainsi que la solution martingale sous les conditions de Lipschitz, et de la conti-
nuité. Nous avons étudier par ailleurs l’unicité de la solution et sa relation avec la propriété de
Markov,et bien sûr la dépendance de la solution avec la valeur initiales.

• Comme perspectives, il s’agit d’étudier le comportement de la solution de l’équation diffé-
rentielle stochastique semi linéaire sous des conditions plus restreintes et en particulier le compor-
tement de la solution non Markovienne et l’étude des conditions de l’unicité de cette solution et
par conséquent répondre aux questions ouverts liées aux propriétés ergodiques de cettes solutions.
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