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0.1 Introduction

La théorie des relevements des structures au fibré d’une variété différentielle a débuté vers

I’année 1960 par E.T.DAVIES, PDOMBROWSKI, S.ISHIHARA, M.OKUMURA, S. KOBAYACHI,
S.SASAKI, S.TASHIBANA et K.YANO.
L’utilité des relévements est de prolonger les structures géométriques (structure de contact,
structure complexe etc.) d’une variété différentielle au fibré tangent, de nombreux articles ont
été publiés a propos de ce sujet ; 'exemple de I'article de SASAKI en 1958 qui a y calculé la
métrique du fibré tangent et c¢’était le début de ’étude de la géométrie du fibré tangent.

Notre travail s’intéresse a la géométrie de fibré tangent unitaire qui est une hypersurphace
du fibré tangent d’une variété riemannienne ;

Le premier chapitre a 'ambition de faire comprendre ce que sont les variétés différentielles.

Dans le deuxieme chapitre on étudie les notions de la variété riemannienne et la sous-variété
riemannienne (connexion de LEVI-CIVITA, tenseur de torsion, tenseur de courbure) et on
donnera la définition de 'hypersurface en utilisant les formules de GAUSS et WEINGARTEN.

Dans le dernier chapitre on s’intéresse aux structures géométrique du fibré tangent et du
fibré tangent unitaire, on va voir la construction de la métrique g dite de SASAKI sur le fibré
tangent a partir d’'une métrique riemannienne donnée g sur une variété M et on va munir le
fibré tangent unitaire d’'une métrique induite g de celle de SASAKI g, tout ¢a on va le voir
sur le fibré tangent de la sphére et le fibré tangent de la sphére unitaire, on donnera aussi
I’expression explicite de la connexion de LEVI-CIVITA et du crochet de LIE qui a été calculé
par DOMBROWSKI.



Chapitre 1

Variétés différentiables

Introduction

La géométrie différentielle est une continuité du calcul infinitésimal, elle permet d’étudier
grace aux techniques du calcul différentiel une nouvelle famille d’espaces topologiques appelées
"variétés différentiables”.

Le calcul différentiel permet d’étudier I’évolution d’un phénoméne au voisinage d’un instant
donné (sa vitesse, son accélération) lorsque celui c¢i décrit une portion d’un espace dans lequel on
a une structure d’espace vectoriel normé. Notre but est de montrer qu’on peut faire de 'analyse
mathématique en dehors des espaces qui n’admettent pas de structure d’espace vectoriel normé.
PLus encore, nous pouvons mesurer des portions de la terre, nous nous déplagons entre les villes,
les pays, on peut décrire presque toutes les régions du globe terrestre d’'une maniére adéquate,
en utilisant un petit livre, appelé atlas, formé d’un ensemble de cartes, qui sont des ouverts du
plan R2.

Ici, chaque point du globe peut étre représenté dans une carte. En s’inspirant de la car-
tographie, on définit une variété différentiable de dimension n (n € N) par un atlas qui est
un ensemble d’ouverts de R" appelés cartes. H.Poincaré a saisi I'importance du concept d’une
variété différentiable, il s’est arrété sur les changements de cartes d’un atlas. C’est Whitney (en
1944) qui a réglé définitivement ce probléme; c’est dans les changements de cartes ou réside la
notion de variété différentiable.

Pour se déplacer entre divers villes de notre planéte terre, on choisit assez souvent les chemins
les plus courts (géodésiques), ces trajectoires ne sont pas des droites. La formulation géométrique

de ces notions a conduit & introduire des métriques sur des variétés différentiables (variétés



riemanniennes), et par la suite, & des modéles non euclidiens :

(1) Modéle de Riemann : La sphére S? (munie de la métrique induite par le produit
scalaire habituel de 'espace R3) admet pour géodésiques les grands cercles.

(2) Modeéle de Lobatchevski : le demi-plan de Poincaré est défini par : P = {(z,y) | y >

. Lo 2 2
0} muni de la métrique ds? = Z—H%-

. Ici, les géodésiques sont

(a) les demi droites d’équation x = cte,

(b) les demi-cercles centrés sur 1'axe Ox.

La géométrie différentielle utilise un arsenal trés riche et varié de méthodes mathématiques
faisant de cette branche des mathématiques, un carrefour des mathématiques, nécessitant 1'uti-
lisation de nombreuses théories structurées (calcul différentiel, intégration, algebre linéaire, to-
pologie générale et algébrique, etc,...), comme elle conduit & des directions importantes en
mathématiques et aussi & des applications en physique :

1. Les groupes et algébres de Lie : sont trés importants en mathématiques en raison de
leurs applications fondamentales & la géométrie, a la mécanique, ’analyse, etc,...

2. La géométrie symplectique : traite des objets qui issus de la mécanique

(a) La géométrie symplectique donne le formalisme géométrique de la mécanique hamil-
tonienne classique, il s’agit en fait d’'une géométrie de 1'espace de phase (fibré tangent 7'M,
d’une variété différentiable M, muni de la forme de Liouville); elle permet de calculer aussi
précisément que possible les trajectoires de planétes.

(b) La géométrie symplectique est utilisée en optique géométrique, en mécanique quantique
etc,...

3. Le probléme cosmologique : L’univers (espace-temps) est une variété différentiable
de dimension 4. Le probléme cosmologique consiste & déterminer la forme globale de cette
variété, ainsi que les structures diverses exprimant la distribution et I’évolution de 1’énergie.
Dans sa théorie de la relativité générale, A.Einstein représente le potentiel gravitationnel, donc
les distributions des masses, par une métrique locale d’espace temps. La géométrie locale de
'espace-temps (en particulier les géodésiques, donc les rayons lumineux qui sont des géodésiques
particuliéres) est ainsi déterminé par la distribution de masses, les Ffj de la connexion associée

représentant la magnitude de la force gravitationnelle.



1.1 variété différentiable

La notion de variété différentiable essaie de généraliser le calcul différentiel qu’on sait définir
sur R"™. Pour cela, nous allons introduire des objets mathématiques qui ressemblent localement
a R", afin d’y transférer ce que nous savons déja y faire (i.e. continuité, dérivabilité, vecteurs,
applications diverses...), mais qui globalement ne seront pas topologiquement identiques a R™.
De tels objets nous sont familiers dans R? : une sphére, un tore, un cylindre, une selle, une
nappe... ressemblent localement & R2. Nous voyons toujours ces objets comme sous-ensembles
de R3. Ce que nous allons définir ne peut a priori pas étre vu comme sous ensemble d’un R™.
Nous voulons en donner une définition intrinséque, que nous appellerons variétés, sans faire
référence a un espace plus grand. Nous sommes dans la situation d’habitants d’une sphére qui
voudraient définir leur habitat sans connaitre ni se référer & R3. Un habitant d’une sphére, s’il
était mathématicien, se rendrait compte que localement (et seulement localement) son habitat
ressemble 4 un ouvert de R2. C’est cette propriété qui va étre a la base de la construction
des variétés. Nous allons recoller ensemble des ouverts de R™. Globalement, nous n’auront pas
nécessairement R”, mais localement, nous aurons a notre disposition tout ce que nous savons
faire sur un ouvert de R™.

On peut voir une variété différentiable M de dimension n comme une réunion UU (finie ou
dénombrable) d’ouverts de R”™ dont chaque ouvert est muni d’un systéme de coordonnées locales
(x;)1<i<n €t telle que si U et V sont deux ouverts de M d’intersection non vide, munis respecti-
vement des systémes de coordonnées locales (z;)1<i<n €t (¥j)1<j<n alors chacun de ces systémes
se laisse exprimer différentiablement en fonction de I’autre et dont le jacobien det(%)lgmgn est
non nul.

Un vecteur tangent a une variété M de dimension n, en un de ses points x, par rapport a un
systéme de coordonnées locales (z;)1<i<y , est une famille de nombres réels (u;)1<;<n telle que si,
par rapport a un autre systéme de coordonnées locales (y;)1<i<n , ce vecteur soit représenté par
une autre famille de nombres réels (v;)1<i<n , alors les familles (u;)1<i<n €t (v;)1<i<n représentant

— Oz

ce méme vecteur, sont liées par la relation : u; = 5-Ui -
J

1.1.1 Définitions des Variétés

On considére un espace topologique M. On suppose que cet espace est



1/ a base dénombrable : la topologie de M a une base dénombrable d’ouverts. Cette propriété
est équivalente a l’existence d’un sous-ensemble dénombrable dense (par exemple Q" pour R") ;

2/ séparé : deux points distincts ont des voisinages distincts.

Définition 1.1 Une carte de dimension n sur M est un couple (U, @) formé de
1/ un ouvert U C M ;

2/ un homéomorphisme ¢ : U — p(U) C R™.

L’ouvert U est le domaine de la carte . Pour p € U, o(p) = (2'(p), ..., z"(p)) € R™ : p, qu’'on
appelle une fonction coordonnées. Un point de M peut appartenir & deux domaines différents
correspondant a deux cartes (U, ¢) et (V, ).

Un ensemble de cartes locales {(U;, ¢;)}icr tel que la réunion des U; soit M tout entier est
appelé atlas de la variété.

On dira alors que {U; }ic; est un recouvrement d’ouverts de M. A priori, cet atlas n’est pas

unique. En particulier, la réunion de deux atlas est encore un atlas.

/
{ R"

Définition 1.2 Deux cartes (U, ) et (V 1)) sur M sont compatibles si U NV =10 ou si
wotp L p(UNV) — o(UNV) est un difféomorphisme entre les ouverts de R™.

En coordonnées locales, une carte (U, ¢) donne un systéme locale de coordonnées.

Sur U NV , on a deux systémes de coordonnées ¢ = (z!,..,2") et ¢ = (y', ..., y").



Ces deux applications s’écrivent

La compatibilité signifie que les fonctions f¢ et g sont de classe C°° .

Définition 1.3 Un atlas de dimension n de M est un ensemble A = {(U,,¢,)} de cartes de
dimension n tel que
1/ les ouverts (Uy)aer recouvrent M ;

2/ toutes les cartes de A sont compatibles deux & deu.

Un atlas permet donc de définir des coordonnées locales partout sur M. On dit que deux
atlas sont équivalents si leur union est encore un atlas ,c’est a dire que A = {(U,, ¢,)} et
A= {(Vﬂ, 1%)} sont équivalents si toutes les cartes (U,, ¢,,) et (V,87 1/15) sont compatibles deux

A deux.

Définition 1.4 une variété différentiable est le couple (M, A) ou M est la variété topologique

de dimension n et A est latlas maximal de classe C*° de M, on lappelle aussi la structure

différentiable de M.

Définition 1.5 Une variété différentiable de dimension n est un espace topologique M séparé

et a base dénombrable muni d’une structure différentiable de dimension n .

Définition 1.6 Soient (M™, A) et (N",B) deuz variétés différentiables. On dit que 'appli-
cation f : M — N est de classe C™® si chaque représentation locale de f (respectivement
A et B) est de classe C® c’est & dir si la composition p o f o™ est une application lisse

o(UN f7HV)) — (V) pour toute carte (U, ) € A et (V,1) € B, on dit que f : M — N est



un difféeomorphisme de classe C™ si f et f~lsont de classe C*°.

Remarque 1.7 1/ Sur un espace non séparé il n'existe pas de métrique, puisque tout espace
muni d’une distance est séparé. De méme un sous-espace compact n’est pas forcément fermé et
I'image d’un compact par une application continue n’est pas toujours compact. C’est pour avoir
ce type de propriété que l'on tmpose & une variété d’étre un espace séparé. En revanche, tout
sous-espace d’un espace topologique séparé est séparé.

2/ Base dénombrable : la classe d’équivalence d’un atlas A peut étre représentée par son atlas
maximal qui est l’ensemble de toutes les cartes compatibles avec celles de A. On veut que la
topologie définie par les domaines de ces cartes ait une base dénombrable. Cette hypothése est
importante, sans elle, il est par exemple possible de munir R™ d’une topologie qui le rende ho-

méomorphe & un R¥ muni de la topologie canonique, pour k < n quelconque.

Exemple 1.8 1/R" est une variété différentiable de dimension n pour l’atlas a une seule carte
(R™, id).

2/ Tout R-espace vectoriel E de dimension n est une variété de méme dimension : tout isomor-
phisme ¢ : E — R"™ définit un atlas (E, ). De méme tout ouwvert U C E de l’espace vectoriel
est également une variété, atlas étant (U, ).

3/ L’espace euclidien B" est une variété de dimension n : il est en bijection avec R™ via le

9



choixz d’un systéme de coordonnées x. L’atlas a une carte (E",z) y définit donc un structure

différentiable.
Tous ces exemples sont triviaux puisqu’il s’agit d’espaces homéomorphes a R".

Exemple 1.9 1/ Le cercle S' C R?, muni de la topologie induite, est une variété de dimension
1 : cependant il n'est pas homéomorphe a R (puisque S' est compact). Une seule carte ne sera

donc pas suffisante pour créer un atlas. On définit deux cartes (Uy, ;) et (Us, ps) :

Uy = S"{(1,0)} ; Up=S"\{(-1,0)}
0, = U —]0,27[: (cos@,sinf) — 6

0y : Uy —]—m, 7 (cosB,sinf) — 0

Les domaines de ces cartes recouvrent clairement le cercle : Uy UUy = S*. De plus ¢, 005" est un
difféomorphisme, ce qui montre que les deuz cartes sont compatibles. Ainsi {(Uy, ), (Ua, p5)}
est un atlas et définit une structure différentiable sur S*.
2/ La sphére unité

S*={zeR" |ai+..+a22,, =1} CR"™

est une variété de dimension n.
En effet; on peut construire un atlas en utilisant la projection stériographique, les points

N = (1,0) et S = (—1,0) désignant respectivement les poles nord et sud, on considére les ou-

verts Uy = S" \ {N},et Us = S" \ {S} et les applications

ON - Un — R™

($1,...,$n+1> = 1_131 (3327""'%'71-"-1)

Vg : Us — R"

(.I‘l,...,iUnJrl) — ﬁ(l’g,...,anrl)

Déterminons les applications de changement de cartes o yowg' et pgopy : R™\{0} — R™\ {0}

qui sont des difféomorphismes données par v — W Donce {(Un,¢n), (Us,pg)} défini une

10



structure différentiable sur S™.

3/ Tout sous-ensemble ouvert Q) d’une variété différentiable M est lui méme une variété
différentiable. Sa structure différentiable est definie par Uatlas Aq = {(Ua N Q, ¢, lv.na)}, ot
A={(Ua,¢,)} est un atlas de M.

4/ Soitent M et N deux variétés différentiables de dimensionm etn et d’atlas {(Us, ¢,)}, {(V3,¥5)}
respectivement. Alors [’espace produit M x N est une variété de dimension n+m dont la structure
différentiable est définie par latlas formé de toutes les cartes de la forme {(Ua X V3, ¢, X ¥5)}
00 (9 X V) (P, q) = (¢a(p), ¥s(q)) € R™™.

Le tore T? = St xSt est une variété , de méme que le tore plat de dimensionn , T" = St x... xS

5/ L’espace projectif réel de dimension n noté P"R est l’espace quotion de R"™\ {0} par la

relation d’équivalence

x ~ 1y si et seulement st x et y sont colinéaires

11
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On peut donc considérer P"R comme l’ensemble des droites vectorielles de R™'.On définit
Uespace projectif réel P"R comme ['ensemble des droites vectorielles de R"™t. On note

p: R"\{0} — P"R la projection naturelle.

Exemple 1.10 1) Pour i = 0, . . . , n, on considére l’ensemble V; C P"R des droites qui ne
sont pas contenues dans Uhyperplan {x; = 0} et l'on définit p; Uapplication V; — R™ qui associe
a une droite son intersection avec ’hyperplan affine {x; = 1} ~ R"™. Pour (z;) € R"" non nul,
on note [xg : ... : x,] € P"R la droite passant par le point de coordonnées (z;). Les x; s appellent

les coordonnées homogénes

(o] =[Yo it yn) © INER| (20, ..oy Tn) = AYo, -y Yn)

LonaV;={[zg:...:x,] | & # 0}. L’application de carte est

i - Vi - R™
[zo:...ixy] — x%-(ajl’ ey Ti 1y Tt 1y eey Tpy)
Son inverse est
R™ — Vi
(yb "'ayn> = [yl Dty iy yn]

Ceci nous définit des cartes ¢; = (Vi, ;, R™). Vérifions que ¢, est compatible avec cy. D’une
part, o1 (Vi NVa) = R"\{y; = 0} et (Vi NVa) = R™"\{y; = 0} sont des ouverts de R™.

L’application de changement de cartes est

pr(VinVa) —  p(VanVy)
(y’b) = yil(]-ay%'“ayn)

12



qui est bien de classe C'. De la sorte on établit que les cartes sont deux & deux compatibles.

Les V; recouvrant le projectif, les ¢; forment donc un atlas.

Remarque 1.11 On construit des cartes incompatibles sur des variétés. Considérons par exemple

la droite réelle recouverte d’une part par la carte globale (R, p;) ot
p=Ild:R—=>R:iz—y=zx

et d’autre part la carte (R, ;) ot py = Cube : R — R : z — y = 2% : Les formules de

changement de coordonnées sont

propyt ¢ R=R:zmy=23

(,0204,01_1 : ]R—>]R:y»—>z:y3

1/3

Ces transformations sont continues mais z — y = z/° n’est pas différentiable en z = 0.

1.2 Fibré tangent

Soit M une variété différentielle (ou analytique complexe) et © € M ; pour définir le concept
important de tangence au point x a la variété M, nous utiliserons deux point de vue :

- celui (géométrique) consistant & utiliser les courbes différentiables "tracées sur M au voi-
sinage de x et passant par x;

- celui (algébro-analytique) consistant a "dériver" les germes (en x) de fonctions différen-
tiables définies au voisinage de M et & valeurs dans la variété différentielle R (munie de sa
structure d’atlas a une carte (R, Idg, 1).

Conformément a ces deux points de vue, nous devons donc définir les courbes différentiables

tracées sur R et passant par x et les germes de fonctions différentiables sur R en z.

1.2.1 Espace tangent

Définition 1.12 Une courbe paramétrée sur M est une application v : R —M, de domaine

I C R. Son expression locale dans une carte o : U — R™ et la courbe 7 = po~y: [— R™ | avec



La courbe v est reguliere ent € I (x = ~(t) € M), si pour toute carte ¢ : U — R™ telle

que U contient le point x, son expression locale ¥ = @ o 7 est une courbe requliére en t, i.e

() = ) # 0.

Remarque 1.13 Si v est une courbe requliére en x, on peut toujours changer sa paramétri-
sation pour avoir v(0) = x. Localement, autour de x, on peut aussi choisir une carte ¢ telle
que o(z) = (0,...,0) = 0 €R™. On peut donc toujours avoir une courbe locale 7 : R — R™

—~ —
requliére en y(0) = 0 .

Considérons maintenant une variété différentiable M et un point = de M. On note C 'en-

semble des courbes dans M qui sont différentiables et qui passent par x

vi ]—gel - M

; 7(0) ==z
t = ()

Définition 1.14 Deux courbes 7, et 7, sont tangentes au point x si v,(0) = v4(0) = x et s’ il

existe une carte locale (U, p) telle que x € U et 4(p071)(0) = L(p o0 7,)(0).

La définition est indépendante de la carte choisie. En effet si (V,1) est une autre carte

autour de z, on a

org®) = Lo o poml)
d

= Doy H(p(x))o E(SO °71)(0)

= Doy H(p(x))o i(@ °07,)(0)

dt
= L Wwon)0

14



On définit ainsi une relation d’équivalence sur ’ensemble des courbes passant par x : v, ~ 7,
si elles sont tangentes en .
Cette relation signifie que nous considérons deux courbes 7, et 7, comme équivalentes si

elles ont méme « vecteur tangent en 0 dans R" », sur n’importe quelle carte locale.

Définition 1.15 Un vecteur tangent a M en un point x est le vecteur tangent a une courbe
v : R — M au point v(0) = x (ou elle est reguliére). On appelle espace tangent a M en
x U'ensemble T, M des vecteurs tangent a M en x, c’est- a-dire [’ensemble des vecteurs tangents

en x o toutes les courbes sur M qui passent par x et y sont requliéres.

Par définition, ’espace tangent en x a M est I’ensemble des classes d’équivalences dans C
pour cette relation. Cette définition signifie donc que T, M est constitué des « tangentes » des
courbes dans M. L’indépendance vis & vis du choix des coordonnées locales est essentielle pour
assurer la cohérence de cette définition.

Il faut cependant souligner qu’un « vecteur tangent » & M n’a pas de sens si M n’est pas
un sous-ensemble de R™. La tangente est plutot vue ici dans R”, grace aux cartes locales.

Bien que nous puissions visualiser les vecteurs (au moins dans R"), cette définition ne fait
pas apparaitre une structure d’espace vectoriel de T, M. C’est pourquoi nous avons recours a
une seconde définition.

On considére I’espace vectoriel des fonctions de classe C! sur M,
F(M)={f: M —R|f declasse C'}

Cet espace vectoriel est une algebre pour le produit usuel des fonctions : (fg)(z) = f(x)g(z).

15



Pour xz € M, nous définissons sur F (M) une relation d’équivalence :
f ~g< 3U C M,U ouvert avec z € U, tel que fjy = giv

On note C)(M) = F(M),/ ~ Densemble des classes d’équivalence dans F(M) pour cette
relation. Le produit sur F (M) passe au quotient. Donc C) (M) est une algebre.

Sur cet ensemble de fonctions on définit des opérateurs.

Définition 1.16 Une dérivation en x est une application linéaire D, : CL(M) — R qui vérifie
la régle de Leibniz. Autrement dit, D, est une dérivation si, pour tous réels a et (3, et toutes
fonctions f, § dans CL(M),

(i) Dy-(af + 83) = aDy-f + BD,-G (linéarité),

(ii) Do+(f.§) = g(x)Da-f + f(x) DG (Leibniz)

Définition 1.17 [’espace tangent en x a M, T, M, est l’espace vectoriel des dérivations sur

CL(M).

Remarque 1.18 la relation d’équivalence définie sur F(M) sert a ne faire dépendre D,-(f) que
des valeurs de f « autour » de x. En effet; la seule information que f puisse conserver de f est
son comportement dans un voisinage ausst petit qu’on le veut de x . Donc aucun autre point
que x ne peut intervenir dans la définition d’une dérivation D, sur CL(M). Ensuite, la relation
de Leibniz assure que cette dépendance ne peut se faire qu’au mazximum par la premiére dérivée

de f en x, car une dérivation d’ordre supérieur ne serait pas compatible avec cette relation.

Exemple 1.19 1/ Plagons dans le cas M = R"™. Pour tout u € R™ on pose (zg,u).f = dfy,(u).
Le couple (xg,u) définit bien une dérivation en xo. Désignons par (e;)1<i<n la base canonique

de R"™. Pour touti(i =1,...,n), on a :

(10,60 = () = o) = (3ol )

)

quelle que soit la fonction f € D, (R™ R) . Ainsi, le couple (xo,¢;) s’identifie a l'opérateur de
dérivation (a%i)xo ;
0
Zo, €) = x
(10:60) = (3o




(21, ..., T,) étant le systéme de coordonnées cartésiennes.

2/ Pour toute carte (U, = (1, ...,x,)) en xo, on associe n dérivations en xy en posant

5 0

(o)

pour tout f € D, (M,R).

|"--- o
[ 5T w | 4
. == F. -
f ¢ w’ﬁ\"l — %] I (p) ™
’ I P 1 C— |
¥ - - - |
I, e | -~ -
I| "\-\_\ e ., //-' o -~
| Y et - T -
— \\ o £ =
- — N y
4 .‘I.ir P '\1 Fi E_ﬁ
-~ kY
e \ fox~
“«r

Equivalence des définitions
Ces deux définitions sont équivalentes, nous pouvons les relier de la fagon suivante. Soit

v € C un représentant d’une classe de C/ ~ . Soit f € F(M) un représentant d’une classe

de C°(M). On définit
une dérivation associée & 7y par la formule :
~ df
— (= (Y(?) )=
F e G 0)mo
On vérifie bien que c’une dérivation sur C°(M), c’est & dire que le résultat ne dépend que des
classes de f et 7. Nous avons ainsi une relation entre la premiere définition et la seconde. Il est

possible de montrer que cette application est une bijection.
Nous tirons de tout cela que T, M est un espace vectoriel, dont tout vecteur X (z) peut étre

vu soit comme la dérivée d’une courbe (non unique) passant par x, donc comme un « vecteur

», soit comme une dérivation en x sur les fonctions définies au voisinage de .
ey )

Puisque nous avons un espace vectoriel, il est utile d’en trouver une base. Soient (z1,

i

des coordonnées au voisinage de 2. Une base de T,,M est donnée par les n dérivations (5-).,
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pour 1 < i < n, dont les courbes associées sont les v, définies par : z;(7,(t)) = 0 pour j # i et
zi(7;(t)) = t.

En particulier, la dimension de T, M en tant qu’espace vectoriel est la dimension de M en
tant que variété. Donc tout vecteur X (z) € T,M sécrit X(x) = Xi(x)(a%i)w? ou les X;(z)
sont des réels. Cette écriture a 'avantage de suggérer que X () est un vecteur puisqu’il a n

composantes Xi(x), ..., X,(z), et que c’est aussi une dérivation. De plus, si la courbe définit ce

vecteur, avec bien str (0) = z, alors nous avons

Proposition 1.20 L’espace tangent T, M est un espace vectoriel de dimension n et [’ensemble

0
{ Ozt

2| 1 =1,...,n} forme une base de T, M en coordonnées locales.

Exemple 1.21 1/ Soit v : I — S™ une courbe sur la sphére unité dans R" ™ tel que v(0) = x
et v(0) = X. La courbe satisafait a (y(t),y(t)) = 1, alors <7(t),7(t)> + <7(t),q'/(t)> = 0. Donc,
(x,X) =0, (i.e) tout vecteur tangent X € T,S™ est orthogonal & x. D’autre part, si X # 0 tel

que (x, X) =0, alors v : R — S" avec v : t + cos(t | X|).x + sin(t \X\)|§—| est une courbe sur S"

avec ¥(0) = x et v(0) = X. Par conséquent,

szn = {X S Rn+1 ’ <$,X> = 0}

1.2.2 Application Tangente

Définition 1.22 Soient M™ et N" deux variétés différentiables et soit f : M — N une appli-

cation de classe C'*°. L’application tangent de f au point x est [’application linéaire ;

fo 1 TeM — TyyN définie par;

(fev)g = v(go f), Vg € C*(f(p),v € T,M

On peut écrire aussi T, f ou fiy.

Remarque 1.23 1. f.v est un vecteur tangent au point f(x) pour tout v € T, M et l'applica-
tion f, est linéaire.

2. 5i M =R™et N =R", alors f.. = f'(z) (avec Uidentification canonique T,R"™ ~ R™).

3. Soient M, N et L trois variétés différentiables et f: M — N , g : N — L deux applications

de classe C*°, alors
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(90 f)ep = Gus(p) © fop

pour tout p € M.
4. L’interprétation de l’application tangente en utilisant les courbes :

soit v € T,M et soit; v: I — M une courbe de classe C* telle que y(0) = p et v, = v.

Remarque 1.24 soit f : M — N une application de classe C*° et o = fo~: I — N, alors,

f*?} = do.

Soit ¢ = (z',...,2™) les coordonnées locales de x € M™ et ¢ = (y*, ..., y") les coordonnées
locales de f(x) € N". La matrice de f, : T,M — TN par rapport a les bases (%)x,
i1=1,..,met (%)ﬂm),j =1,..,n est

0 i ) 9
—_ — T < . < )
f*<a$])w ;f*(—axj)xy (—ayi)f(x), 1<7<m

Ainsi on obtient la matrice (a;;) dont la dimension est n x m; a;; = fu(3% ).y’ = 52 (y'o f), cela
s’appelle la matrice jacobienne de f au point = (par rapport & des bases données). En tant que
matrice, c’est la méme matrice de 'application g(z(p)) , g =1 o fo@™! par rapport aux bases

standards de R™ et R™.

Théoréme 1.25 Soit f : M — N de classe C* et x € M. Alors [ est un difféomorphisme

locale au point x si est seulement si f, : T,M — Tj,)N est un isomorphisme.
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Exemple 1.26 1/ l’espace tangent d’un espace vectoriel de dimension n

Soit V' un espace vectoriel (réel) de dimension n . Rappelons que tout isomorphisme (linéaire)
vV — R" induit la méme C'*-structure sur V, ainsi nous pouvons identifier V et T,V de fagon
naturelle pour tout x € V : si p € V, alors il existe un isomorphisme canonique v : V — T,V.

En effet; soitv eV ety :R =V, y(t) = x4+ tv et on pose i(v) = 7(0)

2/ 51V =R", alors T,R"™= R".
3/ 8i f: M — R est de classe C* et x € M,on définit la differentielle de f par df : T,M — R
telle que dfv =v(f), v eT,M, on peut la désigner aussi par df, par lisomorphisme :

i: R — TyR on obtient df = it o f., nous identifions df = f..

fa

T‘_r_.‘u.r T - TI:T“[F‘

4/ Uespace tangent d’une variété produit

Sotent M et N deux variétés différentiables et soient;

™ MxN-—-M

T : MXN—N

deux projections ,en utilisant ces projections on peut identifier T, (M x N) et T, M &T,;N d’une
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facon naturelle ; on défini un isomorphisme canonique

T TpgogMxN) — T,M & T,N

v = TU = T4V + Mo,V
~~ =~

€TpM  €TpN
1.2.3 Fibré tangent

Sur une variété, la notion de dérivation garde un sens. Dans ces conditions, on aimerait bien
avoir un résultat analogue a celui obtenu pour les dérivations ponctuelles : une dérivation sur
une variete M devrait pouvoir nous permettre d’associer a chaque point x de M un vecteur
tangent X, de T, M. Pour ce faire, nous allons montrer que 1’ensemble des vecteurs tangents
est lui-meme une variété d’'une fagon naturelle.

Posons tout d’abord

Définition 1.27 Soit M une variété differentiable. On définit le fibré tangent T M de M comme
union disjointe de tous les espaces tangents de M (i.e)

™™ = U T, M
zeM

Les points de T'M sont les couples (z,v) ouz € M et v € T,M et 7 : TM — M la projection
m(x,v) = x. Pour le moment, T'M est la somme ensembliste des différents éspaces vectoriels

tangents a M, sans aucune topologie. Pour chaque carte (U, ¢), I'application

est une bijection de TU sur (U} x R™.

Un atlas (U;, p;)ier de M étant donne, on munit 7'M d’une topologie en imposant les
conditions suivantes :

a) les TU; sont des ouverts de T'M.

b) les applications ®; sont des homeomorphismes.

Autrement dit, Q C TM est ouvert si et seulement si ®;(2 N TU;) est, pour tout i, un

ouvert de (U} x R"™. Pour voir que ces conditions sont cohérentes, on remarque que, d’aprés
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la définition méme de 1’espace tangent, si U; N U; # ¢, 1’application

Dio®; ' o (U;NU;} xR — 0;(U;NU;} x R™
(y,v) = ((pio@i )W), Tulpi 0 97 ()

est un homéomorphisme, et méme un difféomorphisme. On a donc défini une topologie sur T'M
qui en fait une variété topologique munie de ’atlas (TU;, ®;);c;. Cet atlas étant lisse, T M est
une variete lisse de dimension 2dimM (si M est une variété C? avec p > 0, alors T'M est une
variete CP~1). Cette variété s’appelle le fibré tangent & M.

Le fibré tangent TM a une structure canonique d’une variété differentiable.

Théoréme 1.28 Soit M une variété differentiable de dimension n, le fibré tangent T'M de M
est muni de la topologie naturelle et d’une structure de variété lisse de dimossion 2n telle que

la projection m: T M — M est lisse.

[T T
.-""f
x Ul = R™
—
T M
_._,_,..--'_'_'_'_'_'_‘—-...__ x
v P - =U

Définition 1.29 Soient E, B, F' trois variétés. Une application lisse p de E dans B est une
fibration (de base B, de fibre type F' et d’espace total E) si pour tout x € B, il existe un ouvert

U contenant x et un difféomorphisme ® : p~1(U) — U x F tel que le diagramme

@
p~HU) —=UxF
D pry

U

soit commutatif. On appelle espace fibré le quadruplet (E,p, B, F).

Proposition 1.30 La projection canonique p de T'M sur M est une fibration.
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p L U)=TU;, — U;xR
& — (&, Tp())

Preuve. II suffit d’introduire 1’application

L 7 % R¥
i N \
'JT_]'E-'r v [ H, ]R \f-_';\-
—k
T w1
E' ! m Ed L 'JT]_
—_—
L Ir

Remarque 1.31 [a réstriction de ; la fibre T, M de x est un isomorphisme d’espaces vectoriels

de T, M surR".

Définition 1.32 Un fibré vectoriel réel sur une variété B est un espace fibré (E,p, B, F) tel
que

a) la fibre type F et les fibres p~1(b), b € B sont des espaces vectoriels reels ;

b) pour toutes trivialisation locale p, la restriction de p a p~*(b) (qui envoie p~*(b) dans {b} x F

induit un isomorphisme d’espaces vectoriels sur F. La fibre p~*(b) est notée Ej,.

Remarque 1.33 Ainsi le fibré tangent est difféomorphe localement o un produit :
71 U) ~ U x R" (on appelle une trivialisation locale). En général TM n’est pas globalement
trivial, c’est-a-dire qu’il n’existe pas de difféomorphisme de T M dans M x R™ linéaire le long

des fibres.

Exemple 1.34 1/ Le fibré tangent & R™ admet une trivialisation globale TR™ ~ R" x R™ via
["identification canonique T,R™ ~ R"™.

2/ Le fibré tangent au cercle S' admet une trivialisation globale car il est difféomorphe au
cylindre : TS' ~ S x R. En revanche le fibré tangent TS* n’admet pas de trivialisation globale.
En effet; Le fibré T'S™ est trivial pour n = 1;3;7. L’explication est que ces trois sphéres sont

des groupes de Lie pourn =1;3 :

St=1U(1); S* =SU(2)
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(si G est un groupe de Lie alors TG est toujours trivial).

2. Le fibré TS™ n’est pas trivial pour n pair. La preuve passe par l'inexistence de n sections
linéairement independentes. En effet ; toute section de T'S™, pour n pair, s’annulle en au moins
un point. Ce théoréme a été énoncé par Poincaré a la fin du 19 éme siécle, et demontré par
Brouwer en 1912, avec des notions de topologie algébrique (caractéristique d’Euler et indice de

Poincaré-Hopf ).

Pour motiver la définition d'un fibré vectoriel & S?, considérons un vecteurs tangents a la
sphére S? de R3. A chaque point # € S?, il ya un plan tangent IP,. Ceci est un espace vectoriel
de dimension 2.Si nous considérons un vecteur v, dans P, comme un vecteur de R?, alors la
convention standard en algebre linéaire serait d’identifier v, avec tout son paralléle translaté, et
en particulier avec I'unique translation 7 (v,) ayant son origine dans R3. L’association v, — T
(v,) définit une fonction 7 : T'S?* — R? ou T'S? est ’ensemble de tous les vecteurs tangents v, en
x. Cette fonction 7 est surjective mais pas injective pour tout x dans un grand cercle en S?. En
outre 7 (0,) = 0 pour tout x € S?, alors 77!(0) est une sphére enti¢re. D’autre part, la fonction
7:TS? - S2XR3, v, — (z,7 (v,)), est injective, et peut étre utilisé pour définir une topologie
sur TS? comme un sous-espace de S? x R?, & savoir le sous-espace comprenant des paires (z, v)

avec v orthogonal a x.

Ainsi T'S? est d’abord un espace topologique, et deuxiémement, il est I'union disjointe de
tous les espaces vectoriels P, pour z € S?. On peut penser que T'S? est comme une famille
continue d’espaces vectoriels paramétrées par des points de S?. La plus simple famille continue
d’espaces vectoriels de dimension 2 paramétrée par les points de S? est bien stir le produit
S? x R2. Est-ce que c’est vraiment T'S? ?

Plus précisément, nous pouvons nous demander s’il y’a un homéomorphisme
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h:TS* — S? x R? qui envoi chaque plan P, au plan {z} x R? par un isomorphisme d’espace
vectoriel. Pour chaque vecteur non nul fixe v € R? la famille de vecteurs v, = h™!(z, v) seraient
un champ continu de vecteurs tangents non nuls & S?, qui n’est pas vrais toujours. Donc T'S?

est véritablement tordu, et nest pas sous la forme d’un produit S? x R2.

1.2.4 Champs de Vecteurs

Jusqu’a maintenant nous avons vu les notions d’espace et de vecteur tangents en un point,
qui correspondent aux mouvements infinitésimaux & partir d’une configuration donnée. En
considérant toutes les configurations possibles, nous sommes maintenant en mesure de définir
des mouvements sur toute la variété : ces mouvements vont étre introduits comme des systémes
dynamiques, c’est-a-dire des équations différentielles. Du point de vue des espaces de configura-
tions, cela signifie que ’on caractérise les mouvements par la donnée en tout point de la vitesse.
L’outil principal sera ainsi la notion de champ de vitesse ou de champ de vecteurs : il s’agit

d’une application assignant & chaque point x de la variété un vecteur X, de ’espace tangent.

Définition 1.35 Un champ de vecteurs différentiable (ou champ de vecteurs) sur M est une
application différentiable X : M — TM qui, & un point x € M, associe un couple formé de x

et d’un vecteur tangent & M en x : X(z) = (x, X,). Autrement dit, m o X = idy;.

On notera X(M) Pensemble de tous les champs de vecteurs sur M.
De méme qu’un vecteur tangent en x définit une dérivation sur 'ensemble des germes C*(z),
un champ de vecteur définit une dérivation sur ’ensemble C*°(M) des fonctions de M dans R

de classe C'*°. En effet ’application

C=(M) — C=(M)
g = X(g) tel que X(g)(z) = X.(9)

définie par un champ de vecteurs X est linéaire et vérifie la régle de Leibniz. L’ensemble X(M)

s’identifiera donc avec I’espace vectoriel de dimension infinie des dérivations sur C*°(M).

Exemple 1.36 (Champs de vecteurs sur R™). En la base naturelle de T,R™, tout champ de

vecteurs sur R™ s’écrit comme




ott X' est une fonction différentiable de R™ dans R™. En particulier, pour i =1, ...,n, Uapplica-

tion
0

cx e (x,

ox’
est un champ de vecteurs sur R™.
En tant que dérivation, ce champ de vecteurs est la dérivée partielle par rapport & x*, c’est-a-dire

lapplication g — %. On pourra réecrire le champ de vecteurs X comme la dérivation

0 0 n. . 0g
X=X'—t . +X"—: XL
Ox! et gz 9 1:21 ox'

Un champ de vecteurs sur R™ peut aussi étre considéré comme une application de R™ — R™ en
Uidentifiant & © — (X' (z), ..., X"(z)).
Considérons une carte (U,p) de M, avec ¢ = (', ...,¢"). Sur le domaine U de la carte, tout

champ de vecteurs X sur M s’écrit

0
oz’ 2

X:xeUw (z,) X(z)
i=1

ou X' = X(z') € C>°(M).

En particulier, comme U est lui méme une variété, l’application de U sur 7= (U)

=dy oiO¢:$t—>($,i|x)CTwM:TxU
! oz’

définit un champ de vecteurs sur U. On [’appelle champ de coordonnées.

Proposition 1.37 Les champs de vecteurs sur M sont les dérivations de C*°(M) & valeurs
dans C*(M), i.e.
X(M) =~ Der(C>(M),C>*(M))

Exemple 1.38 (Champs de vecteurs sur les sphéres)

1/ Sur S' = {e"}, tout champ de vecteurs est de la forme X; = f(t)L, avec f € C(S),

2/ Sur S* = {(z,y,2) € R¥| 2% +y* + 22 = 1}, tout champ de vecteurs est de la forme

0 0 0
X(I,y,Z) = f(ﬂf,y,2’>% + g(xayaz)a_y + h(m‘ayaz)a

avec f,g,h € C=(S?) telles que v f(x,y, z) + yg(z,y,z) + zh(z,y, 2z) = 0.

26



Définition 1.39 Une algébre de Lie est un espace vectoriel g muni d’une opération bilinéaire
[ ,] qu’on appelle crochet de Lie, qui a les propriétés suivantes :
1/ le crochet est antisymétriques : [a,b] = —[b, a], pour tout a,b € g;

2/ le crochet satisfait lidentité de Jacobi : [[a, b], c|+[[c, a], b]+[[b, ], a] = 0, pour tout a,b, c € g.
Par conséquent, on a

Corollaire 1.40 Les champs de vecteurs X(M) forment une algébre de Lie, avec crochet
(X, Y]f = XY(f) - Y(X(f)), felC™(M)

qut vaut en coordonnées locales,

n QY7 0XI 0
XY = X'— Y —)——
XY o ”2221( oxt ox’ )835]

Preuve. Le crochet de Lie sur X(M) est induit par le crochet de Lie naturel sur les dériva-

tions Der(C*®(M),C>*(M)), donné par [Dy, D3] = Dyo Dy — DyoD;. ®

Proposition 1.41 Si X,Y, Z € X(M), a,b € R; et f,g € C(M), alors,
1/ [a,a] =0, pour tout a € g;

2/ [aX +bY,Z] = a[X, Z] + b]Y, Z],

3/ Uidentité de Leibniz : [ X,Y], Z] + [[Z, X],Y] = [X,[Y, Z]],

3/ 11X, g¥] = f9lX,Y] + FX(9)Y — gY (F)X.

Lemme 1.42 Soient (U, ), ¢ = (1, ..., p,,), une carte et % =0;,1=1,...,n, les cootdonnées

de champ de vecteur correspond, alors

1.3 Connextions Linéaires

Nous allons introduire maintenant une nouvelle structure sur une variété M. Cette structure
nous permettra de définir une nouvelle dérivation, la dérivation covariante. Cette dérivation

agira sur les champs de vecteurs, en général.
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Définition 1.43 Une connexion linéaire sur M est une application V

Vi X(M)x X(M) — X(M)
(X,Y) — VxY

vérifiant les propriétés suivantes
1)Vx(Y+2Z)=VxY +VxZ
2)Vixiv)Z =VxZ+VyZ

3)VixY = fVxY

4) VxfY = fVxY + X(f)Y

pour tous X, Y, Z € X(M), fe C>®(M)

Définition 1.44 Soit V une connexion sur M et (U, @) une carte sur M de coordonnées locales

(1, T2y .oy ). On défini une fonction différentiable Ffj :U — R par

appelé symboles de Christoffel.

En général,

Oy 0
VxY = X%W + ngﬂ)%

Vx : X(M) — X(M) est la dérivée covariante associée & la connexion linéaire V.

Exemple 1.45 1/ Une connexion affine est une sorte de dérivée directionnelle de champs de
vecteurs sur une variété. Imaginez un champ de vecteurs V. sur R" (qui est une appliaction

R"™ — R™). Prenez un point et choisissez un vecteur tangent X € T,R™ ~ R".

On note par VxV la dérivée covariante de V en p dans la direction X. on écrit X = ai%.
Alors
dV
VxV = a'— eT R"
X dx? P
2/ On peut voir la connexion canonique sur R™ comme VxY = X (Y7) d(j:i = X"‘gf d?;i‘ les

d
dxt

symboles de Christoffel Ffj de la connexion par rapport a la base sont identiquement nuls.
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1.3.1 Aspect géométrique

Cette dérivée covariante permet de définir une dérivation covariante le long d’une courbe
dans M, elle nous donnera une interprétation géométrique de la connexion. Pour cela, soit
donné un champ de vecteurs Y () le long d’une courbe 7. C’est & dire que Y'(t) n’est défini
qu’au dessus des points y(t) de M. Alors la dérivation covariante de Y (¢) le long de ~, notée
%Y , est par définition

Pt =V, Y )
c’est une dérivation le long d’'un paramétre t. On remarquer que la donnée de la dérivation
covariante le long de toute courbe est équivalente & la donnée de la connexion linéaire V,
puisque tout vecteur est tangent a au moins une courbe.

Nous dirons que le champ Y (t) est parallele le long de ~y si pour tout ¢, %(t} = 0. Pour une

condition initiale Y(0) € T))M donnée, il existe un unique champ de vecteurs Y (t) parallele

le long de v qui admet cette valeur en ¢ = 0. Ceci définit alors une application
Syt Tyo)M — Ty M

qui & Y(0) associe Y (h) ou le champ Y (¢) est I'unique solution ci-dessus, de valeur initiale Y'(0).

Cette application est linéaire et inversible, elle porte le nom de transport paralléle le long de ~.

~h

Y(0) ! L Ily(n)

Définition 1.46 Soit V une connexion sur une variété différentiable M. Alors,

1/ le tenseur de torsion T de V est une application

T: X(M)xX(M) — (M)
(X,Y) — T(X,Y)=VyY - VyX — [X,Y]
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2/ le tenseur de courbure R de V est une application

R: X(M)xX(M)xX(M) — X(M)
(X, Y, Z) = R(X, Y)Z = VXVyZ - VYVXZ - V[X7y}Z

pour tout X,Y, 7 € X(M).

Proposition 1.47 1) T et R sont linéaires.

Pour tout X,Y,Z € X(M) on a

2) T(X,Y) = —T(Y, X)

3/ R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z

4/ 8T =0, alors R(X,Y)Z +R(Z, X)Y +R(Y,Z)X =0,
qut est appelée lidentité de Biancha.

1

5/ Si on pose 8?Ei = X' i=1,...,n ouz', ....x" sont les coordonnées locales de la carte (U, p)
sur M, alors R(X?, X)Xk = zz: R X' o
-1

Rijk =2 (F;'rllcl_‘im - F?Zfém) + Xi(l“é-k) — X7(Tl)

m=1
1.4 Sous-variétés d’une variété différentiable

1.4.1 Théoréme du rang constant

On note A; = {(U, ;) | i € I'} atlas de la variété M, et Ay = {(V},1;) | j € J} atlas de la

variété Ms.

Théoréme 1.48 (Théoréme du rang constant) Soient (M, A1) et (M, As) deuz variétés dif-
férentiables de classe C* (k > 1), de dimensions n et m respectivement, f une application de
M, dans M de rang constant p de classe C' avec | < k, et, soit xy un point de M. Alors, il
existe une carte (U, ) en xq, une carte (V,1) en yo = f(xg) , telles que Uexpression locale de

f dans les cartes ¢ et 1) se réduit a :

Yo fo ¢_1 D (Ugy e, Up) (U, ey Uy, 0,00, 0)
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1.4.2 Immersions, Submersion, Plongement

Définition 1.49 Soit f € C*(M,N). On dit que f est
1/ une immersion si f.p est injective pour tout p € M,
2/ une submersion si f.p est surjective pour tout p € M ;
3/ un plongement si;

3.1/ f est une immersion injective,

3.2/ f: M — f(M) est un homéomorphisme vers f(M) C N muni de la topologie induite.

Soient M, et M, deux variétés différentiables de classe C* de dimensions n et m respective-
ment et f : M; — M, une application de classe C'(1 < < k).

(i) On dit que f est une immersion, si elle est de rangn = dimM; en tout point de M ; et
dans ces conditions on a

dimM; = n < dimMy; = m.

(ii) On dit que f est une submersion, si elle est de rangm = dimMs, en tout point de M ;
ce qui entraine due l'on a :

dimM; = n > dimMs = m.

(iii) On dit que f est un étalement , si elle est de rangn = dimM; = m = dimMs.

Il résulte du théoreme du rang constant que 1’'on a :

Théoréme 1.50 Soit f € C°(M,N) avec f(p) = q. St fup: T,M — T,N est injective, alors
il existe une carte (U, ) de M en p, de coordonnées x1, ..., T, et une carte (V,1) de N en q,
de coordonnées Yy, ..., Yn, telles que

(i) fU)CV,

ii) o foo Hay,...,xm) = (T1, ... T, 0,...,0

(it) Yo fop™H(m ) = (21 )

Théoréme 1.51 Soit f € C*°(M,N) avec f(p) =q. Si fup: T,M — T,N est surjective, alors

il existe une carte (U, p) de M en p, de coordonnées w1, ..., x.,, et une carte (V1) de N en q,

de coordonnées y, ..., Yn, telles que
(1) f[(U) CV,
(i) o foo ™ ay,..,wm) = (T1, ..., Tn)-
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1.4.3 Sous-variétés

Soit M une variété différentiable de dimension n de classe C* avec (k > 1), soit p un entier
naturel inférieur ou égal a n (p < n), et soient X un espace topologique et f : X — M une
application qui vérifie la propriété suivante

(P) Pour tout x € X, il existe un voisinage ouvert U de x, une carte locale (V, ¢) au point
y = f(x) telle que f(U) C V et o f est un homéomorphisme de U sur ¢(V)NR?, en identifiant
R? au sous-espace R? x {0} de R".

Les couples (U, ¢ o f) forment un atlas de classe C* sur X, définissant ainsi une structure
de variété différentiable de dimension p de classe C* sur X ; appelée image inverse par f de la
structure de variété de M de classe C* , pour laquelle f est une immersion.

On distingue les cas suivants :

1. Si X est un sous-espace topologique de M (X C M), f est I'injection canonique = — x
vérifiant la propriété (P), on dit que X est une sous-variété (plongée) de M.

2. Si X est un sous-ensemble de M muni d’une topologie qui n’est pas nécessairement la
topologie induite par celle de M, mais qui est telle que I'injection canonique f : z — x soit

continue et posséde la propriété (P), X est appelée sous-variété immergée dans M.

Remarque 1.52 1/ On remarque qu’une méme partie de M peut étre munie parfois de plu-
steurs structures différentes de sous-variété immergée.
2/ Toute partie ouverte d’une variété différentiable M de dimension n et de classe C* est une

sous-variété de M de dimension n et de classe C*.

Proposition 1.53 Soit M une variété différentiable de dimension m et N un sous ensemble
de M. N est dite sous variété de M de dimension n si et seuelement st Vx € N, il existe une

carte (U, p) € atl(M,x) tel que

r € UNN& ¢ ,()=...=¢,(z) =

y € oUNN)eyin=.=yn=0

Proposition 1.54 Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions m,n respective-

ment et f : M — N une application de classe C™. Si f est de rang constant r sur M, alors;
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1/ Yy € f(M),l’ensemble K = f~(y) est sous- variété fermé réguliere de M de dimension

m—r.

2/Vr e K, T,K = Ker(T,f).

Exemple 1.55 a)Si My, ..., M, sont des variétés différentables, alors tout les projections

;s My X ... x My — M, sont des submersions.

b) (M =R, N=R?) a:R—R? aft) = (t,|t|) nest pas différentiable au point t =0

c)a:R —R2 a(t) = (t3,1%) est de classe C™®mais n'est pas une immersion puisque (0) = 0

d) Soit f : R"" — R une application de classe C* telle que ¥V f(p) = (D1 f(p), ..., Dni1f(p)) #
0 pour tout p € M = {x € R"™ : f(z) = 0} # 0. Alors M est une sous-variété de R""'de

dimensions n.

Preuve. Soit p € M . On applique une transformation et une rotation telle que p = 0 et

v f(0) = (0, ...,0, 2L-(0)), alors afnfﬂ (0) # 0.

y 3rn+1
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On défine une application ¢ : R" — R o(xy, ..., xp, Tpi1) = (21, ..., Ty, f(2)), alors

10 . . . 0
010 . . 0
/ . : of
det ¢(0) = =9 +1(0)#0
0. .01 0
0 . . . 0 520

par le théoréme d’inversion locale, il existe un voisinage Q@ > p et W 3 ¢(0) = (0,0) € R* x R

telle que ¢ : Q — W est un difféomorphisme.

Mnv=U . W

On prend un ouvert 0 € K C R", et linterval ouvert 0 € I C R, telle que K x I C W. Soit
V=p HKxI)NQ etU=VNM, alors ¢ : V — K x I est un difféomorphisme.

Pour y = ¢ |y répéter lopération pour tout p € M et conclurer que les couples (U,y) forment
un atlas de classe C*®°de M. Puisque i : M — R satisfait a i |y=y ' o ¢ |y, alors, i est un
plongement.

(1) La sphere S™ est définie comme la préimage de 1. par la submersion x — ||z||*de R™ — {0}
dans R (ou || || est la norme euclidienne usuelle de R™). Donc le sous-espace tangent o S™ en x
est le noyau de l’application linéaire v — (v, x), i.e. T,S"™ est l'orthogonal de x (pour le produit

scalaire usuel de R™). m
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Chapitre 2
Variété Riemanniénne

Soient V7, Vs, ..., Vi et W des espaces vectoriels, soit F' une application de V; x ... x V}, — W.
On dit que Papplication F' est k-linéaire ou (multilinéaire) si elle est linéire sur chaque variable

i.e.
Va, B € K, F(vq, ..., vy, + B0iy, ooy V) = @F (V1 oo, Uiy s ooy V) + BF (V1 0y Vigy oovy Ug)

pour tout 1 =1, ..., k.
Soit V' un espace vectoriel sur R, I’application w : V' — R est applée un covecteur, I’ensemble
des covecteurs est applé le dual de V' noté V*.

On va considérer que (w,v) = (v,w) =w() ER, v €V, we V*.

Proposition 2.1 Si (vy,...,v,) est une base de V' espace vectoriel de dimensionn, alors (w!, ..., w™)
est une base de V* et on a w’(v;) = d;;.

En particulier, dim V = dim V*.

2.1 Notions de Tenseur

Définition 2.2 1/ Un k-tenseur covariant sur'V est une application k-linéaire V* — R tel que

VE=V x..x V. On note TF(V) ’ensemble des tenseurs k-covariante sur V
k foi
2/ Un l-tenseur contravariant est une application linéaire sur V' — R. On note T;(V') I’ensemble

des tenseurs l-contravariant sur V

3/ Un k-tenseur covariant et l-tenseur contravariante est une application (k + l)-linéaire sur
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VEx V* - R,
un tenseur de type (k1) est k-covariante et l-contravariante. On note TF(V) l’ensemble des

tenseurs de type (k,1).
4/ Par convention T°(V) = Ty(V) = R.

Définition 2.3 le produit tensoriel de deux tenseurs F € TF(V) et G € TP(V) est le tenseur

; k
noté F @ G € EJ:IP(V)

F @ G010y Vpyp, W', oy 0 = Fvg, oy v, whs oo W) G (Vg1 oy U, w T whT9)
Lemme 2.4 Si (vq,...,v,) est la base de V' et (w1, ...,w,) la base duale correspondante a V

(i.e. w'(v;) = &5), alors le tenseur

W .. QU RV, ®...Qu;, 1< g, iy <n

forme une base de TF(V'). Par conséquent, dimT} (V) = nk+l.

2.1.1 Fibré Cotangent

Soit f € Cp°(M) une fonction différentiable en p € M, alors

dfy: T,M — R
v = dfy(v) = o(f)

et df, € TyM (dual de T,M). On appelle Ty M I'espace cotangent de M en p. Si (U, ¢),
z = (x',...2") est une carte en p et ((O1)p, ..., (Jn)p) est la base de T,M, la différentielle da},
i=1,...,n, des fonctions z* en p forme une base duale de Ty M i.e. df, = (9;),(f)dz},.

On défini le fibré cotangent de M par T*M = |J T;M tel que m: T"M — M,
w € TyM : m(w,p) = p € M est la projection caﬁi])\/l[lique, et une section (champs covecteurs
sur M ou 1-forme différentielle), une application w : M — T*M, avec 7 o w = id. On note par
XY M) (ou XH(M), X*(M), X%1(M)) Pensemble des champs covecteurs sur M.

Si (U, ) est une carte et w un champs covecteurs sur U, alors il existe des fonctions

wi:U—=R, i=1,..n, tel que w = w;dz’.
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2.1.2 Tenseurs sur une variété

Définition 2.5 Pour tout p € M, définissons [’espace vectoriel T,Ss’r)]\/[ =T,M®..0T,M®
s };is

LM®..0TM
r fois

Un élément T € T, ISS’T)M est un tenseur de type (s,r) au dessus de p. Dans une base associée a

des coordonnées (z;) au voisinage de p, il s’écrit

0
8IZ’1

a 1 jr
(p) ®daf) ® ... ® daj)

]l-ujr

P)©..®

s

2.2 Meétrique Riemannienne

Définition 2.6 On appelle métrique Riemannienne de classe C? sur M la donnée pour tout
m € M d’un produit scalaire g, (forme bilinéaire symétrique définie positive) sur T,, M dépen-
dant de fagcon CP de m (i.e. pour toute carte (U, o) de classe CP** sur M, on suppose que la
fonction m +— gm(a%i(m), a%j(m)) = g;;(m) est C? de U dans R. Les coefficients de la matrice

gi;(m) sont appelés les coefficients de la métrique dans la carte (U, p).

Définition 2.7 On appelle variété Riemannienne toute variété munie d’une métrique Rieman-

nienne.

Exemple 2.8 sur M = R, on pose g(m) = h(m)dz?® ou h : R — R} est une fonction C? et
dz? est la forme quadratique sur R ~ T,,R définie par dz*(u,u) = u® pour tout u € R. Alors g
est une métrique Riemannienne C? sur R(on construit ainsi toutes les métriques possibles sur

R).

Remarque 2.9 5i X = ZXia%,- etY = ZY}% sont deux champs de vecteurs sur M, alors

on a

gm(X(m), Y (m)) = Z gij(m) Xi(m)Y;(m)

Exemple 2.10 Si (U, z) une carte sur M, alors O, ...,0, forme une base pour T,M sa base

duale est dxj—, . n, alors la métrique g est donnée par

g= gijdxi ®de! = gijdxid:vj
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2.2.1 Isométrie

Définition 2.11 Soit f : M — (N, h) un difféomorphisme local sur M et h une métrique sur
N. On définit une métrique g = f*h sur M, appelée métrique tirée en arriére de h par f, en

posant, pour tout (u,v) € T,, M

(f*h)m(u, v) = Wldm f(u), dm f(v))

Définition 2.12 f : (M,g) — (N, h) est une isométrie (resp. une isométrie locale) ssi f est

un difféomorphisme (resp. difféomorphisme local) et g = f*h.
Exemple 2.13 (R", ggn) et (T", grn) sont localement isométriques, mais pas isométriques.

2.2.2 Connexion de Levi-Civita d’une métrique Riemannienne

Théoréme 2.14 Sur toute variété Riemannienne (M™,g), il existe une unique connexion li-

néaire V telle que pour tout (X,Y,Z) € X(M)3 on a

1/VxY = VyX +[X,Y], V a torsion libre (T = 0)

2/Xg(Y,Z) = g(VxY,Z)+g(Y,VxZ), V compatible avec g

V est appellée connexion de Levi-Civita de la métrique g.

Preuve. Unicité : Si une telle connexion existe ,on a

X9V, 2)+Yg(Z,X) - Zg(X,Y) = g(vxY,Z)+9(Y,vxZ)+g9(VvZ,X)
+9(Z, 7y X) = 9(V2X,Y) — g(X,v2Y)
- g(Y’[X’Z])+9(X7[KZ]>+g(Z7[X7Y]>+2g(27VYX)

parceque \VxZ —\VzX = [ X, Z], yvZ —vzY =Y. Z], TxY + X = [X,)Y] +2 vy X.

On a donc
g(Zv VXY) = % [Xg(}/, Z) +Yg(Z>X) - Zg(X7Y) - g(Xv [Y7 Z]) - g(Y, [Xv Z]) - g(Z7 [X7Y])] (*)
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ce qui prouve que VVxY est défini de facon unique.
Existance : L’identité (x) implique qu’il y’a une relation entre les symboles de Christoffel de
V et les coéfficients de matrice de ¢

I 1 agjk: OGri 39z‘j
ler”g”“_ owr t o T o

de cette expression suit la définition des F en termes des g;;

9g9;1 | Ogii  Ogij
ko_ j 3y lk
by Z( ozt~ Oz Ozt )9

Calculs en coordonnées locales

Soit (U, ¢) une carte sur M et (g;;) les coefficients de la métriques g dans la carte on définit

sur ¢(U) des fonctions
1 ¢ 9g9;; , Ogu  0gij
k- 2 ki (991 i OYi

ou les coefficients ¢g* sont ceux de la matrice (g;;)~*. On a alors V o 7 = Z k2 Bor-
J

Les fonctions Fk sont appelées les symboles de Christoffel de la metrlque g dans la carte

(U, ).

Remarque 2.15 1/ Pour tout (i, j, k), on a T}; = T%.
2/ (VxY)(m) ne dépend que des T;(m), de X(m) et de la connaissance de Y le long d’une
courbe v de M vérifiant v(0) = m et ' (0) = X(m).

Exemple 2.16 1/ On définit une connexion linéaire V sur R en posant VxY = Z XZ a Lej, ou
1,j=1

X => Xie; et Y =) Ye;. Cette connexion vérifie

=1 =1

n

1/ VxY - VyX = Z(Xiayj—yax) = [X,Y],

4,j=1

- 0X; oY
2 Zgn(XY) = (G - X5

i.j=1 o ’

= Jrn (sz, Y) + grn (X7 vZYV)
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2/ 8i M = R" et g = ggn, alors dans la carte (R", Idgn) on a g; = 0;; et donc T'f; = 0 pour
tout (i,j, k). La connexion de Levi-Civita de (R", Idgn) est donc V.

3/ On utilise les coordonnées polaires (0, ) = (x,y,z) = p, on obtient la formule
x =sinfcosyp, y=sinfsiny, z = cosl
On projete p sur le plan engendré par x et y, soit pl. Alors angle(z,pl) = ¢ et angle(z,p) =0

gs2 = df* + sin® 0d >

Alors (gi5) = = =

sin? 0

On rappel la formule des symboles de christofell F = %

-1
(%) 1 0 1 0
g = =
0 sin’4d 0 L
Z

1(0915 | dg _ 99i
(axl + B, Dan ), on trouve

Fil = 0= F%2 :Fél = F§2 :Ffl

L, = —sinfcosd
2 _ s 0
12 =
sin 6

2.2.3 Courbure Riemannienne

Définition 2.17 Soit (M, g) une variété Riemannienne et V sa connexion de Levi-Civita. On

appelle tenseur de courbure de (M, g) Uapplication suivante

R:X(M) x X(M) x X(M) x X(M) — C>(M,R)
(I/V,X,Y,Z) — g(VW(VXz)—Vx(sz) —V[Wyx]Z,Y)/
—R(WX.Y.2)

Sim € M et (U,p) est une carte de M au voisinage de m, alors R(W, X,Y,Z) se calcule en
fonction des coordonnées de W, X,Y,Z et de g (et des symboles de Christoffel) dans la carte
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sutvant la formule suivante :

R(W, XY, Z)( Z Rijra (m)Wi(m) X;(m)Ye(m) Zy(m)

,7,k,l=1

ol

0 0 0 0

W = Wi—, X = X,i—.,Y = Y—., 7 = Zi—

2", 2 TP AN
et

8F‘§k - q TP q TP
Rijr = Zglp D o +Z(Fiijq_ijFiq))
7 q=1

Exemple 2.18 1/ On considére (R", ggn) alors R(X,Y)Z =0 pour tout X,Y,Z € X(R™). En

effet ; on rappel que Vim =0 pour tout i,j et [ 7 d;lj] =0, alors
dx?
d d
(dl‘z dx ])V Vdilvdiav vdfjv 2V

pour V = Vk d . On sait que Va4V =VFV 4 k =0, alors R(-% =0.

dad dad da*? dx) )

2/ Dans la carte ¢ : (r,0) €]0, 7[x]0, 27[— (sm 7 cosl, sin r sinf, cosr) € R3, la métrique g |s2

vérifie (p*g |s2) = dr? + sin®r d6” et on trouve

) = sin’r

o 0
Rg§2 (8_ ‘an

99
00’ 0

r’ 00
2.3 Sous-Variété Riemannienne

2.3.1 Meétrique Induite
Définition 2.19 Soient (M, g) une variété Riemannienne et N une sous-variété de M , alors

elle induit une structure de variété Riemannienne sur N par

G: X(N)xX(N) —  X(N)
(X,Y) —  3(X,Y)

tel que pour tout p € M : g,(X,,Y,) = 9,(dpi(X,), dpi(Yy)), oti: N — M est un
plongement régulier.
Comme d,i(T,N) ~T,N, on peut écrire : g,(X,,Y,) = g,(X,, Y)).
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En coordonnées locales : 5(8%2-7 8%”-) = gijdyi(a%/i)dyj(a%j) = gij-

Soit N une sous-variété d’une variété Riemannienne (M, g). Alors, Vp € M, le produit

scalaire sur T, N se décompose en une somme directe T,M|y = T,N & T;*N on
TpJ_N ={X, € T,M | g,(X,,Y,) = 0;VY, € T,N}

est le complément orthogonal de T, N dans T,,M.

Définition 2.20 Un vecteur (,, est dit normal a N dans M enp € N st
9(Xp,¢,) =0
pour tout vecteur X, de N. De plus on a
TMy =TN&T"N
ot T+ N est lensemble des champs de vecteurs normaux de N dans M, et
X, =X, + X

pour tout X, € T,M; X;;F s’appelle la partie tangentielle et XpL la partie normale. Le sous-espace

TPLN de T, M est appelé l’espace normal de N. Le fibré
TN = UpenT, N
est appelé le fibré normal de N.

2.3.2 Connexion de Levi-Civita

On note 77 la connexion Rimannienne sur M compatible avec la métrique g (i, €)

Vi @Y. 2) =g(vgY.2)+g(Y.v52)

ou X |Y,Z e X (M). Pour X,Y € X(N), il existe une extension X ,Y € X(M), on définit
6)} §N/|N = %XY € X(M). En utilisant %, on peut définir V sur N par
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V: X(M) x X(M) — X(M); VxY est la composante tangenticlle de 7/ Y, donc, si on note la
partie normale de v/ Y par S(X,Y), on a

VxY =VxY 4+ 5(X,Y)

Proposition 2.21 Soient X, Y € X(N) et )?, Y leurs extension réspectives. Alors <%)}}7>
N

ne dépend pas de l’extension.

% Y = vxY 4+ S(X,Y) ou ¥/ est la connexion Riemannienne définie sur la sous-variété
de N par rapport a la métrique g et S (X,Y) un champ de vecteurs normal sur N symétrique,
bilinéaire par rapport a X et Y.

Maintenant, on va montrer les propriétés concernants les composantes normales S (X, Y") .On

note par X+ (V) 'ensemble des champs de vecteurs normaux sur N.

Remarque 2.22 Si N est de codimension 1 immergée dans M, on choisit un champ de vecteurs

normal unitaire ¢ dans un voisinage U de p € N,
S(X,)Y)=h(X,Y).C
pour tout X, Y € X (U), ou h est une application symétrique définit par
h:X(U)xX(U)— C*(U)

bilinéaire sur Cp° (U), et définie en tout point p € U de T,N x T,N dans R. h est dite seconde
forme fondamentale sur N pour le choix de .
L’application

S:X(N)x X(N)— X (N)

est symétrique et bilinéaire sur C> (N) . Par conséquent S, (X,Y") dépend seulement de X, et Y, et

ca induit une application bilinéaire symétrique

Sp: T,N x T,N — T;"N
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pour ¢ un champ de verteurs normal sur N et X € X (N). On peut décomposer % xC en

VxC=— (A (X)) + Vi

ot —A¢ (X) et V( sont, réspéctivement, les parties tangentielle et normale de %XC

De plus, pour tout champ de vecteurs normal ¢ sur N, on a
9(Ac(X),Y)=g(S(X,Y),Q)

VXY €Xx (N).

2.3.3 Hypersurface

Sient l'immersion injective i : (N,g) — (M,g), N est une hypersurface i.e. dimM =
dimN + 1, et ¢ un champ de vecteurs normal unitaire le long de N i.e. ( € X1(N) tel que

g(¢,¢) = 1,dans ce cas, on a

1/ vx¢ € X(N), pour tout X € X(N)
2/ g(VxC.Y) = —g((,vxY)=—g"((.S(X.Y)), pour X,Y € X(N)
3/ 9(VxGY) = g(UyC X).
1/ 7yY = vxY + S(X,Y) est appelé formule de GAUSS.
5/ VxC = —AdX)+vk(C) est appelé formule de WEINGARTEN

Exemple 2.23 (Métriques induites) Si M est une sous-variété de R™ de classe C? alors le

produit scalaire canonique (., .)g. de R™ induit une métrique sur M en posant, pour m € M et
(u,v) € T,,M?

Gm (U, V) = (U, V)pn
Cette métrique est bien CP car si (U, @) est une carte locale de M alors

asm) = (Gt gtm)) = (520 m) G20 m))

R’IL
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est de classe CP comme composée d’applications de classe CP.

Exemple 2.24 On note gs» la métrique induite sur S™ par la métrique canonique de R"*L.

Cette métrique est appellée métriqgue canonique de S™. Si on considére

ey R* — S™N AN}
2_1
(w1, 020) = (s T i)

la carte locale donnée par la projection stéréographique de pdle nord alors on a

opy(r) =———7— e; en
oz, TN 1+ |z|? 1+ |z i

ot (e1, .., ent1) désigne la base canonique de R" ™. Ce qui nous donne

) = gon (2 Oy A

dans la carte associée a la projection stéréographique du pole nord. De méme, dans la carte

associée a la projection du pdle sud, on trouve aussi

(m) = (i a)_ 493
S = B Gy 0z~ (1t ot (m)[P)?
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Chapitre 3

Structure géométrique du fibré tangent

(Unitaire)

La géométrie du fibré tangent revient a 'article fondamental de S.SASAKI publié en 1958.
Il utilise une métrique Riemannienne donnée g sur une variété différentiable M pour construire
une métrique g sur le fibré tangent T'M de M.Cette métrique est devenue une notion standart
dans la géométrie différentielle, appellée la métrique de SASAKI. Sa construction est basée
sur une décomposition naturelle du fibré tangent TT'M de T'M en deux sous fubrés verticalet
horizontal par rapport a la connexion de LEVI-CIVITA v/ sur (M, g).

L’expression explicite pour le crochet de Lie sur T'M est donnée par DOMBROWSKI. La
connexion de LEVI-CIVITA % par rapport a la métrique de SASAKI sur T'M et son tenseur de
courbure R sont calculés par KOWALSKI. KOWALSKI, ASO, MUSSO et TiRCERRI dérivent

des rapports intéressants entre les propriétés géométriques de M et T'M.

3.1 Structure Géométrique du fibré tangent 7'M

Dans tout ce qui suit on suppose que M est une variété différentielle de dimension m munie

d’un atlas maximal

A ={(Ua, o) |aer}
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Pour p € M on note par T,M ’espace tangent de M au point p. Pour les coordonnées locales

(U,z) sur M et p € M on définit (52 -)p € T,M par

Gl 1 = 5 (0) = 0 07 )a)

ou {ex,/ 'k =1,..,m} est la base canonique de R™. Alors {(6%,@)10 | k=1, ..,m} est la base de
T,M. L’ensemble
TM ={(p,u) |pe M,uecT,M}

est dit le fibré tangent de M et Papplication fibré 7 : TM — M est donnée par 7 : (p,u) — p.

Théoréme 3.1 Soit M une variété différentielle de dimension m.Alors le fibré tangent peut

etre donné par une structure de variété différentielle de dimension 2m.

Remarque 3.2 Une conséquance directe de la construction d’un atlas mazximal A* et que [’ap-
plication m : TM — M est différentiable. Pour tout point p € M la fibre 7 '(p) est I’espace
tangent T,M de M au point p. Pour les coordonnées locales (U, x) € A on définit

m

: (p,zukaixk/p) = (p, (ulu 7um))

k=1

sl

La restriction T, = T,/ g0 : T,M — {p} x R™a lespace tangent T,M est donnée par

“ 0
Z a— = (U ey Uy

k=1

Donc c’est un isomorphisme d’espace vectoriel, alors T : m1(U) — U x R™ est la carte fibré
pour TM et {(m=(U),7),/(U,x) € A} est atlas fibré transformant (TM, M, w) en un fibré
vectoriel topologique de dimension 2m.Puisque la variété (M, A) est différentiable,le fibré vec-
toriel (T M, M, ) muni de l'atlas mazimal B contenant {(=~1(U),z)/(U,x) € A} est un fibré

vectoriel.
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3.1.1 Relévement horizontal et vertical

Soit (M, g) une variété riemannienne et V la connexion de Levi-Civita . Le tenseur de

courbure R est définit par.
R(X,Y)Z =V xVyZ = VyVxZ =V ixy1Z

pour tout X,Y, Z € X (M). La différentielle de 7 : TM — M est 1" application differentielle

dm: TTM — TM

Pour tout point (x,u) € TM on note le noyau au point (x,u) par VI M, . = ker(dm|(z.u)) est
dit le sous espace vectical de T(, . T'M au point (x,u).

Notre prochaine étape est d’introduire le sous espace horisontal de 7'M . Pour cela nous avons
besoin de I'application K, ) : T(yu)T'M — T(; )M induite par la connexion de Levi-Civita
V sur (M, g).

Définition 3.3 Soit V' un voisinage ouvert de p € M tel que ’application exponentielle

exp : T,M — M est un difféomorphisme d’un voisinage ouvert V de 0 dans TM sur'V.

En outre soit 7 : 7= (V) — T,M une application lisse dans T,M qui translate chaque

Y € m=1(V) d’une fagon paralléle de ¢ = n(Y) ap le long d’un arc d’une géodésique sur'V reliant
p et q.Pour v € T,M. Soit R_,, : T,M — T,M une translation définie par R_,(X) =X —u

pour tout X € T,M . Alors l’application connexion
Ky Ty TM — T,M
de la connexion de Levi-Civita est définie par
K(Z) = d(exp,oR_, o7)(Z)

pour tout Z € TiyTM .
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Lemme 3.4 Soit (M,g) une variété Riemannienne munie d’une connexion de Levi-Civita

V.Alors Uapplication connexion satisfait a
K(de(Xp)) = (VXZ)p

ou Z € X(M) est vu comme une application Z : M — TM et X, € T,M .

Soit v : I — M une courbe sur M tel que (0) = pet vy(0) = uet X : [ — TM
un champ de vecteur de long de v i,e une courbe sur 7'M tel que m o X = ~.D’autre part
X(t) = (v(t),U(t)) avec U(t) € TywyM et U(0) = u .Alors I'application connexion K de V
satisfait a

Kz : X(t) — (VU)(0)

Cela veut dire que les courbes horizontales sur T'M correspondent aux champs de vecteurs

paralleles sur la variété (M, g, V). De cette relation on peut définire le sous-espace horizontal.

Proposition 3.5 L’espace tangent T(, . T'M au point (x,u) est une somme directe d’un sous

espace horizontal et vertical
T(xju)TM = VTM(LU) D HTM(I;U).

Pour X € T, M,il existe un unique vecteur X au point (x,u) € TM tel que X € HT M
et dm(XH) = X. X est dit le relévement horizontal de X au point (z, u).

Il existe un unique vecteur X" au point (z,u) € TM tel que XV € VT M,
et XV (df) = X(f) pour toute fonction f sur M. XV est dit le relévement vertical de X au
point (z,u).

Le relévement horizontal (réspéctivement vertical) du champ de vecteurs X de M sur T M
est le champ de vecteurs X (resp XV) sur M tel que sa valeur au point (z,u) est le reléve-
ment horizontal de X, au point (z,u). Pour tout champ de vecteurs X sur M les relévements

horizontaux et verticaux X, XV sont les uniques champs de vecteurs qui satisfassent a
d?T(XH)Z = Xﬂ(Z), KX? = 07r(Z)

dr(XV)z = 0r2), KX) = X,z

pour tout Z € T'M. Notons que les applications
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T,M — VTMg., . T.M — HTMg .,
e
X - XV X XA

sont des isomorphismes d’espaces vectoriels entre 7, M et les sous-espaces VI M, ) et HT M, ),

réspéctivement, et tout champ de vecteurs ZeT (x,u)M peut-etre décomposer en

7 =Xx"4yV

ou XY sont déterminés uniquement par X = dr(Z) et Y = K(Z).

Si f: M — R est une application différentiable, alors

XH(fomy=X(flomet XV(for)=0

pour tout X € X(M).

Relévement en coordonnées locales

Définition 3.6 Prenant maintenant le systéme de coordonnées locales (x', ..., x™) sur un ouvert
U de M.

Sur 7= (U) on définit les coordonnées (T',...,7™;ul, ..., u™) comme suite

T(r,u) = (2'o7)(z,u) = 2" ()

u'(z,u) = da'(u) = us’

pour i = 1,...m et (z,u) € 71 (U). Par rapport a ce systéme de coordonnées, le relévement

m
horizontal et vertical du champ de vecteurs X = ZX % sur U est donné par
i=1

X7 = Z(Xioﬁ) ai_Z(ub(XaFZb)oﬂ)aa

ui
i=1 i=1

XV = Z(Xioﬂ') 0

ol F?k est le symbole de Christoffel de V.
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m. ,,1

Corollaire 3.7 Soit (x!,...,2™) les coordonnées locales de M et (T*,...,T™;ul,...,u™) les coor-

données locales de TM. Si X; = 8%1- alors

0 U 0
NH _ § i k2
(Xz) afz jk_l(rzkoﬂ—)u auj
0
(X;) o

3.1.2 Crochet de Lie

On calcule les crochets de Lie des relévement horizontaux et verticaux.

Théoréme 3.8 Soit (M, g) une variété Riemanienne, <7 est la connexion de Levi-Civita et R

le tenseur de courbure de 7. Alors le crochet de Lie sur le fibré tangent TM de M satisfait a

D (XY = X Y] = {R(X,Y)u}”,
2) [(XTYY] = (uxY)",
3) XV, Y] = o.

pour tout champs de vecteurs X,Y € X(M) et tout point (x,u) de T M.

3.1.3 Meétrique naturelle

Définition 3.9 Soit (M, g) une variété Riemannienne. Une métrique Riemannienne g sur le

fibré tangent T M de M est dite naturelle par rapport & g si

g(x,u)(‘XH? YH) = gr(Xv Y)v

g(m,u)(XHayv) = 0.

pour tout champs de vecteurs X, Y € X(M).

On peut utiliser la formule de KOSZUL

2G (.0 (Vxs Y, % = X'g(YI, 728 +Yig(zF, XY — ZFg(X YY)
—g(X", Y7, Z") + (Y7, [Z*, X)) + 9(ZF, [ X", Y7))
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pour calculer la connecxion de LEVI-CIVITA v/ du fibré tangent (7'M, g) équipé d'une métrique

naturelle g par raport & g sur M.

Définition 3.10 Soit (M, g) une variété Riemannienne et TM le fibré tangent de M. Alors

pour tout point (p,u) € TM et toute métrique naturelle g sur TM, la connexion de LEVI-

CIVITA correspondante satisfait a

1) Gy (Vxn Y, Z1)
2) Gla)(Vxn Y, ZY)
3) Glowy(VxnY", ZM)
4) Gy (VxnY", Z")
5) Gloy(VxvY", 2M)
6) G (VxvY",2ZY)
7) G (VxvY", 2M)

8) g(:v,u) (ngyv’ Zv)

gCC(Vva Z)7
1
_§§(x,u) ({R<X7 Y>U}V’ YV):

1_
_§g(x,u) <{R(Za X)u}va YV))

(XH(g(:c,u) (YV’ Zv) + g(az,u) (Zv7 (VXY)V) - g(:c,u) (YV’ (VXZ)V))a

(m,u)({R(Ya Z)u}vv XV)’

Q|

(YH(E(:E,U)(ZV> XV) - g(x,u)<ZV7 (VY‘X)V) - g(:p,u)(XV’ (VYZ)V))a
<_ZH(§(ac7u)(XV7 YV)) + g(x,u)<YV7 (VZX)V) + g(m,u) (XV7 (VZY)V»a

(XY Gy YV ZY) + YV Gy (27, XY) = ZY (G (X7, YV)).

NN RN RN~ -

Définition 3.11 Soit (M, g) une variété Riemannienne et </ la connevion de LEVI-CIVITA

du fibré tangent (T'M,q), équipé d’une métrique naturelle. Soit F' : TM — T M une application

différentielle qui conserve les fibres, et linéair sur chaque fibre. Alors on définit le relévement

vertical et horizontal de F' par

77)V = Z%F(@')V et F(n)H = ZUZF(&)H

oun= Z n,0; € 7Y (U) est la représentation locale de n € X(M).

i=1
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1) (vxvFY)

2) (VxuF™),

3) (VxunFY)e
4) (§XHFH)C

+Zm

+ZTIZ Vxv F ()7,

(VxuF(u)” )c,
(§XHF(U)H)<

VXVF ) )Ca

(x,u) €eTM en n= Zni(?i e m1(U).

i=1

pour tout X € X(M), ( =

3.1.4 Meétrique de SASAKI

Définition 3.12 Le fibré tangent TM d’une variété Riemannienne (M, g) peut étre munie
d’une métrique Riemannienne g dite de SASAKI, qui dépend seulement de la structure Rie-

mannienne de g de la base M, déterminée par

Dg(XH yH) = g(X,Y)om,
2)g(xX"Y") = 0,

NG XV, YY) = g(X,Y)om.

pour tout X,Y € X(M).

3.1.5 La connexion de Levi-Civita

Proposition 3.13 La connection de LEVI-CIVITA % de g est donnée par

D) (VxnY Ny = (UxY) — s {RA(X, Y )u}"
2) (Vxr YNy = (VxY)owy + 5 {Ro(u, V) X},

3) (Vv Yoy =
4) (Vv YV =

Pour tout champs de vecteurs X, Y € X(M).
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3.1.6 Tenseur de Courbure

Proposition 3.14 Soit (M, g) une variété Riemannienne et R le tenseur de courbure du fibré

tangent (TM,q) équipé de la métrique de SASAKI on a

DR (XY, Y2V = 0,
~ 1
2) Ry (XY, YV) 2 = {R(X,Y)Z+ZR(u,X)(R(u,Y)Z)

L R V) (R X) 2)}

4
DR (X YV)ZY = (SR, Z)X + R(w Y)(R(w 2) X)),
D Ruy(XT YV ZHE = {}LR((R(u,Y)Z),X)u+%R(X, 2}

(T R)w )2},
5) Rway (X", YH) 2V = {R(X,Y)Z+ iR(R(u, Z)Y, X)u

—%R(R(u, 2)X,Y)u},

+A(Tx B, 2)Y — (T B, )X},
6) R (X, Y27 = L{(2R)(X, V)Y +{R(X,Y)Z
4RO, RIZ,Y0)X + 3 R(u, R(X, Z)u)Y

4

+%R(u, R(X,Y)u)Z}.

Proposition 3.15 Soit (M, g) une variété Riemannienne et T M son fibré tangent muni de la

métrique de Sasaki g. Alors, TM est plat si et seulement si M est plate.

Preuve. <= (C’est une conséquence directe de la proposition précédente, Si R = 0, alors

~

R=0.
= Si R =0, alors R, (X, Y7)Z* =0, pour tout X*, Y7, ZF € X(T'M) et (x,u) € TM, en
particulier si on pose u = 0 dans la formule ﬁ(fw) (XH YH)ZH on obtient

R (X" Y ZT = R(X,Y)Z =0

Par conséquent, R =0. m
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3.2 Structure Géométrique du fibré tangent Unitaire 7 M

Dans cette partie, nous étudions le fibré tangant unitaire qui est une hypersurfaces du fibré
tangent d’une variété Riemannienne M. Nous allons étudier certaines propriétés de courbure
du fibré muni de la métrique de SASAKI induite.

De nombreux articles ont été publiés a propos de la géométrie du fibré tangent unitaire 77 M
muni de la métrique ¢ induite par la métrique Sasaki g sur T M. la géométrie (T3 M, g) n’est
pas aussi rigide que celle de (T'M,g) et les résultats dérivées peuvent étre plus intéressant.

Dans cette section, on introduit la notion de fibré tangent de la sphére et le fibré tangent
de la sphére unitaire. On dérive quelques formules basique pour le fibré tangent unitaire muni

de la métrique induite de SASAKI.

Définition 3.16 1/ Soit r un nombre positif. Alors le fibré tangent de la sphére de rayon r au

dessus d’une variété Riemannienne (M, g) est I’hypersurface
T,.M = {(p,u) € TM | g,(u,u) = r*} de TM

2/ Sir =1 alors on appelle Ty M le fibré tangent unitaire de la sphére.

Remarque 3.17 1/ Rappellons que le champs de vecteur vertical canonique sur TM est un

i_0 N el

champ de vecteurs U défini en termes de coordonnées locales par U = Y"1 u'-%, ovat, .. a™ ul, ...

aui ?

sont les coordonnées locales sur TM qui correspondent auzx coordonnées locales z', ..., x™ sur M.

2/ Le vecteur U ne dépend pas de la carte choisie.

m
Pour v = E w22 un vecteur de T, M on a
i—1

mo 9
1% 7 \74

d’ou
jq\(z,u)(XH,U) = 0,
§(x,u)(XV,U) = gx(X7 u) X c :{(M)

95
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Proposition 3.18 1) %XHZ/{:O,
2) Vrld =XH =0,

3) %L{XH = 07
4) 6MXV = 07
5) Vuld =U

pour tout champs de vecteurs X sur M et U sur T'M.

Preuve. Soient les formules suivantes

~ v 1 H
V(o) = (700)" + 5 {R(w,0)0)
et
8 m
(le )H<u]) == Z (Flk © 7r)u %(uj)
k=1
alors

~ 0
D) Vxnll = Vo (55

~ ~ .0 |~ 0
D) Gatl = Tt o) = X { T )" |

= X{wT ) + () WG = XH0) = x

) X" = T X" = {00 () + () (X )"
_ %{R(u, Wo)" + aiz‘ (X7) =0

4) %L{XV = %uz’(aii)vXj(%)v

. ~ 0 0 .0
= {X”V(aaﬂ)v(@)er(axi)V(X])(@)V} =0

Oy
oxI

= { W) + () @) b =0

5 Vull = Vui(%)vuj(

ozt
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3.2.1 Structure géométrique de du fibré tangent unitaire

Soit ensemble

M = {(z,u) € TM | g.(u,u) =1}

On définit 'application
f: T™™M — R

(x,u) — ge(u,u)—1

L’application f est de rang constante. En effet ;

1) f est de classe C*°.
2) Soient (U, ) une carte de M, (7=1(U), ¢*) une carte de TM et le vecteur

- l—. S TIM
“ ;u oxt

on a

o) = 9a3 0 5o D W ) = 2D e gal s )
=1 j=1 i=1 j=1

On définit 'application differentielle de f au point (z,u)

T.rM et R

(o) = )
o | | idg
R2m — R

D(fop=1)(e(z,u))

alors

Twarf = D(f o (¢") (" (@,0)) 0 07 (1 -

Le champ de vecteurs canonique U est normal a 71 M dans (T'M,g) en tout point
(x,u) € TyM.En effet;

Soient la métrique de SASAKI g définie en coordonées locales par

5= (99)" (d2')" ® (d2)" + (g5))" (da) " ® (da?)"
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et

un champ de vecteurs définit sur 17 M.

on a

ce qui nous donne

= (wTLda’ +du’) (u¥0p) (T da” + du) (X' + X'o))

= (uSFgT)N(T + )N(;>

JU.X) = ((95)"(dz") ® (do?)" + (95)" (da') " @ (d2))™") (U, X)

= gij.(uiungr)?; +u' XJ).

Puisque X(%u) € T(q;,u)TlM =

0
@ (gij)

et

Ker(Tguf) on a

0

@(9(@» 95)) = 9(V0,0:0;) + g(0;, Va,9;)

= g(T}0n,0;) + 9(8;, FZjah)

i, j i 5 0 s s -
(’LL u]_(gij)a s U uj%(glj)7 2u J1s, ,2’LL gls)X(z,u)

Oxt

i,.7 0 vk s v mr
(X0 @(QU)X + 2u’g,s X
9 - -

uzu]@(gij)Xk + QuSQTSXerT

2(u' ' T g X* + 2u° g, X™7) = 0
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donc §(U, X) = 0.

Le relevement X* est tangent au fibré 71 M au point (z,u) € Ty M, pour tout champ de

u)
vecteurs X tangent & M. En effet ; soit X € T(Lu)f(X(w w) = 0.

Tl f(X{w) = D(f o) (9" (x,u)) 0 0% 1) (X))
= D(f o9")(¢"(x,u))(X'0; — X'u'T5;0n)

P 0
= Xlu’u]a 1(9ig) + o+ X' o (g35)

+2u’ g1, X uP ij + ...+ 2usgmszukFy,’;

et en utilisant le fait que

1 ix= [90g5  Ogu  Ogu
e, == rl J r r
i = 99 Z { orr | oak T ol

on a
. 1 = [0Ogn  Ogn  Ogu
kpl k 1
20 XPu'ly, = 2u'u X]glsig ; { 7! + Ok + O
0
= Xufu ﬁ(gkj).
d’ou

Par contre, le relévement vertical n’est pas, en général, tangent & 71 M en (x,u).

Définition 3.19 Le relévement tangentiel de X est un champ de vecteurs noté X' tangent a
Ti M définit par

X( X(I u) /g\(ffyu) (XV7 U)U(z,u)

Tu) T

Le fibré T'(T M), a1, se décompose en

TTM |py=TTM & TTy M
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dousi Z € Tz TM avec (z,u) € T1 M, alors

> H v
Z = Xaw T Yaw

= X(Ii,u) + Y’(Z;,u) - /g\(YV7 u)u(z,u)

avec

XEuy + Y € TawTiM et GV U € TirTiM

Donc 'espace tangent T} M au point (z,u) est engendré par des vecteurs de la forme X et

XT. On munit alors, 'hypersurface Ty M C (T'M,g) par une métrique g définie par

1)~(XH> YH) = /g\(XH’ YH):

Q

2)g(X",Y") = o,

3G YT) = (X", YY) - (X", u).9(Y" . U).
VXY € X(M).

Remarque 3.20 On remarque que ul, v =ul = Gz (W, U) Ugw = 0.

(z,u) (z,u)

3.2.2 Crochet de Lie

Proposition 3.21 Soient X,Y € X (M), on a

) X7 vH] = (yxY),

2) (XY = g(X,u)YT —g(Y,u) X"
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Preuve.

DXV = XYY g (VU]
= [V - X e (- U]
= XYY~ X (0 (V7 U)) - U
= [XTYY] L = 90 (UxYou) - U
= (VxY) o) — 9= (VxY, 1) - Uiz

2) [XT Y] = X =0 (X w) - UYY —g. (You)- U],

= o (Xou) (Y = 90 (Vo)  Uy) = g0 (Vo) (X — 90 (X, 1) Uiy
= 9o (X, u) YLy — 9= (Viu) Xy

|

3.2.3 Connexion de Levi-Civita

Proposition 3.22 Soit % la connexion de LEVI-CIVITA de T\M équipé de la métrique g
induite de la métrique de SASAKI définie sur TM , si XetY sont deux champs de vecteurs

sur M ,alors on a

1)%XTYT = —g (Ya u) XT;
~ 1
) yr Y = 5{R(u,X) v

HTxn¥T = (T4 IR (V) XY

DTV = (7xV)" 4 SR )}

pour tout champ de vecteurs X, Y € X (M) .
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