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Introduction

L’analyse multivoque est une branche trés importante en mathématique qui a connus
de grandes progressions dans toutes les directions & une au cours des derniéres années.
En effet ’analyse multivoque a été un outil de base dans touts les domaines de mathéma-
tiques appliquées. Cette branche apparait naturellement dans de nombreuses disciplines
de la science, tels que la biomathématique, la physique, la théorie de controle, la théorie

des jeux, les sciences économiques, et autres.

Les problémes impliquant ’analyse multivoque surgissent, par exemple, lorsque 'en-
semble de solution, n’est pas réduit a un point comme dans le cas des problémes mal posés
(resp. les problémes d’optimisation paramétrés. Ce type de problémes sont un phénoméne

trés fréquent dans les applications.

Aussi il ressort de I’étude de tels problémes, la notion de multifonction (ou multiap-
plication, ou correspondance) notée F' : X = Y, qui & tout point x d’'un ensemble X
correspond un sous-ensemble F'(z) d’un ensemble Y. Il est clair que l'utilisation de ces
multifonctions, ne sera satisfaisante que si on est en mesure de leur subir, en quelque
sorte, les principaux outils de 'analyse. De nombreux travaux ont fait objet d’étude dans
ce sens ainsi que diverses applications on été réalisées. La littérature est trés riche dans ce
domaine, citon les livres de : Aubin-Cellina [14], Aubin-Frankowska [15|, Burachik-Tusem

[22], bien d’autres.

L’objet de ce memoire est une initiation a I'analyse multivoque. On présente les no-
tions fondamentales de la théorie multivoque, notament la notion de régularité (i.e. la

différentiabilité) des multifonctions ainsi que quelques applications.
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Précisément, cette étude est exposé en quatre chapitres :

Dans le premier chapitre, les définitions élémentaires seront introduites. Quelques pro-
blémes impliquant 1’analyse multivoque sont décrits comme des problémes inverses ainsi
que des problémes liés & 'optimisation. On traite dans ce chapitre les structures algé-
briques et les régles de calcul avec des exemples illustratifs. La notion de processus convexe
fermé est aussi mise en évidence. Le chapitre est cloture par une version multivoque du

théoréme de ’application ouverte.

La notion de continuité au sens de Hausdorff d’une multifonction est considérée au de-
but du chapitre II. Les notions de semi-continuité inférieure et supérieure sont examinées.

On s’intéresse aussi a la notion de différentiabilité, celle ci est trés proche de la notion
classique de Fréchet-différentiabilité d’une fonction (i.e cas univoque ). Aprés avoir donner
quelques exemples illustratifs, nous allons donné la version multivoque du théoréme des
accroissement finis, 'accent est aussi mis sur la notion de pseudo-lipschitziannité (pro-

priété de Aubin) des multifonctions tout en précisant quelques propriétés.

La premiére partie du chapitre III, est dédié aux fonctions multivoques, Rappelons
que le principe de contraction de Banach a été généralisé aux fonctions multivoques par
Nadler en 1969. De plus, en 1978, Mizoguchi et Takahashi ont obtenu un version multi-
voque du théoréme de Caristi. Dans la deuxiéme partie nous nous intéressons aux points
fixes du contactions multivoques généralisées, Le point de départ est une remarque dans
lequel on constate que le théoreme de Nadler sur les contactions multivoques est encore
vrai en affaiblissant I’hypothése de contraction. Nous allons exposer une version améliorée
leurs résultats sous une hypothése de contraction généralisée trés faible, on obtient ainsi

une version trés faible du Théoréme de Banach-Picard.

Dans le chapitre IV | I’étude est consacrée aux versions du théoréme d’inversion ainsi
que le théoréme de fonction implicite. Dans ce travail, une généralisation du théoréme
d’inversion [17] est donné. On donne aussi un théoréme de multifonction implicite avec
quelques propriétés de différentiabilité de la multifonction inverse. Ce chapitre est illustré

par une application aux inclusions différentielles.



Chapitre 1

Outils de base

1.1 Préliminaires

1.1.1 Introduction

On se propose, dans ce chapitre, de donner un éventail de définitions algébriques et

topologiques en analyse multivoque. Des divers exemples seront mis en évidence.

On parle de multifonction (ou application multivoque), cette application F' d’un es-
pace X vers un espace Y est une correspondance qui associe a tout élément z € X un sous
ensemble F'(x) de Y.On désigne une multifonction, en général, par la notation F': X =Y
et (F: X — 2¥1). Les multifonctions interviennent dans divers problémes, notamment,

comme en économie ou en théorie des jeux, etc.
On donne ci-dessous une description de quelques exemples ot cette notion apparait na-

turellement.
Exemple 1.1.1. (Problémes inverses) Soient X,Y deux ensembles et f : X — Y une
fonction. Etant donné y € Y, soit le probleme :

Trouver x € X tel que f(x) =1y

L’ensemble des solutions n’est pas nécessairement un singleton et qui peut-étre éventuel-

lement vide. On définit ainsi une multifonction S :'Y = X telle que :

Sy) ={reX: : fla)=y}=f'y) WeY (Ensemble des solutions)

1. Ensemble des parties de Y

11



12 Outils de base

Exemple 1.1.2. (Problémes d’optimisation paramétreés)

Soient X,Y deux espaces topologiques et f : X x Y — R. Considérons le probleme

d’optimisation paramétré suivant :

(P,) in)f(f(x,y) = V(y) (Fonction de performance)
re

La fonction V est aussi appelée fonction valeur (ou fonction marginale).On peut définir

une multifonction S 1Y = X par :

S(y) ={xeX: inif(:v, y)=V(y)} YyeVY (Ensemble des solutions de(P,))
S

Il est alors intéressant d’étudier les propriétés de S(-), par exemple, établir des conditions

assurant que S(y) soit non vide et étudier le comportement de S(y) lorsque y vraie.

Exemple 1.1.3. (Conditions d’optimalité pour le cas non différentiable)

Soient f : R™ — R une fonction et * un minimum de f sur R™. On sait que dans le
cas différentiable, la condition d’optimalité de fermat assure que V f(x*) = 0.
Une condition analogue peut-étre utilisée lorsque la fonction f est convere non différen-
tiable. En effet, on introduit une notion de sous-différentiel de f en définissant la multi-
fonction notée Of(-) : R™ = R” telle que pour chaque x dans R™ on fait correspondre le

sous-ensemble :
of(x) :={w e R": f(y) > f(z) + (w,y —z) Vy€eR"}

1l est alors facile de voir qu’une condition nécessaire et suffisante d’optimalité de x* est

la condition 0 € Of(z*) d’ou la nécessité d’étudier la multifonction Of(-).

Exemple 1.1.4. (Inéquations variationelles)

Les inéquations variationnelles interpretent divers phénomenes physiques et elles in-
terviennent dans la résolution de plusieurs problémes mathématiques. Particuliérement,
elles apparaissent en théorie d’optimisation sous forme de condition d’optimalité.

En effet, une inéquation variationnelle est un probleme de type :

Trowver T € C  tel qu’il existe u € T(T) satisfaisant
(Probléeme variationel)
<ﬂ,I—E>X7x*ZO Ve el
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ou T est une fonction de X dans l’ensemble des parties de X* et C un fermé dans X.
Lorsque C' est conveze et T := 0f(-) le sous-différentiel d’une fonction convexe
f X — R alors I’ensemble des solutions du probléme variationel coincide avec l’ensemble

des minimiseurs de f sur C i.e. les solutions du problémes min,cc f(x).

1.1.2 Domaine et Graphe d’une multifonction

Définition 1.1.1. On appelle graphe de la multifonction F' : X =Y [’ensemble
grF ={(z,y) e X xY :y € F(z)} (Graphe de F)
F est a graphe fermé si Graphe(F') est fermé dans X XY on dira aussi que F' est fermé.
Définition 1.1.2. Soit F': X =2 Y une multifonction. On définit l'image de F' par :
Im(F) = Ugex F(x) (Image de F)
et la projection sur X (le domaine de F') par l’ensemble :
dom(F) :={x € X : F(x) # 0} (domaine de F)

Lorsque domF # 0 (resp. domF = X ), la multifonction F est dite propre(resp. stricte).
Et on dite que I est univoque si a chaque x, on fait correspondre un singleton.

Autrement dit, pour tout x € X, F(x) := {f(z)} ou f est une fonction de X dans Y.

1.1.3 Image réciproque d’une multifonction

Soit X, Y deux ensembles et F': X =% Y un application multivoque

Définition 1.1.3. linverse d’une multifonction F est une multifonction F~' Y = X

telle que :

r € F Y y)eycF(x)

(ou (y,z) € gr(F) ' & (z,y) € gr(F))

Ainsi domF~' = ImF et ImF~' = dom(F).
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Donnons quelques exemples :

Exemple 1.1.5. Considérons la multifonction F : R = R définie par :

L 0 stx >0
Flz):= {{_ﬁ, V=T siz <0

1l est clair que est propre et non stricte car domF = R_
Ici

ImF =Uger {—V—2,vV—2} =R
et

grF ={(z,v—=z): 2 <0} U {(x, —V—x) : 2 <0}
De plus, la multifonction inverse est donnée par :

F1:R=R F Y (2) ={-2%

Exemple 1.1.6. Soit f : R® — R une fonction, on définit la multifonction E;:R"=R
dite "d’épigraphe de f" par :

Ef(z) = {a € R: f(x) < a}

Alors
domE; = domf, grE; =epif et E;l(oz) = leveo f

ot epif ={(x,a) e R" xR : f(x < «a)} appelé épigraphe de f.
levey f:={x € R": f(x) < a} est l'ensemble niveau de f.
De méme, on définit la multifonction Hy : R™ = R dite "d’hypographe” de f par :

Hi(z) :={aeR: f(z) > a}

et on'a
domH; = domf, grHy = hypof et Hf_l(a) = levsa f

avec hypof := {(z,a) € R* x R : f(x) > a} appelé hypographe de f et
levsof :={x € R": f(z) > a}.
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1.1.4 Image direct et image réciproque d’un sous-ensemble

L’une des différences entre les applications univoque et les applications multivoques
est que pour une fonction univoque, I'inverse d’un ensemble est défini de maniére unique,
par contre, il existe deux maniére de définir I'image inverse d’un ensemble par une multi-

fonction.

Définition 1.1.4. Soient X,Y deux ensembles, F' : X == Y wune multifonction et A un
sous ensemble de X. L’image de A par F' est définir par :

F(A) :==UgeaF(x)
Définition 1.1.5. Soit F' : X = Y wune multifonction et B un sous-ensemble de Y .
L’image réciproque de B par F notée F~1(B) sont définir par :
FYB)={reX:Fla)nB#0}
Et le noyau de F noté F™(B) est défini par :
F*(B):={r € X : F(z) C B}

Exemple 1.1.7. Soit la multifonction F : R = R tel que F(x) = [2% 2 + 1] pour tout

z € R ona :
F{0,1}) = UsepoyF(x) =1[0,2], FRy) =R=F(R_)=F(R)
FYR,) = R, F7HR_) = {0}, FHR*) =0

Proposition 1.1.1. Soit F : X =2 Y une multifonction et A, B deux sous-ensembles de

X, Y respectivement alors :
1. AC (FH(F(A)))
2. F(F*(B))C B
Donnons quelques propriétés connues dans le cas univoque .

Propriété 1.1.1. Soient F' : X = Y wune multifonction, (A;)icr une famille de sous-

ensemble de X et (B;);er une famille des sous-ensembles de 'Y .Alors :
(P1)  F(UietAi) = UierF(A)  (Pa) F(NierAi) C NierF(A;)

(Ps) F Y UierBi) = UielFY(B;) (Pa) F Y NierB;) C MierFH(By)
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Preuve Donnons la preuve de (P;) et (P,) seulement.

Soit y € F(UjerA;), il existe donc z € U;erA;, pour lequel y € F(x). Ainsi pour un certain
ipel, x € Ajyetonay € F(A;,) CUierF(A;).

Réciproquement, si y € U;c;F(A;) i.e. si pour un certain indice iq € I le point y € F(x)

avec s € A;, C UjerA; alors on a évidemment que y € F(Ujer4;).

Soit maintenant = € X telle que F'(x) N (MerB;) # 0. 11 existe donc y € F(x) de sorte
que y € B; pour tout i € I i.e. y € F(x) N B; ou encore x € F~Y(B;) (Vi € I).
D’ou la propriété (Py).

Remarque 1.1.1. Notons que linclusion inverse dans (Py) (resp. (Pz)) est fausse. En
effet, considérons la multifonction F : R = R définie par F(x) := (0 pour tout x ¢ [—1, 3]
et

F(a) ::{[—\/1—952,\/1—9[;2] si—1<z<1

R st 1<x<3

et By = [0,1], By = [4,6]. Alors F7Y(By N By) =0 et F~(B;) N F~1(By) =[1,3].
O

1.2 Quelques opérateur sur les multifonction

1.2.1 Opérateurs algébriques

Considérons X, Y deux ensembles et ;G : X = Y deux multifonction. On peut alors

définir divers multifonctions en considérant :

e H=FUG: X =Y telleque H(z) = F(x) UG(x) VzeX

e H=FNG: X =3Y telleque H(z) = F(z)NG(x) VreX

o H=F\G: X 2Y telle que H(z) = F(2)\G(z) VexeX

e H=(F,G): X 3Y telleque H(z) = F(z) x G(z) VrxeX

Et lorsque X, Y sont des espace vectoriels, on définit les opérations suivantes :

e H=F+G: X =Y telle que H(z) = F(z) £ G(z) = {ya £y : y1 € F(x) et
y2 € G(x)} Vere X

o H=)XF:X =2Y telleque H(z) = AF(z) ={\y:y € F(z)} Vre X (AeR)
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Donnons un exemple illustratif :

Exemple 1.2.1. Soient Fy, F5 : R = R telle que :
Fi(z) =[x —1,x+2] et
Fy(x) =[x,z +2]. On'a :

(ALUR)(z) = [r—lLz+1|U[z,z+2]=[z— 1,2+ 2]
(ANE)z) = [z—1lz+1N[z,z+2] = [z,2+1]
(F\F)(z) = [t—Lz+1\[z,z+2 = [z —1,2]
(F1,F)(z) = [x—1,x+4+1] X [z,2 + 2]

1.2.2 Composée des multifonctions

Définition 1.2.1. Si F : X =2 Y et G : Y = Z sont des multifonctions, alors la
composition (G o F)(+) est définir par :

(G0 F)(@) i= GF()) = UyernGly) Va € X
Bien sur cette opération n’est pas commutative. En effet, considérons l’exemple suivant :

Exemple 1.2.2. Soient F,G : R = R sont des multifonctions telles que :

F(z) = {222 + 1} et G(x) := {/]z], /] + 1]}. On'a :

(GoF)(z) = G(F(2)) = UyernGly) = G(z*) U G(z*T)

= {lz|,|2z| + L, /][22 + 1], /|22 + 1| + 1}

D’autre part,

(FoG)(x) = F(G) = Upeaw Fy) = F(/Te) U F(V/Jal +1)
= {lz|, |z + 1, (/]z] + D% (V]z] + 1)* + 1}

et pour x =1, on'a :

(GoF)(1)={1,2,V2,V2+1} # (Fo G)(1) = {1,2,4,5}
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1.2.3 Propriétés principales :

Proposition 1.2.1. Soit F,G : X = Y deux multifonctions, et B un sous ensemble de
Y. Alors :

1) (FUG)Y(B)=FYB)UGB) e (FUG)*=F'(B)UG*B)
2) (FNG)"Y(B)C F-Y(B)NGY(B) e  FY(B)NGHDB)C (FNG)*DB)

Proposition 1.2.2. Soient F : X =Y et G : Y = Z deux multifonction et B C Y.
Alors :

1) (GoF)™(B)=FYG Y(A)) et (GoF)"(B)=F"(G"(A))
2) Side plus C C Z. Alors :

(Fx@)"(BxC)=F"(B)NnGT(C) et (FxG) YBxC)=FYB)NnG*(C)

1.2.4 Processus convexes fermés :
Considérons maintenant deux espaces vectoriels X,Y et introduisons la notion de
convexité d’une multifonction par :
Définition 1.2.2. Une multifonction F': X =Y est dite :
1) a valeurs convexes (resp. fermées) si F(x) est convexe (resp. fermé) pour tout x € X.

2) convezxe si son graphe (grF) est convexe (resp. fermé) dans X x Y. Autrement dit, F

conveze si domF est pour tous x1,x2 € domF et A € [0,1] on’a :

3) fermé si grF est fermé dans X x Y. Autrement dit, lorsque X et'Y sont des espaces
métriques, F' est fermée si pour toute suite ((Ty, Yn))nen convergeant vers (x,y) telle

que y, € Fx, on'ay € F(x).

Remarque 1.2.1. Une multifonction convezxe (resp. fermée) est nécessairement a valeurs
convezes (resp. fermées) mais la réciproque est fausse, il suffit de considérer la multifonc-

tion univoque F : R = R telle que : F(x) := {z*}(resp. F(z) := {sin1}) pour z # 0.
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Exemple 1.2.3. Soient g : X — Y une fonction linéaire et K un sous-ensemble convexe
de Y. On considére la multifonction F': X =Y définie par F(x) = g(x) + K. Alors il
est facile de montrer que F est convexe.

En effet, soient (x1,y1) € grF, (xa,y2) € grF et A € [0,1]. On’a donc

(I =Ny+ry € (1=A)(g(21) + K) + Mg(z2) + K)
€ (1= Ng(@1) + Ag(wa) + (1 — VK + \K
S g((l - /\)Il + /\IQ) + K

car g est linéaire et K convezre. D’ou F' est conveze.

Définition 1.2.3. On dit que la multifonction F : X =2'Y est affine si pour tout
x1,x9 € domF et X € [0, 1]

(1 =XN)F(z1) + AF(22) = F((1 = N1 + A\xg)
Comme exemple de multifonction affine, on donne :

Exemple 1.2.4. Soient f, g : R — R deux fonction affines et concidérons la multifonction
F : R = R définie par :

Fla) = {[f(sc),g(w)] si f(x) < g(a)

1) sinon

Comme f, g sont affines alors domF' est convexe avec
domF ={z € R": F(x) # 0} ={z e R": f(x) < g(x)} #0
De plus, pour x1,x9 € domF et X € [0,1] on’a :

y € F((1—=XNxi+Mx2) < f(1—=Nxy+ Ax2) <y < g((1 =Nz + Azo)
& (1=N)f(z1) + Mf(22) <y < (1= Ng(x1) + Ag(a2)
& y € (L= Nf(1) g(@1)] + Alf (22), g(x2)]
< ye (1 —NF(x)+ AF(x2)

D’ou la multifonction F' est affine.
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Notion de processus convexe fermée

Définition 1.2.4. Soit X, Y deux espace vectoriel et soit F: X =Y une multifonction.
On dit que F est un processus si son graphe est un cone i.e. grF satisfait la propriété

sutvante :
AgrE C grF YA >0

Si de plus, grF est conveze (resp. s.e.v) on dit que F est un processus conveze (resp.

linéaire).

Définition 1.2.5. Soient X et Y deux espace vectoriel topologiques (en particulier e.v.n)
et soit F': X =Y une multifonction. On dit que F' est un processus convexe fermé si son

graphe grE' est un cone convexe fermé.

Exemple 1.2.5. Soient X etV deuz e.v.n A : X — Y un opérateur linéaire continu et
K un cone convexe fermé dans Y. Alors la multifonction F définie par F(z) = A(z) + K
est un processus convexe fermé. En effet, D’apres l'exemple 1.2.3, la multifonction F est
convexe i.e. son graphe est convezxe.

Soient maintenant (x,y) € grF et A > 0. On’a donc :
Ay € MNA(z) + AK = A(Qx) + A\K C A(\z) + K

car K est un cone. Ainsi AN(z,y) € grF D’ou F est un processus.
D’autre part, soit une suite ((Tn,Yn))nen C grF telle que (T, Yn) —nooo (z,y). Comme

Uopérateur A est un continu et la suite X,, converge vers x alors A(x,) —rn—oo Ax. D00

(Y — A(zy)) est une suite d’élément de K et converge vers y— Ax alorsy — Az € K = K
(K fermé) ce qui montre que F est fermé. On conclut que F est un processus conveze

fermé.

Une propriété caractérisant les processus :
Propriété 1.2.1. Tout processus est caractérisé la propriété suivante :

Vee X,VA>0: A F(z)=F(\x) et 0€ F(0)
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Preuve. Soientz € X, > Oet prenonsy € AF(z). D’'ou A\ ™'y € F(z) ainsi \'(\z,y) =
(x,\"ly) € grF ou enco re (\z,y) € AgrF' C grF car F est un processus. On conclut que
y € F(A\z).

Si maintenant y € F(A\z) i.e (Ar,y) € grF d’ou (x,\"'y) € A'grF C grF. On’a donc
ANy e F(z)iey € \F(z). O

Remarque 1.2.2. Le domaine et l'image d’un processus convexre sont des cone convexes.
En effet, soit F : X = Y un processus convexe. On sait que domF (resp. ImF') est
convexe. Considérons x € domF i.e. F(x) # (). Donc AF(x) # () pour tout scalaire \.

Et comme F' est un processus, A\F(x) = F(Ax) VA > 0 avec 0 € F(0). D’ou domF' est un

cone. De la méme maniere, on montre que ImE" est un cone.
Une caractérisation des processus convexes peut-étre donnée par le :

Lemme 1.2.1. Une multifonction F' : X =Y est un processus conveze si et seulement

si I est un processus vérifiant :

v.%’l,l'g .G F(.I'l) —|—F(l’2) C F(l‘l —F.I'Q)

Preuve. Il suffit de montrer que lorsque K est un cone alors il est convexe si et seulement
si K + K C K. En effet, soient x,y € K. Supposons K convexe alors %x + %y € K et

comme K est un cdne on’a :

1 1
x+y:2(§x—|—§y)62KCK

Réciproquement, si z,y € K donc pour tout ¢t € [0,1] on’a tx € K et (1 —t)y € K.
Doutr+(1-tlye K+ K C K. O

Proposition 1.2.3. Soient XY, Z des ev.n ;G : X =Y et H:Y == Z des processus

conveze fermés. Alors :

1) Les multifonctions F~', AF(XA € R), FNG, FUG et (F, Q) sont des processus convezes

fermés.

2) Les multifonctions F'+ G, H o F' sont des processus convezes.
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Preuve. On va donner la preuve par l'inverse et la composition.

1) Comme le graphe de la multifonction inverse F~! : Y = X est caractérisé par I'équi-
valence

(y,2) € grF ' & (z,y) € grF

il est facile de montrer que F~! est un processus convexe fermé.

2) Vérifions que gr(H o F') est un cone.
Soient (z,z) € gr(HoF)et A > 0.D’ou z € Hy avec y € Fx et comme H, F sont des
processus, on’a Az € AHy = H()\y) avec \y € AFx = F'(Ax). Ainsi Az € H o F'(\x)
ie. Nx,2) € gr(HoF).
Considérons maintenant z; € H(y;) avec y; € F(x;) et x; € X(i = 1,2), par la

convexité de H (resp. F'), on’a :

21+ 20 € Hyy + Hys C H(y1 + y2)

avec

Y1 +yo € F(x1) + F(22) C F(21 + 22)

Do 21 + 22 € (H o F)(z1 + x2) et la convexité de H o F' s’en suit. O

Remarque 1.2.3. e La somme de deux multifonction fermées n’est pas nécessairement
une multifonction fermée. En effet, considérons F, G : R = R telle que F(x) := {%} pour
x#0,F(0) ={0} et G(z) :=={x— 1} siz # 0 avec G(0) = [1,+o0[.

Ici F' et G sont fermée alors que F+G ne l’est pas. Pour cela, il suffit de considérer la suite
(L,1) dans gr(F + G)(: € (F + G)(2)) convergente vers (0,0) mais (0,0) ¢ gr(F + G)
car (F +G)(0) = [1, +ool.

e La composée de deux multifonction fermées n’est pas nécessairement une multifonction
fermée. En effet, pronons F, G : R = R telle que F(x) := {1} pour x # 0, F(0) = {0}
et G(x) = [1,z] pour tout x > 1 et G(z) := () pour x < 1. Ici F, G sont fermée mais la
composée G o F nlest pas fermée avec G o F(x) :=[1,1] si0 <2 <1 et Go F(z) := 0

1
st x €] — 00,0]U]1, 4+00]. I suffit de prendre la suite (,1) C gr(G o F) et lim(—,1) =
n

(0,1) ¢ gr(Go F).



1.2 Quelques opérateur sur les multifonction 23

Notons que la notion de processus convexe fermée généralise la notion d’opérateur
linéaire borné. De plus, une maniére de définir la norme d’un processus convexe F' est
donnée dans [15] par :

1P = s 2L

r€domF,x#0 ||$ ||
Un processus convexe est alors dit normé si sa norme est finie.
Remarque 1.2.4. Comme dans le cas univoque, si F' est de norme finie, on ne peut rien

dire sur la norme de F~'. En effet, soit l'exemple suivant :

Exemple 1.2.6. Soit F' une multifonction de R dans R, définie par F(z) := 0 pour x <0
et
F(z):={(y,2) :y* < zwetz >0} pourz >0

Ici 0 € F(x) pour tout x € domF = R" donc d(0,F(x)) = 0. D’ou | F ||=0 et F est
norme.

La multifonction inverse de F est définie par F71(0,0) = RT, F~Y(y,2) := 0 si (y,2) €
R x R* UR* x {0} et

2
F 'y z2)={reR":z> y_} siz >0
z

de plus sa norme est infinie : pour la suite (1, %) CdomF~!' =R xR*, ona :

F7(1,%) = [n, +oo[. Donc d(0, [n,+o00[) =n et

a0, F~'(1,1)) n
LDl max(1, )

|F~Y)| > =n — 4o0.

Finalement, on énonce la premiére version multivoque du théoréme de I'application
ouverte. Cette version a été obtenue dans un premier temps pour les processus convexes

fermés puis généralisée pour d’autre cas

Théoréme 1.2.1. ([22],[15]) Soient X,Y des espaces de Banach et ' : X = Y un
processus convezre fermé et surjectif i.e. ImF =Y. Alors F est ouvert i.e. pour tout

ouvert U dans F(U) est un ouvert dans Y. De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle

que pour tout yi,y2 €Y et tout 1y € F~ (1), il existe x5 € F~ (y2) de sorte que

|21 — 2| < cllyn — val|
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Chapitre 2

Notion de lipchitziannité et de
différentiabilité

2.1 Continuité au sens de Hausdorff

2.1.1 Distance de Pompieu-Hausdorff

Pour définir la continuité au sens de Hausdorff, on’a besoin d’introduire la notion
d’excés que de distance de Pompieu-Hosdorff. Pour cela, considérons un espace métrique
(X, d).

Définition 2.1.1. Soient A, B deux parties de X, on définit l'excés de A sur B, et on

note e(A, B), comme suite :

e(A,B) := supd(x,B)=supinfd(z,y) si A#D
€A T€A yeB
e(@,B) = 0

ot d(z, B) = infyep d(x,y) avec la convention infy = +oo.

Exemple 2.1.1. Pour A=10,1] et B =[0,400|, on'a e(A, B) = 0,e(B, A) = 400
= [1,400] et B = N*, on obtiens e(B,A) = 0 et pour tout
x> 1,d(x,B) = mm(:c — [z], [z

(A, B) =3

Et pour les parties :

| —x+ 1) ou [z] désigne la partie entiére de x. Ainsi

Remarque 2.1.1. On fait que l’excés n’est pas symétrique et n’est pas nécessairement fini
donc il ne vérifie pas les propriétés élémentaires d’une métrique. Citons quelque propriété

de lexces.

25
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Propriété 2.1.1. Soient A, B,C, D des partie non vides d’un espace métrique X, on’a :
(P1) e(A,B) <e(A,C)+e(C,B)
(P2) e(A,B) =0« AC B ete(A B) =e¢(A B)
(P3) si AC C et D C B alors e(A,B) <e(C,D)

Lorsque X est un espace vectoriel normé et soit A € [0, 1], on'a :
(Ps) e(A+C,B+ D) <e(A, B)+e(C,D)
(Ps) e(A,AB+ (1 =X)C) < Xe(A,B)+ (1 —X)e(A,C)
(Ps) Si C est convexe alors e(AA + (1 — X\)B,C) < Xe(A4,C) + (1 = Ne(B,C)

Preuve. Donnons la preuve de (P), (P2) et de (Ps).

Montrons tout d’abord la relation suivante :
d(z,B) < d(z,y)+d(y,B) Vrx,ye X (2.1.1)
En effet, soient x,y € X, d’aprés I'inégalité triangulaire, il vient que :
d(z,B) < d(z,z) <d(x,y)+d(y,=2) Vze B
< d(z,y) + inf d(y, 2)
et la propriété (2.1.1) s’en suit et donc pour tous z € Aet y € C
d(z,B) < d(z,y) +d(y, B) € d(z,y) + e(C, B)
En prenant alors la borne inférieure sur les y dans C il vient (pour x quelconque) :
d(xz,B) < d(z,C) +e(C, B) (2.1.2)

D’ou (Py) le résultat en prenant la borne supérieure sur les x dans A. Maintenant, en

utilisant I'inégalité (2.1.2) et la propriété classique donnée par I’équivalence :
dx,B)=0<2€B

on montre sans aucune difficulté le premier résultat dans (Ps).

De plus, comme sup, = supy (resp. infz = infz), on conclut que : e(A, B) = e(A, B).
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Considérons maintenant, C' un convexe dans X un e.v.n et A € [0, 1].

Soient x € A,y € B alors :

IN

dAz+ (1 =Ny, C) d(Az + (1 = Ny, 2) Vzel
dAz + (1 =Ny, Au+ (1 = A)v) Yu,v e C

< Al —ulf+ (A =Nlly —ol  Vu,0eC

IN

Passant a la borne inférieure, il vient que :

dAdz+ (1 =Ny, C) < M(z,C)+ (1= N)d(y,C)
< Qe(A,C)+ (1 - Ne(B,0)

d’ott (Ps) en prenant la borne supérieure. O

Définition 2.1.2. (Distante de Pompieu-Hausdorff)

La distance de Pompieu-Hausdorff (dite de Hausdorff) entre deux parties A et B de
(X,d) est définie par :

diy(A, B) := max(e(A, B),e(B, A))

1l est clair que dy définie une métrique sur [’ensemble des parties fermées bornées et non
vides de X.

Remarque 2.1.2. D’apres cette définition, on peut facilement vérifier les propriétés sui-

vantes :

1) dy(A,A) =0 pour tout A € X

2) dy(A,B) =dy(B, A) pour tout A, B € X

3) duy(A,B) <dy(A,C)+dy(C, B) pour tout A, B,C' € X
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2.1.2 Semi-continuité au sens de Hausdorff

On s’intéresse, dans ce paragraphe, a la notion de continuité au sens de Hausdorff. Plus
particuliérement, la semi-continuité inférieure (resp. supérieure) seront abordées tout en
donnant quelques propriétés importantes. Notons qu’on trouve diverse notions de conti-
nuité de multifonctions dans la littérature, on pourra consulter [22] pour plus de détail.
Soient X et Y deux espaces métriques et F' : X == Y une multifonction & valeurs non

vides.

Définition 2.1.3. On dira que F est :

1) Semi-continue inférierement (s.c.i) en Xo € domF' si e(F (o), F(z)) —2—z, 0

2) Semi-continue supérierement (s.c.s) en Xo € domF si e(F(x), F(xg)) =z a 0

3) Continue au sens de Hausdorff en Xo € domF si dg(F(x), F(20)) =z 0
autrement dit, si elle est s.c.i et s.c.s en xy.

Donnons quelques exemples :

Exemple 2.1.2. Soit F': R = R définie par :

F(x):{{%} six#0

[—1,+1] six=0

Cette multifonction est s.c.i (resp. s.c.s) en tout so # 0.
En effet, si zy > 0 alors pour tout x wvoisin de xy on a F(x) = F(xy) = {1}. D’ou
e(F(xo), F(z)) = e(F(x), F(xg)) = 0.
De méme, sizg <0 on a F(x) = F(xg) = {—1} pour x proche de xy Donc F est continue
en Xog# 0. Ici F' est s.c.s en 0 mais elle n'est pas s.c.i .
En effet, comme F(z) C F(0) alors e(F(x), F'(0)) =40 0. Mais pouryy, =0 € F(0),d(0, F(x)) =
1 pour tout x # 0 donc e(F(0), F(x)) #4—0 0.

Exemple 2.1.3. La multifonction F : Ry = R définie par

0,2 siz>0
Flw) = {{0} six=0

est s.c.1 et s.c.s en 0.
Bn effet, on'a e(F(0), F(x)) = d(0,[0, 1]) = 0 et e(F(x), F(0)) = - — +o0.
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Une variante de la semi-continuité inférieure peut-étre donnée comme suit :

Définition 2.1.4. Une multifonction F : X = Y est dite s.c.i en (xo,y0) € grF si
d(yo, F()) = 0, Autrement dit, si pour toute suite (z,,) convergeant vers xo, il existe

une suite (y,) convergeant vers yo et telle que y, € f(x,), et on dira que F' est s.c.i en xg
si Yyo € F(xo) : d(yo, F(x)) —2—ya O.

Remarque 2.1.3. Les propriétés de semi-continuité sur les opérations (comme par exemple,
somme, composition, réunion) sont nombreuses et trés variées (voir [23]). On fait remar-
quer que si une multifonction F est s.c.i (resp. s.c.s), on ne peut rien dire sur la mul-
tifonction inverse F~1. On a en fait un résultat semblable au cas univoque disant que si

f: X =Y est ouverte (resp. fermée) et bijective alors f~1 est continue.

Introduisons alors la notion de multifonction ouvret par la définition suivante :

Définition 2.1.5. Soient X,Y deux espaces métrique, F' : X =Y a valeur non vides et
(x0,Y0) € grF. On dit que F est ouverte en (xg, o) si pour tout ouvert U contenant xy,

il existe un voisinage V- de yo tel que V- C F(U).

Notons que cette définition est aussi valable dans des espaces topologique.
La proposition suivante assure que lorsque la multifonction est ouverts alors son inverse
est semi-continue inférieurement. En effet, considérons X,Y deux espaces métriques et

F: X =Y un multifonction & valeurs non vides, on’a alors la :

Proposition 2.1.1. Si F est ouverte en (zo,yo) € grF alors F~1 est s.c.i en (yo, xo).

Preuve. Il s’agit de montrer que F~! : Y = X vérifie la définition (2.1.4) au point
(yo,w0) € grEF 1. Soit € > 0 et considérons U := B(xg, ) qui est un voisinage ouvert de
x9. Comme F' est ouverte en (xg, o), on peut trouver un voisinage V' de gy, de sorte que
vV c F(U).

autrement dit, pour tout y € V, il existe au moins un = € U tel que y € F(x) d’ou

x € F~Y(y). Par conséquent,
d(zo, F'(y)) < d(z0,2) <e VyeV

On conclut que F~1 est s.c.i. en (yo, 7). O
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2.2 Notions de différentiabilité

2.2.1 Introduction

La différentiabilité des multifonction a fait I'objet de plusieurs travaux et la litté-
rature est assez riche dans ce domaine. on cite, par exemple, les travaux de Banks-
Jacobs|16],Gautier|28], Azé-Chou[11], Aubin-Frankowska|15], Mordukhovich[9], levy-Rock
afellar|[5].

Diverses notion de différentiabilité de multifonction ont été donc introduisant a des ré-
sultats variés et complémentaires en analyse multivoque, notamment, des résultats concer-

nant 'inversion des multifonctions, le théoréme des multifonctions implicites et le régula-
rité métrique.

Introduisons briévement quelques unes de ces notions.

Soient X, Y des e.v.n, F': X == Y une multifonction & valeur non vides.

e Différentiabilité au sens de Bouligrand :
La multifonction F est dite B-différentiable en zy € X si pour toute direction d la limite

suivante existe

F F
Ji, G (@0 +tv), F(z0)) F'(20,d)
tl0,v—d t

e Différentiabilité au sens de Gautier :
La multifonction F' est dite différentiable en xq € X s’il existe une multifonction

A: X =Y affine tel que
F(z) = A(z) + o[l — xol|)

e Différentiabilité au sens de Azé-Chou :
La multifonction F est dite B-différentiable en (xq,yo) € grF sl existe une multifonc-

tion L : X = Y tel que grL est un cone fermé et

lim 1w, 0) [ (2 + u,y + v), grF) = 0

(), (u,0) 2579 ((20,90),(0,0))
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e Dérivée contingente (Aubin-Frankowska) :
La dérivée contingente de F' en (xo, o) € grF est la multifonction DF (zg,y0) : X = Y

définie par :

F(zg + tw) — yo

v € DF(z9,Y0)(u) <= lim inf d(v,

t—0t w—u

)=0
Autrement dit, grDF(zo, yo) = Tyrr(T0, yo) (le cone tangente a grF en (zg,yo)) d’'out

A(t,) 4 0,3(u,) = u,I(v,) — v tels que

v € DF(x9,90)(u) <
(OyO)() { y0+tnvnEF($o+tnun) vn

e Codérivation (Mordukhovich) :

La codérivée contingente de F en (xg,yo) € grF est la multifonction

D*F(xg,y0) : y* = x* définie par :
" € D*F(x0,90)(y") <= (2", —y") € Nyrr(z0, %)
ot Ny,p(0,90) est un cone normal a grF en (xq, yo).

D’autre notion ont été donnée ainsi que des comparaisons ont été faites dans diverse
études. On pourra consulter les travaux de Levy-Rockafellar [5], Mordhovich ([8,6,7,9]),
Ponot [29] ol on trouvera aussi des régle de calcul et des applications. Pour notre part,

on va considérer et étudier la notion de différentiabilité donnée dans [17].

2.2.2 Différentiabilité en un point du domaine

On va présente, dans cette section , la notion de différentiabilité introduite dans [24].
En fait, cette notion généralise la différentiabilité classique i.e. la notion de Fréchet diffé-
rentiabilité des fonctions. Le but de ce chapitre est de donner la version multivoque des
théorémes fondamentaux en calcul différentiel classique, notamment, le théoréeme de la
moyenne, le théoréeme d’inversion locale et le théoréme de multifonction implicite.

Soient X et Y deux espaces vectoriels normés.
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Définition 2.2.1. Soient U un ouvert non vide dans X et F': U =Y une multifonction
définie sur U. On dira que F' est différentiable en Xog € U si F' est s.c.i en Xq et s’il existe

un opérateur linéaire continu A : X —'Y tel que :
Ve > 0,36, > 0,Vx € B(0,6.) : F(xg +x) C F(xo) + A(x) + ¢||z|| By (2.2.1)

- e(F(xg+ x), F(zo) + A(x)) < ¢z

et on note DF (xg) := A sa dérivée en xy.

Exemple 2.2.1. La multifonction F : R = R telle que F(x) := [a — 2%,d + 2%](a < b)
est différentiable en zo = 0 avec DF(x¢) := 0. En effet, il est clair que F est s.c.i en 0
car F(0) = [a,b] C F(x) pour tout . D’autre part, comme F(z) := F(0)+z*[—1,1] donc
pour tout € > 0, il existe 6. = € tel que x vérifiant |x| < e on'a

F(z) C F(0)+¢|z|Br

D’otu la différentiabilité de F' en 0 avec DF(0) = 0.

En toute généralité, on’a I'exemple suivant :

Exemple 2.2.2. Considérons g : X — Y une fonction différentiable en Xq et r : x — R*
une fonction différentiable en xq telle que Dr(xo) = 0. Alors la multifonction F : X =Y
définie par F(x) := g(z) +1r(x)By est différentiable en z¢ et DF(x¢) = Dg(xo). En effet,
il est facile de vérifier que F est s.c.i en xq. prenons € > 0, il existe alors §. > 0 tel que

pour x vérifiant |x — x| < 0, on’a
€ _
g(z + ) € glzo) + Dyglzo)(2) + 5 llzl| By
€ —
r(x+x0) € r(xg)+ §||x||BR

Ainsi pour y = g(x + o) +7(x 4+ 20)b € F(x+ 20) 011 b est quelconque dans By, il existe
Y = g(zo) + r(xo)b € F(x) et on’a
ly =y = Dg(xo)(@)| < llg(w + z0) — g(wo) = Dg(o) ()| + [Ir(x + w0) — r(wo)I[[|0]]
< el

D’ou F' est différentiable en x¢ et DF(xo) = Dg(xo).
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Remarque 2.2.1. Une multifonction différentiable F' : X = y en un point Xy peut

admettre plusieurs dérivées au point en question. En effet,

Exemple 2.2.3. Soit Yy e.v.n de Y tel que Yy # {0}, la multifonction "constante"”

F: X Y telle que F(x) := Y} est différentiable en xy € X et tout opérateur linéaire
continu A : X — Yy est une dérivée de F' en Xg i.e. DF(xo) = A. En effet, c’est clair
que F est s.c.i en xg. Considérons, maintenant, A € L(X,Yy). Alors comme pour tout

x € X, A(x) €Yy et du fait que Yy est un s.e.v on’a
F(zo+ )= F(x) + A(z) = Yp

et la conclusion s’en suit.

Donnons quelques propriété relativement & la somme et le produit de deux multifonc-

tions.
Propriété 2.2.1. Si F,G: X 2 Y et H : X = Z sont différentiable en xo € X. Alors :
(P1) La multifonction S == F + G : X 3Y est différentiable en xy avec

(P2) La multifonction P = (F,G) : X 3Y X Z est différentiable en xy avec

DP(xy) = (DF(x), DH(x))
Preuve. Montrons que la premiére propriété. on sait déja que la somme de deux mul-
tifonctions s.c.i (voir section 1). Comme F' (resp. G) est différentiable en x, il existe un

opérateur linéaire continu DF(xg) := A (resp. DG(zg) := B) tel que pour tout ¢ > 0, il

existe a, 5 > 0 de sorte que :
F(xo+x) C F(xg)+ Ax) + ngHEY Vz € B(0,«)
Glro+) C Glro)+ B(x)+5|e|By Vo € B,5)
Ainsi pour z € B(0,9) ou 6 = min(a, 5), il vient que
S(zo+1x) = F(zg+ )+ G(xo+ )
C Fla) + A(@) + Slle| By + Glao) + Bx) + - |lo| By

C S(xo) + (A+ B)(z) + 2| By
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D’ou (P;). De méme fagon, on montre la propriété (Pz). O

La différentiabilité de la composée n’est pas toujours assurée, on doit imposer une

condition supplémentaire. En effet, on’a la
Proposition 2.2.1. St F : X =2 Y et G : Y = Z sont différentiables en o € X et

yo € Y respectivement et si F'(xg) = {yo} alors G o F' est différentiable en x.

Preuve. On sait que G o F est s.c.i en g (cf. section 1. Les multifonctions F, G étant

différentiables en xg et yo respectivement, alors pour tout € > 0 il existe d;,02 > 0 tels
que :

F(zo,7) C F(x) + A(z) +¢|jz||By Vx € B(0,4,)

et
G(yo +y) C G(yo) + By) +elly|Bz Vy € B(0,5,) (2.2.2)

ou A := DF(xg) et B := DG(yo) Considérons z € (G o F)(zo + ) pour = € B(0,4) ou
§ == min(dy, HA‘S‘ﬁ), il existe donc y € F'(zo+x) tel que : z € G(y). Comme F(x¢) = {yo}
et

Yy < F(ZL’0+(L’)CF(ZL’())—FA(ZL')—F&HJIHEY

y € yo+ A(x) +¢||z|| By
il existe alors u € By tel que :
y = yo+ Alx) + e[zl
Ainsi z € G(yo + A(x) + gl|z||u) avec :

[A(z) + ellzllull < (Al + e)llz]| < b

car [lul]l < 1et ||z| < ”x“s‘ia. Appliquons alors l'inclusion (2.2.2), il existe zy € G(y) =

G o F(xp) tel que :

Iz = 20 = B(A(x) +ellzflu)l < el|A(z) + el|z][ul]
(Al + )=l

IA
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Par conséquent,

Iz =20 — BoA(z)[l < |z — 2 — B(A(z) + ellzllu)[| + [| B(e|z]lw)]l
(Al + 1BI[ + &)=l

IA

e étant quelconque, on conclut que Go F est différentiable en xy et D(Go F')(xy) = Bo A.
O

Définition 2.2.2. On appelle sélection d’une multifonction F' : X ==Y, toute fonction
f domF —'Y vérifiant :

f(x) € F(x) Vo € domF

Remarque 2.2.2. toute multifonction semi-continue inférieurement en (xg,yo) € grF

admet une sélection continue en xq.

Le lemme suivant établit le lieu entre la différentiabilité d’une multifonction F et celle
d’une sélection de F' .

Lemme 2.2.1. Soient F': X =2 Y une multifonction définie sur X tel que F(xo) = {yo}
et A: X =Y un opérateur linéaire continu. On suppose F' s.c.i en (xq,yo) alors les

assertions sutvantes sont équivalentes :
1) F est différentiable en xy avec DF(xy) = A.

2) Toute sélection f de F' est différentiable en x¢ avec D f(xg) = A.

Preuve. Supposons que F' est différentiable en zy avec DF(xy) = A. Considérons une
sélection f de F, ¢ > 0. Comme f(zo+ z) € F(xy = x), il va exister § > 0 tel que pour
tout = € B(0,9), on’a

fl@o+z) € Flag+a)C Fla)+ Alr) +elz| B,y

flzo+2) € yo+Alx)+elz|By
car F(zg) = {yo}. Or f(zo) € F(xo) donc yy = f(zo) et il vient que

f(@wo+z) € f(wo) + A(z) + €|l By
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Ce qui prouve que f est différentiable en xy avec D f(xy) = A.

Réciproquement, supposons que toute sélection f de F' est différentiable en zy avec
D f(xg) = A et supposons que F n’est pas différentiable en zy avec DF (xy) = A. 1l existe

alors a > 0 et une suite (z,,) — 0 telle que pour tout entier n :
F(zo+x,) € F(x) + A(2,) + al|z,|| By

Il existe donc une suite (y,) vérifiant y, € F(xg + z,) et y, & yo + A(x,) + |z, || By
Maintenant, comme F est s.c.i en (g, 3), il existe alors une sélection g : X — Y continue

en xo de F'. Définissons une fonction f: X — Y en posant :

() = {g(:c) pour z € X\{zg+z, : n € N}

Un pour x = xg + T,

Alors f est une sélection de F' non différentiable en zy avec la dérivée A. En effet, il est

clair que f(z) € F(x) pour tout € X donc c’est bien une sélection. De plus, comme
f(zo) = g(xo) € F(z9) = {yo} donc

flxo+20) = yn & f(20) + A(wn) + al|2, | By
d’ou f n’est pas différentiable et la conclusion s’en suit. a

Remarque 2.2.3. Lorsque F(xo) = {yo} et F est différentiable en xo alors la dérivée
DF(zo) est unique. En effet, supposons qu’il existe deux opérateurs linéaires continus
A, B € L(X,Y) tels que (2.2.1) soit satisfaite Soit € > 0 ainsi pour tout y € F(xg + x)

avec x proche de 0, on’a les deux inégalités suivantes :

3
ly— 90— A@I < ol

€
ly—90—B@I < Sl

On conclut que pour tout = au voisinage de 0, [|[(A — B)(z)|| < ¢l|z|| i.e.
|A—=Bllzxy)<e

D’ou le résultat en faisant tendre € vers 0.
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2.2.3 Quasi-différentiabilité en un point du graphe

La notion de différentiabilité donnée dans la définition (2.2.1) est en fait trés forte et
difficile & réaliser. On introduit une notion plus faible en utilisant les excés bornés par la

manieére suivante :

Définition 2.2.3. Soient U un ouvert non vide dans X et F : U =Y une multifonction
définie sur. On dira que F est qausi-différentiable en (xo,yo) € grF si F' est s.c.i en
(x0,y0) et s’il existe un opérateur linéaire continu A : X — 'Y tel que pour tout € > 0, il

existe d., B > 0 de sorte que :
F(zo+ ) N B(yo, B.) C F(xg) + A(z) + ¢||z||By Vx € B(0,4.)
Autrement dit :
e(F(zo + ) N B(yo, B), F(xo) + Alx)) = of]|]])

et on note DF (xg,yo) := A sa dérivée en (o, o).

Exemple 2.2.4. Soit F : X = Y telle que F := g(x) + r(x)By avec g : X — Y
et v : X — Ry différentiable en xy avec Dr(xo) # 0 (voir exemple(2.2.2), pour le cas
Dr(zg) = 0). Alors, pour tout yo € F(x0), F est quasi-différentiable en (zo, o).

En effet, soient ¢ > 0 et by € By tels que yo = g(xo) + r(x0)by. Sans restreindre la
généralité, on suppose que r(xo) # 0 et soit B(e) € (0,er(xo)/9¢) (ou ¢ := ||Dr(xo)]),
alors par la continuité (resp. différentiabilité) des fonctions g et r en xg, on peut trouver

un rayon 0(¢) > 0 de sorte que pour tout x € §(¢)Bx, on ait les inégalités suivantes :

l9(xo +2) = g(zo)l < Ble)
[r(zo +x) —r(wo)| < Ble)
lg(zo + =) — g(x0) — Dg(wo)z|| <
[7(xo + ) — r(z9) — Dr(ze)z| <
Prenons maintenant un point y € F(xo+x) N B(yo, f(€)), doncy = g(xo+x)+7(xo+2)b

pour un certain b € By. D’autre part, comme :

I7(0)b — r(wo)boll < |Ir(20)b — (o + 2)b]| + [|7 (20 + 2)b — 7(0)bo |
< fr(@o + @) — r(zo)| + Iy — woll + llg(zo + 2) — g(zo)l| < 3B(e)
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alors : ||b—bo|| < 3B(e)/r(x0) < £/3c. De plus :
[ Dr ()b — Dr(wo)wbol| < cf|z[[[|b = boll < (/3)]|]]

et alors :
y — o € Dg(zo)x + Dr(zo)wby + ¢||z|| By

On conclut que F' est quasi-différentiable en (xq,yo) avec une dérivée A donnée par
A(x) = Dg(zo)x + Dr(zq)xby

Proposition 2.2.2. Soient U C X un ouvert contenant xog et F' : U = Y une multi-
fonction définie sur U avec F(xo) = {yo}. On suppose que F est ouverte en (xq,yo) et
quasi-différentiable en (xg,y0) avec la dérivée A € Isom(X,Y). Alors F~1 est quausi-

différetiable en (yo,xo) avec dérivée A~

Preuve. D’aprés la proposition (2.1.1) (cf. section 1), F~! est s.c.i en (z9, yo)-

Soit € € (0, m% Lorsque F est quasi-différentiable en (z, yo), on peut trouver S.d. >

0 tel que pour tout x € B(xo,d.)
€ _

€ _
C yo+ Alx — o) + §Hx — x0|| By (2.2.3)
Considérons y € B(yo, a.) et z € F~(y) N B(xg,n.) avec a. € B(0,3.) et n. € (0,6.).

Alors y € F(x) N B(yo, ) C F(x) N B(yo, 5:) avec x € B(xg,n.) C B(xg,0.) d’ou d’aprés

I'inclusion (2.2.3), il existe v € By tel que :
£
Y= yo+ Alz — o) + S|z — wollu

Donc :

_ € _
r—x9=A 1(2/-3/0) + §H~’U—3€0HA fu

et
-1 -1
lz = ol < 1A Hly = woll + 1A [l — ol
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1 - :
Comme ¢ < HHTH’ on obtient que :

Iz = @oll < 2l A llly — ol

Ainsi :
v €xo+ A7 (y —yo) + el AT lly — wol Bx
ie.
F~(y) 0 B(o,m:) € F~(yo) + A7y — o) + ell A [[ly — woll Bx
d’otu le résultat. a

2.2.4 Inégalité des accroissements finis

On se propose maintenant de faire une généralisation du théoréme de la moyenne au

cas multivoque. Pour cela, on notera par DF'(z) ’ensemble des dérivées de F en z.

Théoréme 2.2.1. Soient X,Y des espaces de Banach et F': X = y une multifonction a
valeurs non vides, différentiable sur U un ouvert non vide de X. On suppose qu’il existe
une constante ¢ > 0 tel que d(0, DF (z)) < ¢ pour tout x € U. Alors F est c-lipschitzienne
sur U : pour tout xg,x1 € U et tout y € F(x1), il existe y' € F(xq) vérifiant :

ly = ¢'l| < ellzr — o]

i.e.
F(x1) C F(xg) + c||z1 — x0||§y Vg, 21 € U

Preuve. Rappelons tout d’abord que d(0, DF(z)) := inf{||A||, A € DF(z)} et prenons
deux points zg, z; € U. Considérons la multifonction G : [0,1] = Y définie par :

G(t) = F((1 —t)xzo +tzy) Vte]0,1]
C’est clair que G est différentiable sur [0,1] et DG(t) = DF(zy)(x1 — x0) ou xy = xo +
t(xy —z0) € U.
De plus, pour t,s € [0,1] tels que : t + s € [0,1] (s proche de 0), on’a :
G(t+s) = F(zo+ (t+s)(x1 — o)) = F(xy + s(xq — x0))
C F(x) + A(s(xy — x0)) + o(8)||x1 — x0|| By

C G(t)+ sA(zy — 20) + o(s)||x1 — x0|| By
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avec A € DF(x;) quelconque. On conclut que, pour s > 0 :

e(G(t+s),G(t)) <

: (141 + 22y — o) (2.2.4)

Définissons maintenant, une fonction numérique g : [0,1] — R en posant, pour tout
te0,1]:
Comme, d’apres les propriétés de 1’exces, on’a :

e(G(t +5),G(0) < e(G(t + 5),G(1)) + e(G(2), G(0))

alors :

gt +s) —g(t) = e(G(t+5),G(0) —e(G(t), G(0))

IA
2
Q
~
+
=,
Q
N

Par conséquent :

g(t+ Si —9(t) < (J|A] + @)Hxl — o]

Passant a la limite supérieure, il vient que :

D*tg(t) = lim sup

s—0t

< [|A[|flzy = ol VE € [0,1]

g(t+s) —g(t)

ou DT g(t) est la dérivée de Dini supérieure a droite de g .
D’autre part, par application de théoréme de la moyenne généralisé , on’a pour tous

a,b € ]0,1] il existe ¢ (compris entre a et b) tel que :

g(a) — g(b) < D*g(c)la — b]

d’ou :
g(a) = g(b) < la —bl[[Al[|x1 — 2|

Particulierement, pour a=1et b =0 :

9(1) = 9(0) = e(G(1), G(0)) < [[A]l[|lz1 — ol
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ceci pour tout A € DF(x;). Prenant la borne inférieure, on obtient alors :
e(F(x1), F(x0)) < [lz1 — o
et le résultat s’en suit par symétrie. O

Corollaire 2.2.1. Soit F : X =Y une multifonction a valeurs non vides et différentiable
sur U un ouvert convexe non vide de X. Soient e > 0 et A € L(X,Y) tels que pour tout
zxeU, on'ad(A, DF(x)) <e. Alors :

F(ZL'Q) C F(l‘l) + A(ZL‘Q — 271) + €||$2 — I'1||§y V[El,l‘g el

Preuve. Il suffit d’appliquer le théoréme précédent pour G(-) := (F' — A)(+) en remar-
quant qu’elle est différentiable sur U avec DG(z) = DF (z) — A et que :

d(0, DG(z)) = d(0, DF(z))

2.3 Différentiabilité Stricte

Dans le but d’établir un théoréeme d’inversion locale, on’a besoin comme dans le cas
univoque, de renforcer la définition (2.2.1) par une notion plus forte qu’'on appellera la
différentiabilité stricte des multifonctions. Considérons toujours X,Y des e.v.n et U un

ouvert non vide de X.

Définition 2.3.1. Une multifonction F' : X == Y a valeurs non vides est dite quasi-
strictement différentiable en (xo,y0) € grF sl existe un opérateur linéaire continu

A: X =Y tels que pout tout € > 0 il existe a, 5 > 0 :
F(z) N B(yo,8) C F(2') + A(x — 2') + ||z — 2| By Va,2’ € B(wg,a)  (2.3.1)

La multifonction F est dite strictement différentiable en xo € U s’il existe A: X —Y un

opérateur linéaire continu tel pour tout € > 0, il existe o > 0 :

F(z) C F(@')+ A(x — 2') +¢||lz — 2| By Va,2’ € B(x,a)
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Remarque 2.3.1. Notons que lorsque F est univoque i.e. F(x) = {f(x)} avec f: X —
Y, la notion de différentiablité stricte de F coincide a la notion classique de la stricte
différentiabilité de la fonction f .

Définition 2.3.2. Une fonction f : X — Y est strictement différentiable en xq s’il existe
A:=Df(xo) € L(X,Y) de sorte que pour tout € > 0, il existe § > 0 tel que :

If(z) = f(a) = Df(x — )| < elle — 2| Va,2" € Blxo, )
Autrement dit, pout tous x,z’ au voisinage de xg, on'a :
f(x) € f() + Alz = 2') + o([lx — 2'||) By
Donnons maintenant deux lemmes qui seront tres utiles concernant le théoréme d’inver-

SLOM.

Lemme 2.3.1. Une multifonction F' : U = Y est quasi-strictement différetiable en un
point (xo,yo) € grF si et seulement s’il existe un opérateur linéaire continu A : X —Y

tel que pour tout € > 0 il existe o, 5 > 0 de sorte que :
R(x) N B(z0,8) C R(z') + ¢||lx — 2’| By Va,2’ € B(x, )

ot R(+) == (F — A)(-) et z9 = yo — A(zo).

Preuve. D’aprés la définition (2.3.1), il existe un opérateur linéaire borné A tel que

(2.3.1) soit satisfaite pour des certains 9, p > 0. Soient « := min(p, m%@ = 2 et
z,x" € B(xg,a) d'ou z, 2" € B(xg,p). Considérons un point y € R(x) N B(zp, #) donc il

existe u € F(z) tel que y = u — A(z). De plus, u € B(yo, ) car :
lu =l = lly =20+ Alz — o)
<y = zoll + 1Al — ol
0 o]l All

o2 201+ ]AlD T
il existe alors, par (2.3.1), v’ € F(z') de sorte que ¢/ := v — A(2') € R(z') et

ly —y'|l < ellz —2'||



2.3 Différentiabilité Stricte 43

Lemme 2.3.2. 51 F : U 3 Y est quasi-strictement différentiable en (zo,yo) € grF alors

F est s.c.i en (z9,yo).
Preuve. Soit A € L(X,Y) vérifiant la définition ci-dessus, alors pour tout z dans un
voisinage de xg, on’a :
d(yo, F(x) + Azo — 7)) < [lzo — 2|
Et comme :

d(yo, F'(x))

IN

d(yo, F(x) + A(zo — 2)) + [|Alllz — 2o
(1 + [|AD|zo — «|

A

D’ou le résultat. O

La proposition suivante donne une condition suffisante pour qu’une multifonction F
soit strictement différentiable ot on note par DF(u) I'ensemble de tous les opérateurs
A e L(X,Y) vérifiant (2.2.1) au point w.

Proposition 2.3.1. Soit F': X = Y wune multifonction a valeurs non vides et différen-

tiable sur un voisinage ouvert U de xy € X telle que :

lim inf DF (u) := {A € L(X,Y): lim d(A, DF(u)) = 0} )

uU—xQ uU—TQ

Alors F est strictement différentiable en xg.

Preuve. Comme lim inf DF(u) # (), il existe un opérateur linéaire continu A : X — Y
uU—xQ

tel que : lim d(A,DF(u)) = 0. D’ou pour tout £ > 0, on peut trouver 6 > 0 de sorte

uU—ITQ

que :
inf [|[A—B|<e  Vue B(x,0)
BEDF(u)
Ainsi par la caractérisation de la borne inférieure, pour tout u € B(xg,d), on peut trouver
A, € DF(u) vérifiant ||A, — A|| < e. par conséquent, d’aprés le corollaire (2.2.1), on’a :
F(x) C F(xy) + A(zg — 11) + €l|w9 — 21| By

pour tous x1,xs € B(xg,0). D’ott F' est strictement différentiable en . O
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Proposition 2.3.2. Soient X,Y,Z des ev.n F : X =3 Y (resp. G : X =3 Z) strict-
différentiable en (xo,y0) € grF (resp. (vo,20) € grG ) et soit g : X — Y strict-
différentiable en xy. Alors

(Py) La multifonction H := (F,G) : X =Y x Z est strict-différentiable en (o, (yo, 20))-

(P2) La multifonction H :== F + g est strict. différentiable en (xq,yo + g(x0)).

Preuve. Voir [17].
O

Pour la composition des multifonctions, le cas n’est pas toujour vrai. Cependant, on
a un résultat partiel sur la composition d’une multifonction avec une fonction. En effet,

on donne ci-dessous un résultat de différentiabilité stricte de la composée G o f.

Proposition 2.3.3. Soient X,Y,Z des ev.n f: X — Y une fonction strictement diffé-
rentiable en xg et G 'Y = Z une multifonction strictement différentiable en yo = f(x0).

Alors H := G o f est strictement différentiable en xy.

Preuve. Comme f est strict. différentiable en z, il existe A € L(X,Y) tel que pour

tout € > 0, il existe r > 0 de sorte que :
f(x) € f(@)+ A(x — 2) +¢el|lx — 2'||By  Va,2’ € B(zo,7) (2.3.2)

D’autre part, G est strict-différentiable en yo = f (o), il existe B € L(Y, Z) tel que pour

tout € > 0, il existe s > 0 de sorte que :
Gly) CGW)+Bly—y)+elly—yBz Yy,y' € B(yo.s) (2.3.3)

Soit € € (0,1) et soit p := min(r, L) ot ¢ := || Al + 1.
Considérons deux points x,a’ € B(xo,p) alors f(z), f(z') € B(yo,s). En effet, comme
x € B(zg,7), on’a : d’aprés (2.3.2), il vient que :

() =woll = [[f(x) = fxo)l| < [|A(x — zo)[| +€llz — ol
< [l Allflz = ol + el — |
< clle —xo]| <ep<s
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Donc d’apreés les inclusions (2.3.2) et (2.3.3) et du fait que B est linéaire borné, on obtient :
G(f(x) < G(f(@)+ B(f(z) — f() +elf(z) — f(@)][Bz
C G(f(2) + B(A(x — 2) + ¢||lx — 2| By) + ce||lx — 2’| Bz
C Gof(x)+ (BoA)(x—2a)+eB(|x —2'||By) + ce||lz — 2| Bz

Or B(||x—x’|]§y) C ||BH||x—:c’H§Z :en effet, si 2z € B(Hx—x’HEY) ie. z = B(|lr—2'|y)
avec |ly]] < 1. Alors :

Izl < 1Bl = 2"yl < [IB][ll= — =’
d’ou z € ||B||||z — 2’| Bz. Ainsi, on’a :
Gof(z) C Gof(a')+ (BoA)z—2a) +e(|B] +c)llx — 2'|| Bz

i.e. H := G o f est strict. différentiable en xy avec D(G o f)(xg) = Bo A. O

2.4 Lipschitziannité des multifonctions

L’objectif de section est de présenter le théoréme de point fixe pour les multifonction
contractantes. Pour cela, on va donner quelques définition et propriétés relatives a la lip-
schitziannité des multi-applications. Des exemples illustratifs seront aussi mis en évidence.

Dans la suite, X,Y désignent deux espaces métriques (sauf mention contraire).

2.4.1 Notion de pseudo-lipschitziannité

Introduisons, tout d’abord, la notion de lipschitaiannité des multifonctions qui sera

modifiée par la suite par une autre version plus faible.

Définition 2.4.1. Soit F': X =2 Y une multifonction a valeur non vides. On dit que F'

est lipschitzienne s’il existe une constante 0 > 0 telle que
e(F(z), F(2") <60d(x,2") Va2’ € X (2.4.1)

Si 0 =1, F est dite non dilatante et si 0 < 0 < 1, F est dite 0— contractante.
Autrement dit, pour tout y € F(x), il existe y € F vérifiant

d(y,y') < 0d(z,z")
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Lorsque les espaces sont des e.v.n la condition (2.4.1) peut d’écrire sous la forme
F(z) C F(2') + 0|z — 2'||By Vx,2/ € X (2.4.2)

ot By est la boule unité dans Y .
1l est clair qu’une multifonction lipschitzienne est continue au sens de Hausdorff sur X

et remarquons que (2.4.1) est équivalente a

dg(F(z), F(2')) < 0d(z,2") Vz,2' € X
Exemple 2.4.1. Soit f : X — Y wune fonction 6—lipschitzienne alors la multifonction
F: X =Y définie par F(x) :={f(x)} est 0—lipschitzienne.

Exemple 2.4.2. Soient f,g : X — R deux fonctions lipschitziennes de constantes a, 3

respectivement et telle que

Q={zeX: flx)<glx)}#0

(c’est le cas par exemple, si f et g sont affines). Définissons une multifonction F': X = R
par

1) sinon

Alors F' est lipschitzienne. En effet, il suffit de montrer que (2.4.1) est satisfaite sur le

domaine de F' i.e. sur domF = (.
Considérons x,x’ € Q ety € F(x) = [f(x),g(x)]. 1l existe alors A € [0,1] tel que y =

Af(x) + (1= Ng(z). Prenons y' = Af(2') + (1 — N)g(a') € F(2') et on'a

ly =y = [AM(z)+ (1= Ng(x) = Af(") = (1 = A)g(a’)|
< Alf(x) = f@)]+ (1= Alg(z) — g(2')]
< Aad(z, ') + (1= N)pd(z, z)
< (a+ B)d(x, o)

Dot F est (a+ )— lipschitzienne.

Exemple 2.4.3. Soit A une partie non vide de Y et considérons la multifonction "constante
F : X =Y définie par F(x) := A. Il est clair que F est une contraction de constante
0 =0.
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Quelques propriétés des multifonctions lipschitziennes :

Propriété 2.4.1. Soient X,Y,Z des evn F: X =Y (resp. G : X =Y ) une multi-
fonction « (resp. B )-lipschitzienne et soit H 1 Y = Z une multifonction ~y-lipschitzienne,

alors les multifonctions A\, F + G, F UG, (F,G), H o F' sont lipschitziennes.

Preuve. Faisons la preuve pour la reunion et la composition. Considérons x,x’ € X et
y € FUG(zx). Alors d’aprés les propriétés de la borne inférieure, a savoir infg < infy

lorsque A C B, il vient que :
d(y, F U G(2')) < max(d(y, F(2')), d(y, G(2')))

D’autre part, comme si y € F(x) (resp. y € G(x)) on’a :

Ainsi :

d(y, FUG(x")) max(a, §)d(x, x")
e(FUG(x), FUG(2")) < max(a,B)d(z,x)

IN

Soit maintenant z € Hy avec y € F(x). Comme H(F(2')) = Uyep@)H(y') alors :

d(z, H(F(2")) < d(z, H(y')) Yy € F(z)
< vd(y,y') Yy € F(z)

Et par passage a la borne inférieure sur F'(z’) puis la borne supérieure sur F(x), il vient :

d(z, H(F(x')) < ~d(y, F(2')) < ye(F(x), F(z))

< avyd(z,x).

Ou z est quelconque dans H(F(x)). D’ou le résultat. O

L’exemple suivant est inspiré de [24] et montre que la propriété de lipschitziannité

n’est pas stable par intersection.



48 Notion de lipchitziannité et de différentiabilité

Exemple 2.4.4. Soient I :=[0,1] x [0,1], F,G : I == I telle que : F(x,y) est le segment
d’extremités A(5,0) et B(5,1), G(x,y) est la ligne du segment d’extrémités A(5,0) et
C(5,1) pour tout x € [0,1]. Autrement dit, F(x,y) := {5} x [0,1] et :

-2 3yt e (2,2} siz#0
el {{O}X [0,1] siz =0

Alors : F et G sont des contractions alors que F'N G qui est définie pour tout (x,y) € 1
par :

{(5,0)} st x#0

G,y = {{0} x [0,1] siz=0

n’est pas lipschitzienne car elle n’est pas continue au sens se Hausdorff (non s.c.i en

(0,0)).

Remarque 2.4.1. Notons que la condition (2.4.1) (resp. (2.4.2)) est une condition trés
forte. Une notion plus faible de lipschitziannité(dite propriété de Aubin) [6] peut-étre

introduite faisant intervenir les excés bornés et rendant la propriété plus réalise.

Cette notion s’énonce comme suit :

Définition 2.4.2. Soient X,Y des espaces métriques, U,V deux sous-ensembles non vides
de X et'Y respectivement. Une multifonction F : X ==Y a valeur non vides est dite
pseudo-0-lipschitzienne sur U relativement a V' s’il existe @ > 0 tel que pour tout x,x' € U,
on’a :

e(F(x)NV,F(x')) < 0d(x,z")
Lorsque 6 € [0,1], X =Y,V = U, on dit que F est pseudo-0-contractive relativement a U.
On dit que F' est pseudo-0-lipschitzienne en (o, yo) € grF s’il existe un voisinage U de

xo et un voisinage V' de yo tels que :

e(F(x)NV,F(2") < 0d(zx,2’) Vx,2’ €U
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Exemple 2.4.5. Soit s : R — R telle que : s(x) := 1+ \/m et définissons F : R = R
par F(x) := [—s(z),s(x)]. Alors F est pseudo-lipschitzienne en (0,0). En effet,

soient x,x' € U =V =] —¢€,¢[ avec € € (0,1). Dot F(z) NV =V C F(2') ainsi pour
tout y € F(x)NV, il existe y' =y et tel que :

ly —y'| =0 < 0lz — 2|

Lemme 2.4.1. Si F' est pseudo-0-lipschitzienne en (xo,yo) € grE alors F est s.c.i en

($0;y0)~

Preuve Supposons F' pseudo-f-lipschitzienne en (xg,yo) € grF, il existe donc U € v(x)

et V € v(yp) tels que pour tous z, 2’ € U, on’a :
e(F(z) NV, F(x') < 0d(z,z")
Et, comme yy € F(z) NV, alors
d(yo, F'(x)) < Bd(xo, x)

On conclut que d(yo, F'(x)) — 0 lorsque z — xo. O
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Chapitre 3

Théorémes de Point Fixe et
applications contractantes

3.1 Théoréme de point fixe sur des espaces métrique

3.1.1 Introduction

Cette section est constitué de quelques théorémes de point fixe pour des multifonctions

définies sur un espace métrique et a valeurs dans lui-méme .

3.1.2 Théoréme de Nadler et théoréme de Caristi multivoque

Définition 3.1.1. Soit F' : X = Y, Une multifonction ot X et Y sont des espaces

métriques. On dit que F' est une contraction s’il existe k € [0, 1] tel que
dy(F(z), F(2") < kd(z,2") Vz,2' € X

Théoréme 3.1.1. (Caristi univogque) Soit ® : X — R une fonction semi-continue in-
férieurement bornée inférieurement, Soit f : X — X wune fonction quelconque telle que
d(z, f(x)) < ®(x) — O(f(x)) pour tout x €€ X. Alors f admet un point fize.

Preuve. voir [10] O

Le théoréme de Nadler est une généralisation du principe de contraction de Banach

pour les contractions multivoques, dont la preuve repose sur le théoréme de Caristi.

Théoréme 3.1.2. (Nadler) Soit F' : X =2 X une contraction multivoque & valeurs fermées

avec constante de contraction k. Alors, F admet un point fize.

ol
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Preuve. Soit z € X, Remarquons que pour tout y € F(z), dy étant la distance de

Hausdorff nous avons :

dly, F'(y)) < du(F(z), F(y))
< kd(z,y)

Soit € > 0 tel que 1%8 > k. Pour tout x € X il existe y € F(x) tel que :
d(z,y) < (1 +e)d(z, F(x))

Posons, pour tout x € X, f(x) = y. Alors, f est une fonction de X dans X qui satisfait,
pour tout z € X, f(z) € F(x) et :

1
L . k] A, f(@)) < d(z, F(x)) - kd(x, f(x))
< d(z, F(z)) — d(f(z), F(f(2))).
Soit ¢ : X — R la fonction définie comme suit :

1
1+¢

o) = |12 ¥} " i F@)

La fonction ¢ est une fonction continue et bornée inférieurement.

Par le théoréme (3.1.1), nous pouvons conclure que f a un point fixe z. Donc, z = f(2) €

F(z). O
Il existe une généralisation du théoréme de Caristi aux multifonctions.

Théoréme 3.1.3. (Caristi multivoque). Soit ¢ : X — (—o0,+00] une fonction propre

semi-continue inférieurement bornée inférieurement. Soit F': X = X une multifonction

tel que pour tout x € X il existe y € F(x) tel que :

d(z,y) < o(z) — ¢(y)

Alors F admet un point fize.
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Preuve. Pour chaque x € X posons f(x) = y ol y est un élément de X tel que :
y € F(z) et d(z,y) < ¢(x) — ¢(y). Alors, f est une fonction de X dans X qui satisfait :

d(z, f(z)) < é(z) — o(f(2)) Pour tout z € X

Puisque ¢ est une fonction propre, il existe u € X tel que ¢(u) < 4+00. Alors, posons :
X'= {2 € X : ¢(x) < 6(u) — d(u, )}

X’ n’est pas vide puisque u € X'. De plus, par la semi-continuité inférieure de ¢, X' est
fermé et est donc un espace métrique complet.
Remarquons que la fonction ¢ restreinte & X’ est a valeurs réelles et qu’elle est aussi

semi-continue inférieurement et bornée inférieurement.
Montrons maintenant que X’ est invariant sous f. Pour tout z € X’ nous avons :

¢(f(x))

IN

¢(x) —d(z, f(x))
¢(u) = (d(u, x) +d(z, f(r)))
< ou) —du, f())

IN

Donc, f(x) € X' pour tout z € X'.

Le théoréme (3.1.1) nous permet de conclure que f a un point fixe z € X’. Donc, z =

f(z) € F(z). O
Maintenant que nous avons énoncé ce théoréme, nous pouvons démontrer plus simple-

ment le principe variationnel d’Ekeland.

Théoréme 3.1.4. (Principe variationnel d’Ekeland). Soit ¢ : X — (—o0, +0o0] une fonc-
tion propre semi-continue inférieurement bornée inférieurement. Pour chaque € > 0 et

chaque u € X tel que ¢p(u) < inf,ex ¢(x) + ¢, il existe v € X tels que :
1) ¢(v) < ¢(u)

2) d(u,v) <1

3) o(v) < ¢(x) +ed(z,v) pour tout x € X tel que x # v
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Preuve. Supposons qu’il existe € > 0 et u € X vérifiant ¢(u) < inf.cx ¢(z) + € tel que
la conclusion du théoréme (3.1.4) soit fausse.

Définissons ¢ : X — (—o0, 400| par :

+00  sinon

() = {W) si g(x) +ed(w,u) < ¢(u)

Cette fonction est propre, semi-continue inférieurement et bornée inférieurement.

Définissons une multifonction ' : X = X par :

py_ [ s v =
X\{z} sinon

Puisque ¥ (u) = ¢(u) < 00, il est clair que F' est sans point fixe.
Montrons que F vérifie les hypothéses du théoréme (3.1.3) Si ¢(x) = 0o, u € F(x) et :

ed(z,u) < p(x) — o(u) = P(x) —P(u)

D’autre part, si (z) < oo,

O(r) < 6(u) et ed(z,u) < Bu) - d(z) < P(u) — inf G(x) < &

zeX

Il faut donc que I’hypothése (3) du Théoréme (3.1.4) soit faux.
Ainsi, il existe y € X\{z} = F(z) tel que :

ed(z,y) < ¢(z) — o(y) = ¥(x) — P(y).

En effet :
o(y) +ed(y,u) < é(x) —ed(r,y) +ed(y, u)
< é(u) —e(d(u,z) +d(z,y)) + ed(y, u)
< o(u)

Il s’agit d’une contradiction en vertu du Théoréme (3.1.3)

La réciproque est également vraie. O

Proposition 3.1.1. [e principe variationnel d’Ekeland implique la généralisation aux mul-

tifonctions du théoréeme de Caristi.
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Preuve Choisissons u € X tel que :

b(u) < inf o(z) +1

zeX

Par le théoréme (3.1.4), il existe v € X tel que : d(z,v) > ¢(v)—¢(x) pour tout z € X\{v}.
Or, par hypothése, il existe y € F'(v) tel que : d(v,y) < ¢(v) — ¢(y).
Nécessairement, v =y € F(v). O

3.2 Contractions généralisées

3.2.1 Introduction

Dans cette partie nous revenons sur les contractions généralisées. Dans le papier [4],
I’auteur passe en revue 25 généralisations de la notion d’applications contractives et pré-
cise les liens existant entre ces diverses généralisations. Nous nous intéressons spécialement
a certaines d’entre elles qui nous semblent les plus représentatives. Nous montrons que
toutes ces hypothéses impliquent une hypotheése trés simple garantissant I'existence d’'un

point fixe.

Dans ce qui suit, on considére T : X — X définie dans un espace métrique complet
(X, d).

L’hypothése contenant les hypothéses de papier cité est la suivante : il existe a > 0,

tel que pour tout € X avec x # F(z), il existe u € X \{z} qui vérifie :
d(u, T(u)) + ad(z,u) < d(x,T(x)) ([H])
Nous montrons dans le Lemme (3.2.2) que toutes ces contractions généralisées étudiées
dans ce article vérifient ’hypotheése [H].
Lemme basique

Définition 3.2.1. Soit (X, d) un espace métrique complet et soit f : X — RU+o0. Un
point x € X est appelé un d-point de f si :

flz) < f(u) +d(u,z) pour tout we X\{z}
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Définition 3.2.2. (Ensembles de sous-niveauz des fonctions)
Soit la fonction f : X — RU{400}. Pour a € R et b € RU {400}, on utilise les

notations :
f <a]l:={x e X: f(z) <a}, [f <b:={zreX: f(zx) <b}

pour les ensembles de sous-niveauzx "fermés” et "ouverts" respectivement de f, et de plus,
st a < b, on pose :

[a < f<b]:=[f <b\[f <d
St b= +o00, on écrit ausst :

[f >a] :=[a< f<+o0], domf = [f < 4o0]

Lemme 3.2.1. Soit f : X — [0, +00]| une fonction s.c.i définie sur un espace métrique

complet (X,d), et soit 0 < X\ < pu < 4oo tel que : [f < u] # D . On suppose que :
Pour tout e [AN<f<p] iexiste y#ax telque f(y)+d(z,y) < f(x).

Alors, [f < p] # 0, et pour tout x € [f < ul], on peut trouver y € [f < A tel que :
d(z,y) < f()

Preuve. Etant donnée z € [f < p], on’a M¢(z) C [f < p]. Notre hypothése dit que
tout point x € [\ < f < p] n’est pas un d-point de f. Alors : un d-point y de f qui

appartient & My(x) est nécessairement dans [f < A] et il vérifier :

d(z,y) < f(y) +d(z,y) < f(z).

3.2.2 Définitions de quelques types d’applications contractives

1. [Hi] (Clarke) contraction directionnelle de Clarke : il existe 0 < k < 1 tel que pour
tout © € X avec x # T'(x), il existe u # x qui vérifie :

{d(m, W) + d(u, T(x)) = d(z,T(x))
d(T(u),T(z)) < kd(z,u
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2. [H;] (Song) Contraction directionnelle de Song : il existe 0 < k < 7 < 1 tel que
pour tout z € X avec z # T'(z), il existe u # x qui vérifie :

{vd(M)er(u T(x)) < d(z,T(x))
d(T(u), T(z)) < kd(z,u)

3. [Hj;] (découle de clarke en posant v = T'(z)) il existe 0 < k < 1 tel que pour tout
x € X avec x # T'(z), on’a :
d(T'(x), T(T(x))) < kd(z,T(x))
4. [Hy) il existe deux réels positifs a,b avec a + b < 1 tels que pour tout z,u € X :
d(T(z), T(u)) < ad(x,T(x)) + bd(u, T(u))
5. [Hs] (Reich) il existe des réels positifs a, b, c avec : a + b+ ¢ < 1 tels que pour tous

r,u € X
d(T(z), T(u)) < ad(x,T(x))+ bd(u, T(u)) + cd(x,u)

6. [Hs] (Bianchini) il existe un réel 0 < k < 1 tel que pour tous z,u € X :
d(T(x),T(u)) < kmax(d(x,T(z)),d(u, T(u)))

7. [H7] (Rhoades [4]) il existe un réel 0 < k < 1 tel que pour tous z,u € X :
d(T(z),T(u)) < kmax(d(u,T(z)),d(z, T(u)))

8. [Hs] (Ciric) il existe des fonctions ¢, r,s,t et A € [0,1) avec :

sup (q(z,u) + r(z,u) + s(x,u) + 2t(x,u)) < A <1
zueX

telles que pour tous x,u € X :
d(T(z), T(u)) < q(x,u)d(x,u) + r(z,u)d(z, T(x))+
sz, w)d(u, T(w) + (z, ) d(z, T(w)) + d(u, T(z))]
Remarque 3.2.1. Dans le but de prouver [’existence des points fixes pour les multifonc-
tion, on établira une connexion des [H;] pouri € {1,...,8} avec ’hypothése [H].

Nous avons le lemme suivant :

Lemme 3.2.2.
Pour tout i€ {1,...,8} [H;] = [H]



58 Théorémes de Point Fixe et applications contractantes

Preuve. Soit z € X tel que : d(z,T(x)) > 0

1. si [Hy] est satisfaite, on peut alors trouver u # x tel que :
d(z,u) + d(u, T(z)) = d(z,T(z))
d’ou :
d(x,u) + d(u, T(uw)) — d(T'(u), T(x)) < d(z,T(x))
et comme d(T'(z),T(u)) < kd(x,u), on’a :
d(z,u) + d(u, T(u)) — kd(x,u) < d(z,T(x))
et donc :
d(u, T(u)) + (1 = k)d(xz,u)) < d(x,T(x))
ainsi : [H] est satisfaite avec a =1—F%k > 0

2. si[H] est satisfaite, alors de la méme maniére on peut prouver que : [H] est satisfaite

aveca=7v—k >0

3. Remarquons que les applications qui vérifient [ H3] sont un cas particulier de contrac-
tions directionnelles de Clarke c’est a dire elles vérifient [H;|, en effet, en posant

u = T(z) dans [Hs], on obtient, pour tout = # T'(x), il existe u = T'(z) tel que :

{d(a:, w) + d(u, T(z)) = d(z,T(z))
d(T(u), T(2)) < kd(z,u)

ainsi si [H3) est satisfaite alors : [H;] l'est et par suite [H] l'est aussi avec a = 1 — k.

4. Si [Hy) est satisfaite alors en I’écrivant pour v = T'(x), on obtient :
A, T(w)) < ad(z, ) + bd(u, T(u))

et donc :
d(u, T(u)) < a(l —b) 'd(z,u)

et par suite :

du, T(u)) —d(z,T(z)) < a(l—>b)"td(z,u)—d(x,u)
< (a+b—1)(1—b)"d(x,u)
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ainsi on obtient :
d(u, T(u)) + (1 — (a +b))(1 —b)'d(z,u) < d(z,T(z))

don il existe « = (1 — (a4 b))(1 — b)~! > 0, tel que : [H] est satisfaite.

5. De la méme maniére si [Hs] est satisfaite alors : on obtient [H] avec a = (1 — (a +
b+c)(1—=0b)"1>0

6. En écrivant [Hg| pour v = T'(x), on obtient :
d(u,T(u)) < kmax(d(u,T(u)),d(z,u))
comme k < 1, on’a évidemment d(u,T(u)) < kd(z,u), et par suite :
d(u, T(u)) — d(z,T(z)) < kd(z,u) — d(x, u)

d’ou :
du, T(u)) + (1 = k)d(z,u) < d(z,T(z))

donc : [H] est satisfaite avec « =1 —k > 0.

7. De méme pour [H7], on obtient :
d(u,T'(u)) < kmax(d(z,u),d(u,u)) = kd(x,u)

et donce

d(u,T(u)) — d(z, T(x)) < kd(z,u) — d(x,u)

d’ou :
d(u, T(u)) + (1 — k)d(z,u) < d(x,T(x))

donc : [H] est satisfaite avec « =1 — k > 0.

8. Enfin pour [Hg|, on obtient :
d(u, T(u)) < q(z,u)d(z,u) + r(z,u)d(z,u) + s(z,u)d(u, T(u)) + t(x,u)d(x, T (u))

donc :

d(u, T(u)) < (q(z,u)+r(x,uw)d(z, u)+s(z, w)d(u, T'(w))+t(x, u)(d(z, u)+d(u, T(u)))
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et
d(u, T(u)) < (1= (s(x,u) + t(z,u) " (q(z,u) + r(z,u) + t(z,u))d(z,u)

et

donc
d(u, T(u)) —d(x, T(z)) < ((g+7r+s+2t)(x,u) — 1)(1 — (s(z,u) +t(zx,u) *d(x,u)
o1t
d(u, T(u)) —d(z,T(x)) < (A —1)(1 = X)"d(z,u) = d(z,u)
et par suite [H] est satisfaite avec o = 1. 0

3.2.3 Théorémes des Points Fixes

Avans d’établir le théoréme du point fixe pour les contraction nous avans besoin du

lemme suivant :

Lemme 3.2.3. On suppose que :
1. [H] est satisfaite

2. Vapplication x — d(x,T(x)) est semi-continue inférieurement. Alors, ’ensemble ®p

des points fixes de T est non vide et pour tout x € X :
d(x, ®r) < a td(x, T(x))

Preuve. Considérons la fonction semi-continue inférieurement :
flz) =d(z,T(z))

D’aprés [H] les hypothéses du Lemme (3.2.1) sont satisfaites avec yu = 400 et avec la

distance. d = ad. 11 suffit alors d’appliquer le Lemme (3.2.1) et on obtient la conclusion

du lemme. O
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Théoréme 3.2.1. Si T est continue et si l'une des hypothéses [Hil,[Hs] ou [Hs] est
satisfaite alors : ®p # 0, et pour tout v € X

d(z, ®r) < o td(x,T(x))

avec :
1—k si on’a [Hy]ou [Hs]
o =
v—k si on’a [Hs)

Preuve. On définit f : X — R par T(x) = d(z,T(x)). Comme T est continue, f est
s.c.i. D’aprés le Lemme (3.2.2), si [H;], [H2] ou [Hj) est satisfaite alors : [H] l'est aussi et

la démonstration s’achéve en appliquant le Lemme (3.2.3). O

Théoréme 3.2.2. Si T est continue et si l'une des hypothéses [H;| pour i € {4,...,8}

est satisfaite alors : T admet un point fixe unique T et pour tout v € X

d(z,7) < atd(z, T(x))

(1—(a+b)(1-0)"1 st on a [Hy)

o (1—(a+b+c)(1=0)"" sion a[Hs
1—k si on a [H6]ou [H7]
1 si on a[Hg|

Preuve. Dans le quatre situations, on montre que x; = x».
Comme dans le Théoréme (3.2.1), 'existence d’un point fixe est assurée par le lemme 3.2.2.
Montrons maintenant 1'unicité. Pour cela, supposons qu’il existe deux points x; # x5 tels

que : T'(zy) = z7 et T(z3) = x5 .

1. Si [Hy] est satisfaite, en 'écrivant pour z; et x5 on obtient :
d(x1,xe) < ad(zy,x1) + bd(za, x2) =0
2. Si [Hj) est satisfaite, en I’écrivant pour 1 et xo on obtient :

d(xy,x9) < ad(xy,x1) + bd(xa, x0) 4 cd(x1, x2) = cd(x1,x2) < d(x1,T9)
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3. De méme pour [Hg] , on obtient :
d(z1,12) < kmax(d(zy, 1), d(z2,22)) =0
4. De méme pour [H;| , on obtient :
d(x1,29) < kmax(d(x1,x2),d(x1,x2)) = kd(x1,22) < d(x1,22)

O

Dans le but de prouver l'existence d’un point fixe, nous avons utilisé le Lemme (3.2.3) et
ceci exige que la fonction = — d(z,T(x)) soit semi-continue inférieurement. Nous allons
voir maintenant des résultats ot I'on peut se passer de cette condition en supposant

seulement que 7" est de graphe fermé.

Théoréme 3.2.3. Soit (X, d) un espace métrique complet et soit T : X — X une appli-
cation & graphe fermé. On suppose que l'une des hypothéses [H;| avec i € {4,...,8} est

satisfaite. Alors T admet un point fixe unique T et pour tout v € X :

d(x,7) < o td(z, T(x))

(1—(a+0b)(1—=0b)" si on a|[Hy)

. (1—(a+b+¢)(1—0b)"" sion a[H;
1—k si on a[H6] ou [H7]
1 si on a[Hg|

Preuve. Sous I'une des hypothéses [H;] avec i € {4,...,8}, et pour u = T'(x), 'hypo-
theése [H| est satisfaite, donc on peut trouver o > 0 tel que pour tout z € X,z # T(z),
on'a :

d(u, T(u)) + ad(z,u) < d(x,T(x))

avec u = T'(z). Soit zg € X et soit zp = T*(xg). Si T'(x},) = x;, pour un k, le résultat est

démontré. Sinon, on’a

d(Tpy1, Tryo) + ad(Ty, Thy1) < d(Tp, 2141) pour tout k€ N.
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En additionnant p inégalités et en utilisant I'inégalité triangulaire, on obtient :
d(karp? $k+p+1> + Oéd(a:k:+p7 xk) S d(l’k, xk’+1>

Cette derniére inégalité, nous montre que la suite (x,),cn est de Cauchy.

En effet, la suite (d(xy, zx1+1))ken est convergente car elle est décroissante, et
d(psp, 2x) < & N (d(2k, Tpg1) — d(Tpy1, Try2))  pour tout p € N*

Soit alors : T sa limite. Comme w41 = T'(zx) et comme le graphe de T' est fermé, on’a

bien T'(T) = 7. O

Théoréme 3.2.4. Soit (X,d) un espace métriqgue complet, D C X un sous ensemble
fermé, et soit T : D — X une application & graphe fermé. Si [Hy] est satisfaite alors :
Or #£ 0, et pour tout v € D

d(z, ®7) < (1 — k) d(z, T(z))

Preuve. Soit (z,y) € G fixé avec y # x. D’aprés [H,|, on peut trouver u € D tel que :
d(z,y) = d(z,u) + d(u,y) (3.2.1)
et :
d(y, T(u)) < kd(x,u) (3.2.2)
En posant v = T'(u), on obtient de (3.2.1) :
d(xz,u) + d(u,v) — d(v,y) < d(z,y)
et avec (3.2.2), on obtient :
d(u,v) + (1 = k)d(z,u) < d(x,y) (3.2.3)
Définisons la fonction f : Gy — R par :

f(z,y) = d(z,y)
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De (3.2.2), on’a :
d(x,u) >k~ 'd(y,v) (3.2.4)

On considére X x X muni de distance :

A 9'), (@ y") o= (1= )™ ma{d(a!, ), k(')

Comme Gr est fermé dans (X x X, d), alors : (Gr,d) est complet et en combinant (3.2.3)
et (3.2.4), on’a pour tout (x,y) € Gr , on peut trouver (u,v) € Gr tel que :

fu,0) +d((2,9), (u,0)) < f(z,9)

Donc avec p = +00, les hypothéses du Lemme (3.2.1) sont satisfaites et I'existence du

point fixe s’en suit. a

Théoréme 3.2.5. Soit (X,d) un espace métrique complet, D C X un sous ensemble
fermé, et soit T : D — X wune application a graphe fermé. Si [Hy| est satisfaite alors :
Or £ 0, et pour tout v € D

d(z, @r) < (v — k)" 'd(z, T())

Preuve. Soit (z,y) € G fixé avec y # x. D’aprés [H,|, on peut trouver u € D tel que :
~vd(x,y) < d(z,u) + d(u,y) (3.2.5)
etnh
Ay, T(u)) < kd(z,u) (3.2.6)
En posant v = T'(u), on obtient de (3.2.5)
vd(z, u) + d(u, v) = d(v,y) < d(z,y)
et avec : (3.2.6), on obtient :

d(u,v) + (v — k)d(z,u) < d(z,y) (3.2.7)
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Définissons la fonction f : Gy — R par
fz,y) = d(z,y)
De (3.2.6), on’a :
d(z,u) > k™ td(y,v) (3.2.8)

On considére X x X muni de distance :

d((@,y), (2", y")) = (v — k)" max{d(a’,2"), k~"d(y’, y")}

Comme Gr est fermé dans (X x X, d), alors : (Gr,d) est complet et en combinant (3.2.7)
et (3.2.8), on’a pour tout (x,y) € Gr , on peut trouver (u,v) € Gr tel que :

fu0) +d((,9), (u,0) < f(2,9)
Donc avec p = +00, les hypothéses du Lemme (3.2.1) sont satisfaites et I'existence du

point fixe s’en suit. a

3.3 Application aux points fixes

On est intéressé, dans cette section, par le théoréme d’existence de point fixe pour les
multifonctions contractantes. C’est, en fait, une généralisation du théoréme de Banach-
Picard qui dit que toute fonction f : X — X contractante sur (X, d) un espace métrique
complet, admet un unique point fixe i.e. un point 7 € X tel que T = f(Z). Ce résultat a
été généralisé pour les multifonctions contractantes puis pour les multifonctions pseudo-

contractantes dans plusieurs travaux (voir, par exemple, [30], [1], [24], [12],...).

Définition 3.3.1. Soit F' : X = Y wune multifonction, on appelle point fixe de F toute
point © € X tel que : x € F(x).
Lorsque F est univoque i.e. F(x) = {f(z)} avec f : X — X, on obtient la définition

classique.

On présente, ci-dessous, la généralisation du théoréeme de Banach-Picard pour les mul-

tifonctions donné dans [25]
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Théoréme 3.3.1. ([25]) Soit X un espace métrique complet, o € X et F : X =% X
une multifonction a valeurs fermées non vides. On suppose que F' satisfait la condition de

contraction suivante :
(C) pour tout x € B(xo,r) on'a :

d(y, F(y)) < 0d(z,y), Yy € F(x) N B(xg,r) (3.3.1)

ou 6 € (0,1) et r > (1—0)"td(zg, F(z0)). Alors :
1. Pour tout B > d(xg, F(xg)) tel que : B(1 — 0)~' < r, il existe une suite (T,)nen C

B(xg,r) satisfaisant :
Tpt1 € Fx,) et d(xpi,z,) <605 Vn e N (3.3.2)

2. Pour toute suite (x,)nen de B(xo,7) vérifiant (3.53.2), sa limite T € B(xo,7) est un

point fize de I et on'a :
d(xg, ®r N B(xo,7)) < (1 —0) " d(x0, F(z0))

ou ®p est l’ensemble des points fizes de F'.

Preuve. Etant donné 8 > d(zg, F(z)) tel que : S(1 — 6)~! < r. Par la caractérisation
de la borne inférieure, on peut trouver z; € F(xq) vérifiant : d(xg,z1) < f <1 car 5 < r.

Donc : 21 € F(xo) N B(xg, 7). Comme F satisfait la condition (3.3.1), il vient que :
d(zy, F(21)) < 0d(wg, 11) <08

Encore par la caractérisation de la borne inférieure, il existe xo € F'(z1) tel que :
d(x1,29) < 5. Montrons que : x5 € B(xg,r),on’a :
d(i[)o, .CIZ'Q) S d(l'o, 1’1) + d(l'l, xg)
< BHIBS(14+60)(1—0)r
< 1-Pr<r

d’ott zy € F(x1) N B(xo,r). Par un raisonnement de récurrence, on construit une suite

(x,) dans B(xz,7) telle que : x,.1 € F(x,) et :

d(xp, xpe1) < 0"0 Vn



3.3 Application aux points fixes 67

En effet, supposons l'existence w1, xs, ..., x, dans B(zg,r) tels que :
7 € F(wiy) etd(mii.,)<07'8 Vi=1,...,n
Utilisons l'inégalité (3.3.1) pour z, € F(x,_1) N B(xg,7), on obtient :
A2, F(2,)) < 0d(,1,2,) < 00"'8 = 6"

D’ou lexistence de x,.1 € F(x,) tel que d(z,,z,41) < 0"F. Vérifions maintenant que

Tpt1 € B(xo,7) on’a :

(o, @nt1) < d(wo, 1) +d(21, %) + -+ + d(Tn, Tna)
< (I+0+---4+0")p3
1_6m+1 B

< <
< g fsigsr

et donc x, 1 € B(xg,r). Ainsi la suite (z,), vérifiant (3.3.2) existe et de plus, c’est une
suite de Cauchy. En effet, pour tous entiers n,p € N avec p > 1, on’a les inégalités

sulvantes :

d(:l?n, $n+p) < d(xn, $n+1) + d(fvn—i—la flfn+2) +o d(fvn-i-p—lv xn-&-p)
< 0140+ +6P 1B

or —1
0—1

< 9”( )B —n,p—oco 0

Ainsi la suite (x,,), est de Cauchy dans B(z, ), soit T € X, la limite de (z,),.

Montrons que T € B(zg, ), on’a :

d(xg,T) = éz_@o d(zg, Tpi1) < T <"

T € B(xo,r). Il reste & montrer que T € F(T). Par les inégalités suivantes :

d(z, F(T))

IN

d(T, xpy1) + d(xpe1, F(T))
d(T, Tnt1) + e(F(zn), F(T))
d(T, xp41) + 0d(2,, T)

IN

IA



68 Théorémes de Point Fixe et applications contractantes

on conclut que : T € F(T). Et donc T € ®p N B(zg, 7). Et comme, on’a :
d(20,Z) < (1—6)"'p
on obtient, en faisant tendre 3 vers d(zg, F'(xg))
d(x0,7) < (1 —0) " d(20, F(x0))
D’ou le résultat. O

Remarque 3.3.1. 1. Lorsque F' est pseudo-0-contractive relativement a une boule ou-

verte B(xo,r) i.e.
e(F(z) N B(xg,r), F(2") < 0d(z,2'),Vo, 2" € B(zg,r)

our > 0 est tel que : d(xo, F(z0)) < (1—0)r alors : la condition (C) est trivialement

et on obtient alors le résultat de Azé-Penot [12] comme conséquence directe.

2. Lorsque F' est une contraction sur X tout entier, on obtient le corolaire suivant et

qui est la premiére généralisation du théoréeme de Banach-Picard.

Corollaire 3.3.1. Soient X un espace métrique complet et F' : X = X une multifonction

0-contractante a valeur fermée non vides. Alors F' admet au moins un point fize.

Notons finalement que, une multifonction peut admettre plusieurs points fives. En effet,
Considérons F : R = R telle que F(x) := [0, 1]. Alors tout point de [0, 1] est un point fize
de F.



Chapitre 4

Théoréme d’inversion locale et inclusion
différentielle

4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré essentiellement au théoréme d’inversion ainsi qu’au théoréme
des fonctions implicites étendu aux multifonctions. Comme applications on ce chapitre
par une résolution d’inclusion différentielle relatifs aux notions de différentiabilité intro-
duite au chapitre 2. Notons que la littérature est assez riche dans domaine, on cite, par
exemple, les travaux dans [15], [11],[19], [2], [3],[25] . ..

4.2 Théoréme d’inversion locale

Le théoréme d’inversion donné dans [17] suppose que DF(xo,yo) € Isom(X,Y), ici,
on généralise ce résultat pour A := DF(xg,9) : X — Y surjectif avec A™! : Y = X, une

multifonction bornante.

Rappelons que la multifonction A™! : Y = X et dite bornante s’il existe une constante

¢ > 0 telle que :
|zl < ellyl Yy e Y.V e A7 (y) (4.2.1)
et on définira la norme de A~ par :
|A7Y| == inf{c > 0: (4.2.1)est satisfaite}

69



70 Théoréme d’inversion locale et inclusion différentielle

Observons qu’ici A™! est fermée, additive et satisfait A1 (\y) = NA7!(y) VA # 0 avec
0 € A71(0) (car A est linéaire continu).

une généralisation de [17]| s’énonce comme suit :

Théoréme 4.2.1. Soient X,Y deux espaces de Banach, Xy un ouvert dans X et soit
F: Xy =Y une multifonction a valeur fermées non vides. On suppose que F est quasi-
strict-différentiable en (xg,v0) € grF avec A := DF(xq,yo) € Sur(X,Y) et A~! bornante.
Alors F' est ouvert en (g, yo) Autrement dit, pour tout voisinage U de x¢ dans Xy, il existe

un voisinage V' de yo tel que V- C F(U).

Preuve. Soit U C X, un voisinage quelconque de xq, il existe alors r > 0 de sorte que :

Uy := B(xy, m) C U. 1l s’agit de trouver s > 0 tel que pour tout y € Vg := B(yo, s), il

existe © € B(xg,r) vérifiant : y € F(x). Remarquons alors que :

y € Fx)<=ye€R(x) + A
— zc A y— R(2))

ou R(z) := (F — A)(z). Ainsi cherchon z tel que : y € F(x) revient a chercher les points
fixes de la multifonction G, : X = X définie par G, (z) := A~'(y— R(z)) pour tout y fixé.
On va alors appliquer le théoréme d’existence de point fixe donné au chapitre précédent.

Notons que G, est a valeurs non vides et fermées car A est linéaire continu et sutjectif.

D’aprés le lemme (2.3.1), pour un certain 6 € (0 ) avec : k € (0,1), on peut

—k
1| AT]

trouver a,p > 0,p € (0,0) tels que : B(xg, p) C Xy et
R(z) N B(2,0) C R(2) +0llz — 2| By Va,2" € B(wo, p) (4.2.2)
o zyp = yo — A(xo).

Supposons que r € (0, p) et prenons : s := min(oc — 7, %) Soit y € Vp, alors la

multifonction G, est pseudo-contractive relativement a Uy, i.e.

G (x)NUy CGy(d)+0 ||z —2' || By Vz,2' €U,
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En effet, si u € G,(z) N Uy alors d’une part :
u€ Gylz) <= ue A (y— R(x)) <y — A(u) € R(z)

et d’autre part :

r

ly = A(u) — =zl < IIy—yoll+||A||||u—9:o||§5+||A||”7||

< o—r+r=o0

d’ou :
y — A(u) € R(x) N B(z0,0) C R(z') + 0|z — 2| By

Il existe donc : 2’ € R(2') tel que :
ly — A(u) = 2'[| < 0]z — 2|

Considérons v’ € A~y — 2') € A~ (y — R(2")) = G,(2’). D’aprés les propriétés de A~!
est "linéaire" (additive et homogene (pour les A # 0)) et comme u € A~ (A(u)),u —u' €

A7 (A(u) —y+2') d’on par 'hypothése de bornétude de la multifonction inverse, il vient
que :

d(u, Gy(a"))

IN

lu =]
AT A @) —y +#|

< OIAT = o'l < kllz — 27|

IN

d’ott la multifonction G, est pseudo-k-contractive relativement a Uy

D’autre part, comme A~! est additive, on’a :

Gy(zo) = A7y — R(z0)) = A (yo +y — yo — R(z0))
= Gyo(wo) + A7 (y — 50)
et sachant que xg € Gy, (x¢), d(xg, Gy, (o)) = 0, il vient alors que :
d(wo, Go(wo)) < d(0, A (y—w)) = inf ||
€A~ (y=yo)

< A7y = woll <A™ ls < (1= F)r.
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On est alors en mesure d’appliquer le théoréme (3.3.1) qui assure que la multifonction G,

admet un point fixe z € Uy := B(xzy, m) Ainsi pour tout y fixé dans Vj il existe xz € U

de sorte que :

r € Gy
— rc A y—R(x))
<~ y€ R(z)+ A(z)
<— ye€ F(x)

i.e. V € F(U). Ce qui prouve que F' est ouverte en (xg, yp)- O

Corollaire 4.2.1 (1). Sous les mémes hypothéses que le théoreme précédent avec :
A = DF(xg,v) € Isom(X,Y), la multifonction inverse F~' est quasi-strictement difffé-

rentiable en (yo, zo) et sa dérivée est A~

Preuve. La multifonction F' étant quasi-strictement en (g, 3o), alors pour tout :

e € (0,k), il existe s. € (0,s), tel que :

e(l—e¢)

R(.I‘) N B(ZO, 85) - R(.T ) + m

|z — 2'||By Vaz,7" € B(xg,7.) (4.2.3)

ol r. := min(r, s.). Posons : S(y) := F~'(y) — A" (y), U. := B(A™ (—2), )

V. := B(yo, m) et prenons deux points y,y’ € V.. Il s’agit de montrer que :

S(y)NU. C S(y) +elly -yl Bx
i.e. pour tout u € S(y) NU., il existe u' € S(y') tel que :
lu—d|| <elly =y
Soit alors : u € S(y) N UL, il existe x € F~(y) tel que : u =12 — A7(y) et on’a :

A(—u) € R(x)
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De plus, A(—u) € B(zo, s.) car :

JA(—u) — 2] = [JA(A™ (—20) — )|
< [JAIA™ (—20) — ul]
< T‘5<
= 7 Se

Posons maintenant, w =z — A~ (y —y') = u + A7}(y/), on vérifie aisément que :
w,x € B(xg,r:/2) avec A(—u) € R(z) N B(zg, s:). Ainsi, d’aprés I'inclusion (4.2.3), il va
exister z € R(w) tel que :

e(l1—c¢)
2~ AC-w)] < -

A

D’autre part, pour la multifonction G,/ (-) = A~} (y' — R(-)), on’a :

d(w,Gy(w)) < |lw—ATy =2l =llu+ A7) - A7 (Y = 2)| = A7 (z — A(-u))|

1A~

< U=

lw — ]

IN

e(l=e)lly -yl =t
< e(l—e)r./2.

Appliquons alors une seconde fois le théoréme (3.3.1) & la multifonction G qui est, d’aprés
(4.2.3), pseudo-e-contractante relativement a B(w, (1 —¢)~'.) C B(w,r./2), donc G,
admet au moins un point fixe. Ainsi il existe 2’ € B(w, (1 —¢)~'t.) tel que : 2/ € G(2)

ou encore ¥’ € A7 (y' — R(z')) et on’a alors :
u'=a = ATNY) € S(Y)
car ¢’ € F~1(y'). De plus :
lu =l = [l = A7 (y) — 2" + AW = lw — 2| < (1 —e) "t =elly’ —yll

D’ou F~! est quasi-strict différentiable en (yq, 7). O
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Remarque 4.2.1. D’autres résultats de différentiabilité de la multifonction inverse peuvent
étre données. Cependant, d’autres conditions supplémentaires (trés fortes) doivent étre
supposées, comme par exemple, que F(xo) soit un singleton. On pourra se réferer a [23]

pour plus de détails .



4.3 Théoréme de multifonction implicite 75

4.3 Théoréme de multifonction implicite

On s’intéresse a présent a la version multivoque du théoréme de fonction implicite [21]

dans le but de résoudre des inclusions de type

y € F(x,p)

ol x est I'inconnu et p est un parameétre variable. pour cela, on’a besoin d’introduire une

notion de stricte différentiabilité partielle de la maniére suivante :

Définition 4.3.1. Soient X,Y,Z des e.v.n Q0 un ouvert dans X x Z. Une multifonc-
tion F': Q =3Y est dite partiellement quasi-stricte différentiable en ((xo,20),Yy0) € grF

relativement ¢ X i :

1) La multifonction z — F(xo,2) est s.c.i en (2o, Yo).

2) il existe un opérateur linéaire continu A : X — Y tel que pour tout € > 0, il existe

U., V., W, des voisinages de xq,1yy et zg respectivement tels que
F(z,2)NV. C F(a',2) + A(x — 2') + €|z — 2'||By Vaz,2" € U.,Vz € W,
On note par A := D1 F(x, 29) la dérivée partielle de F' (par rapport a x) en (o, 29).

Remarque 4.3.1. Si F' : Q =2 Y est partiellement quasi-stricte différentiable en ((xo, 20), Yo)
alors F est s.c.i en ((xo,20),Y0). En effet, soit € > 0, d’apres la condition (2) de la défi-

nition précédente, il existe a. > 0 (resp. Pe,0:) tels que :
F(20,2) N B(yo, B.) C F(z,2)+ A(zo — ) +¢||lx — 20| By Va € B(wo,a),Vz € B(z,0.)

Et d’apres 1) pour tout z € B(zo,0.), il existe y, € F(xo, z) de sorte que d(yo,y1) < BL :=
min(f., ). Dot y; € F(xg,z) N B(yo, 5:) et on'a :

d(y07F(xvz>) < d(y07y1) —|—d<y1,F(Q3,Z))
d(yOa yl) + 6(F(:L‘0, Z) N B<y07ﬂa>v F(ZL’, Z))
< e+ (Al + o)l — xol|

IN

Ainsi lorsque (z,2) — (xg, 20), d(y0, F(x,2)) = 0 i.e. F est s.c.i en ((xo,20),Yo)-
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Théoréme 4.3.1. Soient X,Y deux espaces de Banach, Z un espace topologique et )
un ouvert dans X x Z. Soit F : Q2 =Y une multifonction a valeurs fermées non vides.
Supposons que F' est partiellement quasi-strictement différentiable en ((xo, 20),vo) € grF

relativement a X telle que A = D1 F(xg, z0) € Isom(X,Y).

Alors pour tout voisinage U de xq, il existe un voisinage V' de 1o, un voisinage W de
2o tel que

Vx W WU x W)
ou V(x,z):= F(x,2) x {z}.

De plus, la multifonction H : Y x Z = X telle que V"' (y,2) = H(y,z) x {z} est

partiellement quasi-strictement différentiable en ((yo, 20), o) relativement a 'Y .
Preuve. Méme technique que dans la preuve de théoréme d’inversion. O

Lorsque F' est univoque, on obtient le théoréme classique de fonction implicites [21].

4.4 Application aux inclusions différentielles

Le but de cette section est de donner une application illustrative du théoréme de
multifonction implicite donné précédemment. Précisément, on va donner une application
aux inclusions différentielles permettant d’établir le théoréme d’existence de Filippov.

Pour cela, considérons l'inclusion différentielle suivante :

D) {:i:(t) € R(t,z(t))
2(0) =¢

avec R : [0,T] x E — E une multifonction, F un espace de Banach séparable, £ € FE et
7> 0.

On appelera solution de l'inclusion différentielle (ZD) toute fonction continue
x(-) : [0,T] — E telle qu’il existe une fonction u(-) : [0,7] — FE intégrable (i.e. u €
Ly(I, E)) vérifiant u(t) € R(t,xz(t)) p.p. t € [ :==1[0,T] et :

x(t) = x(0) + /Otu(s)ds Viel
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ie.z € X :=WHY(I, E) et donc z est différentiable presque partout sur I et & = u.

Ou: WmP(Q) ={u € LP(Q)\ Yo la| < m, D € LP(Q)}

a est un multi-indice, D%u est une dérivée faible (au sens des distribution) et L?
désigne un espace de lebesgue.

Les hypothéses classiques d’existence de solutions de (ZD) sont comme suit : Etant

donné wy € X,r > 0,k : I — R, une fonction intégrable, on suppose :
(Py) Pour tout (t,e) € I x B(wy(t),r), le sous-ensemble R(t,e) est fermé non vide.
(P2) La multifonction R(-,e) : I =% E est mesurable pour tout e € B(wy(t),r), & savoir,
pour tout ouvert U dans F, I’ensemble
{teI:R(te)nU +# 0}
est mesurable.
(P3) La multifonction R(t,-) est k(t)-lipschitzienne sur B(wq(t),r) p.p. t € I.
(Ps) La fonction p(-) := d(wo(-), R(-,wo(-))) : I — R, est intégrable.
Sous ces hypothéses, on’a le résultat classique suivant :
Théoréme 4.4.1. Sous (P1), (P2), (Ps) et (Py), pour tout & € E assez proche de wy(0),

Uinclusion différentielle (ZD) admet au moins une solution dans un certain intervalle

JClI.

Preuve. Considérons X =Y = WH(I, E) muni de la norme :

lellx = 1l2(0) 1 + / i (s)ll s

Z:=[0,1]xEet Xg={x € X :z(t) € B(wy(t),r)Vt € I} et par soucis de simplification,

on supposera que wy = 0 et donc wy = 0.

Définissons maintenant la multifonction F' : Xy x Z == X telle que pour tous = €
Xo,Z = (9,5) € A

Ju e Ly(I, E) tel queu(t) € R(Ot,z(t)) p.p.t €1

vEFlo) { (1) = (1) — &~ [} bu(s)ds
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Remarquons que pour g := wy = 0 et zg := (0, w(0)) on’a F(zo,20) = {yo} avec yo :=0
e Vérifions que F' est a valeurs non vides. Soit (z, z) := (z,0,) € Xy x Z, il existe alors
u € Li(I, E) telle que : z(t) = xz(0) + f(f u(s)ds (Vt € I) et comme z(-) est continue
et R(-,e) est mesurable, la multifonction G : t — G(t) := R(0t, x(t)) est mesurable (voir
[23, Thm 14.13 p. 654]). D’ou, d’apreés [14, Thm 2 p. 91], il existe une fonction mesurable
v: I — E vérifiant : v(t) € G(t) = R(0t,xz(t)) p.p sur I avec :

lu@) =vo@I = d(u(t), R(6%,2(t))0)

< lu@] + d(0, R(62, 2(1)))

Par les hypothéses (Ps), (P4) et les inégalités suivantes :

lo (@)l

IN

[o(t) — u(®)]| + lu®)]]
< 2fu®)[| + d(0, R(0t,0)) + e(R(61,0), R(6¢, z(t)))
< 2[lu(®)[| + d(0, R(61,0)) + k(61)[|=(t)|

on conclut que v(-) est intégrable.

Définissons maintenant la fonction y : I — E par :

o) = 2(t) — € — /Ot bu(s)ds  Viel

donc y € F(x,z) i.e. F est a valeur non vides.

e Montrons maintenant que F' est a valeurs fermées. Considérons une suite (y,) dans
F(z,z)ou: (x,z2) := (2,0,§) € Xox Z et de sorte que : y,, — y dans X. On’a, pour tout :
n, yn(t) = (1) —£—f0t Oun(s)ds avec : u, € Ly1(I, E) et u,(t) € R(6t,z(t)) p.pt € I. Sans
restraindre la généralité, on peut supposer que 6 # ) (sinon, la suite (y,,) serait une suite
constante). Comme y € X, il existe u € Li(I, E) telle que : y(t) = y(0) + fot u(s)ds =
y(0) + f; Ov(s)ds (teI)avecv(:):= #. Or y, — y dans X, donc :

y(0)=z(0)—& et u, —v dans Li(I,F)

avec : U, = % — u,. Par conséquent, on peut extraire une sous-suite (us(n)) vérifiant :

Us(ny(t) — v(t) p.p. sur I ainsi ugy,(t) — @ — v(t). Par 'hypothéses (p1), % —o(t) €
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R(0t,z(t)) p.p. t € I et donc : il existe w(t) € R(0t, z(t)) p.p. sur I tel que w(t) = %—v(t)
Dot w(-) € Ly(I, F) et on’a :
¢
y(t) = z(0)—¢ +/0 O(—w(s) + T)ds
= z(t)— & — /t Ow(s)ds
0

on conclut que y € F(x,z). Ainsi, F' est a valeur fermées.

e Pour la semi continuité inférieure de F(xg,-) en (29,yo), on’a, pour y € F(zg, 2)

T
lyllx = €lls + / 0llu(s)| ds

ou:u € Li(I,E) tel que u(t) € R(0t, wy(t)) p.p. t € I(wy = xp). Donc :
d(0, F(xo, 2)) = inf{{lyllx : y € F(zo, 2)}

= inf {||§||E + /0T9||u(8)||EdS cu(v) € R(Q',wo(‘))}

il +int { [ Olhu(s)lpds < u(”) € RO ()}

D’autre part, d’aprés un résultat dans [23, Thm 14.60 p. 677] :

mt { [ Oluoleds su) € RCan() b = [ gmi(utseds u() € R ()}
_ /0 " 0d(0, R(Bs, wo(s)))ds
donc par Uhypothése (Py), il vient que :
10, Feo ) < el + [ ployis

On conclut que : d(0, F(xg, 2)) — 0 quand z — 2.
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Montrons maintenant que : F est partiellement strictement différentiable en ((xq, 20), yo)

relativement & X et DyF(xg,29) = I. Etant donné ¢ > 0, prenant £ € F et 6 € [0,1]
tel que m(07) < € ou m(t) = f(f k(s)ds. Il s’agit de montrer que pour : z = (6,&) et

x1, Ty € B(xg,r), on’a :
e(F(xy,2) — a1, F(x2,2) — 22) < ||y — x2||x (4.4.1)

Soient : y; € F(x;,2)(i = 1,2) tels que : y;(t) = x;(t) — & — f(f Ou;(s)ds avec : u;(t) €
R(0t, x;(t)) p.p. t € I, alors : comme (y;(0) — x1(0)) — (y2(0) — 22(0)) =0 on’a :

T

Ay — 71,y — 2) < / 0] (s) — ua(s) |ds
0

Donc, en appliquant [23, Thm 14.60] et 'hypothése (P;), on obtient
T
s = o0 Flanz) = 22) < [ 0c(R(Bs,01(5)), RO, as))ds
0

T

< / 0k(05) || 21(s) — als) | ds < m(OT)||er — alloc
0

< gllzy — @o|x

Ainsi la multifonction F' satisfait les hypothéses du théoréme (4.3.1) (avec ici une déri-
vée inversible) et donc il existe des voisinages U, V, W de xg,0 er z, respectivement avec
Ux W C Xy x Z et pour une certaine fonction h: V. x W — U, on’a y € F(h(y, 2), z)
pour tout (y,z) € V x W.

En particulier, pour tout z € W, il existe h(0, z) dans U pour lequel 0 € F(h(0, 2), 2).
Dou il existe uw € Ly(I, FE) de sorte que :

u(t) € R(Oth(0,2)(t) pp. tel,

h(0,2)(t) = f—i—/otﬁu(s)ds.

Posons : W := [0,0] x Wg, avec § > 0 assez petit, et W est un voisinage de 0 dans
E. Alors pour £ € Wg,z := (6,€),w(t) :== h(0,2)(t/0),v(t) = u(t/0) ou t € [0,0T], on’a
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v(-) € Ly1([0,0T7], E),v(t) € R(t,w(t)) p.p. t € [0,0T] et

w(t) =€+ /Otv(s)ds

Donc, pour 7 := 0T, pour tout £ € Wg, I'inclusion différentielle (ZD) admet une solution
sur J := [0, 7]. O
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Conclusion

Ce manuscrit résume, en quelques pages, les principaux outils et concepts de 'analyse

multivoque.

Le travail est consacré essentiellement a la régularité des multifonctions et ses appli-
cation. Plus précisement, I’étude est centrée sur la lipschiziannité, la différentiabilité ainsi
que l'inversion des multifonctions , on’a été concerné par les théorémes de points fixes et

la géneralisation des contractions.

Des applications variées sont présentées. Particulierement, des applications relatives

aux points fixes, aux inclusions différentielles et aux problémes d’optimisation.
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