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Chapitre 1

Introduction aux Lois limites
fonctionnelles

1.1 Introduction

Le présent paragraphe est une introduction aux lois limites fonctionnelles a travers un
historique. Les lois limites fonctionnelles générées par des processus aléatoires tels que le
processus de Wiener et le processus empirique ont suscité un intérét continu ces derniéres
décennies ( Strassen [1], Finkelstein [2], Deheuvels [3], Deheuvels et Einmahl [4], Deheuvels
et Mason [5, 6], Deheuvels et Lifshits [7], Mason [8]). Ces contributions données par
ces auteurs donnent une description du comportement asymptotique de ces processus.lls
représentent un sujet complexe et sont finement extraits d’arguments topologiques, de
la théorie des grandes déviations ainsi que d’autres techniques probabilistes. Nous allons
présenter quatres exemples introductifs.Considérons {W(¢t) : t > 0} un processus de
Wiener standard, vérifiant alors E(W (s)W (t)) = s At pour s, t > 0. La célebre loi du
logarithme itéré qui suit, datant de 1948, est due a Lévy [22]

wW(T
lim sup W@l =1 (ps)
T—00 V21 log log T
En 1964, Strassen [1] donne une description plus complete du comportement de W (zT),
0 <z <1, T — oo. Nous designons par (AC|0, 1],U) 'ensemble des fonctions ab-

soliment continues sur [0, 1] muni de la topologie uniforme U, induite par la norme-sup

5
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|| - || la derivee de Lebesgue de f € AC|0, 1]. Introduisons

S = {f e AC|0,1], f(0) =0, {/Olf(u)Qdu}1/2 < 1}

I’ensemble dit de Strassen qui coincide avec la boule unité de ’espace de Hilbert a noyau
auto-reproduisant associé au processus de Wiener sur [0, 1]. Notons de plus, que I’ensemble

S est compact. On définit, pour tout = € [0, 1],

W (n)|
v2nloglogn

ou C[0, 1] est I'ensemble des fonctions continues sur [0, 1] muni de la topologie uniforme

() = € C[0,1]

U, induite par la norme-sup. Strassen [1] a montré une loi limite fonctionnelle qui exprime
le fait que la suite {n,(-)}n>3 est relativement compacte dans C[0, 1] avec probabilité 1,

et que I'ensemble de ses points limites coincide avec S

Remarque 1.1.1 Cette notion de convergence d’un ensemble de suites de fonctions aléatoires
vers un ensemble de fonctions déterministes s’exprime également grace a la distance de

Hausdorff que l’on définira et utilisera par la suite

Remarque 1.1.2 La loi du logarithme itéré pour le processus de Wiener, due a Lévy [22],
est une conséquence du théoréme de Strassen [1]. On considére © : B[0,1] — R{oo},
une fonctionnelle continue sur B[0,1], l’ensemble des fonctions bornées sur [0,1] muni
de la topologie uniforme U, et bornée sur S. Il suffit alors, d’appliquer le théoreme de

Strassen et le fait que l'on a presque surement
i sup  sup O () =sup (o)
n—>00 0<a<1 ges

En 1971, Finkelstein [2] a démontré le méme type de résultat pour le processus em-
pirique uniforme.Nous désignons par {a,(t) : 0 < ¢t < 1} le processus empirique uni-
forme basé sur les n > 1 premieres observations de la suite {U,, : n > 1} de variables
aléatoires indépendantes et identiquement distribuées selon une loi uniforme sur (0, 1)

Plus précisément, nous notons, pour t € R,

Un(t):%#{Uigtzlgign}
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ou #E désigne la cardinalité de I'ensemble E. Et nous posons

n'/2(U,(t) —t) si te][0,1],
O‘"(t)_{ 0 si t¢[0,1]
On définit, pour tout x € [0, 1],
@n(2) € 0, 1]

on(@) = Vv2nloglogn

ou F[0, 1] est 'ensemble des fonctions de [0, 1] muni de la topologie uniforme U, induite

par la norme-sup. On considére 1’ensemble

F={f€8./(1) =0}

appelé ensemble de Finkelstein. Finkelstein [2] a montré que la suite de fonctions {v,,(+) }n>3
est relativement compacte dans [F[0, 1] avec probabilité 1, et que I'ensemble de ses points
limites est égal a F . Plus tard, en 1988, Mason [8] (voir aussi Deheuvels et Mason [5],
9], Eimahl et Mason [10] et Eimahl [11]) a étudié le comportement limite des queues
du processus empirique uniforme local. Soit h,, : n > 1 une suite de constantes positives

vérifiant, lorsque n — oo
(Ha) 0 < hy, <1,h, ] 0;nh, T oo;nh,/loglog — oo,n — 0.
On définit, pour tout x € [0, 1],

an(hyx)
V2h, loglogn

Mason [87] a montré que sous la condition (Ha), la suite de fonctions {v,(-)}n>3 est

vp(z) = € B|0,1]

relativement compacte dans B(0,1) avec probabilité 1, et que I'ensemble de ses points
limites est égal a S. Einmahl et Mason [12] ont établi la version de ce résultat pour le
processus empirique de quantile uniforme (voir aussi Kiefer [13], Deheuvels et Mason [5]).
Nous désignons par {f,(t) : 0 < ¢t < 1} le processus de quantile uniforme basé sur les
n > 1 premiéres observations d’une suite {U, : n < 1} d’observations indépendantes de

méme loi uniforme sur (0, 1). Nous notons

Vo(t) =inf{u > 0: U, (u) > t}, pour 0 <t <1,
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Vo(t) =0 pour t < 0 et V,(t) = 1 pour ¢t > 1, la fonction emprique de quantile corres-

pondant & U,(-). Et nous posons

n2(V,(t) —t) si tel0,1],
6”(t>:{ 0 si t&][0,1]

Partant de cet apercu de loi limites fonctionnelles pour divers processus, nous allons
concentrer notre attention sur deux ensembles fonctionnels particuliers, en vue d’applica-

tions statistiques. Pour tout choix de a > 0 et ¢ € [0, 1], nous posons, pour tout s € [0, 1],

Enl(a,t; s) = au(t + sa) — a,(t)

et

Cnla, b5 8) = Bu(t 4 sa) — Bu(t)
Deheuvels et Mason [6], Deheuvels [3], Deheuvels et Einmahl [4] ont établi des lois limites
fonctionnelles pour des ensembles d’incréments du type ci-dessus, a partir desquelles ils
déduisent des lois limites pour des estimateurs fonctionnels de la densité. Par exemple, en
1992, Deheuvels et Mason [6] se sont intéressés au comportement limite des familles de

suites de fonctions suivantes pour h > 0

Fnz(hn) = M,t c[0,1—h,|NTy,
’ 2hlog, 1/h

et

C’l’b(h7 t7 )

n hn - B e
Grz(hn) { 2hlog, 1/h

,te[O,l—hn]ﬂI},

ou Z = [u,v] C [0,1] est un intervalle tel que u < v et log, a = log(a V e) pour a € R.
Notons que le logarithme n’est plus itéré. Soit {h, : n > 1} une suite de constantes
positives qui vérifient la condition (H.a) ainsi que la condition log(1/h,,)/loglogn — oo,
lorsque n — oo (voir, e.g., Deheuvels et Mason [6], Csorgo et Révész [16], et Stute [14]).
Notons que d’autres conditions peuvent étre imposées a {h,, : n > 1} (voir Deheuvels et
Einmahl [4] ). Comme mentionné dans la Remarque (0.0.1), la convergence d’un ensemble

de suites de fonctions vers un autre ensemble de fonctions s’exprime commodément avec

la distance de Hausdorff que I'on note A. Ici, lorque n — oo, on a presque strement ,

A(Fpz(hn),S) =0
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et
A(Gnz(hy),S) — 0

Dans un premier temps nous présentons quelque notations et définitions pour utilisés

tout au long de ce mémoire.

1.2 Notations et définitions

1.2.1 Notations
Nous désignons par (B[0, M],U) I'ensemble B[0, M] des fonctions bornées sur [0, M]

muni de la topologie uniforme U, induite par la norme-sup||- ||, définie pour toute fonction
f € B0, M] par

[fl = sup |f(?)|
0<t<M

Nous désignons, de meme, par (AC|0; 1];U) ’ensemble des fonctions absolument continues

sur [0; 1] muni de U, c’est-a-dire, de la forme

f(t):f(0)~|—/0 P(s)ds pour 0 <t< M

ou () est intégrable sur [0, M]. Cette derniére fonction est la dérivée de Lebesgue de
f(+), et est définie de maniére unique [0, M],a une partie de mesure nulle de [0, M| prés.

Nous la noterons, indifféremment,

. d

fzaf(t):w(t) pour 0 <t< M
Pour tout € > 0 et toute partie A € B[0, 1], posons

N(f) ={g € B[O, M] : ||f — gl < €}

et, pour toute partie A € B[0, M], avec la convention S;Uy(-) = (};, posons

A= JNU(F)

feA

{M<f>={geB[o,M]:\|f—gu<e} lorsque A #
0 lorsque A =)
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On définit la distance de Hausdorff entre les ensembles A, B C B[0, M|, par

inf{e > 0; A C B° et BC A} lorsqu‘un tel € existe
00 sinon

A(A,B) = {
Pour toute fonction f € B0, 1], nous posons

|f|M,H:{ (M fu)2du}? sif € ACI0,M] et £(0) =0

o0 sinon

Et nous désignons par
S =Spy={f€B0,1]:[fha <1}

la boule unité du noyau de l'espace de Hilbert auto-reproduisant associ¢ au processus
de Wiener sur [0, 1]. Strassen a montré que S, ’ensemble dit de Strassen, est 1’ensemble
limite dans la loi du logarithme itéré fonctionnelle pour le processus de Wiener. Plus

généralement, pour tout A > 0, on introduit ’ensemble

Sx={f € B[0,1]: |fliu < A} = {N'2f: f€S}

Enfin, nous définissons la fonctionnelle J(-) sur les parties de B[0, M| par

i = { el o A2D 1)

Notations Op(1) et op(1)

Soient {a, : n > 1} une suite de réels et {b, : n > 1} une suite de réels positifs. On

note

{ O(bn) si pour un certain M >0, <M < oo pour tout n > 1
an, = n

o(by) st lim, o =0

On utilise des notations similaires pour des suites de variables aléatoires. On dit que
{X,, : n > 1} une suite de variables aléatoires est bornée en probabilité si pour tout € > 0,
il existe une constante 0 < M < oo telle que P(|X,,| > M) <€, n > 1.

Dans ce cas, on écrit X,, = Op(1). Lorsque X,, converge en probabilité vers 0, on écrit

Xn = O[p(l).



1.2 Notations et définitions 11

Propriété 1.2.1 Pour {X,, :n > 1} et {Yn:n > 1} deux suites de variables aléatoires
on a les propriétés suivantes.

(i) Xn=o0p(1) = X, =0p(1)

(i7) Op(1) +Op(1) = Op(1) et Op(1) x Op(1) = Op(1),

(173) Op(1) 4 op(1) = Op(1)etOp(1) x 0p(1) = op(1),

(iv) Op(X,)+ Op(Y,) =Op(X,VY,) et Op(X,) x Op(Y,) = Op(X,Y,).

1.2.2 Ensemble de Strassen

Pour toute fonction f € B[0, M],0 < M < 1, on a introduit

Flars = { (" fu)du}'? si f € AC[0, M] et F(0) =0

oo dans tous les autres cas,

la norme hilbertienne définie sur B[0, M] et
S={feB0,1]:|flim<1}
I’ensemble de Strassen.

Propriété 1.2.2 L’ensemble de Strassen est un sous-ensemble compact de (C0,1],U),

I’ensemble des fonctions continues sur [0, 1] muni de la topologie uniforme.

Propriété 1.2.3 L’ensemble de Strassen est la boule unité de [’espace de Hilbert a noyau

auto-reproduisant associé au processus de Wiener sur [0, 1].

1.2.3 Convergences d’ensembles

distance de Hausdorff

Soit © : B[0, 1] - RU{oo} une fonctionnelle, continue sur B[0, 1] muni de la topologie
uniforme U, et bornée sur S. On rappelle que S est un compact de (B[0, 1],U).Le lemme

qui suit facilite I'utilisation des lois limites fonctionnelles locales. Il permet de passer
aisément des lois limites fonctionnelles (les théoremes (2.3.1), (2.3.2), (3.2.1), et (3.2.2))
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Lemme 1.2.1 Pour tout € > 0, il ezxiste n(e) > 0 tel que, pour tout F C B[0,1], on ait

A(F,S) <n= |supO(g) —supO(f)| <e (1.2)
geF fes

Notons que ce lemme s’applique a S, ainsi qu’a 'ensemble des compacts de (B0, 1],U).

Preuve. Pour g € B[0,1] et A C BJ0, 1], on note

N(g, A) = chrelg I|f — g|| lorsque A #0,A(g,A) =00 sinon.

Sans perte de généralité on suppose F # () car d’aprés la définition de distance hausdorff,
A(D,S) = co. Comme S est compact et © continue, il existe fy € S telle que O(fy) =
sup;es O(f). De plus, pour tout ¢ > 0, il existe n1(e) > 0 tel que ||g — fol| < m(e) =
|©(g9) — O(fo)| < e. 1l suit que

S C Fn = dgo € F : ||go — fol| < m(e) = sufp@(g) > O(g0) > iug@(f) —€
agn S

. Maintenant, on considére I’hypothese (H) : pour tout n > 0, il existe g € S", tel que
O(g) > sup;cs O(f)+e Sous cette hypothése, il existe une suite {g, : n € 1} C B[0, 1] telle
que ©(g,) > sup;es O(f) + € pour tout n > 1. On a donc A(gy,S) — 0 lorque n — oo,
par exemple pour un choix de n = % . Cette propriété implique l'existence dune suite
{fn :n > 1} CS, telle que ||g, — ful| = 0 lorsque n — oco. Comme S est compact, il
existe une sous-suite convergente f,, — ¥ € S lorsque k — oco. Et on a donc O(g,,) —
O(1) > sup s O(f) lorsque k& — oo, ce qui contredit (H). Le fait que (H) soit impossible
implique Pexistence d'un ny(e) > 0, tel que g € S™) = O(g) < sup;s O(f) + . Alors,
on a l'implication

FCS"E = supO(g) < supO(f) +¢
gnF fes

On pose n(e) = n1(e) V n2(e), pour finalement obtenir (1.2). [

Par la suite, on note la distance de Hausdorff entre les ensembles A, B C B[0, M|, par

inf{e > 0; A C B° et BC A} lorsqu‘un tel € existe
0 sinon

A(A,B) = {
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Une définition équivalente de la distance de Hausdorff est la suivante. Pour toute fonction
f € B0, M], introduisons

A(f.B) = i [|f |

et
5(A, B) = supd(f, B).
feA

Alors, on définit la distance de Hausdorff entre les ensembles A, B C B[0, M|, par
A(A,B) =6(A,B) V4o(B,A).

Soient {A,, : n > 1} C B[0,M] et A C B[0, M]. Lorsque A(A,, A) — 0, quand n — oo,
on dit que la suite d’ensembles {A,, : n > 1} recouvre complétement A. Autrement dit,
la suite {A,, : n > 1} est relativement compacte et son ensemble limite est A. L’ensemble
A est alors a la fois 'adhérence asymptotique (ensemble limite extérieur) et 'intérieur
asymptotique (ensemble limite intérieur) de {A,, : n > 1}.Considérons 'exemple de Stras-
sen présenté précédent, ou la suite {7, () },>3 est relativement compacte dans (C(0,1),U)
avec probabilité 1, et que I’ensemble de ses points limites est égal a S. On traduit ces
notions de relative compacité et d’ensemble limite par les deux propriétes suivantes.

(i) pour toute suite d’entiers ng, k > 1 il existe une sous-suite ny; et une fonction g € S

telles que

T, () = g(x) uniformement en x € [0, 1]
(i) pour tout g € S, il existe une suite ny = ng(f) tel que

Nn, () = g(z) uniformement en x € [0,1].

1.2.4 Probabilité extérieure
Soit (€2,.A) un espace muni 2 d’une tribu A.
Définition 1.2.1 Soient A, B € A. L’application P, : (2, A) — [0, 1] est appelée proba-

bilité extérieure si
(1) P(@)=0 et P () =1;
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(17) P, estcroissante : A C B = P.(A) < P.(B);
(17i) Peest sous — additive : pour toute suite {Ay:k € N} € A,

P (U Ak) < Pe(Ar)

keN keEN
Nous présentons cette définition pour la raison suivante. Soit Xi,- - -, X, une suite de
variables aléaroire réelles i.i.d. Pour tout n < 1, on considére g,(X1,- - -, X,;2), © € R,

une fonction mesurable. Cette mesurabilité n’assure pas le fait que

sup gn(Xb ) Xn; .I')
zel

soit aussi mesurable. De ce fait, on usera de la convention qui suit. On note (2, A, P)
I'espace de probablilité sur lequel nos variables aléatoires sont définies. Lorsque {4,, : n >
1} sont des sous-ensembles (éventuellement non mesurables)S2 de, on écrit P(A,,) — 1 (ou
encore P(A,) — 0, avec A,, = Q — An), lorsqu’il existe une suite {B, : n > 1} C A, telle
que A, C B, pour tout n > 1 et P(B,) — 0. Autrement dit, il suffit de travailler sur
'espace de probabilité (€2, .4, P.).

1.3 Prolongements de fonctions

Dans ce qui suit, nous adopterons les notations suivantes. Pour tout 0 < M < oo,

nous notons Sjo x I'ensemble de toutes les fonctions f(-), définies sur [0, M] et telles qu'il

existe une fonction v (-), définie sur [0, M], et vérifiant
~ (1) f(t)= Jo(u)du pour 0 <t < M

= (1) [flam = {foM ¢2(u)du}1/2 <1

Lemme 1.3.1 Pour tout M > 0, une fonction [ appartient a Sy, st et seulement si

elle est la restriction a [0, M] d’une fonction appartenant a Sy

Preuve. Considérons une fonction f € Sjg . Par définition, elle est définie sur [0, M] et

possede les propriétés suivantes :

(1) f(t):/ot@/)du pour 0 <t < M;
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M 1/2
(id) |f|M,H={ / @b?du} <1

Nous étendons a [0, 1) le domaine de définition de cette fonction en posant

= f(t) pour 0<t <M,
f(t){ f(M) pour t> M.

Nous posons, de méme,

~ Y(u) pour 0<u< M,
() { 0 pour u > M.

On constate alors que f et QZ vérifient les propriétés

(iid) f(t) :/0 d(u)du pour t > 0;

(i) |Floot = { I &2<u>du}”z -

Réciproquement, considérons une fonction g € Sy . Par définition, une telle fonction est

définie sur [0, 1), et telle que

(1i1) ¢g(t) = /Ot ¢(u)du pourt > 0

@) loles={ [ <b2(u)du}1/2 <1

alors, la restriction de g a [0, M], soit
g(t) = g(t) pour 0<g<M,
est telle que

(i) g(t) = / o(w)du pourt > 0:

@) U= { [ : ¢2<u>du}l/2 {[ ¢2<u>du}1/z <1
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On en déduit que g € Sy a7 Ceci complete la démonstration du Lemme 1.2.1
Dans ce qui suit, pour tout choix de M > 0, nous supposerons, sans perte de généralité,

grace au Lemme 1.2.1, qu'une fonction f € Sy a est la restriction a [0, M] d'une fonction

de 8[0700].



Chapitre 2

Lois limites fonctionnelles pour le
processus empirique uniforme

L’objet de ce chapitre est I’étude du comportement limite des incréments du proces-
sus empirique uniforme. Dans un premier temps, nous introduisons des suites de fonctions
aléatoires. Nous établissons ensuite deux inégalités (voir la Proposition 2.2.1 et la Propo-
sition 2.2.2) qui constituent la base de la construction du résultat principal de ce chapitre :
une loi limite fonctionnelle locale pour les incréments du processus empirique uniforme
(voir le Théoreme 2.3.2) qui a la particularité d’étre uniforme relativement a la taille des

incréments.

2.1 Le processus empirique uniforme

Soit Uy, U, ... une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement dis-
tribuées selon une loi uniforme sur (0, 1). On désigne par {a,(t) : 0 <t < 1} le processus
empirique uniforme basé sur les n > 1 premiéres observations Uy, ..., U,,. Plus précisément,

on note

U,=n""9#{U;<t:1<t<n}teR

la fonction de répartition empirique, ou #FE désigne la cardinalité de ’ensemble E, et on
pose

[ n2UL1) —t) site0,1]
O‘”(t)_{ 0 sit¢[0,1]

17
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Ensuite, pour tout choix de fenétre h > 0 et ¢t € [0; 1], on considere la fonction déincrément
En(h,t,u) = ap(t + hu) — a,(t) pour ueR

Posons log, s = log(s V e) pour s € R.Soient 0 < a, < b, < 1,n =1,2... deux suites de
constantes positives, et posons H,, = [an, b, . Pour tout h,H, on s’intéresse au compor-

tement limite, lorsque n — o0, de la famille de fonctions

. fn(h,t, ) _
Fnz(hn) = {—2h10g+ 1/h,t €[0,1— h,) mz}

ou Z = [u,v] C [0;1] est un intervalle fixé, tel que u < v

2.2 Inégalités de base

Nous présentons deux inégalités sous des conditions minimales. Ces inégalités per-

mettent la construction de lois limites fonctionnelles locales

Proposition 2.2.1 ] existe une constante universelle Cy > 0 vérifiant la propriété sui-
vante. Pour tout 0 < € < 1, il existe des constantes 0 < a(e) < 1/e, 0 < c(e) < 1 et

n(e) < oo, telles que, pour tout choix de n > n(e) et a > 0 vérifiant

na

Tog et a < a(e)

on ait

P ( gn(a,t, ) ) ¢ Se) < C4a1+e

2alog, (1/a

La démonstration de la Proposition 1.2.1 est reportée a la fin de ce paragraphe. Nous
allons faire usage des propriétés suivantes.On désigne par {W(¢) : t > 0} un processus
de Wiener standard (avec E(W (s)W (t)) = s Atpour s,t > 0), et par {II(¢) : ¢ > 0} un
processus de Poisson standard continu a droite (avec E(II(t)) = ¢, pour ¢t > 0). Pour tout
a>0,t>0,n>1et s>0, on pose

Ln(a,t,s) = n~Y?(II(nt + nsa) — I(nt) — nas)
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Fait 1. Pour tout choix de n > 5, et de a,t vérifiant 0 <t <t+a<let 0<a <1/2

on a pour tout partie mesurable A de [0, 1]
P(gn(aﬁtu ) S A) < Q]PJ(Ln((],’t, ) < A)
Fait 2. Il est possible de construire {II(¢t) : ¢ > 0} et {W(¢) : t > 0} sur le méme espace

de probabilité, de telle sorte que, pour des constantes universelles C, Cy et C3, I'inégalité

P < sup |(z) —x —W(x)| > CylogT + z) < Cyexp(—C;s2)

0 z<T

ait lieu pour tout 7' > 0 et z € R.
Fait 3. Pour tout A > 0, on pose Wy (s) = (2A)~¥/2W (s) pour s € [0, 1]. Alors, pour toute
partie fermée F' (resp. ouverte G) de (B[0, 1],U), on a

(i) lim sup A~ log P (Wi() € F) < —J(F)

(41) Jim. inf A" logP (Wi (1) € G) < —J(G)

ou J(-) est définie telle que dans (1.1).
Fait 4. Pour tout € > 0, on a

J(B[0,1] = S°) > (1 + )%

Preuve de la Proposition 2.2.1 Soient n > 5,0 <a <1/eet 0 <t <t+a < 1, choisis
ainsi, de sorte que log, (1/a) = log(1/a) et les conditions du Fait 1 soient satisfaites.
Fixons 0 < e <1 et posons €, =1 +2¢—1c¢et ey = %e% . On observe que 2¢; + 6% = 2e,

tel que 0 < €1 < eet 0 < e = € —¢; < €. Nous faisons usage de la définition du Fait 1

et du fait que les accroissements du processus de Poisson sont stationnaires, pour écrire

gn(aa ta ) € Ln(a’ t? ) €
P( 2alog, (1/a) ¢S> = QP( 2alog, (1/a) gZS)

_ op ( [I(na-) — na- ¢ SE>
2nalog (1/a)

I'inégalité
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On note que 'on a la relation €; + €, = €. D’aprés 'inégalité ci-dessus et le Fait 2 on a

P < gn(aa i, ) g Se) < P ( W<na) g Sq)
2alog, (1/a) 2nalog, (1/a)

vop ( sup W(nas) — {Il(nas) — nas} >
0<s<1 2nalog, (1/a)
= 2P1,n(€1) + 2P2,n(€2) (21)

Remarque 2.2.1 Justifions l'inégalité précédent, ci dessus. Soient A, B, C' les ensembles
suwants. A={f:feS}B={g:9€S"},C={h:||hl|<e}. Onaf=f—g+get

{9eB et f—geC}={fecA}
De ce fait, on a

{f¢At={g¢B ou f-ggC}
On obtient donc, le résultat voulu

Plf ¢ A] <Plg & B]+P[f —g ¢ C].

FEvaluons, tout d’abord, Py ,(€1). Rappelons que nous avons l’égalité en loi suivante pour

le processus de Wiener,
{n=Y2W(nt) : t >0} = {W(t) : t > 0}.
Alors, on observe que

Wia) W0
V2nalog, (1/a)  +/2log, (1/a)

De ce fait, on évalue

= Wog(1/a)3 ()

W(na-)
2nalog. (

Pl,n(el) = Q]P) g 861 = 2P(W{log(1/a)}(') € Sel)

1/a)
On pose F' = B[0,1] — S | qui est fermé dans (B[0, 1],U). Par application de fait 4, on
a 'inégalité

J(F) = J(B[0,1] —S°) > (1 +¢)*.
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D’apres le fait 3 (4), il existe un a(e) € (0, 1/e], tel que, pour tout 0 < a < a(e),
Pin(e1) =P (Whog1/a3(-) € F) < exp (—{log(1/a)}H{(1 4+ €1)* — e2})
altr < o't (2.2)
11 _
Pon(es) = 2P| sup W(nas) — {Il(nas) — nas} > 6
0<s<1 2nalog, (1/a)
< 2P ( sup |[II(z) — 2z — W(x)| > Cylog(na) + zn)
0<z<na
< 20y exp(—Cszy), (2.3)
ol
€2/ 2nalog(l/a) — Cylog(na) (2.4)
De cette définition (2.4), nous déduisons que
Cszp { }1/2 C log(na)
= C36,V/2 1- 2.5
log(1/a) ~ Y og(1/a) czv/2na o8 (1) 2

On fixe ¢ > 0, et on considere les deux cas suivants.

Cas 1. Pour n™"/2 < a < 1/e, on a

log(na) - log(n/e) - V2logn
Vnalog(1/a) = /n'/2lognt/z2 = nl/t

Cas 2. Pour CIO% <a<n Y2 et tout

1
n>ny(c) =inf s m >5:VYn > m,-logn < log n <logn
2 clogn

on a

log(na) < log n'/? < 3 Llogn _ 1
1

vnalog(l/a) ~ \/(clogn)(clogn) a \/?(logn) V2e
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Maintenant, pour ¢ > 0, et n;(c) définis au cas 2, posons

. V2logn _ e/2
na(c, €9) = inf {m < ni(c):Vn >m, i < 20,

et sélectionnons ¢ > 0 tel que

c(e)logn
n

On déduit des cas 1 et 2 que pour tout a > 0 tel que < a < 1/e, lorsque

n > nz(e) = no(c(€z),€), n a

C1 log(na) < o i V2logn 1 <l
€2v/2nalog(1/a) ~ ev/2 nt4t T foe(ey) | T2

et

1/2 1/2 1/2
{ na } > nan Z{ na } > Jda) > 22
log(1/a) log( o 1eam) logn Csey

On combine les inegalités précédentes avec (2.5) et la définition (2.4) de z, pour obtenir
que

Cszn 22 1
C 2 — =2
log(1/a) — rerv/2 x Csey >
Alors, d’apres (2.3) et (2.5), on a
c(ey) logn

n > nz(e) et

<a<l/e= Py,(e) < Cya®
n

Sous les hypotheses 0 < e <1let 0 <a<1/e <1, il sensuit que
PQJL(EQ) S 020,2 S CQCL1+€ (26)
Ceci combiné avec (2.1) et (2.2), implique

P(E) = 2P17n(61) + 2P2,n(62) S 2(02 + 1)a1+6
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d’ou on obtient

gn(aﬂt") € 1+e€
F < 2alog, (1/a) 75 ) < Cua

,ou Cy =2(Co+1) et n(e) = ns(er), avec €3 = 3{v/1+ 2¢ — 1}? u

Proposition 2.2.2 Pour toute fonction f € S telle que 0 < |flm < 1, et € tel que
0 < e < 3|flm, il existe d'(e, f) > 0, ng(3€) < 0o et c(3€) > 0 (les deux derniers dépendant
uniquement de €), tels que l'on ait la propriété suivante. Pour tout sous-intervalle T =
[u,v] de [0,1], tel que |Z| = |v —u| > 0, lorsque

1 c(3)logn

n > nz(=e),

1
5 ——<asd(ef)ASIT]

on a

nla,t,. -1 1 .
P <Vt €Tl: 2§al(og+(1>/a) §Z./\/€(f)> < 2exp (THI’ A 1 /2}>
Preuve Sans perte de généralité, on suppose |Z| < % , sinon, on remplace Z = [u,v] par
[u,u+ 3]. Soient n > 5,0 < a < |Z| A (1/e), et Z C [0,1 — a] choisis, de telle sorte que
log, (1/a) =log(1/a) et les hypotheses du Fait 1 soient vérifiées. On choisit f € S tel que
0 < |flu <1 etetel qued < e < %\f]H, ce qui implique que 1 — e > 1 — %\f|H > 1
. On se réfere aux arguments donnés dans la preuve de (1.1), ainsi qu’a la définition
Lyn(a,t,s) = n~Y2(Il(nt + nsa) — II(nt) — nas) et aux le fait 1 et fait 2, pour obtenir les

inégalités suivantes

o - - &lant, ) N
Qn(€) P (Vt SA 2alog (1a) ¢ e(f))

- Ly(a,t,.)
< 2P (W S —2alog(1/a) gf/\/e(f))

Izl .
2 H1 {1 P (w €T L"(a’;;éé(z/ga’ ) ¢ M(f)) }

IN
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[I(na-) — na-
2 exp (—HI|/CLJIP> (m € M(f)))

2exp (= UZV/a) { Pun(e) - Pua(30)} 27)

IN

IA

ou

P3,n(€) =P (M ng(f)) =P (VVlog(l/a)(') € G)

€
2alog(1/a) 2
- )
= 2‘5

Observons que G = N %6( f) est un sous-ensemble ouvert de (B0, 1],U). Par application

et, avec P, () défini comme dans (1.3)

W(nas) — {II(nas) — nas}
2nalog, (1/a)

1
P2,n(§€) =P ( sup

0<s<1

de fait 3 () et de I'hypothése que 0 < e < 1|flu < 3, on a

JN(f) < If] L 2< 1 L 2—1 1 L <[1 L

1 < H = 3¢ 5¢) = € 1€ 5¢

Alors, d’aprés le fait 3 (i7), il existe un aj(e, f) € (0,1/e], tel que pour tout 0 < a <
ay (e, f),

Py(€) = P (Wigg1/a)(-)) € G > exp (-{ log(l/@)} {(1 _ %6) }) _ ke

Considérons n et a tels que
1 c(te)logn 1%
n > 713(56) et ez logn <a<(l/e)A {—}

Rappelons (2.6), c’est a dire P, ,(e5) < Cya? On peut écrire

_1 1
Cha? = a'72¢ x a x Cya®
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2/e
Comme a < (1/e) A {C%} , le fait que a < % implique que a < % De plus, le fait que

2/e
a < {C%} implique que

On a donc

Ensuite, on observe que, si a < %\I |, alors

EdfS:.:

a a — 2a

Ceci combiné avec (2.7), nous montre que

Qu(e) < 2exp (4_—; x aléﬁ)

ce qui prouve Proposition 2.2.2. Notons que ng(-) et ¢(-) sont identiques a ceux de la

Proposition 2.2.1 [ ]

2.3 Lois limites fonctionnelles

Nous présentons deux lois limites fonctionnelles qui résultent des inégalités de base

présentées précedemment

Théoréme 2.3.1 supposons que {h,,n > 1} vérifie les conditions suivants lorsque n —
00

ho,
h, — 0 et LTINS (2.8)
logn
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Alors ,pour tout T = [u,v] tel que |Z| = |v —u| > 0,lorsque n — 0o on a
A(Fnz(hn),S) = op(1) (2.9)

Commentaires. sur les hypothéses

1. Tl est courant que l'on considére {h, : n > 1} une suite de constantes positives
vérifiant une ou plusieurs conditions, parmi les suivantes

Hl) (1) 0<h<1let (i) h, — 0, (iii) hy, ], nh, T oo

2) nhy,/loglogn — oo

nhy,/logn — ¢ € (0, 00)

nh,/logn — 0

ania i
E’Jc’ifﬂv

nh,/logn — oo

) nhy/log(1/h,y/n) — 0o

H.6) log(1/h,)/loglogn — oo

H.6%) (log(1/h,))/loglogn — d € [0, 00)

H.6”) (log(1/h,+/n))/loglogn — d € [—00, +00]
H.7) (log(1/hy))/logn — 1

AAAAA/—\/—\AAA

2. Nous distinguons quatre catégories d’incréments &, (hy,t, s) qui dépendent de la vi-

tesse a laquelle h,, tend vers 0. Les incréments sont dits :
(a) Incréments larges, lorsque h,, vérifie les conditions
~ (H.1) et (H.1) (i4i) = hy > 1/n
— (H.6")= h, = 1/(logn)®™, avec d, — d € [0, c0)

- (H.6")= h, > m,avec d — [—0o0;0].

(b) Incréments standards, lorsque h,, vérifie les conditions

— (H.1)-(H.5)-(H.6)= & < h,, < 0<a<oo

(log n)?
(c) Incréments intermédiaires, lorsque h,, vérifie les conditions
— (H.3))= hy, = ¢, logn/n avec ¢,, — ¢ € (0, 00)

7 J— . 1
—(H.6):>pourdfoo.hn<m,a>0
(d) Incréments petits, lorsque h,, vérifie les conditions

— (H.1)-(HA4)-(H.7)= L < b, < l&r
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3. pour {h,,1 > 1} vreifiant certaines conditions les comportement limite lorsque
n — 0o,des familles des suites de fonctions suivantes a été étudie antérierement a
celui de F,, 7(hy,)

n hnatw
’ v 2h, loglogn

n hn)ta'
mz(hn) = &l ) te0,1—h,)NZT

\/Qh{log(%) + loglogn}

ouZ = [u,v] C[0,1] est un intervalle tel que u < v

Considérons la condition (2.8) qui implique (2.9). La propriété (2.9) est inplicitement
connue, une version presque sure a été énoncée pour la premiere fois dans le Theorem 3.1
de Deheuvels et Mason [6], sous des conditions plus fortes que (2.8). La convergence (2.9)
n’a pas lieu p.s. sans des conditions supplémentaires. Si en plus de la condition (2.9), on

suppose les conditions (H.1)(ii),(iii) et (H.6) satisfaites, alors, lorsque n — oo, on a p.s.
A(Fnz(hn),S) = o(1)

Deheuvels [3] montrent respectivement, que sous les conditions (H.1) et (H.6%), lorsque
n — 00, on a p.s.

A(F*n,z(hn), Sd+1) = 0(1) et A(F**n,I(hn)a Sd) = 0(1)

Deheuvels et Einmahl [20] ont établi que lorsque les conditions (H.1) et (H.2) sont vérifiées,

lorsque n — oo, on a p.s.

A(‘F*n,I(hn)>S) = 0(1)

Deheuvels et Einmahl [4] dit que, pour toute suite {hn : n > 1} suivant les conditions
(H.1)(i) et (H.5)-(H.6) ou (H.6"), lorsque n — oo,

A(F* nz(hn),Sajas1) = o(1)

Dans le théoreme suivante ,nous présentons un exstension du théoreme précédente dans

context d’uniformité relativement a la taille des incréments (on considere le supremum,
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relativement aux tailles d’incréments h, de la distance de Hausdorff entre les ensembles

de fonctions concernés)

Théoreme 2.3.2 Supposons que lorsque n — 00,les suites 0 < a,, < b, < 1 soient telles

que :
by — 0 et Moo (2.10)
logn
Alors pour H,, = |an,b,] et tout inervalle T = [u,v] tel que |Z| = |v —u| > 0 lorsque
n— 0o on a
sup A(Fnz(h),S) = op(1) (2.11)

heHn

2.3.1 Preuve du Théoréme (2.3.1)

siot Z = [u,v] C [0,1] un intervalle fixé,tel que u < v et conséderons I’evenement
suivant :
n ?ta . € n 7t7 . €
SO S N SR NS PN
2alog, (1) tef0,1—a]NT 2alog, (3)
Nous allons travailler avec Z = [0,1],posons t; = (j — 1)a avec j = 1,..,[2] — 1 et

t1 = 1 — a observons que pour tout € > 0

En(a t,- € fn a,tj, ||§n(avt7~)_£n(avtjv')u €
2alog ( € S 2alog ( € m 2alog, (%) = 2
+ +(a

I'inclusion ci-dessus combinée avec 'inégalité de bonferonni que :

&nlayt, )

P.(e) = P|{3e[0,1—alNZ: g S
2alog, (1)
la]
< IP) gn(aata') %Sé —f-IP) sup || fn(a,t,-) _fn(aatja') ” > E
j=1 2alog, () t€(0,1-d] 2alog, () 2

= Pi,(e/2) + Pon(€/2)
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Une majoration de P, ,(€/2) est immédiate lorsque 'on utilise la Proposition 1.2.1 sous la

na
logn

condition et a < a(e) vérifiée pour a. Nous obtenons vérifie pour a. Nous obtenons

P .(e/2) < |1/a] * Cya'te
on observe que [£] < (1) +1 < 2a car a < 1/e dans la Proposition 2.2.1. Alors
Pi,.(e/2) < 2C4a? (2.12)
Maintenant,nous allons évaluer P, ,(¢/2) pour U'intervalle Z et a > 0 nous considérons le

moduele de continuté du processus uniforme définie par

wniz(a) = sup Jan(t) = an(s)|
S,

observe que

( QWLII(CL) >
P,(e/2) <P ’ ) >€/2

2alog, (1/a

Fait 5. Soit 0 < a < ¢§ < = . Pour tout A > 0, on a

1
2

P (a0 2 0va) < Frew (—1-9/ %0 (=)

ot pour tout 0 < x < 1,9(z) = 2h(1 + z)/2* avec h(l + ) = (1 + x)log(1l + z) — =.

D’aprés le Fait ci dessus, pour a < § < 1/2 et /2log(1/a)e/4 > 0, on a

I 1
2w (a) 20 1, € log(; )e
P = >e/2| < ——exp | —(1—6)"1og(=)== ——a 2.13
<\/2alog+(1/a) 2 ¢/ > =g’ P ( ) g(a)32¢ 2na (2.13)
D’aprés l'inégalité (2.12) et (2.13) nous avons
Po(e) < Prn(e/2) + Pon(e/2)
. 20 1. € log(L)e
< 2 R _ _ 4 Y a
< 20t + S exp | ~(1- ) los(1) S [ ([ o



30 Lois limites fonctionnelles pour le processus empirique uniforme

Maintenant,considérons h,,;n > 1 une suite de constantes positives qui, lorsque n — o0,

vérifie la condition suivant,

nh,

h, — 0 et — 00

logn

Pour le choix de a = h,, vérifiant 'hypothése ci-dessus, nous obtenons que, lorsque n —

00, P1,(5) = o(1). D’autre part, observons que, sous les mémes conditions, lorsque n —

2na

00, 1 ( M) = 2(1+ o(1)) on obtient Py ,(e/2) = o(1) Nous complétons la preuve

du Théoreme 2.3.1 en combinant le fait P,(¢) = o(1) avec la Proposition 2.2.2, puis en

faisant appel a la définition de la distance de Hausdorff.

2.3.2 Preuve du Théoréme (2.3.2)

”Bornes externes”
Dans cette section, nous allons démontrer la proposition suivante qui correspond a la

partie "bornes externes” du Théoreme (2.3.2).

Proposition 2.3.1 pour tout 0 < ¢g < 1 et 0 < ¢ < 1 il existe des constantes 0 <

T1(€0,€1) < 00 et 0 < by(€p, €1) < 00 telles que pour
Ho(eo, €1) = | mileoscllosn 1y (¢ 61)] et tout n assez grand,on ait

n

P U Amcst)>1-¢

nGHn(Eo,El)

Lorsque H,, wvérifie les hypothéses du Théoréme (2.3.2), une conséquence directe de la

Proposition (2.3.1)est la suivante. Pour tout 0 < € < 1 lorsque n — oo,0n a
P(U fn(h)g86> — 1
nGHn

Nous allons présenter deux lemmes et une proposition qui permettront d’établir la démonstration
de la Proposition (2.3.1).
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Lemme 2.3.1 pour tout 0 < e < 1,il existe un 0 < aq(€) < 1/e tel que l'on ait la proprieté
sutvante pour tout f €SO0 < A< 1lett <s<s+ Xa<t+a on pose

fs,,\(u):%{ (S +)\u)—f(8;t)} pour 0<u<1

fsa€S et | for|lu<|flm

Alors on a

De plus pour tout 0 < a < ay(e) et 0 <t <1—a on a implications

{(a,t,.) e N.(f) = {M € Nie(fsn) pour tout s,A

2alog () 2Xalog, (1)
tel que t<s<t+s(l—Naetl/2< A< 1}(2.14)
M e S = {M € S pour tout s, A\
2alog, (1) 2Xalog, (3)

tel que t§s§t+s(l—)\)aet1/2§)\§1}(2.15)

preve soit 0 < € < 1/e on considére que 1'évenement

Am:{ Snla,t,) GSE}
’ 2alog, (1/a)

a lieu Alors il existe une fonction f € S telle que

—f

<€

|'\/2alog+ (1/a)

D’aprés l'ingalité triangulaire et les définitions suivant (2.16) et (2.17)

00 sinon

|f’H:{ {0 fu)?du}s sif € AC[0, M] et f(0) =0 (2.16)
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<et || fll=€e+ sup

S =Spa ={f e B[0,1],|fla <1} (2.17)

&(a,t,.) u
TN f(v)dv

_ &(at,)

D’aprés l'inegalité || — f |I< € et d’une application de I'inégalité triangulaire
\/2alog, (1/a)

<€+|f|H§6+1

on observe que ,pour tout 2 ;<A<

&(a,t,u) &(a,t,u) &(a,t,u)
0<u<i | 4/2alog, (1/Aa) —f(u)‘ T o<us<t|y/2alog, (1/Ma) /) +02§§)1 2alog, (1/Aa)
log. (1/a) /%~
Nesiinas
£(a,t,u) log,, (1/a) \'/*
= 6+02221 2alog, (1/)a) . {log++(1/)\a)} -1
< e+ (1+¢)M(a) (2.18)
_ log, (1/a) \* | _|{log(1/a) )"
M= 2 Vor ) ‘1H{1og<2/a>} -

comme M (a) — 0 lorsque a — 0 Jay(e) tel que 0 < ay(e) < 1/e et M(a) < €/(e + 1)
pour tout 0 < a < ay(€).Alors d’aprés (2.18) pour tout 0 < a < ay(e) et 1/2< A <1ona

L . e - .
| 2>\a10g L1y VA S V2t (14 9M(a) <2V2e <3 (2.19)

pour un fonction f € S tell que ci-dessus,et pour tout 0 < A< 1t <s<s+Xa<t+a

{f(S;t—i-)\u)—f(S;t)} pour 0 <u <1

on considére :

fsa(u) =

S -
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on observe que fox(0) =0, fox(u) = \/2f (=t + Au) et

s—t

/Ol(fs,A(u))2du:/0 <)\1/2f( . +)\u>)2du: ; Fv)dv < 1

a

Autrement dit,on a |foxlim < |f[} g < 1. Alors,il s’ensuit que f; € S. Ceci prouve que

I'on a bien |fsalm < |f|lm. Maintenant,obsreve que

En(Xa,s,.) = au(s+ Aa.) — ay(s)
= a,(t+ ((s —t)/a)a+ Aa.) — a,(t)
—an(t+ ((s = t)/a)a) + an(t)
= &ila,t,(s—1t)/a+ N) —&(a,t, (s —t)/a)

<A<

D’apres cette observation, (2.19) et I'inégalité triangulaire, lorsque 0 < a < a1 (€),2

lett<s<s+Xda<t+aona

H WD) | ‘ Ealat, (s —1)/a) +A)  f((s —1)/a) + A
\/2)\a log, (1/Aa) M V/2Xalog, (1/Xa) VA
ot (= 0/a)  flis—0/a)|| .
V/2Xalog, (1/Aa) VA
D’ou, les faits (2.14) et (2.15) sont vérifiés. u

Pour 0 <a <1/e,onposet; =(j—1)apourj=1,---.N—1 avec N = |1/a], et tel que
|u] vérifiant |u| < w < |u] + 1 désigne la partie entiere de u € R. On pose également
tN =1-2a.

Lemme 2.3.2 pour tout 0 < € < 1,il existe un 0 < a < ay(e) < 1/e tel que la propriete

suante soit verifié,pour tout 0 < a < as(€) on a l'implication

~ 2(1 tj?') €/6 fn(a,t,.) . .
O{\/Q 2a)log (1/2a) €8 }:>{ 2alog, (1/a) esS,vVo<t<1 } (2.20)
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Preuve. Nous allons appliquer la relation (2.15) du Lemme 2.3.1 pour un choix de €/6 au

lieu de e,et A = L. Alors pour tout 0 < 2a < a;(e/6) et 0 < t; < 1 — 2a on a 'implication
2 j

5(2a7tj7 ) €/6
{\/Q(Qa) log, (1/2a) €8 }

§(a,t, ) - . ' B 1 L
= {\/2(2(1) on_(1/20) €S VLt <t <t;+(1 2)2a =t; + a} (2.21)

on observe que UN[t;,t; +a] = [0,(N — 1)a] U [1 — 2a,1 — a]. comme a(N — 1) =
all/a] —a>a((1/a) —1) —a=1-2a

il suit que UNA't;, ¢, +a] 2 (0,1 —2a] U [1 —2a,1 —a] = [0,1 — a]. Alors on posant

as(€) = 1ai(e/6) on obtient (2.20) d’apres I'implication établie en début de preuve n

Proposition 2.3.2 [ existe C5 > 0 une constante universelle tele que la proprieté sui-
vante soit vérifié pour tout 0 < e < 1 il existe des constantes 0 < as(e) < 1/e et

a < Ci(e) < o0 et ny(e) < oo tel que pour tout n > ny(e) et a > 0 verifiant

na

Tog 1 >ci(e) et a<as(e) (2.22)
on ait
A .
Plarxe 2 13se0.1—ag: —0%%) oo | <opls (223)
2 2Xalog  (5-)

Preuve on observe que |J,_{[t,t + (1 — A)a] = [0,1—a+ (1 — N)a] = [0,1 — \a]. D’aprés

cette observation et une application du lemme (2.3.1) on a

. 1 s — Ml : fn()‘avsv'> 6e
en(a) = {EI)\ € [2,1],3 €[0,1— Aa : Jahalog (1/%) ZS }

i 1 . ol &n(Aa, s, ) 6e
_ U {3)\6[271],3 €lt,t+ (1 —Na: \/2/\a10g+(1/)\a)€8 }

nlast, ) el —al: nla,t, ) €
U { 2alog, (1/a) ¢S}_{E|t€[0,1 }: 2alog, (1/a) §ZS}

0<t<l—a

N
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puis d’aprés le lemme (2.3.2) lorsque 0 < a < a1(€) A as(e) etn > 1 on a

|1/a) :
o &n((2a, (j — 1)a, ) Sf/ﬁ}
n(a) C };{ { V/2(2a)log, (1/(2a)) ¥

Remplagonse par €/6 et a par 2a dans la Proposition (2.2.1). Alors lorsque 0 < a <

az(€) = 1a(e/6) Aai(e) Aas(e),n > ni(e) = n(e/6) et na/logn > c(e) = 3¢(e/6) on a

11/a) |
£a((2a, (j — 1a, .) /6 1+¢/6
Blen() < D P <\/2(2a) log. (1/(2a)) 7o ) < [aCu(zay

j=1

Pour finir on observe que |[1/a| < (1/a)+1 < 2/a (car a < 1/e dans le lemme (2.3.1) et

le lemme (2.3.2) et 21+</6 < 22 (car 0 < € < 1) impliquent
P(e(a)) < 8C,a/®

Pour obtenir I'inégalité (2.23), il suffit de poser C5 = 8C}.

Preuve de la proposition(2.3.1) Fixons 0 < ¢ < 1 et 0 < g < 1.Dans le cadre des
notations de la Proposition (2.3.2), on pose € = %61 eta/bpour j=1,....ket b>0on
suppose que b et k > 1 vérifient

27Fp 1 1
I > 6(661) et b S a3<6€1> (224)

log

et on applique la proposition (2.3.2) pour obtenir les inégalites

P(3h € [27%,b],3t €[0,1 — A &a(h,t, ) -
2h10g+(1/h)
1 6,02 b,5, )
< YP(Meld e - rg—2lZ) g
j=0 2 \/2)\2_3b10g+(1/)\2)
k—1 k—1 C5b%61

IN

G Y (279w < Cobms Y {27 wY <

J=0 J=0

e 229
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observe qu'il existe un 0 < by (g, 1) < as(s€1) tel que pour b = by (e, €1), on ait

1
C5b%61

—_ i < €
1— 2736

Pour ce choix de b > 0, on choisit K dans (2.25) de sorte que

c(3e1)logn

n

2 k=1ph < <27k

pour finir le choix 7(eg, €1) = 2¢(z5€1) nous permet de conclure &

P U Amcst)>1-¢
hEHn(Eo,€1)

”Bornes internes”
soit Z = [u,v] C [0, 1].Rappellons la définition suivante

Enl(h,t,.)
2hlog, (3)

Fn1<h) =

, te0,1—-hNT
Dans cette section, nous allons montrer la proposition suivante, qui correspond a la partie

dite "bornes internes” du Théoréme (2.3.2)

Proposition 2.3.3 Fizons un intervalle T = [u,v] € [0,1] tel que |Z| = |[v —u| > 0
pour tout 0 < €9 < 1 et 0 < €1 < 1 il existe des constantes 0 < ra(eg,€1) < 00 et
0 < ba(€q, €1) < 00 telles que

st on pose

Hn(e()? 61) = ra(co.c1) logna b2(€07 61):|

n

Alors pour tout n assez grand,on a :

Plsc () Fuz)|=1-c

hEHn(60,€1)
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Une conséquence directe de la Proposition (2.3.3). Sous les hypothéses du Théoréme

(2.3.2), avec H,, = [an, b,], lorsque n — oo, on a pour tout 0 < € < 1,

P (S c U fnl(h)E) —1

heHn

Remarque 2.3.1 pour démontre le proposition (2.3.3) nous introduisons quelques nota-

tions. Pour tout g € B[0,1] et 0 < A <1 on pose

Azg(u/X) pour 0<u <\

— A zg(\ O<u<l1 et = 9
gx(u) g(Au) pour u et gi(u) { Asg(1) pour A<u<1

On observe que pour tout f,g € B[0,1] et 0 < A <1

gl =g et || f—o ||§%||f—g|| (2.26)

De plus, lorsque g € S on voit que gx(0) = g1/x(0) = g(0), et

A 2g(u/X) pour 0<u <\

g)\(u) = )\Eg()\u) et gl//\(u) = { 0 pour N<u<1

Alors Jlorsque g € S
1 A
v 1< loalh = [ Ag0wdu= [ g0)av <ol <1 (2.27)
0 0

D’ou g\ € S de méme

A 1
Fg1/x 1< 191/ i =/ A1 g(u/ ) du = / g(v)dv < gl <1 (2.28)
0 0

d’ou gi/x €S
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Lemme 2.3.3 soient fIU, .. fIN € B[0,1] et € > 0 tel que

N(f9 (2.29)

HCZ

Alors pour tout 0 < A <1 on a

N
s UM (2:30)

j=1
Preuve. On fixe ¢ > 0,0 < A < 1 et g € S d’aprés (2.28) on a gi/» € S. Alors d’aprés

I'inégalité (2.29) il existe un j € [0,..., N] tel que || fV! — g1/x ||< €. Ainsi, considérant
(2.26) on obtient

157 = Lol =1 5 = g 1< — & 9 € Nyl £

ce qui prouve (2.30). u

Lemme 2.3.4 pour tout € > 0 il existe une constante as(e) € [0,1/e] telle que ,pour tout
%SASl et 0 < a < as(e)

on ait ['implication

< 2eV/2 (2.31)

H &nlant,.) Aa,t,.)

V/2alog, ( 1/a) "\/2/\alog+ 1/ ha)

Preuve. Supposons que le terme de gauche dans (2.31)a lieu pour une certaine fonction

f €S. Alors d’aprés (2.26) on a l'inégalité

1

&nlayt,.)
S

2atlog. () || =V (2:32)

VA

— I

—f

En(Na,t, \)
V/2Xalog, (1/Aa)

On remarque &, (Aa, t,.) = &,(a,t, \.) puis on applique I'ingalité triangulaire et les inégalites

(2.28) et (2.32), pour obtenir pour tout 0 < A <1

Enla,t, N.) il x { log, (1/a) }1/2
V2Xalog, (1/a) g log_ (1/Aa)

n(Aa,t,.
\/2)\alog+ 1/)\a
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O+ a 1/2
sy
¢ [ log,(1/a) \* log, (1/a) '/
= ﬁ{loggi(l//\a)} +‘{loggir(l//\a)} _1’
€ (0) + a 1/2
< ey

on choisit as(€) > 0 assez petit de sorte que pour tout 0 < a < as(€). on ait

{ 1og+<1/a>) }1/2 1= {log+<1/a§ }”2 |z e

P log, (1/Xa log, (2/a

1
1o

Comme €/v/A < ey/2 pour tout 1 <A <1, 'implication de (1.31) découle des inégalités
précédentes [ ]
preuve de la proposition (2.3.3)

Comme S est un sous-espace compact de (B0, 1],U), pour tout € > 0, il existe une suite

finie de fonctions fU, ..., fIN € S telle que 0 < |fUl|g < 1 pour j =1,..., N et
N
S C UM(f[j])
j=1

On considére la constante d'(e, f) de la Proposition (2.2.2) et on choisit un intervalle
Z = [u,v] C [0,1], tel que |Z| = |v —u| > 0. On se restraint au cas Z C [0, 1] parce
qu’alors on aura Z C [0,1—a] lorsque 0 < @ < a3(Z) =1 —v et doncZN[0,1—a] =Z. En
vue d’utiliser la proposition (2.2.2) , on considére S(a) la somme d’un série convergente

,qui est définir par
S(a) = ZNieXp Loz a tyara)-er
— 4 2

On remarque S(0) | 0 lorsque a | 0.Alors pour tout choix 0 < g9 < 1 il existe un a/(eq) tel

que S(a) < g pour tout 0 < a < a}(gg). Afin de satisfaire les conditions de la proposition
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(2.2.2) on fait les choix arbitraires suivants. Pour un choix de € tel que
0<e< 1 min | fY|g
21<j<N
on pose

a’(eg, €) = j_I{liIlN{a/(E, FINY ATV, (€0) A as(T) A as(e)

=1,...

Nous allons montrer que lorsque
1 1 —1 "
n > n3(§€> et a€H, = [20(56)71 log n,a” (€, €)] (2.33)
on a: P(B,) < €, ou B, désigne I’événement
gn(a7 t’ ')

2alog, (1/a)

Pour cela, nous appliquons le Lemme (2.3.3) et le lemme (2.3.4) pour observer que sous

la condition (2.33)

Bn:{szl,...,N,Elae’Hn,weI; ?ZNQEﬁ(fU]}

N M
cyuys
j=1k=0

avec a” = a’(ey,€), M = inf{k > 0,27%a" < 2¢c(3e)n~'logn} et pour k = 0,..., M et
j=1,..,N

- &t .
Balk. j) = {&# e e E N >}

Ensuite, nous combinons les conditions de la proposition (2.2.2) avec la définition de S(-)

et I'inégalité de Bonferroni, pour obtenir que

(;198 fw)

> P(B.(k,5)) < S(d") < & (2.34)

1 k=0

Mz

J
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Ici, on a utilisé le fait que a” = a”(ep,€) < a)(ey) ce qui implique le fait que S(a”) < €

comme € > 0 peut étre choisi aussi petit que nécessaire, on obtient :

PlsC () Fuz(h)|=1-c

neEHn (EO ,61)

de la définition de 'éveénement B, et de I'inégalité (2.34), en sélectionnant 2ev/2 < ¢,. La
preuve de la Proposition (2.3.3) est alors complétée ]
Preuve de Théoréme (2.3.2)

Rappelons que sous les conditions du Théoreme (1.3.2) et la proposition (2.2.1) et la
proposition (2.3.3) implique la proposition (2.3.3) et la proposition (2.3.2). Autrement dit

pour tout 0 < € < 1 lorsque n — oo on a

P(Ufn(h)g86>—>1etp sc |J Fuzh)y ] —1

n€EHn nEHn(€o,€1)

D’aprés la distance de Hausdorff,on obtient directement 1’assertion suivante

sup A(F,z(h),S) = op(1)
heHn
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Chapitre 3

Lois limites fonctionnelles pour le
processus de quantiles

L’objet de ce chapitre est I’étude du comportement limite des incréments du processus
empirique de quantile uniforme. Le résultat principal qui est une loi limite fonctionnelle
uniforme pour ces suites de fonctions aléatoires (voir le Théoreme 3.2.2), est analogue
au résultat obtenu pour les incréments du processus empirique uniforme ( Chapitre 1) et
en découle.Nous présentons également des lois limites pour les modules de continuité du
processus empirique uniforme, et du processus empirique de quantile uniforme, qui sont

uniformes relativement a la taille des incréments

3.1 Le processus empirique de quantile uniforme

Nous désignons par {8,s : 0 < ¢t < 1} le processus empirique de quantile uni-
forme basé sur les n > 1 premieres observations de la suite {U,, : n > 1} d’observations

indépendantes de méme loi uniforme sur (0,1). On désigne par
Vo(t) =inf{u>0:U,(u) >t pour 0<t<1}

Vo(t) =0 pourt < 0etV,(t) =1 pour ¢t > 1, la fonction emprique de quantile correspon-
dant & U,(+). La fonction empirique de quantile V,,(-) se définit également de la maniére
suivante. Pour tout n > 0, posons Uy,, = 0 et U,41, = 1, et, pour tout n > 1, notons

U,, < .. <0U,, lastatistique d’ordre de Uy, ...,U,, obtenue en classant ces variables

43
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aléatoires par ordre croissant. Pour tout entier n > 1, on note

Va(t) = U;, pour =L <t< %,i =1,...,n

n

{ U,, pour t=0

Et on pose

Ensuite, pour tout choix de a > 0 et ¢ € [0, 1], nous posons, pour tout s € [0, 1],

Cn(a7 t S) = Bn(t + Sa) - Bn(t)

Soient 0 < a, < b, < 1,n = 1,2,... deux suites de constantes positives, et posons
H,, = [an, by]. Pour h € H,,, on s’intéresse au comportement limite, lorsque n — oo, de

la famille de suites de fonctions

Col(h,t, )
V/2hlog 1/h’

ou Z = [u,v] C [0;1] est un intervalle fixé, tel que u < v

@ﬂw@:{ temJ—hAﬂI}

3.2 Lois limites fonctionnelles

Le Théoreme suivante est ’énoncé d’une loi limite fonctionnelle qui décrit le compor-
tement limite des incréments du processus empirique de quantile uniforme. Cette loi est
une conséquence de la loi limite fonctionnelle présentée dans le Théoreme (2.3.1) dans le

chapitrel

Théoréme 3.2.1 supposons que {h,,n > 1} vérifie les conditions suivants lorsque n —

00 h, — 0 et 2oy o

logn

Alors ,pour tout T = [u,v] tel que |Z| = |v —u| > 0, lorsque n — oo on a

A(Gnz(hn),S) = op(1)

Le Théoreme suivant, est une version généralisée de la loi limite fonctionnelle du Théoreme(2.2.1).

Cette nouvelle loi limite fonctionnelle locale est établie uniformément relativement a la
taille A des incréments
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Théoreme 3.2.2 Supposons que lorsque n — 00,les suites 0 < a,, < b, < 1 soient telles

que :
b, — 0 et D (3.1)
logn
Alors pour H,, = [an,by] et tout inervalle T = [u,v] tel que |Z| = |v — u| > 0 lorsque
n— 0o on a
sup A(Gnz(h),S) = op(1) (3.2)

heH"L

3.3 Preuve du Théoreme (3.2.1)

Soit {S(t);t > 0} un processus appelé sommes partielles et définie ci-aprés. Désignons
par [t] = minn € Z : n > t, la partie entiére supérieure de t. Dans la suite, on utilisera
la notation S(t) = Sp1. On considére {w; : ¢ > 1} une suite de variables aléatoires

indépendantes et identiquement distribuées selon une loi exponentielle standard. Alors,
on

S():O et Slzw],121
7=1

Fait 6. Pour tout n > 0, nous avons 1’égalité en distribution
{Uyn:i=0,---n+1}={5;/Sp11:i=0,---,n+1}

Fait 7. Il est possible de construire {S(t) : t > 0} et le processus de Wiener {W(¢) : ¢t > 0}
sur un meme espace de probabilité, de telle sorte que pour des constantes universelles By,
Bs et Bs, l'inégalité

P ( sup |Sg —k —W(k)| > BylogT + z) < Byexp(—DBjs2)
0<k<n
ait lieu pour tout T'> 0 et z € R
D’aprés la définition de V,,(t) et I’égalité en distribution de Fait 6, on voit que pour tout
n > 0, on a I’égalité en distribution
S(nt) S(nt) n

Vo (t) = = 0<t<l1
®) S(n+1) n Spi1
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Par application du théoréme central limite, on observe que lorsque n — oo

s 0o ()
Spi1 Sp—n+n+wp v Vn

Tenant compte des deux précédentes observations et de la définition de (,(h,t, s) lorsque

n — oo et h — 0, on obtient 1’égalité en distribution qui suit.

Chts) = i H S(n(t + 3;;)) —S(nt) Sh} {1 4 Op (%)} + shOp (%)}

%{S(n(t 1 sh)) — S(nt) — nsh} x {1 + Op (%) } + shOs(1)

n~Y2{S(n(t + sh)) — S(nt) — nsh} x {1+ op(1)} + op(1)

De ce fait, nous nous intéressons aux accroissements de S(-). Par définition des sommes
partielles, pour h > 0 et s € R, on remarque que pour tout choix de ¢ € R, on a 1’égalité

en distribution :

S(nt +nsh) — S(nt) —nsh = Z w; — nsh

nt<i<nt+nsh

[nsh]
= Z w; —nsh + k
i=1

= S(nsh) —nsh+k

ou Kk est une petite erreur majorée par 2 maxj<;<pt+1 W;

3.4 Modules de continuité

Nous présentons des lois limites nouvelles pour les modules de continuité du processus
empirique uniforme, et du processus empirique de quantile uniforme. Leur originalité vient

de leur uniformité relativement a la taille A des incréments.
Pour Z = [u,v] C [0, 1] tel que |Z| = |v —wu| > 0,nous considérons les statistiques suivantes

waz(h) = sup fan(t) = an(s)} wnz(h) = w7 (h) V wy z(h)
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Ouz(h) = sup{Bu(t) = Bu(s)}, 0nz(h) = 0, 7(h) V &7 7(h)

s,tel

Qrz(h) = sup {an(t+h) —an(®)}, Wz(h) = Q, (k) V w2 (h)
teZn[0,1—h]

Enz(h) = sup {Bu(t+h) = Bu()} Enz(h) = E, £(h) V EF 2(h)
teZN[0,1—Ah]

corollaire 3.4.1 Supposons que lorsque n — 00,les suites 0 < a, < b, < 1 soient telles
que :

b, — 0 et M 5o (3.3)
logn
Alors pour H,, = [an,by], lorsque n — o0 on a
+
h

sup wnz(h) —1| = op(1), sup wnz(h) — 1] = op(1)
heHn | \/2h1og, (1/h) heHn | \/2hlog, (1/h)

5= (h
sup nz() —1| = op(1), sup Onz(h) — 1| = op(1)
heHn | \/2h1og, (1/h) heHn | \/2hlog, (1/h)

Q= (h
sup nz(h) — 1| = op(1), sup Qz(h) — 1| = op(1)
heHn | \/2h1og, (1/h) heHn |/ 2hlog, (1/h)

= (h =
sup nz(h) —1| = op(1), sup nz() — 1] = op(1)
heHn | \/2h1og, (1/h) heHn | 1/ 2hlog, (1/h)

Preuve du Corollaire La fonctionnelle O(f) = £f(1) est continue sur (C[0, 1],U) et
vérifie le fait que sup;cs(£f(1)) = 1. Rappelons que sous les conditions du Théoreme

(3.3.2) lorsque n — oo

hseuﬁ) AN(Fnz(h),S) = op(1) (3.4)

On observe que

Ha,(t+ h) — an(t
sup | sup O(f) —supO(f)| = sup | sup {on(t +h) — on(t)} 1
n€Hn | f€Fn z(h) fes n€Hy, |t€IN[0,1-h] 2hlog, (1/h)
7 (h)
= sup ~1
heHn | \/2h1og, (1/h)
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On applique le Lemme 1 dans le cas ou F = F,, z(h) et ou 'on a (3.4) pour obtenir que,

lorsque n — o0,

Qrr(h)
sup ’ — 1| = op(1)
het, | \/2hlog, (1/h)

Sur le méme principe, rappelons que sous les conditions du Théoreme (3.2.2), lorsque
n —s 0o

hseu}ll) A(Gnz(h),S) = op(1) (3.5)

Puis, on applique le Lemme 1.1 dans le cas ou F = G, 7(h) et ou 'on a (3.5) pour obtenir

que lorsque n — 0o

1| = op(1
heHn | \/2h1og, (1/h) o(1)

Zeg(h) ‘

Maintenant, on choisit ©(f) = supy<, ,<; £{f(v) — f(v)} continue sur (C[0,1],U) et qui
vérifie sup g +{ f(u) — f(v)} = 1. On observe que

sup | sup @(f)—sup@(f)'
n€Hn | feF, z(h) fes

+ — _
— sup | sup {om(t + uh) — an(t) — an(t +vh) + an()}
n€Hy |+€IN[0,1-h] 2hlog, (1/h)

+ _
= | F@ —0®}
n€Mn |a,bel 2hlog (1/h)

wiz(h) ‘
= sup -1

het | \/2h1og, (1/h)

et de meéme, que

+ — Bn(b
sup | sup O(f) —supO(f)| = sup |sup 2D O]}
n€Hn | fE€Gn z(h) fes neHtn |a,beT 2h10g+(1/h)
_ Onz(h)
= sup —1
heHy, | v/2hlog, (1/h)
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3.5 Preuve du Théoreme (3.2.2)

Dans ce paragraphe, nous supposerons la condition du Théoréme (2.3.2) vérifiée. Nous

allons montrer que le fait que lorsque n — oo,

sup A(Fnz(h),S) = op(1) (3.6)
heHn

implique que, lorsque n — oo
sup A(Gnz(h),S) = op(1) (3.7)
heHn

Lorsque (3.6) est vrai, on a la propriété suivante énoncée dans le Corollaire (3.4.1) Lorsque
n — 00, On a

n.T(h
sup v ’I( )

heHn | \/2h1og, (1/h)

olt wy(h) = wy,[p1](h) représente le module de continuité du processus empirique. A partir

de , nous allons établir dans le Lemme suivante, des bornes pour le module de continuité
du processus empirique de quantile 8, (h) = dy,0,17(h)

Fait 8. On a, presque strement,

1
(7) sup |U,(V,(t)) —t| = — pour tout n >1, (3.9)
0<t<1 n
, logn
(i7) sup |V, (U,(t)) —t| = (14 o(1))—— lorsque n — oo (3.10)
0<t<1 n

Lemme 3.5.1 Lorsque H,, = |an, b,| vérifie les conditions suivante : lorsque n — oo,

les suites 0 < a,, < b, <1 sont telles que

na,
b, — 0 et
logn
on a 'tmplication
n(h
sup wnz(h) — 1| = op(1)
heHy | v/2hlog, (1/h)

= vwo,w([ Onz(h) ] > 1+0> —0
2hlog, (1/h)
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Preuve. Pour tout § € (—1,1) et A > 0, on pose

Ton(h,0) = h{l +(1+0) (210&—21/}”)1/2}

n

On se place sur I’événement de probabilité 1 ou Fait 8 (i) a lieu et on applique I'inégalité

triangulaire, pour obtenir les relations d’événements suivantes.

{5n(t ) — Bult) > (1+6), /2hlog+(1/h)} - {Vn(t ) > Vo(t) + n(h, 9)}

C {UAValt) + B, 0)) = Un(Vor(£)) < Un(Vi(t + b)) = Un(Vi(1)) |

e U0+ Tt 0) - UV (0) <0+ 2

n

_ {an<vn<t>+%n<h,e>>—anm(t»sﬁ(h—%n<h,e>>+ 2 }

vn
= {an(Vn(t) + (7, 0)) — o (Vo (8)) < —(1 4 6), /2hlog, (1/h) + %}

Maintenant, on fixe un 6 > 0. Sous la condition (3.1) du la théoreme (3.2.2), il existe un

n(f) < 1 tel que, pour tout n > n(f) et h € H,, = [a,,by], on ait
-~ / 1
h=ho(h,0) € H'y = | San,2b,

et I'inégalite

—(1+60)y/2hlog, (1/h) + % <—(1+ %0)\/27zn log., (1/hn)

L’intervalle H',, = [fa,,2b,] vérifie (2.1) lorsque c’est le cas pour H,, = [ay,b,]. Pour

n > n(0), on voit que lorsque pour un certain h € H,, et un certain ¢ € [0, 1],

Bu(t + h) — Ba(t) > —(140)y/2hlog, (1/h)
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il suit que, pour h = ?Ln<h; 0) € H'p et t =V, (t) €[0,1],

- (an({+ 7) — an(’{)) > (1+ %9)\/2@ log, (1/Tn)

De la, pour tout choix de € > 0, lorsque n — oo, on a

“(h 1
P | sup “nz (1) -1 >=0]| =0
heH 2hlog, (1/h) 2
5T (h
= P[ sup nz(") —1>6] =0
hern | \/2h1og (1/h)

On conserve les mémes arguments, cette fois-ci avec un changement de signe, pour obtenir

que pour tout 6 > 0,

*_(h
P | sup “nz() -1 ZEQ — 0
he'n | /2hlog (1/h) 2

= P | sup “onz(h) -1 >6] =0
hern | \/2hlog, (1/h)

On combine ces deux implications pour finalement conclure a (3.2) du théoreme (3.2.2).

sup A(Gnz(h),S) = op(1)

heH,
n
Utilisant la définition de &,(h,t; s), pour h > 0 et ¢t € [0, 1], on pose
En (hstiu) = En(h; Vi () 1) = an (Vi () + ha) — (Vi (1)) (3.11)

pour u € [0,1]. Considérons F, ;(h) I'ensemble de suites de fonctions . De maniére ana-

logue, pour tout h € H,,, on pose

Vv _ €X(h7 2 ) .
FVr(hy) = {—2h10g+ 1/h,t €[0,1— hy] mz} (3.12)

ouZ = [u,v] C[0,1] tel que u < v.
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Lemme 3.5.2 Sous la condition b, — 0 et % — 00, lorsque n — 00, on a

sup A(FXI(h),S) = op(1)
heHn

Preuve On fixe € > 0 et Z = [u,v] C [0,1] tel que |Z| = |v — u| > 0. Etant donné que

nan
logn

sous la condition b, — 0 et — 00, 'assertion (3.6) est vérifiée, d’aprés la définition

de la distance de Hausdorff, il suffit de prouver que, lorsque n — 0o

(i) P(Fyz(ha) ©S*:VheH,) — 1
(i) P(SC FYr(ha) :VheH,) — 1 (3.13)

Par définition des incréments, et des définitions (3.11) et (3.12) ci-dessus, on a Fy;(h) C
Frijo,11(R), alors (3.13)(4) est une consequence de (3.6). Pour établir (3.13)(ii), on fixe un
intervalle Z' = [u/,v'] tel que u < v/ < v" < v. On considére I'événement C,, = {U,(s) €
Z,Vs € T'}. D’aprés le théoreme de Glivenko-Cantelli, P(C,) — 1 lorsque n — oo. De
plus, on a P(C,, N D,,) — 1 lorsque n — oo, ol

D, {S C F) 7 (hn)? : Vh € My }

On se place sur l'événement C, N D,. Pour tout f € S et h € H, = [a,,by,], il existe
Sn = Sn(h; f) € T, tel que

s

1
< = 3.14
w/2hlog+ 1/h fH 2" (3.14)

Observons que

En(hs sn; ) = &l Vi (Un(sn)); ) = an(sn+ he) — an(sn)
— (Vi (Un(sn)) + 1) — cnn(V (Un(sy)))
= {an(sn+ ) = an(Va(Un(sn)) + ho)}
— {an(sn) = ann(Va(Un(sn)))}
< 2w(|[Va(Un) 1))
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On pose t, = tp(h, f) = Un(sn) = Un(sn(h, f)) € Z. On applique l'inégalité triangu-

laire et la relation infyey, v/2hlog, (1/h) = /2a,1og, (1/a,), pour obtenir les inégalités

suivantes qui sont uniformes en h € H,, = [a,, by,].

H Ea(hs 5 & (hitn;)

v/ 2hlog( 1/h \/2hlog+(1/h)

En(h; 83 -) _ En(h; Vi (U (50)); %)
2hlog, (1/h) 2hlog, (1/h)

w (Vo (Uy) —1I[])
/2hlog, (1/h)
2w (|[Vn(Un) — IJf)
V2a,log, (1/ay)

(3.15)

Maintenant, on combine la condition b, — 0 et lzgjl — oo avec (3.10) du Fait 8, pour voir

que lorsque n — oo

Vo (Un) = T[] = (1 4 08(1)) = op(an) (3.16)

On fixe p > 0. Appliquons le résultat (3.8), en remplagant U'intervalle H,, = [a,, b,| par

[pan, pa,], pour obtenir que, lorsque n — oo

wn(pay) = (1 + op(1))pY/%*v/2a, log +(1/a,,) (3.17)

Comme p > 0 peut étre choisi aussi petit qu’il convient dans (3.17), d’aprés (3.15) et
(3.16), lorsque n — oo, on a
V2a,log (1/ay)

La réunion des points (3.14), (3.15) et (3.18), montre que lorsque n — oo, pour tout
f€SetheH,=]|a,,b,], il existe t, € Z, tel que

(3.18)

\% h .
Snlhisni) ol (3.19)
V2hlog, (1/h)
avec une probabilité qui tend vers 1. Dot le résultat cherché (2.13)(iz). n

Preuve du Théoréme (3.2.2) Nous allons montrer (3.7) sachant que (3.6) est vérifié.
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D’aprés la définition (3.11), on a
a(Vo(t + hu)) — (Vi (1)) = E((h, Vi (£), T gn (w) = €7 (hyt, T (u))
ou pour u € [0, 1], on pose,

V(b hu) - Vo) Bultthu)— Bu(t)  Eulhtiu)
ot () = h =u+ NG —u+W

Observons que, pour tout h > Oet ¢, u € [0, 1],

Co(hot,u) + €V (hot, Tnan(w)) = Bult + hu) — Bu(t) + an(Va(t + hu)) — an (Vi (2))
= Vn((Vu(t+ hu) — (t+ hu) =V, (t) — 1))
+(U, (Vo (t + hu)) — Vi (t 4+ hu) — U, (V, (1) + V(1))
= V(Un(Va(t + hu)) — (¢ + hu) + Un(Va(t) — 1)

Usant des égalités ci-dessus, de I'inégalité triangulaire et de (3.9) du Fait 8, pour tout

h>0etttelque0<t<t+h<letuecl01],ona

16 (Bt ) + €7 (B t, T ()] < 20/ [Un(Vy) = T]| < % (3.20)

On applique le Lemme (3.5.1), pour = 1, et on observe que lorsque n — oo, on a avec

probabilité 1, uniformément en tout h € H,, = [an,b,], t tel que 0 <t <t+h <1, et

u € [0,1],
N 2+/2h1og. (1/h 21 1 1/2 21 1/a,))
||Tnth_]1|| < 0 (h) < Og+( / ) <9 Og“‘( /h) <9 Og—l-( /CL ) .
v h\/ﬁ h\/ﬁ nh na,
(3.21)
Rappelons la définition (3.12) de
Vi(h,t,-
FYr(hy) = M,t €0,1—-h,]NT
’ 2hlog, 1/h
et posons
Vih,t :
‘FXg(hn) _ £n< ) 77—n,t,h( )),t e [0,1 . hn] NT (322>
/ 2hlog, 1/h
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D’aprés A(F o T,S) < A(F,S) 4+ V0 et (3.21), lorsque n — 00, on a avec probabilité

qui tend vers 1

2log +(1/an)}1/4

na,

AFYT(ha),S) < A(FY7(ha),S) + \/5{

Ceci, combiné avec la condition de théoreme (3.2.2) et l'assertion du Lemme (3.5.2),
implique que lorsque n — oo,
sup A(Fxg(hn), S) =op (3.23)
heH
On combine 'inégalité triangulaire avec (3.20), (3.22), (3.23), et 'observation que —S =

{=f : f €S} =S, pour voir que pour tout h > 0 et ¢t tel que 0 <t <t+h <1, et
u € [0,1],

Gk tu) = FIl = MGt u) + €Y (Aot Topn(w) — €Y (ot T () — f]
< ||€n(hv t?“) + fv(h’ i, Tmt,h(u))H + ||§V(h’ t, Tmt,h(u)) + f||
< % + op
= op

La preuve du Théoreme (3.2.2) est alors complétée. u
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Conclusion

Le travail présenter dans ce manuscrit, nous a permi de vérifier le comportement limite
(¢-a-d : la convergence d’un ensemble de suites de fonctions aléatoires vers un ensemble
de fonctions déterministes), ol on a considéré les deux processus, le processus empirique

uniforme et le processus du quantiles, grace a la distance de Hausdorff.
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