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projet
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m’encadrer.

Toute ma reconnaissance va également à mes différents professeurs de
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1.1.1 Opérateur nucléaires et de Hilbert-Schmidt . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
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1.3.2 Intégrale stochatique par rapport au processus de Wiener cylindrique . . . . . . . 10
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Introduction

De nombreux auteurs ont examiné les extensions des intégrales stochastiques classiques à un certaine

classe d’intégrands anticipés. Une bonne liste de références à cette dernière est contenue dans [22]. Parmi

les généralisations, nous trouvons l’intégrale stochastique backword classique dans [21], l’élargissement de

filtrations [20], l’extension de l’intégration de Stratonovich [23], [25], [24], l’intégration de Skorohod [22],

et enfin l’intégrale forward [28],[26], [27]. Remarquons que dans les trois dernières approches l’intégrateur

utilisé est éssensiellement le mouvement Brownien.

Les auteurs dans [6] ont définit les intégrales forward, backward ainsi que les intégrales symétriques

utilisant la procédure limite. Ces intégrales sont respictivement des extensions pour les intégrales d’Itô,

backward et l’intégrale de Stratonovich.

L’objectif principal de ce mémoire est de présenter une nouvelles approche d’intégration stochastique

via régularisation. L’idée de cette approche vient suite aux idées de F. Russo et P. Vallois [6] en utilisant la

notion d’intégrale forward pour introduire une nouvelle intégrale stochastique par rapport à un processus

de Wiener cylindrique.

Rappellons que l’intégrale d’Itô permet de donner un sens à la plupart des équations différentielles

stochastiques issues des sciences appliquées. Mais elle a toutefois une limite : elle ne permet de traiter que

des intégrands adaptés (ou plus précisément progressivement mesurables). Cette nouvelle approche comble

cette lacune et dans la suite nous dégagerons de plus un théorème (dit de substitution) permettant de

donner un sens à des équations différentielles stochastiques avec données initiales non adaptées.

Le calcul via régularisation a été introduit en 1991 par Francesco Russo et Pierre Vallois dans [6],

ensuite étudiée et dévellopée par d’autres auteurs, [7], [8]

L’avantage d’utiliser cette technique de régularisation réside dans le fait que cette approche est naturelle

et est relativement simple, et facile à se connecter à d’autres approches. Elle intègre le cadre du calcul

stochastique mais la structure probabiliste sur laquelle elle se fonde est minimale. Elle constitue, d’ailleurs,

un pont entre le calcul stochastique classique et le calcul trajectoriel. Le calcul via régularisation est tout

d’abord un calcul en rapport avec les processus de variation quadratique finie.

Les calculs stochastiques apparaissent comme un cas particulier de calcul via régularisation.
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Le mémoire présenté est partagé en trois chapitres. Dans le premier chapitre, On a définie la représentation

de processus de Wiener dans l’espace de Hilbert, et on propose une construction de l’intégrale stochastique

par rapport au processus de Wiener cylindrique.

Nous allons détailler, dans le deuxième chapitre, l’étude de trois nouveaux types d’intégrales de Russo-

Vallois. Ensuite nous adoptons l’approche de régularisation pour définir une nouvelle intégrale par rapport

au processus de Wiener cylindrique. et on montre qu’elle est une extension de l’intégrale définie dans le

chapitre 1.

Enfin, dans le troisième chapitre, nous étudions une EDPS dans le cadre de cette nouvelle intégration.
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Chapitre 1

Intégrale stochastique par rapport

au processus de Wiener cylindrique

En 1827, Robert Brown a observé que de petites particules immergées dans un liquide sont perpétuellement

en mouvement, lequel est des plus irréguliers. Historiquement, le mouvement brownien se voulait une

tentative pour modéliser ce phénomène. Aujourd’hui, le mouvement brownien est utilisé dans divers do-

maines tels l’économie, la théorie de la communication, la biologie, les sciences administratives et les

mathématiques.

Nous attribuons au mathématicien Norbert Wiener l’analyse rigoureuse des mathématiques concer-

nant le mouvement brownien et c’est pourquoi ce processus est aussi connu sous le nom de Processus

de Wiener.

Ce chapitre est consacré à la construction de l’intégrale stochastique d’Itô par rapport au processus

de Wiener cylindrique.

Nous commençons par rappeler quelques faits concernant les opérateur nucléaires et de Hilbert-Schmidt

sur les espaces de Hilbert.

1.1 Préliminaires

1.1.1 Opérateur nucléaires et de Hilbert-Schmidt

Soient E,G deux espaces de Banach et soit L(E,G) l’espace vectoriel de touts opérateurs linéaire bornée

de E dans G. On note E∗ et G∗ les dual espaces de E et G respictivement.

Un élément T ∈ L(E,G) est dit un opérateur nucléaire s’il existe deux séquences (aj))j ⊂ G et

(ϕj)j ⊂ E∗ tel que

T (x) =

∞∑
j=1

ajϕj(x), pour tout x ∈ E,

et
∞∑
j=1

||aj ||G||ϕj ||E∗ <∞.
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L’espace de tous les opérateurs nucléaires de E dans G est notée L1(E,G). quand il muni la norme

||T ||1 = inf

 ∞∑
j=1

||aj ||G||ϕj ||E∗ : T (x) =

∞∑
j=1

ajϕ(x), x ∈ E

 ,

est un espace de Banach .

Soit H un espaces de Hilbert séparables et {ej}j est une base orthonormée complete sur H .Pour tout

T ∈ L1(H,H) la trace de T est

TrT =

∞∑
j=1

< Tej , ej >H . (1.1)

On montre que si T ∈ L1(H) := L1(H,H), alors TrT est un nombre réel bien définie et sa valeur ne

dépend pas du choix de la base orthonormée.un opérateur définie non-négatif T ∈ L(H) est nucléaire si

et seulement si, pour une base orthonormée {ej}j dans H,

∞∑
j=1

< Tej , ej >H< +∞.

En outre, dans ce cas, TrT = ||T ||1.
Soient V et H deux espaces de Hilbert séparables et {ek}k est orthonormé complet base de V. Un opérateur

linéaire borné T : V → H dit de Hilbert-Schmidt si

∞∑
k=1

||Tek||2H < +∞.

Il s’avère que la propriété ci-dessus est indépendante du choix de la base dans V. L’ensemble des opérateurs

de Hilbert-Schmidt de V et H est notée par L2(V,H). La norme dans cet espace est défini par

||T ||2 =

( ∞∑
k=1

||Tek||2H

)1/2

, (1.2)

et définit un espace de Hilbert avec le produit scalaire

< S, T >2=

∞∑
k=1

< Sek, T ek >H (1.3)

Enfin, signalons que 1.1 et 1.2 impliquent que si T ∈ L2(V,H), alors TT ∗ ∈ L1(H), où T ∗ est l’opérateur

adjoint de T, et

||T ||22 = Tr(TT ∗). (1.4)

Nous concluons cette section par rappelant la définition et quelques propriétés de l’inverse des opérateurs

linéaires bornés.

Soit T ∈ L(V,H) et Ker T := {x ∈ V : T (x) = 0}. L’inverse de la opérateur T est défini par :

T−1 :=
(
T|
KerT⊥

)−1

: T (V )→ (KerT )⊥.

Notez que T est un-à-un sur (KerT )⊥ (le complément orthogonal de Ker T) et T−1 est linéaire et

bijective.

Si T ∈ L(V ) est un opérateur linéaire borné définie sur V et T−1 désigne l’inverse de T, alors :
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1. (T (V ), < ., . >T (V )) définie un espace de Hilbert, où

< x, y >T (V ):=< T−1(x), T−1(y) >V , x, y ∈ T (V ).

2. Soit {ek}k une base orthonormée de (KerT )⊥. Alors (Tek)k est un base orthonormée de

(T (V ), < ., . >T (V )).

Enfin, si T ∈ L(V,H) et nous avons Q := TT ∗ ∈ L(H), alors nous avons ImQ1/2 = ImT et

||Q−1/2(x)||H = ||T−1(x)||V , x ∈ ImT,

où Q−1/2 est l’inverse de Q1/2.

1.2 Intégration stochastique par rapport au processus de Wie-

ner

Pour définie l’intégrale stochastique par rapport au processus de Wiener dans l’espace de Hilbert , on

a d’abord définie le processus de Wiener à valeurs dans l’espace de Hilbert (Q-Processus de Wiener).

1.2.1 Processus de Wiener à valeurs dans l’espace de Hilbert

On considère un espace de Hilbert séparable V et un opérateur symétrique nucléaire non négative

linéaire tele que (TrQ < +∞).

Définition 1.2.1

Le processus stochastique {W (t), t ≥ 0}, dans V de carré intégrable définie sur un espace de probabilité

(Ω,F , P ), est appelé processus de Wiener avec l’opérateur de covariance Q (Q(s, t) = min(s, t) := t ∧ s)
si :

1. W0 = 0,

2. W à trajectoires continues,

3. (Wt)t est un processus à accroissements indépendants

4. E(Wt) = 0, Cov[Wt −Ws] = (t− s)Q, pour tout 0 ≤ s ≤ t

5. W est adaptée à la filtraction (Ft), i.e pour tout t ≥ 0, Wt est Ft-mesurable.

Nous rappelons (par [1], Section 2.3.2) que la condition (4) ci-dessus signifie que pour tout h ∈ V et

0 ≤ s ≤ t, la variable aléatoire à valeurs réelles < Wt −Ws, h >V est gaussienne de moyenne nulle et de

variance (t − s) < Qh, h >H . En particulier, en utilisant 1.1, nous voyons que E(||Wt||2)H = tT rQ, qui

est l’une des raisons pour lesquelles l’hypothèse TrQ <∞ est essentiel.
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A la lumière de ce qui précède, Le processus de Wiener est gaussien et à la structure suivante :

Soit {ei} ⊂ V un ensemble orthonormé de vecteurs propres de Q à valeurs propres correspondantes

λi, i ∈ N∗ tels que TrQ =
∑∞
i=1 λi alors

W (t) =

∞∑
i=1

βi(t)ei (1.5)

avec βi(t) =< W (t), ei >, i = 1, 2, ... sont des familles de mouvements browniens mutuellement

indépendants sur (Ω,F , P ). Ce type de structure de processus de Wiener sera utilisé dans la définition

de l’intégrale stochastique.

1.2.2 Intégrale stochastique par rapport au processus de Wiener

Nous esquissons maintenant la construction de l’intégrale stochastique par rapport au processus de

Wiener à valeurs dans l’espace de Hilbert.

Soit L(V,H) désignent l’espace des opérateurs linéaires bornées de V dans H. Pour tout espace de

Hilbert H on note M(H) l’espace de tous les processus stochastiques.

g : [0, T ]× Ω→ L(V,H) tels que

E

(∫ T

0

‖g(t)‖2L(V,H)dt

)
< +∞ (1.6)

et pour tout u ∈ V, g(t)u est un processus stochastique H-mesurable à la filtration (Ft).
L’intégrale stochastique

∫ t
0
g(s)dW (s) ∈ H est défini pour tous g ∈M(H) par :∫ t

0

g(s)dW (s) = lim
m→∞

m∑
i=1

∫ t

0

g(s)eidβi(s) (1.7)

dans L2(Ω). Nous allons montrer que la série 1.7 est convergente.

Soit W (m)(t) =
∑m
i=1 eiβi(t). Alors, l’intégrale

∫ t

0

g(s)dW (m)(s) =

m∑
i=1

∫ t

0

g(s)eidβi(s) (1.8)

est bien définie pour g ∈M(H) et de plus :∫ t

0

g(s)dW (m)(s)
m→∞−→

∫ t

0

g(s)dW (s) (1.9)

dans L2(Ω;H). Cette convergence vient du fait que la suite :

ym =

∫ t

0

g(s)dW (m)(s), m ∈ N (1.10)

est une suite de Cauchy dans l’espace des v.a de carré l’intégrable.

On utilisons des propriétes des intégrales stochastique par rapport au βi(s) pour touts m,n ∈ N,m < n

nous avons :
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E(||yn − ym||2H) =
∑n
i=m+1 λiE

∫ t
0
< g(s)ei, g(s)ei >H ds

≤
(∑n

i=m+1 λi
)
E
∫ t

0
||g(s)||2L(V,H)ds

m,n→∞−→ 0.

(1.11)

Par conséquent, il existe une limite de la suite (ym) qui définit l’intégrale stochastique
∫ t

0
g(s)dW (s).

1.3 Intégration stochatique par rapport au processus de Wiener

cylindrique

La construction de l’intégrale stochastique dans la section précédent a exigé que Q était un opérateur

nucléaire. Toutefois, il est possible d’étendre la définition de l’intégrale stochastique pour le cas général

des opérateurs borné auto-adjoint, non-négatif Q sur l’espace de Hilbert V. (Mais il faudra certaines

restrictions sur l’intégrer g). L’int’egrale stochastique pour ce cas a été défini par [1]. (Pour éviter les

complications triviales nous supposons que Q est strictement positif tels que Qx 6= 0 pour x 6= 0).

1.3.1 Processus de Wiener cylindrique

Définition 1.3.1

Soit Q un opérateur linéaire borné symétrique (auto-adjoint) et non-négatif sur V. Une famille de va-

riables aléatoires W̃ = {W̃t(h), t ≥ 0, h ∈ V } est un processus de Wiener cylindrique sur V si les deux

conditions suivantes sont vérifiées :

1. Pour tout h ∈ V, {W̃t(h), t ≥ 0} définit un mouvement brownien avec variance t < Qh, h >,

2. Pour tous s, t ∈ R+ et h, g ∈ V

E(W̃s(h)W̃t(g)) = (s ∧ t) < Qh, g >

Si Q = IdV est l’opérateur d’identité en V, Alors W̃ sera appelé un process de wiener cylindrique

standard . Et Q est un opérateur de covariance de W̃ .

1.3.2 Intégrale stochatique par rapport au processus de Wiener cylindrique

Nous présentons le sous espace V0 de l’espace V définie par V0 = Q1/2(V ) avec la norme

||u||V0
= ||Q−1/2u||V , u ∈ V0

Supposons que V1 est un espace de Hilbert arbitraire tel que V est continu intégrable dans V1 et

l’intégration de V0 dans V1 est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

En particulier,
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1. lorsque Q = I, alors V0 = V et l’intégration de V dans V1 est l’opérateur de Hilbert-Schmidt.

2. Lorsque Q est un opérateur nucléaire, TrQ < ∞, alors V0 = Q1/2(V ) Et nous peut prendre V1 = V .

Parce que dans ce cas Q1/2 est une opérateur de Hilbert-Schmidt alors l’intégration V0 ⊂ V est l’opérateur

de Hilbert-Schmidt.

On note L0
2 = L2(V0, H) l’espace des opérateurs de Hilbert-Schmidt de V0 dans H. Considérons la norme

de l’opérateur ψ ∈ L0
2 :

||ψ||2
L0

2
=
∑∞
h,k=1 < ψgh, fk >

2
H

=
∑∞
h,k=1 λh < ψeh, fk >

2
H

= ||ψQ1/2||2HS = Tr(ψQψ∗)

Où gj =
√
λjej , et {λj}, {ej} sont des valeurs propres et des vecteurs propres de l’opérateur Q, {gj}, {ej}

et {fj} sont des bases orthonormals des espaces V0 V et H respictivement.

L’espace L0
2 est une espace de Hilbert séparable avec la norme

||ψ||2L0
2

= Tr(ψQψ∗).

En particulier,

1. si Q = I Alors V0 = V et l’espace L0
2 devienne L2(V,H).

2. Lorsque Q est un operateur nucléaire, tels que TrQ <∞, alors L(V,H) ⊂ L2(V0, H)

Supposons que K ∈ L(V,H) un opérateur linéaire borné de V dans H. On considerons l’opérateur

ψ = K|V0
, est la restriction de l’opérateur K dans l’espace V0 car Q est une opérateur nucléaire,

alors Q1/2 est une opérateur de Hilbert -schmidt. Ainsi, l’integration de J de V0 dans V est une

opérateur de Hilbert- Schmidt. Nous devons calculer la norme ||ψ||L0
2

de l’opérateur :ψ : V0 → H

on obtenons

||ψ||2L0
2
≡ ||KJ ||2L0

2
= TrKJ(KJ)∗,

où J : V0 → V. Car J est une opérateur de Hilbert-schmidt et K est une operateur linéaire borné,

en se basant sur la théorie des opérateurs de Hilbert-Schmidt, KJ est aussi un opérateur de Hilbert-

Schmidt,et aussi (KJ)∗ est un l’opérateur de Hilbert-Schmidt.

En conséquence,KJ(KJ)∗ est un opérateur nucléaire (TrKJ(KJ∗ < +∞). Ainsi, ψ = K|V0 estun

opérateur de Hilbert- Schmidt sur V0 , qui est K ∈ L2(V0, H).

Soit{gj} une base orthonormée dans V0 et {βj} une famille des processus de Wiener standard indépendant

de valeurs réelles.

Bien que les propositions 1.3.1 et 1.3.2 introduit ci-dessous sont connus, (Voir, e.g. Proposition 4.11

de [1]), de leur importance, nous les formuler à nouveau et fournir des preuves détaillées.

Proposition 1.3.1

W̃ (t) =

∞∑
j=1

gjβj(t), t ≥ 0 (1.12)

définit le processus de Wiener dans V1 de opérateur de covariance Q1 tels que TrQ1 < +∞.
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Preuve

Cela vient du fait que la série 1.12 est convergente dans l’espace L2(Ω,F , P ;V1). nous avons :

E


∥∥∥∥∥∥
n∑
j=1

gjβj(t)−
m∑
j=1

gjβj(t)

∥∥∥∥∥∥
2

V1

 = E


∥∥∥∥∥∥

n∑
j=m+1

gjβj(t)

∥∥∥∥∥∥
2

V1


= E

〈
n∑

j=m+1

gjβj(t),

n∑
k=m+1

gkβk(t)

〉
V1

= E

n∑
j=m+1

< gjβj(t), gjβj(t) >V1

= E

 n∑
j=m+1

< gj , gj >V1
β2
j (t)

 = t

n∑
j=m+1

‖gj‖2V1
, n ≥ m ≥ 1.

De l’hypothèse, l’intégration J : V0 → V1 est l’opérateur de Hilbert-Schmidt, alors pour la base gj

orthonormé et complète dans V0, nous avons :

∞∑
j=1

||Jgj ||2V1
< +∞.

Car Jgj = gj pour toute gj ∈ V0 alors :

∞∑
j=1

||gj ||2V1
< +∞ i.e

n∑
j=m+1

||gj ||2V1
→ 0 quand m,n→∞.

Les conditions 1), 2), 3) et 5) de la définition de processus de Wiener sont évidemment satisfaits.

Le processus défini par 1.12 est gaussienne car (βj(t))j ∈ N, sont processus gaussien indépendant. Par

théorème de test de Kolmogorov , les trajectoires de processus W̃ (t) sont continues (condition 4. de la

définition de processus de Wiener) car W̃ (t) est gaussienne.

Soit Q1 : V1 → V1 réprésente l’operateur de covariance d’un processus (W̃ (t))t definée par 1.12. a

partir de la définition de covariance, pour a, b ∈ V1, nous avons :

< Q1a, b >V1
= E < a, W̃ (t) >V1

< b, W̃ (t) >V1

= E

 ∞∑
j=1

< a, gj >V1
< b, gj >V1

β2
j (t)



= t

∞∑
j=1

< a, gj >V1< b, gj >V1

= t

〈 ∞∑
j=1

gj < a, gj >V1
, b

〉
V1

.

Par conséquent

Q1a = t

∞∑
j=1

gj < a, gj >V1 .
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Parce que l’opérateur de covariance Q1 est non-négatif, alors, (Par Proposition C.3 de [1]), Q1 est un

opérateur nucléaire si et seulement si

∞∑
j=1

< Q1hj , hj >V1
< +∞,

où {hj} est une base orthonormée dans V1.

D’après ci-dessus considérations

∞∑
j=1

< Q1hj , hj >V1≤ t
∞∑
j=1

||gj ||2V1

et alors :
∞∑
j=1

< Q1hj , hj >V1
≡ TrQ1 < +∞.

Proposition 1.3.2 Pour tout a ∈ V le processus

< a, W̃ (t) >V =

∞∑
j=1

< a, gj >V βj(t) (1.13)

est un processus de Wiener à valeurs réelles et

E < a, W̃ (t) >V< b, W̃ (t) >V = (t ∧ s) < Qa, b >V pour a, b ∈ V

Autre

ImQ
1/2
1 = V0 et ||u||V0

=
∥∥∥Q−1/2

1 u
∥∥∥
V1

.

Preuve

Nous montrons que la série 1.13 définée le processus < a, W̃ (t) >V est convergente dans l’espace

L2(Ω,F , P ). Notons que cette série est la somme de variables aléatoires indépendantes de moyenne nulle.

Alors, la série est converge dans L2(Ω,F , P ) si et seulement si la série suivante

∞∑
j=1

E(< a, gj >V βj(t))
2

est converge.

Car J est l’opérateur de Hilbert-Schmidt, nous obtenons :

∞∑
j=1

E(< a, gj >
2
V β2

j (t)) =

∞∑
j=1

< a, gj >
2
V≤ ||a||2V

∞∑
j=1

||gj ||2V

≤ C||a||2V
∞∑
j=1

||Jgj ||2V1
< +∞.
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Ainsi, la série 1.13 converge. De plus, lorsque t ≥ s ≥ 0, nous avons :

E(< a, W̃ (t) >V< b, W̃ (s) >V ) = E(< a, W̃ (t)− W̃ (s) >V< b, W̃ (s) >V )

+E(< a, W̃ (s) >V< b, W̃ (s) >V )

= E(< a, W̃ (s) >V< b, W̃ (s) >V )

= E

 ∞∑
j=1

< a, gj >V βj(s)

( ∞∑
k=1

< b, gk >V βk(s)

) .

On présentons

Sa :=

∞∑
j=1

< a, gj >V βj(t), Sb :=

∞∑
k=1

< b, gk >V βk(t), pour a, b ∈ V.

Ensuite,soit SaN et SbN désignent les sommes partielles de les séries Sa et Sb, respectivement. à partir de

les considérations qui précèdent les séries Sa et Sb convergent dans L2(Ω,F , P ;R).

d’où E(SaSb) = lim
N→∞

E(SaNS
b
N ). En fait,

E|SaNSbN − SaSb| = E|SaNSbN − SanSb + SbSan − SbSa|.

≤ E|SaN ||SbN − Sb|+ E|Sb||SaN − Sa|

≤ (E|SaN |2)
1
2 (E|SbN − Sb|2)

1
2

+(E|Sb|2)
1
2 (E|SaN − Sa|2)

1
2
N→∞−→ 0

car SaN converges vers Sa et SbN converges vers Sb en moyenne quadratique.

En autre, E(SaNS
b
N ) = t

∑N
j=1 < a, gj >V< b, gj >V et quand N → +∞

E(SaSb) = t

∞∑
j=1

< a, gj >V< b, gj >V .

Notons que

< Q1a, b >V1
= E(< a, W̃ (1) >V1

< b, W̃ (1) >V1
) =

∑
j

= 1infty < a, gj >V1
< b, gj >V1

=

∞∑
j=1

< a, Jgj >V1
< b, Jgj >V1

=

∞∑
j=1

< J∗a, gj >V0
< J∗b, gj >V0

=

〈
J∗a,

∞∑
j=1

< J∗b, gj > gj

〉
V0

=< J∗a, J∗b >V0
=< JJ∗a, b >V1

.

Cela donne Q1 = JJ∗, En particulier

∥∥∥Q 1
2
1 a
∥∥∥2

V1

=< JJ∗a, a >V1
= ‖J∗a‖2V0

, a ∈ V1 (1.14)
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Nous pouvons utiliser les théorèmes sur les images des opérateurs linéaires (e.g. [1], Appendix B.2, Propo-

sition B.1 (ii)) Par ce théorème ImQ
1
2
1 = ImJ . Mais pour tout j ∈ N et gj ∈ V0, Jgj = gj , i.e ImJ = V0.

alors ImQ
1
2
1 = V0.

En outre, l’opérateur G = Q
− 1

2
1 J est un opérateur borné de V0 dans V1. De 1.14 l’opérateur adjoint

G∗ = J∗Q
− 1

2
1 est une isométrie, alors G est aussi isométrie. Alors

∥∥∥Q− 1
2

1 u
∥∥∥
V1

=
∥∥∥Q− 1

2
1 Ju

∥∥∥
V1

= ‖u‖V0
(1.15)

Dans le cas où Q est une opérateur nucléaire, Q
1
2 est l’opérateur de Hilbert-Schmidt. Prenant V1 = V , le

processus (W̃ (t))t≥0, définie par 1.14 est le processus de Wiener classique introduit dans la définition1.2.1.

L’intégrale stochastique par rapport au pocessus de Wiener cylindrique est défini comme suit.

Comme nous avons déjà écrit ci-dessus, le processus W̃ (t) définie par 1.12 est un processus de Wiener

dans l’espace V1 avec l’opérateur de covariance Q1 tels que TrQ1 < +∞. alors, l’intégrale stochastique∫ t

0

g(s)dW̃ (s) ∈ H, où g(s) ∈ L(V1, H),

par rapport au processus de Wiener W̃ (t) est bien défini sur V1.

Notons que V1 n’est pas uniquement déterminée. L’espace V1 peut être un espace de Hilbert arbitraire

tel que V est continu intégrable dans V1 et l’intégration de V0 en V1 est un opérateur de Hilbert-Schmidt.

Nous tenons à définir l’intégrale stochastique par rapport au processus de Wiener cylindrique W̃ (t) (donné

par 1.12) tel que l’intégrale est bien définie sur V et ne dépend pas du choix de l’espace deV1.

On note N(Y ) l’espace de tous les processus stochastiques

Φ : [0, T ]× Ω→ L2(V0, H) (1.16)

tels que

E

(∫ T

0

||Φ(t)||2L2(V0,H)dt

)
< +∞ (1.17)

et pour tout u ∈ V0,Φ(t)u est un processus stochastique H-mesurable adapté à la filtration (Ft).

L’ intégrale stochastique
∫ t

0
Φ(s)dW̃ (s) ∈ H par rapport au processus de Wiener cylindrique donnée par

1.12 pour tout processus Φ ∈ N(H), peut être définie comme limite∫ t

0

Φ(s)dW̃ (s) = lim
m→∞

m∑
j=1

∫ t

0

Φ(s)gjdβj(s) surH (1.18)

au sense dans L2(Ω)

Commentaire :
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Avant de nous prouver que l’intégrale stochastique donnée par la formule 1.18 est bien définie , rappelons

les propriétés de l’opérateur Q1. De la proposition 1.3.1, processus de Wiener cylindrique (W̃ (t))t donnée

par 1.12 a un opérateur de covariance Q1 : V1 → V1 , qui est un opérateur nucléaire dans l’espace V1

i.e TrQ1 < +∞. Basons sur la proposition 1.3.2, Q
1/2
1 : V1 → V0, ImQ

1/2
1 = V0 et ||u||V0

=
∥∥∥Q−1/2

1 u
∥∥∥
V1

pour u ∈ V0.

En outre, de les considérations et les propriétés ci-dessus de l’opérateur Q1 nous pouvons déduire que

L(V1, H) ∈ L2(V0, H). Cela signifie que chaque opérateur Φ ∈ L(V1, H) i.e est linéaire et bornée de V1

dans H, est un opérateur de Hilbert-Schmidt de V0 dans H, i.e Φ ∈ L2(V0, H) quand TrQ1 < ∞ dans

V1. Cela signifie que les conditions 1.16 et 1.17 pour la famille N(H) de intégrands sont des hypothéses

naturelles pour l’intégrale stochastique donné par 1.18.

Maintenant, nous allons montrer que la série du côté droit de 1.18 est convergente. Notons

W̃ (m)(t) =

m∑
j=1

gjβj(t)

et

Zm =

∫ t

0

Φ(s)W̃ (m)(s). t ∈ [0, T ].

Alors, nous avons

E(‖Zn − Zm‖2H) = E

∥∥∥∥∥∥
n∑

j=m+1

∫ t

0

Φ(s)gjdβj(s)

∥∥∥∥∥∥
2

H

pour n ≥ m ≥ 1

≤ E
n∑

j=m+1

∫ t

0

‖Φ(s)gj‖2Hds
m,n→∞−→ 0.

car à partir de l’hypothèse 1.17

E

∫ t

0

 ∞∑
j=1

‖Φ(s)gj‖2H

 ds < +∞.

Ensuite, la suite (Zm) est suite de Cauchy dans l’espace de variables aléatoire de carré intégrable. Ainsi,

l’intégrale stochastique par rapport au processus de Wiener cylindrique donnée par 1.18 est bien définie.

Comme nous l’avons déjà mentionné, l’espace V1 n’est pas uniquement déterminée. Par conséquent, le

processus de Wiener cylindrique W̃ (t) définie par 1.12 n’est pas aussi uniquement déterminée.

Notons que l’intégrale stochastique défini par 1.18 ne dépend pas du choix de l’espace V1. Premièrement,

dans la formule 1.18, il n’existe pas d’éléments de l’espace V1 mais que {gj} est une base de V0 . En outre,

dans 1.18, il ne sont pas des vecteur propres de l’opérateur de covariance Q1. Deuxièmement, la classe

N(H) de intégrands ne dépend pas du choix de l’espace V1 car ( par la proposition 1.3.2) les espaces

Q
1/2
1 (V1) sont identiques pour tout espaces V1 :

Q
1/2
1 (V1) : V1 → V0 et ImQ

1/2
1 = V0.
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Par conséquent, l’int’egrale stochastique par rapport au processus de Wiener cylindrique, peut être

obtenue dans le sens ci-dessus de la limite des intégrales stochastiques par rapport au processus de

Wiener à valeurs réelles.
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Chapitre 2

Intégrales stochastique par rapport

au processsus de Wiener cylindrique

via régularisation

Nous venons de souligner que l’un des problèmes posés par l’intégrale d’Itô est qu’elle ne permet pas de

traiter des intégrands non progressivement mesurables. Pour obtenir un nouvel objet, nous devons donc

changer l’approche d’Itô par une nouvelle approche.

2.1 Intégration stochastique via régularisation

Le but de cette partie est d’introduire les intégrales dites backward, forward et symétrique et la cova-

riance 1, qui sont à la base de calcul via régularisation, par un procédé de type limite.

Nous allons utiliser des théorèmes d’interversion. Pour bien comprendre l’idée, faisons tout d’abord un

calcul formel (i.e. sans s’occuper pour l’instant des problèmes d’interversion)

2.1.1 Définition

Soient X une semimartingale continue, H un processus adapté continu à gauche et t ∈ R+, ε > 0∫ t

0

H(s)dX(s) =

∫ t

0

(
lim
ε→0

1

ε

∫ s

(s−ε)∨0

H(u)du

)
dX(s) (2.1)

= lim
ε→0

1

ε

∫ t

0

(∫ s

(s−ε)∨0

H(u)du

)
dX(s) (2.2)

= lim
ε→0

1

ε

∫ t

0

(∫ u+ε

u

dX(s)

)
H(u)du (2.3)

1. Nous gardons la terminologie anglaise ; en français, on peut aussi parler d’intégrale progressive pour forward et de

rétrograde pour backward.
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= lim
ε→0

∫ t

0

X(u+ ε)−X(u)

ε
H(u)du (2.4)

Le calcul précédent repose sur deux résultats-clés : les théorèmes de Heine-Lebesgue et de Fubini.

Théorème 2.1.1 (de Heine-Lebesgue)

Soit f : I ⊂ R→ R une fonction localement intégrable. Alors :

lim
ε→0

1

2ε

∫ x+ε

x−ε
f(u)du = f(x), λ− p.p.

lim
ε→0

1

ε

∫ x+ε

x

f(u)du = f(x), λ− p.p.

lim
ε→0

1

ε

∫ x

x−ε
f(u)du = f(x), λ− p.p.

λ désignant la mesure de Lebesgue.

Preuve. Voir [18], théorème 8, page 217.

Lemme 2.1.1 (de Fubini, version stochastique)

Si M est une martingale continue de carré intégrable et si H : Ω×R+ ×R+ → R est un processus borné

Pprog ⊗ B(R+)-mesurable, alors, pour tous s, t ≥ 0, on a :∫ s

0

(∫ t

0

H(u, v)dM(u)

)
dv =

∫ t

0

(∫ s

0

H(u, v)dv

)
dM(u)

Preuve. Voir [19] page 165.

Avant de définir précisément les objets que nous allons étudier, faisons une remarque trés importante.

Pour passer de 2.1 à 2.4 on a ”remplacé” H(s) par la quantité 1
ε

∫ s
(s−ε)∨0

H(u)du, qui (vu le théorème de

Heine-Lebesgue) en est une bonne approximation quand ε tend vers 0. On aurait pu tout aussi bien utiliser

la quantité 1
2ε

∫ s+ε
(s−ε)∨0

H(u)du ou encore 1
ε

∫ s+ε
s

H(u)du Si H était déterministe, cela aurait peu d’im-

portance. Mais ici, ce n’est pas le cas et ce choix a des répercussions beaucoup plus fortes ! Par exemple,

le choix
∫ s+ε
s

H(u)du impose un caractère anticipant pour H. Nous verrons plus loin les conséquences de

ce choix.
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Définition 2.1.1 Soient (Xt)t≥0 un processus continu et (Yt)t≥0 un processus dont les trajectoires sont

dans L1
loc(R+) i.e. pour tout a > 0,

∫ a
0
|Yt|dt < ∞ p.s. On pose, pour ε > 0, les intégrales stochastiques

généralisés et les covariance seront définies par une procédure de régularisation. plus précisément,

Soit I−(ε, Y, dX)(resp.I+(ε, Y, dX), I0(ε, Y, dX) et C(ε, Y,X)) est ε− intégrale Forward (resp. ε-intégrale

Backword, ε− integrale symétrique et ε− covariance) :

I−(ε, Y, dX)(t) =

∫ t

0

Y (s)
X(s+ ε)−X(s)

ε
ds; t ≥ 0,

I+(ε, Y, dX)(t) =

∫ t

0

Y (s)
X(s)−X(s− ε)

ε
ds; t ≥ 0,

Io(ε, Y, dX)(t) =

∫ t

0

Y (s)
X(s+ ε)−X(s− ε)

2ε
ds; t ≥ 0,

C(ε,X, Y )(t) =

∫ t

0

(X(s+ ε)−X(s))(Y (s+ ε)− Y (s))

ε
ds; t ≥ 0,

On remarque que ces quatre processus sont continus.

Définition 2.1.2 Une famille de processus (H
(ε)
t )t∈[0,T ] est dite converger vers (Ht)t∈[0,T ] dans le sens

ucp(convergence uniforme en probabilité), si sup0≤t≤T |H
(ε)
t −Ht| tend vers 0 en probabilité, quand ε→ 0.

Définition 2.1.3 A condition que les limites correspondantes existent dans le sens ucp, on définit les

intégrales et les covariances par les formules suivantes :

Intégrale forward :

∫ t

0

Y d−X = lim
ε→0+

I−(ε, Y, dX)(t).

Intégrale backward :

∫ t

0

Y d+X = lim
ε→0+

I+(ε, Y, dX)(t).

Intégrale symétrique :

∫ t

0

Y doX = lim
ε→0+

Io(ε, Y, dX)(t).

Covariance : [X,Y ]t = lim
ε→0+

C(ε,X, Y )(t). Quand X = Y alors [X] = [X,X].

Définition 2.1.4

1. Si [X] existe, X est dit un processus à variation quadratique finie et [X] est appelé la variation

quadratique de X.

2. Si [X] = 0, X est appelé un processus à variation quadratique nulle.

3. Un vecteur (X1, ..., Xn) d’un processus continu est dit avoir tous ces autocovariance si [Xi, Xj ]

existe pour tout 1 ≤ i, j ≤ n.
Nous allons aussi utiliser la terminologie des crochets au lieu de la covariance.
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Remarque 2.1.1

1) Si (X1, ..., Xn) a tous ces autocovariance, alors

[Xi +Xj , Xi +Xj ] = [Xi, Xi] + 2[Xi, Xj ] + [Xj +Xj ]. (2.5)

De l’égalité précédente, il s’ensuit que [Xi, Xj ] est la différence de deux processus de plus en plus,

présentant une variation borné ; par conséquent, le crochet est un intégrateur classique au sens de

Lebesgue-Stieltjes

2.1.2 Propriétés fondamentales

Soient X,X ′, Y, Y ′ quatre processus avec X,X ′ sont continus et Y, Y ′ ayant leurs trajectoires dans

L1
loc(R+). le signe (*) se tiend pour l’un des trois symboles -, + ou 0.

1. (X,Y ) 7→
∫ .

0
Y d∗X et (X,Y ) 7→ [X,Y ] sont des opérateurs bilinéaires.

2. La covariance des processus continus est un opérateur symétrique.

3. Quand il existe , [X] est un processus croissant,

4. Si τ est un temps d’arrêt, [Xτ , Xτ ]t = [X,X]t∧τ et :

∫ t

0

Y 1I[0,τ ]d
∗X =

∫ t

0

Y d∗Xτ =

∫ t

0

Y τd∗Xτ =

∫ t∧τ

0

Y d∗X,

où Xτ est le processus X arrêté au temps τ , défini par Xτ
t = Xt∧τ .

5. Si ξ et η sont deux v.a. fixées ∫ .

0

(ξYs)d
∗(ηXs) = ξη

∫ .

0

Ysd
∗Xs.

6. Les intégrales via régularisation ont aussi la propriété de localisation suivante

Supposons que Xt = X ′t, Yt = Y ′t ,∀t ∈ [0, T ] sur un sous-ensemble Ω0 de Ω . Alors

1IΩ0

∫ t

0

Ysd
∗Xs = 1IΩ0

∫ t

0

Y ′sd
∗X ′s, t ∈ [0, T ].

7. Si Y est un processus élémentaire du type Yt =
N∑
i=1

Ai1Ii , où Ai sont des v.a. et (Ii) est une famille

d’intervalles réels d’extrémité ai < bi, Alors

∫ t

0

Ysd
∗Xs =

N∑
i=1

Ai(Xbi∧t −Xai∧t).

Les propriétés suiventes sont élémentaires de la définition des intégrales via régularisation.

Proposition 2.1.1 1. Soit X = (Xt)t≥0 est un processus continue et Y = (Yt)t≥0 est un processus

dans L1
loc(R+). Alors
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2. [X,Y ]t =
∫ t

0
Y d+X −

∫ t
0
Y d−X.

3.
∫ t

0
Y doX = 1

2

(∫ t
0
Y d+X −

∫ t
0
Y d−X

)
.

4. Temps renversé :Soit X̂t = XT−t, t ∈ [0, T ]. Alors

–
∫ t

0
Y d±X = −

∫ T
T−1

Ŷ d±X̂, 0 ≤ t ≤ T ;

–
∫ t

0
Y doX = −

∫ T
T−1

Ŷ doX̂, 0 ≤ t ≤ T ;

– [X̂, Ŷ ]t = [X,Y ]T − [X,Y ]T−t, 0 ≤ t ≤ T ;

5. Intégration par parties : Si Y est continue,

XtYt = X0Y0 +
∫ t

0
Xd−Y +

∫ t
0
Y d+X

= X0Y0 +
∫ t

0
Xd−Y +

∫ t
0
Y d−X + [X,Y ]t.

6. Inégalités Kunita-Watanabe : Si X et Y sont des processus à variation quadratique finie, on a

|[X,Y ]| ≤ {[X][Y ]}1/2.

7. Soit X un processus à variation bornée et Y un processus à trajectoires localement bornées dont

l’ensemble des points de discontinuités est au plus dénombrable. Alors

a)
∫ t

0
Y d+X =

∫ t
0
Y d−X =

∫ t
0
Y dX, Où

∫ t
0
Y dX est une intégrale de Lebesgue-Stieltjes.

b) [X,Y ] = 0 En particulier, une variation bornée et un processus continu est un processus à

variation quadratique nulle.

8. Soit X un processus absolument continue et Y un processus à trajectoires localement bornées. Alors∫ t

0

Y d+X =

∫ t

0

Y d−X =

∫ t

0

Y X ′ds.

Remarque 2.1.2 Si les trajectoires de Y ont leur point de discontinuités un ensemble non dénombrable,

7) peut échouer. Prendre un exemple

Y = 1IsuppdV , où V est une fonction continue croissante telle que V ′(t) = 0 p.p. par rapport à la mesure

de Lebesgue. Alors Y = 0 Lebesgue p.p., et Y = 1I, dV p.p. donc∫ t

0

Y dV = V (t)− V (0), I−(ε, Y, dV )(t) = 0

∫ t

0

Y D−V = 0.

Preuve

Points 1), 2), 3), 4) suivent immédiatement de la définition 2.1.2. Pour illustration, nous avons seule-

ment prouvé l’assertion 3) par changement de variable u = T − s, on obtient

∫ t

0

Ys
Xs −Xs−ε

ε
ds = −

∫ T

T−t
Ŷu
X̂u+ε − X̂u

ε
du, 0 ≤ t ≤ T.

Puisque X est continue, on peut prendre la limite de deux membres et le résultat est immédiatement.

5) suit par l’inégalité de Cauchy-Schwarz qui dit que

1

ε

∣∣∣∣∫ t

0

(Xs+ε −Xs)(Ys+ε − Ys)ds
∣∣∣∣ ≤ {1

ε

∫ t

0

(Xs+ε −Xs)
2ds

1

ε

∫ t

0

(Ys+ε − Ys)2ds

} 1
2

.

6)est une conséquence de 5).

7) Nous utilisons Fubini, on a

1
ε

∫ t
0
Ys(Xs+ε −Xs)ds = 1

2

∫ t
0
dsYs

∫ s+ε
s

dXu

=
∫ s+ε
s

dXu
1
ε

∫ u∧t
u−ε Ysds.
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Puisque les sauts de Y sont au plus dénombrable, donc

1

ε

∫ u

u−ε
Ysds→ Yu, d|X|p.p.

où |X| désigne la variation totale de X. Puisque t → Yt est localement bornée, Le théorème de la

convergence dominée de Lebesgue implique que∫ t

0

Y d−X =

∫ t

0

Y dX.

Le fait que
∫ t

0
Y d+X =

∫ t
0
Y dX le rest de la preuve se fait d’une manière similaire.

b)est une conséquence du point 1)

8) peut être atteint en utilisant les propriétés d’intégration élémentaire similaires.

Remarque 2.1.3 Le point 2) de la proposition 2.1.1 indique que l’intégrale symétrique est la moyenne

des intégrales forward et backward. et le point 3) relie l’intégrale backward à l’intégrale forward. C’est pour-

quoi, dans la suite, nous nous contenterons de donner la plupart des résultats seulement pour l’intégrale

forward.

2.1.3 Liens avec l’intégrale d’Itô

Commençons par montrer que l’intégrale forward que nous venons de définir coincide, sous certaines

hypothèses, avec l’intégrale d’Itô.

Proposition 2.1.2 Soient X une F-semimartingale continue, de décomposition canonique X = M +

V (M étant une martingale locale continue et V un processus à variation finie localement bornée), définie

sur [0,1] et Y un processus borné F -prévisible défini sur [0, 1] vérifiant, pour tout t ≥ 0 :

∫ t

0

1Is∈S(Y )(d|V |(s) + d < M,M > (s)) = 0,P.p.s. (2.6)

où S(Y ) désigne l’ensemble des u > 0 tels que lim
ε→0

∫ u

u−ε
f(s)ds 6= f(u). Alors, pour tout t ≥ 0, l’intégrale∫ t

0
Y (s)d−X(s) existe et on a : ∫ t

0

Y (s)d−X(s) =

∫ t

0

Y (s)dX(s) (2.7)

L’assertion 2.6 est en particulier réalisée si Y est continu à gauche ou encore si V et < M,M > sont

absolument continues par rapport à la mesure de Lebesgue (c’est un corollaire immédiat du théorème de

Heine-Lebesgue).
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Preuve

La preuve consiste seulement à justifier les étapes des calculs 2.1 à 2.4 présentés dans la section

précédente. En raisonnant par localisation, on peut supposer que M et V sont des processus bornés.

Soient ε > 0 et t ≥ 0 On a :

I−(ε, Y, dX)(t) = I−(ε, Y, dM)(t) + I−(ε, Y, dV )(t)

1. Traitons déjà le cas de I−(ε, Y, dV )(t) :

Le théorème de Fubini classique donne :

I−(ε, Y, dV )(t) =

∫ t

0

(
1

ε

∫ s

(s−ε)∨0

Y (u)du

)
dV (s)

Or 2.6 implique :

lim
ε→0

∫ s

s−ε
Y (u)du = Y (s), d|V | − p.s.

Par le théorème de la convergence dominée, il vient :∫ t

0

Y d−V =

∫ t

0

Y (u)dV (u)

2. Traitons maintenant le cas de I−(ε, Y, dM)(t) :

La version stochastique du théorème de Fubini 2.1.1 donne :

I−(ε, Y, dM)(t) =

∫ t

0

(
1

ε

∫ (s−ε)∨0

s

Y (u)du

)
dM(s)

Par 2.6, il vient :

lim
ε0

1

ε

∫ (s−ε)

s

Y (u)du = Y (s), d < M,M > −p.s.

D’où :

E

[(
I−(ε, Y, dM)−

∫ t

0

Y (u)dM(u)

)2
]

= E

(∫ t

0

[
1

ε

∫ (s−ε)∨0

s

Y (u)du− Y (s)

]
dM(s)

)2


= E

∫ t

0

(
1

ε

∫ (s−ε)∨0

s

Y (u)du− Y (s)

)2

d < M,M > (s)


et, grâce au théorème de la convergence dominée :

lim
ε→0

I−(ε, Y, dX)(t) =

∫ t

0

Y (u)dM(u) (2.8)

dans L2 et donc en probabilité.

Le résultat suivant montre que notre nouvelle intégrale apporte quelque chose de nouveau lorsque l’intégrand

auquel on a affaire n’est pas progressivement mesurable (sinon, on retombe sur l’intégrale d’Itô tradition-

nelle).
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Proposition 2.1.3 Soient X un processus F-adapté et càdlàg et t un réel ≥ 0. On suppose que l’intégrale∫ 1

0
Y d−X existe pour tout processus borné, càglàd et F-prévisible. Alors X est une semimartingale. En

particulier, si Y vérifie les hypothèses précédentes, on a :∫ t

0

Y d−X =

∫ t

0

Y dX

Preuve Voir [6] page 408

Le théorème suivent donne une formule de substitution pour l’intégrale forward par rapport à une martin-

gale, ce résultat nous permet de construire facilement une solution à un système d’équations différentielles

stochastiques anticipée de condition initiale.

Dabord, on rappellons le lemme de Kolmogorov.

Lemme 2.1.2 Kolmogorov

Soit {Xt}t∈R1 ,R1 est le cube unité de Rn un processus stochastique à valeurs réelles. Supposons qu’il

existe des constantes p > 1, q > 0 et ε > 0, tel que s, t ∈ R1

E{|xt − xs|p} ≤ q|t− s|n+ε,

Alors

i) X a une version continue.

ii) Il exite des constantes c, k ne dépendant que de n, p et ε, et une v.a. Y tels que, en probabilité, pour

tout s, t ∈ R1

‖xt − xs‖ ≤ Y ‖t− s‖ε/p(log
k

‖t− s‖
)2/p

et

E(Y p) ≤ cq;

iii Si E(‖Xt‖p) <∞. pour certains t, alors

E(sup
t∈R1

|Xt|p) <∞.

Preuve Voir [17]. page 273

Théorème 2.1.2 (de substitution)

Supposons que :

1. G : Ω→ Rd est une v.a.,

2. α est un réel > 1,

3. q est un réel > 2α
α−1

4. δ est un réel > d(2α+q)
2α

5. X : Rd × Ω× [0, 1]→ R est une v.a.r. B(Rd)⊗ Pprog-measurable vérifiant, pour tout N positive : (i) E
[∫ 1

0
|X(0, s)|qds

]
<∞,

(ii) E
[∫ 1

0
|X(a, s)−X(b, s)|qds

]
≤ CN |a− b|δ;∀|a| ≤ N, ∀|b| ≤ N.

(2.9)
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6. M : Ω× [0, 1]→ R est une martingale locale continue vérifiant d〈M,M〉(t) = h(t)dt et

E

[∫ 1

0

h(t)αdt

]
< +∞ (2.10)

Alors
∫ 1

0
X(G, u)d−Mu existe et on a la formule de substitution :∫ 1

0

X(G, u)d−Mu =

(∫ 1

0

X(a, u)dMu

)
a=G

(2.11)

Preuve

Si a ∈ Rd, on pose :

U(a) =

∫ 1

0

X(a, s)dM(s)

et

V (ε, a) = I−(ε,X, dM)(1) =

∫ 1

0

(
1

ε

∫ s

(s−ε)∨0

X(a, u)du

)
dM(s)

Posons p = 2αδ
3α+q et γ = qα

2α+q . On a alors p > d (hypothèse 4) et 1 < γ < α (hypothèse 3). Grâce aux

inégalités BDG et de Jensen, il vient :

E(|U(a)|2γ) ≤ CE

[(∫ 1

0

X(a, s)2h(s)ds

)γ]
≤ CE

[∫ 1

0

X(a, s)2γh(s)γds

]
.

Soient p′ = α
γ et q′ = 2α+q

2α . L’inégalité de Hölder (p′ et q′ sont conjugués) donne :

E(|U(a)|2γ) ≤ C ′
(∫ 1

0

X(a, s)qds

) 1
q′

où C ′ = C
(∫ 1

0
h(s)αds

) 1
p′
. On obtient donc, vu l’hypothèse formulée sur X :

E(|U(a)|2γ) < +∞ (2.12)

Des calculs identiques donneraient aussi :

E(|V (ε, a)|2γ) < +∞ (2.13)

et

E(|V (ε, a)− V (ε, b)|2γ) + E(|U(a)− U(b)|2γ) ≤ kN |a− b|p,∀|a| ≤ N, ∀|b| ≤ N (2.14)

En particulier, et grâce au lemme de Kolmogorov 2.1.2, l’inégalité 2.14 implique que U admet une version

continue U0 qui vérifie en outre :

E(|U0(a)− U0(b)|2γ) ≤ kN |a− b|p,∀|a| ≤ N, ∀|b| ≤ N

Le théorème suivant va nous être utile :

Lemme de de Garsia, Rodmich et Rumsey

Soient p > d, γ > 0, 0 < m < p− d,N > 0,KN = {a ∈ Rd, |a| ≤ N} et {V (a), a ∈ KN} une famille de

v.a. vérifiant :

E(|V (a)− V (b)|2γ) ≤ k|a− b|p,∀a, b ∈ KN
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Alors il existe deux constantes C1, C2 > 0, ne dépendant pas de V , et une v.a. Γ ≥ 0 telles que :

|V (a)− V (b)|2γ) ≤ C1|a− b|mΓ, ∀a, b ∈ KN

et

E(Γ) ≤ C2k

Ici, on déduit l’existence de deux constantes C1, C2 > 0 et d’une variable aléatoire Γ(ε) telles que :

|V (ε, a)− V (ε, b)|2γ ≤ C1|a− b|mΓ(ε), (2.15)

et :

E(Γ(ε)) ≤ C2kn. (2.16)

Grâce à l’inégalité :

P (|V (ε,G)− U0(G)| > τ) ≤ P (|G| > N) + P (|V (ε,G1I|G|≤N )− U0(G1I|G|≤N )| > τ)

on peut supposer que |G| est majoré par N . Soit (Gn) une suite de v.a. discrètes telle que, pour tout

n ∈ N∗, Gn ∈ KN et ||G−Gn||∞ ≤ 1
n . De 2.15 et 2.16, on déduit :

E(|V (ε,G)− V (ε,Gn)|2γ) ≤ C1E(|G−Gn|mΓ(ε)) ≤ C1C2kN

(
1

n

)m
(2.17)

De même, on montrerait que :

E(|V0(G)− V0(Gn)|2γ) ≤ C4

(
1

n

)m
(2.18)

Pour chaque a > 0, V (ε, a) converge vers U0(a) dans L2γ (d’aprés la proposition 2.1.2 et la propriété

2.12). Si G est une v.a. discrète, il est facile de voir que cela implique V (ε,G) converge vers U0(G) dans

L2γ . Si G est quelconque, on utilise 2.17 et 2.18.

2.1.4 Exemple d’application de théorème de substitution à la résolution d’équations

différentielles stochastiques avec donnée initiale non adaptée

Faisons une remarque importante (en vue des applications) sur le théorème de substitution 2.1.2. Si W

est un mouvement brownien, on peut simplifier les hypothèses du théorème : il suffit en effet de supposer

l’existence de q > 2 et δ > d vérifiant l’hypothèse 5) pour assurer 2.11 (choisir α > 1 suffisamment grand

pour que δ > d(2α+q)
2α et q > 2α

α−1 ).

L’intérêt du théorème de substitution est qu’il permet de donner un sens à des intégrales du type∫ 1

0
X(G, s)dWs avec G F1-mesurable (ce qui est impossible avec l’intégrale d’Itô traditionnelle). C’est

pourquoi le théorème de substitution intervient naturellement et de manière fondamentale dans la résolution

d’équations différentielles stochastiques avec donnée initiale non adaptée. Décrivons cela. Soit (Ω,F =

(Ft, t ∈ [0, 1]), P ) un espace probabilisé sur lequel est défini un mouvement brownien W , et soient

b : [0, 1]× R→ R et σ : [0, 1]× R→ R deux applications B([0, 1])⊗ B(R)/B(R)-mesurables vérifiant une

condition de Lipschitz globale :

|b(s, x)− b(s, y)|+ |σ(s, x)− σ(s, y)| ≤ K1|x− y|, ∀s ≥ 0, ∀x, y ∈ R (2.19)
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et une condition de croissance linéaire :

|b(s, x)|+ |σ(s, x)| ≤ K2(1 + |x|), ∀s ≥ 0, ∀x ∈ R (2.20)

Proposition 2.1.4 Soit a ∈ R. Il existe une unique solution forte de l’équation :

Yt = a+

∫ t

0

b(s, Ys)ds+

∫ t

0

σ(s, Ys)dWs (2.21)

que l’on note t 7→ X(a, t). De plus, pour tous q > 0 et t ≥ 0, on a :

E

(∫ t

0

|X(0, s)|qds
)
< +∞ (2.22)

et

E

(∫ t

0

|X(a, s)−X(b, s)|qds
)
≤ Cq,t|a− b|q, ∀a, b ∈ R (2.23)

Preuve. C’est une généralisation de [21], théorème 2.1 page 211.

On peut maintenant énoncer le :

Théorème 2.1.3 Soit ζ une v.a. F1-mesurable. Alors, P.p.s. :

X(ζ, t) = ζ +

∫ t

0

β(s,X(ζ, s))ds+

∫ t

0

σ(s,X(ζ, s))d−Ws

Preuve.

Montrons que le processus [0, 1]× R→ R, (s, a) 7→ σ(s,X(a, s)) vérifie les hypothèses du théorème 2.1.2

de substitution. Grâce à la remarque précédente, il suffit de montrer que 2.9 sont vérifiées avec q > 2 et

δ > 1 (en fait, on prendra même δ = q). D’aprés 2.20, on a, pour tout q > 0 :∫ t

0

|σ(s,X(0, s))|qds ≤
∫ t

0

K2(1 + |X(0, s)|q)ds

et, vu 2.22 :

E

[∫ t

0

|σ(s,X(0, s))|qds
]

De même, en utilisant 2.19 et 2.23, il vient :

E

[∫ t

0

|σ(s,X(a, s))− σ(s,X(b, s))|qds
]
≤ Kq

1Cq,t|a− b|q

Le théorème de substitution implique donc :∫ t

0

σ(s,X(ζ, s))d−Ws =

(∫ t

0

σ(s,X(a, s))dWs

)
a=ζ

ou encore :

∫ t
0
σ(s,X(ζ, s))d−Ws =

(
X(a, t)− a−

∫ t
0
β(s,X(a, s))ds

)
a=ζ

= X(ζ, t)− ζ −
∫ t

0
β(s,X(ζ, s))ds

et finalement :

X(ζ, t) = ζ +

∫ t

0

β(s,X(ζ, s))ds+

∫ t

0

σ(s,X(ζ, s))d−Ws
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2.2 Intégrales stochastique par rapport au processsus de Wiener

cylindrique via régularisation

Dans cette partie, fortement inspiré dans les intégrales via régularisation, nous définissons une nouvelle

intégrale stochastique par rapport au processus de Wiener cylindrique. nous allons étudier le lien entre

cette nouvelle intégrale et l’intégration définie dans la partie précédente. Nous allons commencer à donner

la définition suivante

On note VQ un espace de Hilbert muni du produit scalaire

< h, g >VQ :=< Qh, g >V , h, g ∈ V

Définition 2.2.1 Soit g un processus stochastique à valeurs dans VQ tel que les coefficients de Fourier

< g, vj >VQ sont finis pour tout t et ω. Supposons que pour tout j ∈ N il existe

cj =

∫ T

0

< g, vj >VQ d
−W̃s(vj)

et que limm→∞
∑m
j=1 cj converge en probabilité.

Nous définissons l’intégrale Forward de Russo-Vallois
∫ T

0
gsd
−W̃s par∫ T

0

gsd
−W̃s = lim

m→∞

m∑
j=1

cj .

Remarque 2.2.1 1. Il est clair que la définition de l’intégrale Forward de Russo-Vallois est un

opérateur linéaire.

2. Nous notons que cette définition ne nécessite pas une condition de la capacité d’adaptation sur le

processus g par la définition 2.2.1.

3. Dans le cas où V = R et Q = IdR l’intégrale Forward de Russo-Vallois est égale à l’intégrale

forward dans le sens de la définition 2.1.3.

Proposition 2.2.1 Pour tout processus prévisible g ∈ L2(Ω × [0, T ], VQ) l’intégrale (2) est égale à

l’intégrale Forward de Russo-Vallois.

Preuve

Comme < g, vj >VQ est prévisible et appartient à L2(Ω× [0, T ]) nous avons

cj =

∫ T

0

< g, vj >VQ d
−W̃s(vj) =

∫ T

0

< g, vj >VQ dW̃s(vj).

La convergence de la série dans L2(Ω)∫ T

0

gsdW̃s =

∞∑
j=1

∫ T

0

< g, vj >VQ dW̃ (vj),
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il s’ensuit que ∫ T

0

gsd
−W̃s =

∫ T

0

gsdW̃s.
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Chapitre 3

Applications

3.1 Rappel sur les équation aux dérivés partielles stochastiques

Le problème général est comme suit. Supposons qu’un système physique régie par une équation aux

dérivées partielles. Supposons que le système est perturbé au hasard, peut-être par un bruit blanc.

Si u(x, t) est la position de l’une des châınes de caractères au niveau du point x et du temps t, alors

u(x, t) aurait satisfaire l’équation d’onde utt = uxx.

Soit Ẇ représente l’intensité du bombardement au point x et du temps t. de sorte que, après sous-

traction d’une intensité moyenne, Ẇ peut être approximée par un bruit blanc, et l’équation finale est

utt(x, t) = uxx(x, t) + Ẇ (x, t),

où Ẇ est un bruit blanc à la fois dans le temps et dans l’espace.

La particularité de cette équation est qu’aucune des dérivées partielles en elle existe. Cependant, on

peut la réécrire comme une équation intégrale, puis montrer que, dans cette forme il existe une solution

continue, mais non-différentiable.

Dans les dimensions supérieures , la solution se révèle être une distribution, non pas une fonction. C’est

l’un des obstacles techniques en la matière : il faut faire face à la distribution-évalué des solutions, ce qui

a généré un certain nombre d’approches, plus impliquant une utilisation assez importante de l’analyse

fonctionnelle. Notre objectif est d’étudier les équations aux dérivé partielles stochastiques en concentrant

plus sur les équations paraboliques.

Notre point de vue est plus orienté que la théorie habituelle, et, nous l’espérons, un peu plus intuitive.

Nous considérons un bruit blanc Ẇ comme une mesure sur l’espace euclidien, W (dx, dt), et construire

les intégrales stochastiques de la forme
∫
f(x, t)dW directement, après la construction originale d’Itô.

Il s’agit d’un deux paramètres intégrante, mais il est particulièrement simple, connu en la théorie à

deux paramètres comme ” intégrale faiblement adapté ”. Nous résoudrons les équations en termes de ces

intégrales.

Nous aurons besoin d’une certaine théorie des espaces nucléaires, de l’espace élémentaire de Sobolev,

et la convergence faible des processus stochastiques à valeurs dans l’espace de Schwartz.
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Soit {Mt,Ft, t ≥ 0} une martingale dans Rd de measure covarianceQ(dx, dy, ds) = d < M(dx),M(dy) >s

et une mesure dominante K. Soit µ(λ) = E{k(λ)}. Supposons que, pour p > 0 et tout T > 0∫
Rd×[0,T ]

1

(1 + |x|p)(1 + |y|p)
µ(dxdyds) <∞.

alors Mt(φ) =
∫
Rd×[0,T ]

φ(x)M(dxds) existe pour tout φ ∈ S(Rd)

Soit L un opérateur de second ordre différentiel auto-adjoint uniformément elliptique à coefficients

bornés lisses. Soit T un opérateur différentiel sur Rd. à coefficients bornés lisses. Considérons le EDPS

suivante

{
∂V
∂t = LV + TṀ,

V (x, 0) = 0,
(3.1)

Nous avons clairement besoin d’imposer que V et M ont des valeurs de distribution, si seulement pour

donner un sens au terme TṀ . Nous supposons qu’ils ont des valeurs dans l’espace de Schwartz, S′(Rd).
Nous voulons couvrir deux situations : la première est le cas où 3.1 détient dans Rd. Bien qu’il n’y ait pas

de conditions aux limites en tant que tel, le fait que Vt ∈ S′(Rd). implique une condition de bornétude à

l’infini.

Le second est le cas dans lequel D est un domaine borné en Rd, et les conditions aux limites homogénes

sont imposées à ∂D. Supposons que 3.1 détient sur Rd. Supposons pour l’instant que

Tf(x) = g(x)

∫
f(y)h(y)dy

pour g et h deux bonnes fonctions.

Dans ce cas, TMt(x) = g(x)Mt(h). Maintenant Mt(h) est une martingale à valeurs réelles, et donc

l’équation 3.1 peut être réecrit :


dVt = LV dt+ gdMt(h)

V (x, 0) = 0

cette équation diffère de 3.1 dans le terme dérivé qu’est à un seul paramètre

Soit T ∗ l’adjoint formel de T . La forme faible de 3.1 est

Vt(φ) =

∫ t

0

VS(Lφ)ds+

∫ t

0

∫ d

R
T ∗φ(x)M(dxds), φεS(Rd) (3.2)

Notons que lorsque nous intégrons par parties, 3.2 suit facilement pour φ de support compact, mais pour

passer à diminuer rapidement φ, nous devons utiliser le fait que V et TṀ ne tendent pas trop vite à

l’infini.

En cas que D est une région bornee avec un bord lisse, soit B l’opérateur B = d(x)DN + e(x), où DN est

la dérivée normale sur ∂D, et D et e sont sur C∞(∂D). Considérons le problème limite à valeurs initiales
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∂V
∂t = LV + TṀ, on D × [0,∞);

BV = 0, on ∂D × [0,∞);

V (x, 0) = 0 on D.

(3.3)

Soient C∞(D) et C∞0 (D) respectivement l’ensemble des fonctions lisses sur D et la ensemble de fonctions

lisses à support compact dans D. Soit C∞(D̄) l’ensemble des fonctions dans C∞(D) dont les dérivées

s’étendent toutes les fonctions continues sur D̄. Enfin, soit

SB =
{
φ ∈ C∞(D) : Bφ = 0 sur∂D

}
La forme faible de 3.3 est

Vt(φ) =

∫ t

0

VS(Lφ)ds+

∫ t

0

∫
D

T ∗(x)M(dxds), φ ∈ SB (3.4)

Pour calculer 3.4 de 3.3, on multiplie par φ et on intégre formellement sur D × [0, T ], (i.e Voir TṀ

comme s’il s’agissait d’une fonction différentiable) et on utilie une forme du théorème de Green pour

déterminer les dérivées par rapport à φ. Cela fonctionne sur la première intégrale si V et φ de satisfont

la condition limite. Sauf T est d’ordre zéro, il peut ne pas fonctionner pour le deuxième, pour Ṁ peut ne

pas satisfaire les conditions aux limites. (Il ne fonctionnera que si a support compact dans D). cependant,

l’équation que nous voulons résoudre est 3.4.l’hypotèse que 3.4 a lieu φ satisfisant les conditions aux

limites est essentiellement une condition aux limites sur V .

La situation ci-dessus, dans laquellle on considère l’intégrale, plutôt que de l’équation différentielle

fondamentale, est analogue à de nombreuses situations dans lesquelles le raisonnement physique amène

directement à une équation intégrale, puis les mathématiques prend le relais pour extraire l’équation aux

dérivées partielles. Voir ´les dérivations au sens physique de l’équation de la chaleur, ” l’équation de

Navier-Stokes, et l’équation de Maxwell”, par exemple.

Comme dans le cas d’une seule variable, il est possible de traiter les fonctions de test ϕ(x, t) à deux

variables.

undelineunderlineExemple 3.1.1

Montrer que si V satisfait 3.4 et si ϕ(x, t) est une fonction lisse telles que pour chaque t, ϕ(., t) ∈ SB,

alors

Vt(ϕ(t)) =

∫ t

0

VS(Lϕ(s) +
∂ϕ

∂s
(s))ds+

∫ t

0

∫
D

T ∗ϕ(x, s)M(dxds). (3.5)

Soit Gt(x, y) la fonction de Green pour l’équation différentielle homogène. Si L = 1
2∆, D = Rd, alors

Gt(x, y) = (2πt)−d/2e−
|y−x|2

2t .

Pour un quelconque L, Gt(x, y) sera toujours lisse sauf à t = 0, x = y, et sa régularité s’étend même à la

limite : si t > 0, Gt(x, .) ∈ C∞(D̄). Il est positif, et pour τ > 0,
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Gt(x, y) ≤ Ct−d/2e
|y−x|2
δt , xy ∈ D, 0 ≤ t ≤ τ, (3.6)

où C > 0 et δ > 0. (C peut dépendre de τ). Cela est vrai pour D = Rd. et pour D bornnée. Si

D = Rd, Gt(x, .) décrait rapidement vers l’infini par 3.6, il est donc dans S(Rd). En outre, pour y

fixe, (x, t) 7→ Gt(x, y) satisfait l’équation différentielle homogène associée vers des conditions aux limites.

Définissons Gt(φ, y) =
∫
D
Gt(x, y)φ(x)dx.

Alors si φ est lisse, G0φ = φ. Cela peut se résumer dans l’équation intégrale :

Gt−s(φ, y) = φ(y) +

∫ t

s

Gu−s(Lφ, y)du, φ ∈ SB (3.7)

La rẃgularité de G implique que si φ ∈ C∞(D̄), alors Gt(φ, .) ∈ SB . Dans le cas D = Rd,. on a si

φ ∈ S(Rd) alors Gt(φ, .) ∈ S(Rd).

Théorème 3.1.1 [17]

Il existe un processus unique {Vt, t ≥ 0} à valeurs dans S′(Rd) qui satisfait 3.4. Il est donné par

Vt(φ) =

∫ t

0

∫
Rd
T ∗Gt−s(φ, Y )M(dY ds) (3.8)

Le résultat d’une région bornée est similaire à l’exception de létat de l’unicité.

Théorème 3.1.2 Il existe un processus {Vt, t ≥ 0} à valeurs dans S′(Rd) qui satisfait 3.5.V peut être

étendue à un processus stochastique {Vt(φ), t ≥ 0, φ ∈ SB}; ce processus est unique. il donnée par

Vt(φ) =

∫ t

0

∫
D

T ∗Gt−s(φ, Y )M(dY ds), φ ∈ SB (3.9)

3.1.1 Interprétation probabiliste d’équations aux dérivées partielles

Temps d’atteinte d’une frontière

Soit E un ouvert borné de Rn, de frontière ∂E. Par la théorie des équations aux dérivées partielles, on

sait qu’il existe une solution unique à l’équation de Laplace{
− 1

24u = 1 sur E

u = 0 sur ∂E
(3.10)

Le but de la présente section est de trouver une représentation probabiliste de la solution de 3.10. A

cet effet, on se donne x ∈ E et on considère un mouvement brownien n-dimensionnel W à partir duquel

on construit le processus stochastique X = W + x. On définit alors τx = inf{t ≥ 0, Xt ∈ E} le temps

d’atteinte du bord de E par une trajectoire de X partant de x.

Théorème 3.1.3 Avec les notations précédentes :

(∀x ∈ E) u(x) = E(τx)
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En particulier,u > 0 sur tout E.

Preuve

Pour un temps d’arrêt τ . En prenant l’espérance de la formule pour ce temps d’arrêt, on aboutit à :

E(u(Xτ , τ)) = E(u(X0, 0)) + E

(∫ τ

0

(
∂u

∂t
+ Lu

)
ds

)
(3.11)

On applique 3.12 avec Lu = 1
24u pour tout n > 0 :

E(u(Xτx∧n)) = E(u(X0)) + E

(∫ τx∧n

0

1

2
4u(Xs)ds

)
, (3.12)

Puisque 1
24u = −1 et que u est bornée, on a lim

n→∞
E(xn) < ∞ et la variable aléatoire τx est intégrable.

En faisant tendre n vers l’infini, on obtient alors

u(x) = E(u(Xτx)) + E

(∫ τx

0

1Ids

)
= E(u(Xtaux)) + E(τx)

mais u = 0 sur ∂E et donc u(Xτx) = 0, ce qui achève la démonstration.

En remarquant que u est bornée, E(τx) <∞ et donc presque sûrement pour tout x ∈ E, τx <∞. Les

trajectoires du processus X, mouvement brownien partant de x, atteignent donc avec probabilité 1 le

bord ∂E. Dans le cas non stationnaire, l’équation précédente s’écrit :


∂u
∂t = − 1

24u sur E × R

u(x, 0) = f(x) sur ∂E

(3.13)

C’est l’équation de la chaleur, et on peut montrer que

u(x, t) = E(f(Xt))

est solution de ce problème, si f est continue et bornée.

3.1.2 Equation de la chaleur

L’équation de la chaleur, également appelée équation de diffusion, s’écrit :

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2

Il s’agit d’une équation parabolique linéaire du second ordre dont les solutions sont des fonctions analy-

tiques de x, ce qui signifie que ∀t > t0, u(x, t) possède une série convergente en termes de x− x0.

Solution fondamentale de l’éauqtion de la chaleur

On résout le problème :
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2

sous les conditions

{
−∞ < x <∞
u(x, 0) = u0(x)u→ 0 quand x→ ±∞.
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Si la solution u(x, t) d’une équation aux dérivées partielles dépend seulement d’une combinaison de

deux variables indépendantes, le problème peut être réduit à une équation dif’erentielle ordinaire dans

laquelle cette combinaison est la variable.

La solution de cette seconde équation est similaire à celle de l’équation aux dérivées partielles d’origine.

Ceci peut être fait grâce à l’invariance x 7→ λx et t = λ2t ∀λ ∈ R Avec les nouvelles variables X − λx et

T = λ2t, on a ∂u
∂T = ∂2u

∂X2 ,
x√
t

= X√
T

est la seule combinison de X et T qui est indépendante de λ, et donc

la solution sera en fonction de ξ = x√
t

seulement, telle que u(x, t) = U( x√
t
). Ici, on va chercher à avoir

une solution de la forme uδ(x, t) = t−1/2Uδ(ξ). Le terme t−1/2 est ajouté car l’équation de diffusion étant

linéaire, u 7→ µu est aussi invariant, et on veut s’assurer que
∫ +∞
−∞ u(x, t)dx est constante pour tout t.

En dérivant, on obtient :
∂uδ(x, t)

∂t
= −1

2
t−3/2Uδ(ξ)−

1

2t
t−1/2ξU

′

δ(ξ)

et
∂uδ(x, t)

∂x
=

1√
t
t−1/2U

′

δ(ξ)

∂2uδ(x, t)

∂x2
=

1

t
√
t
U
′′

δ (ξ)

Finalement, en considérant l’équation de la chaleur :

U
′′

δ (ξ) +
1

2
Uδ(ξ) +

1

2
ξU
′

δ(ξ) = 0

Cette équation correspond à la forme développée de :

U
′′

δ + (
1

2
ξUδ)

′
= 0

On intègre une première fois

∫ +∞

−∞
U ′′δ +

∫ +∞

−∞
(
1

2
ξUδ)

′
= U

′

δ +
1

2
ξUδ = 0

puis une seconde fois

∫ +∞

−∞

U
′

δ

Uδ
= −

∫ +∞

−∞

1

2
ξdξ

soit :

lnUδ =

[
−1

4
ξ2

]+∞

−∞

Uδ = Ce−
1
4 ξ

2

+D

On choisit D = 0 et on normalise la solution grâce à C = 1
2
√
π

de telle sorte que
∫ +∞
−∞ u(x, t)dx = 1

Finalement :

uδ(x, t) =
1

2
√
πt
e−

x2

4t
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Solution générale d’un problème avec condition initiales

On résout le problème :
∂u

∂t
=
∂2u

∂x2

sous les conditions −∞ < x < ∞, t > 0 et u(x, 0) = u0(x) où u0(x) se comporte suffisamment bien,

c’est-à-dire : 
lim

|x|→+∞
u0(x)e−ax

2

= 0,∀a > 0

lim
|x|→+∞

u0(x, t)e−ax
2

= 0,∀a > 0, t > 0.

On peut écrire la donnée initiale de ce problème de la façon suivante :

u0(x) =

∫ +∞

−∞
u0(ξ)δ(ξ − x)dξ avec δ(.) la fonction de Dirac

On rappelle que la solution fondamentale de l’équation de diffusion est :

uδ(s, τ) =
1

2
√
πτ
e−

s2

4τ

et qu’elle a la valeur initiale :

yδ(s, 0) = δ(s)

Puisque uδ(s − x, τ) = uδ(x − s, τ), on a uδ(s − x, τ) = 1
2
√
πτ
e−

(s−x)2
4τ pour solution de l’équation de la

chaleur en utilisant x ou s comme variable spatiale indépendante. Sa valeur initiale est : uδ(s − x, 0) =

δ(s− x).

Donc pour chaque s, la fonction u0(s)uδ(s− x, τ), fonction de x et de t, s fixé, satisfait :

∂u

∂t
=
∂2u

∂x2

u0(s)uδ(s− x)

L’équation de diffusion étant linéaire, en intégrant s de −∞ à +∞, on obtient une autre aolution de

l’équation de diffusion :

u(x, τ) =
1

2
√
πτ

∫ +∞

−∞
u0(s)e−

(x−s)2
4τ ds

avec

u(x, 0) =

∫ +∞

−∞
u0(s)δ(s− x)ds = u0(x)

3.2 Exemple d’application de notre approche via régularisation

Prenons l’EDPS suivante avec les conditions de Dirichlet homogène


udt = 4udt+ g(t, x, u)dW̃t, t ≥ 0 0 ≤ x ≤ 1;

u(t, 0) = u(t, 1) = 0;

u0 = f(x, F ).

(3.14)

Sous les hypothèses suivantes :
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a) (W̃t)t est un processus de Wiener cylindrique standard dans L2([0, 1]).

b) g est une fonction continue et satisfait

|g(t, x, y1)− g(t, x, y2)| = C|y1 − y2|,

c) f(., z) ∈ C0([0, 1]) et satisfait

|f(x, z1)− f(x, z2)| ≤ CN |z1 − z2|,

pour |z1|, |z2| ≤ N,N > 0.

d) F est de dimension d et FT -mesurable

Définition 3.2.1 Une solution mild de l’EDPS 3.14 est un processus stochastique u telle qu’il satisfait

u(t, x) =

∫ 1

0

G(t− s, x, y)f(y.F )dy +

∫ t

0

G(t− s, x, .)g(s, ., u)d−W̃s.

où G(t, x, y) est la solution fondamentale de l’équation de la chaleur avec les conditions de Dirichlet aux

limites.

Nous rappelons que G (t, x, y) satisfait

∫ 1

0

G(t, x, y)pdy ≤ Cpt
1−p
2 pour tout p > 0. (3.15)

Remarque 3.2.1 Supposons que {Yn(z) : z ∈ Rd, n ≥ 1} est une suite de variables aléatoires telle que

Yn(z) converge en probabilité vers Y (z) quand n tend vers l’infini, pour chaque z ∈ Rd. Supposons que

E|Y (z1)− Y (z2)|p ≤ CN |z1 − z2|α.

pour |z1|, |z2| ≤ N,N > 0 et pour certaines constantes p > 0 et α > d. Alors, pour toute F v.a. de

dimension d, on a :

lim
n→∞

Yn(F ) = Y (F ).

en probabilité. En outre, la convergence est aussi dans Lp(Ω) Si F est bornée.

Théorème 3.1 On suppose que a), b), c) et d) sont satisfait. Alors il existe une solution mild u pour

l’EDPS 3.14.

On rappelle le lemme important suivant :

Lemme 3.2.1 Lemme de Gronwall

Soit f une application localement intégrable de R+ dans R, a et b deux applications croissante et non

négative telles que :

f(t) ≤ a(t) + b(t)

∫ t

0

f(s)ds, 0 ≤ t ≤ T

Alors, on a

∀t ∈ [0, T ], f(t) ≤ a(t)eb(t)t
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Preuve

Etape 1 (problèmes auxiliaires) Nous considérons la famille des problèmes suivantes

vz(t, x) =

∫ 1

0

G(t− s, x, y)f(y, z)dy +

∫ t

0

G(t− s, x, .)g(s, ., vz)dW̃s. (3.16)

Remarquons que z ∈ Rd est un paramètre. Il est connu qu’il existe une unique solution vz(t, x) pour

le problème 3.16, et elle vérifie sup0≤t≤T,0≤x≤1E[|vz(t, x)|2] <∞.

Etape 2 (Estimation de vz(t, x)) Nous prétendons que vz(t, x) vérifie

E|vz1(t, x)− vz2(t, x)|2 ≤ CN |z1 − z2|2, (3.17)

pour |z1|, |z2| ≤ N,N > 0. En effet, nous avons

E|vz1(t, x)− vz2(t, x)|2 ≤ C(sup
y
E|f(y, z1)− f(y, z2)|2)

+C

∫ t

0

∫ 1

0

G2(t− s, x, y)E|g(t, y, vz1)− g(t, y, vz2)|2dyds.

Par hypothèse b), c) il s’ensuit

E|vz1(t, x)− vz2(t, x)|2 ≤ CN |z1 − z2|2

+C

∫ t

0

sup
y
E|vz1(t, y)− vz2(t, y)|2

∫ 1

0

G2(t− s, x, y)dyds

Prenant la bonne superieure nous obtenons

sup
x
E|vz1(t, x)− vz2(t, x)|2 ≤ CN |z1 − z2|2

+

∫ t

0

sup
y
E|vz1(t, y)− vz2(t, y)|2|(t− s)− 1

2 |ds.

Enfin par la lemme de Gronwall 3.2.1 nous obtenons l’inégalité 3.17

Etape 3 (Notre solution)

Nous allons montrer que u(t, x) := vF (t, x) est une solution mild du problème 3.14. Soit {vj , j ∈ N}
une base orthonormale de L2([0, 1]).

En combinant l’ypothèse b), l’inégalité 3.15 et l’étape 2, on obtient

E| < G(t− s, x, .)(g(s, ., vz1)− g(s, ., vz1)), vj > |2 ≤ CN |z1 − z2|2. (3.18)

et

E|
∫ t

0

G(t− s, x, .)(g(s, ., vz1)− g(s, ., vz1))dW̃s|2 ≤ CN |z1 − z2|2, (3.19)

pour |z1|, |z2| ≤ N,N > 0.

De l’inégalité 3.18 et par les théorèmes de substitution de Russo-Vallois (le théorème 2.1.2), nous

obtenons
cj =

∫ t
0
< G(t− s, x, .)g(s, ., u), vj > dB−s (vj)

= (
∫ t

0
< G(t− s, x, .)g(s, ., vz), vj > dBs(vj))(F ).
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En outre, en utilisant la remarque 3.2.1 et l’inégalité 3.19 nous avons
∑m
j=1 cj converge en probabilité

et
limm→∞

∑m
j=1 cj =

∫ t
0
G(t− s, x, .)g(s, ., u)d−W̃s

= (
∫ t

0
G(t− s, x, .)g(s, ., vz)dW̃s)(F ).

Ainsi u(t, x) := vF (t, x) est une solution mild de l’EDPS 3.14.
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Conclusion et Perspectives

Une extension intéressante et potentiel : c’est l’extension de l’intégrale stochastique au dimensions

infinie dans la configuration de Da Prato et Zabczyk [1]. Cette intégrale stochastique de dimension infinie

peut être écrite comme une série des intégrales stochastiques d’Itô , voir par exemple la présentation

récente de [2]. nous pensent que peut utiliser un système similaire présentées dans le section 2 du premier

chapitre.

Il est connue que la relation entre l’intégrale de Skorohod-Itô et produit de Wick :∫ t

0

XtdW̃s =

∫ t

0

Xt � W̃sds.

Un travail intéressant de futur d’étudier cette relation de type entre les intégrales via régularisation

(forward et symétrique) pour le processus de Wiener cylindrique et les produits de distribution définies

via l’intermédiaire de l’expansion en série (voir [10], [11] et [12]).

(•) En outre, nous sommes intéressés à étudier les solutions généralisées de EDPS par rapport au proces-

sus de Wiener cylindrique dans une algèbre de type Colombeau dans le nouvel esprit donné par [11] et [12].

(•) un travail future intéréssant aussi est l’étude de l’influence de changement de filtrations sur le calcul

stochastique en utilisant cette approche de régularisation.

(•) Nos résultats servent éventuellement pour résoudre certaines équations différentielles stochastiques

que représentent des modèles en finance et en biologie.
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