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Introduction

L’étude de ’équation de Schrodinger a commencé dans des articles de Schrodinger
en 1926. On y retrouve la formulation de I’équation, le calcul des niveaux d’énergie de
I’hydrogéne et le début d’une théorie des perturbations appliqués a I'étude des effets
Stark et Zeeman.

La théorie mathématique de la mécanique quantique et des opérateurs de Schro-
dinger revient plutét a J. Von Neumann, dans un livre publié en 1932. Dans celui-ci,
Von Neumann introduit le cadre hilbertien de la mécanique quantique et démontre
I’équivalence avec ’approche matricielle de Heisenberg et celle de Schrodinger. Une
des contributions remarquables de cet ouvrage est la théorie mathématique des opé-
rateurs auto-adjoints non bornés. Von Neumann insiste beaucoup sur le fait que les
opérateurs de Schrédinger doivent toujours étre auto-adjoints.

La vision de von Neumann a été développée et appliquée avec succés durant les
années H0. Les résultats les plus remarquables ont sans aucun doute été ceux de T.
Kato, qui débuta une étude rigoureuse des opérateurs de Schrodinger et démontra
que les opérateurs correspondant aux atomes les plus simples sont bien auto-adjoints.

Plusieurs autres thémes furent développés dans les décennies qui suivrent.

Ce mémoire est divisé en trois chapitres. Le premier chapitre pose les bases les
plus classiques : définition des opérateurs non bornés, de I’adjoint... jusqu’au théo-
réeme spectral qui donne une représentation de tout opérateur auto-adjoint comme un

opérateur maximal de multiplication dans un espace L?.

Le deuxiéme chapitre aborde les opérateurs de Schrodinger. Nous avons tenu a y

ajouter une introduction a la formulation mathématique de la mécanique quantique,
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qui permet de remplacer I’étude dans un contexte plus physique par le contexte ma-
thématique. D’autre part on introduit des outils qui seront utiles pour I'étude des
opérateurs de Schrodinger. Il s’agit principalement de donner des conditions pour
lesquelles on peut trouver des extensions auto-adjointes, ou de donner des résultats
de stabilité.

Cet essai est une introduction aux rudiments de la théorie des opérateurs linéaires
non bornés dans l’espace de Hilbert. L’exemple présenté est un modéle simple mais
pertinent de physique des solides.

Nous travaillons dans une seule dimension, de sorte que la seule variable indépendante

est x. Sous souci de simplicité, nous considérons une forme dimension de 1’équation :
U+ V(z)y = E.

Les propriétés qui auront le plus d’impact sur le systéme sont (a) en supposant qu’il
est infini en étendue, ce qui nous permet d’éviter soucier des conditions aux limites,
et (b) en supposant que la fonction potentielle V' est mesurable et localement de carré
intégrable. La section locale carré-intégrabilité veillera a ce que V(z)1) est dans L?(R)
pour certaines fonctions particuliérement bien comportées (C(R)).

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude de comportement asymptotique et zéros
des fonctions propres de 'opérateur de schrodinger tout on donons une autre preuve

de discrétisation du spectre de 'opérateur.



Notations

‘H : Espace de Hilbert.

H', H? : Espaces de Sobolev.

L*(R) : Espace des fonctions mesurable de carrés intégrable.
C3°(R) : Espace des fonctions continues sur R a support compact.
A : Opérateur non borné.

D(A) : Domaine de A.

G(A) : Graphe de A.

| . |la : Norme du graphe.

RA()\) : Résolvante de A.

04isc(A) : Spectre discret de A.

0ess(A) 1 Spectre essentiel de A.

A : Laplacien usuel dans R.

H, : Hamiltonnien.

V' : Potentiel.

H : extension adjointe de Hj.

N_(H) : Nombre des valeurs propres négatives de H.
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Chapitre 1
Eléments de la théorie spectrale

Dans le cas d’un opérateur borné, on pouvait toujours supposer que son domaine
est l'espace tout entier. Dans le cas d’un opérateur non borné il n’en est pas de
méme ; le domaine de I'opérateur devra toujours étre précisé et, lorsqu’on effectuera
des opérations algébriques sur des opérateurs non bornés, les questions de domaine
devront étre examinées avec soin.

Donc I'étude des domaines est indisponsable pour ce type d’opérateurs.

1.1 Opérateurs non bornés dans un espace de Hil-

bert

1.1.1  Opérateurs non bornés : définitions et propriétés élé-
mentaires

Soit H un espace de Hilbert et A un opérateur dans H, défini sur un espace vectoriel

D(A) C H avaleurs dans ‘H appelé domaine de A, on note G(A) le graphe de A défini

par

G(A)={(u, f)e HxH:ue D(A), f=Au}.

Le plus souvent, nous travaillerons avec des opérateurs dont le domaine de définition

est dense dans H
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Définition 1.1.1. e A est a domaine dense (ou densément défini) si D(A) dense
dans H.

e Si Ay est un autre opérateur dans H tel que G(A) C G(Ay), alors Ay est appelé
extension de A. Dans ce cas, on écrit A C A;. Il est claire que Ay est une extension
de A si et seulement si D(A) C D(A;) et Au = Ayu pour u € D(A).

La catégorie des opérateurs fermés est la classe fondamentale parmis les opérateurs

linéaires qui généralise d’une fagon naturelle celle des opérateurs bornés.

Définition 1.1.2. e A fermé : VY(u,) € D(A), u, = u, Au, - v =u € D(A),
v = Au.

o A est dit fermable s’il admet une extension fermée.

Théoréme 1.1.1. (du graphe fermé).
Soit A un opérateur de H dans H Deux des trois conditions suivantes entrainent la
troisieme :

1. A est fermé

2. D(A) est fermé

3. A est borné

Proposition 1.1.1. Soit A un opérateur fermable. Alors il existe une extension A
de A telle que A C A, pour toute autre extension fermée A;. De plus, G(A) = G(A).

Preuve :
Soit A; une extension fermée de A. Alors G(A;) D G(A) et donc G(A4;) D G(A). On

conclut que G(A) ne contient pas d’éléments de la forme (0, f) avec f # 0. On définit

un opérateur B par D(B) = {u € H : il existe f € H tel que (u, f) € G(A)}, Bu=f,

ou f est 'unique vecteur tel que (u, f) € G(A). Il est évident que G(B) = G(A) et
G(B) C G(A;) pour toute extension fermée A;. Donc, B = A.

Remarque 1.1.1. L’écriture du fait que A est fermable en termes de A et D(A) est
la suivante :
e A fermable : V(u,) € D(A), u, — 0, Au,, - v =v=0.
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Exemple 1.1.1. Soit H = L*(R"),
D(A) = Ci°(R"™), Au= —Au. (le Laplacien usuel dans R")
A est fermable, A = —A, D(A) = H*(R").

Dans la suite, on appelle A la fermeture de A. Signalons qu’il existe des opérateurs

qui ne sont pas fermables.

1.1.2 Opérateurs symétriques et auto-adjoints

Définition 1.1.3. Soit A un opérateur dans un espace de Hilbert H. On note D(A*)

l’ensemble des vecteurs v € ‘H pour lesquels il existe f € H tel que :
< Au,v >=<wu, f> pour tout u € D(A). (1.1)

Pour tout v € D(A*) on pose A*v = f, ou f désigne le vecteur vérifiant (1.1). On
appelle A* l'opérateur adjoint de A.

Remarque 1.1.2. ¢ Comme D(A) dense, le vecteur f dans (1.1) est unique, donc
A* est bien défini.

o Clairement D(A*) = {u € H tel que |< Au,v >|< C || v ||, u € D(A)}, par le
Théoréme de Riesz. L’adjoint A* se décrit de maniére compléte a l’aide de son graphe.
Proposition 1.1.2. i) G'(A*) = G(—A)*.

ii) Soit A un opérateur a domaine dense. Alors :
1. A* est fermé.
2. A est fermable si D(A*) est dense et on a alors A = A**.
3. Si A est fermable, A" = A*.
4. A C Ay = A C A7

Le point 2) de la Proposition est souvent utile pour montrer qu’un opérateur A est

fermable.

Théoréme 1.1.2. Soit A un opérateur dans H. Alors les propriétés suivantes ont

lieu :
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i) A* est fermé.

ii) A est fermable si et seulement si D(A*) est dense, et dans ce cas A = A**.

iii) Si A est fermable, alors (A)* = A*.
Preuve :

i) On définit un opérateur unitaire V : H x H — H x H par V(u,v) = (—v,u).
Il est facile a vérifier que V(E+) = V(E)* pour tout sous-espace E C H x H. La

définition de 'opérateur adjoint implique que
G(A*) = VG(A)* . (1.2)

Comme VG(A)* est toujours fermé, on conclut que A* est fermé.

ii) Supposons que D(A*) est dense. Alors
G(A) = (G(A)") = (V2PGA)H)T = (VG(AY) = G(A™) (1.3)

oil on a utilisé la relation (1.2). La proposition 1.1.2 implique que A = A**.
Réciproquement, si D(A*) n’est pas dense dans H, alors il existe un vecteur w # 0 tel
que w € D(A*)1. Dans ce cas, (w,0) € G(A*)*, d’out on voit que (0,w) € VG(A*)*.

La relation (1.3) montre maintenant que (0,w) € G(A), et donc A n’est pas fermable.

iii) Si A est fermable, alors
A= A = A — (A)"
[

Définition 1.1.4. Un opérateur A dans un espace de Hilbert est dit symétrique si
A C A, c’est-a-dire, D(A) C D(A*), Au = A*u pour u € D(A).

1l est claire que A est symétrique si et seulement si < Au,v >=< u, Av > pour
ue D(A).

Un opérateur A est dit auto-adjoint si A = A* avec D(A*) C D(A).

Remarque 1.1.3. e Si A est symétrique, alors A fermable et A C A*™ C A*.
o Si A est fermé et symétrique, alors A = A** C A*.
e 5i A est auto-adjoint, alors A = A™ = A*.
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Théoréme 1.1.3. Soit A un opérateur symétrique dans H. Alors les propriétés sui-

vantes sont équivalentes :

i) A est auto-adjoint.
ii) A est fermé et ker(A* +iI) = {0}.
iii) Tm(A +il) = H.

Preuve :

i) = ii) Comme l'opérateur A est auto-adjoint, il est fermé. Si A*u = +iu, alors
Au = tiu et < Au,u >= +1 < u,u >. Comme < Au,u > est réel, on conclut que
u = 0.

ii) = iii) Montrons d’abord que Im(A — i) est dense dans H. Supposons que
v € Im(A—i)t. Alors < (A —4)u,v >= 0 pour tout u € D(A). Donc, < Au,v >=<
u, —iv > pour tout u € D(A), d’ou on voit que v € D(A*) et A*v = —iv. Comme
Ker(A* 4 i) = {0}, on conclut que v = 0.

Montrons maintenant que Im(A — i) est fermé. Soit {u,} C D(A) une suite telle que

(A —i)u, — g. On veut montrer que g € Im(A — 7). Comme
(A = dyull* = [[Aul]* + [lul?,

on voit que la suite {u,} converge vers un élément u et Aw, converge g + iu. En
utilisant le fait que A est fermé, on conclut que u € D(A) et Au = g + iu. Donc,
(A—i)u=yg.
L’espace vectoriel Im(A —1i) étant dense et fermé, il est confondu avec H. La démons-
tration de la relation Im(A + i) = H est analogue.

iii) = i) Il faut montrer que D(A*) C D(A). Soit u € D(A*). Alors il existe
v € D(A) tel que (A —i)v = (A* —i)u. Comme A C A*, on voit que

(A" —i)(u—v) =0. (1.4)

L’argument utilisé dans la démonstration de I'implication (ii) = (iii) montre que si
Im(A+i) = H, alors Ker(A* — i) = {0}. Il résulte de (1.4) que u = v € D(A). Donc,
D(A*) C D(A), et 'opérateur A est auto-adjoint.
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Définition 1.1.5. Soit A un opérateur symétrique. On dit que A est essentiellement

auto-adjoint si sa fermeture est auto-adjointe.

Corollaire 1.1.1. Soit A un opérateur symétrique dans H. Alors les propriétés sui-
vantes sont équivalentes :

i) A est essentiellement auto-adjoint.

ii) Ker(A* £I) = {0}.

iii) Im(A £ 1) est dense dans H.

1.2 Spectre d’un opérateur non borné

La notion de spectre se définit bien pour les opérateurs fermés. Soit A un opérateur
linéaire fermé. Alors D(A) muni de la norme du graphe : ||u||a = ||Au|| + ||u|| est un
espace de Banach, et on peut considérer A : D(A) — H comme un opérateur borné

entre deux espaces de Banach.

1.2.1 Spectre et résolvante

Définition 1.2.1. Soit A un opérateur non-borné a domaine dense. On appelle ré-

solvant de A, et on note p(A) U'ensemble des A € C tels que
(A — XI) est inversible de D(A) dans Im(A — X) est son inverse est borne'.

L’application Ra : p(A) — L(H) définie par Ry = (A — XI)~! est appelée la

résolvante de A.

Voici une proposition qui justifiera le fait que l'on travaillera souvent avec des

opérateurs fermés :
propriété 1.2.1. Si A n’est pas fermé alors p(A) = 0.

Preuve :
Si A n’est pas fermé alors (A — AI) et R4 ne sont pas fermés. Supposons que
A € p(A), alors R4 est défini sur H et est borné donc d’aprés le théoréme du graphe

fermé, R4 et fermé. C’est absurde.
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Définition 1.2.2. Le spectre o(A) de A est le complémentaire de p(A) dans C.

1. Le spectre ponctuel o,(A) de A est 'ensemble des A € C tels que Ker(A—\I) #
{0}

2. Le spectre continu o.(A) est l'ensemble des A € C tels que Ker(A— X)) = {0},
Im (A — M) est dense, et (A—X)™': Im (A — X) — D n’est pas borné.

3. Le spectre résiduel o,.(A) est 'ensemble des A € C tels que Ker(A— X)) = {0}
et Im (A — A\I) n’est pas dense.

On a bien sur

0(A) =0,(A)Uc.(A)Uo.(A)

Lorsque A est un opérateur fermé, on peut voir que p(A) est 'ensemble des A € C
tels que (A — AI) : D — H soit bijectif, et son inverse est borné. En effet dans ce cas,

si A € p(A), (A— N)~! s’étend automatiquement en un opérateur borné sur H.

Remarque 1.2.1. Par le théoreme de ’application ouverte, le fait que

(A—AI) : H — H soit bijectif entraine automatiquement que son inverse est borné.
Pour A € L(H), l'ensemble résolvant est donc l’ensemble des X € C tels que (A—M\I) :
H — H est bijectif.

Proposition 1.2.1. L’ensemble p(A) est un ouvert de C, et Rs est une application
holomorphe, par exemple dans le sens ou, pour tout u,v € H, A\ — < Ra(Nu,v >
est holomorphe.

Enfin pour A € p(A) on a

1

m < ||RA<>\)|| . (1‘5>

Preuve :

Soit Ag € p(A). Pour A € p(A) la premiére formule de la résolvante itérée donne

Ra(A) =) (A= AV Ra(hol ™ + (A= Ao)" "' Ra(ho)" ' Ra(N)

Jj=0
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ce qui conduit & poser Roo(A) = - (A — Xg)? Ra(Ao)’*! pour A € C tel que |\ — \|
i=0

< |R4(Mo)||". On montre alors facilement que Ro()) est Iinverse de (A — \) pour

ces A 1a, ce qui prouve la proposition.

On déduit de 'estimation ci-dessus le critére suivant :

Proposition 1.2.2. Soit A un opérateur fermé. A € C appartient au spectre de A s’il
existe une suite (), de D telle que ||,]] = 1 et [[(A — N),|| — 0. La réciproque

est vraie si A est un point du bord du spectre.

Preuve

S’il existe une telle suite, A ne peut appartenir & p(A) : sinon on aurait
L= ¢hnll = [[RAN(A = Nton|| < C[(A = A)¢bn|[ =0,

ce qui est absurde.

Réciproquement, supposons que A € do(A). Soit (\,) une suite de p(A) telle que
571 =1

1 ~
dist(An, A) = —. D’aprés l'inégalité (1.5), il existe une suite ¢, telle que ‘
n
et IROonl = .
P
| R(An) ¢ ||

(A=, = (A= X)Un+ (A — N = ¢n + (A — N,

On pose ¢,, = Alors ||¢n|| — 0 et si 1, = R(A\,)¢n on a [t =1 et

ce qui montre que |[(A — A)y,|| — 0.

1.2.2 Classification du spectre
Spectre discret- spectre essentiel

La notion de spectre essentiel et de spectre discret est d’une trés grande importance.

Nous verrons que le spectre de certains opérateurs s’interprete a l’aide des états
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stationnaires du systéme.
Afin d’éviter toute confusion entre les spectres discrets et ponctuels, rappelons que
le spectre ponctuel est par définition I’ensemble des valeurs propres de A, c¢’est-a-dire

I’ensemble des A € C tels que (A — A\) n’est pas injectif.

Définition 1.2.3. On appelle spectre discret d’un opérateur A l’ensemble des valeurs
propres de multiplicité finie qui sont isolées dans o(A) (c’est-a-dire telles qu’il existe
e >0 tel que ]\ —e; X+ ¢[Na(A) = {A}),et on le note ogisc(A).

On appelle spectre essentiel de A le complémentaire du spectre discret dans (o(A)),
et on le note par oess(A) : Oess(A) = 0(A)\Tgisc(A).

Le spectre discret est inclus dans le spectre ponctuel défini plus haut, mais 'in-
clusion inverse est fausse en général. De méme, le spectre continu est inclus dans le
spectre essentiel sans que la réciproque ne soit pas toujours vraie.

On voit que Ay € 0gisc(A) si et seulement s'il existe € > 0 tel que le projecteur
E(JAo — &, Ao + €]) est de rang fini. De méme, A\g € 0.s5(A) si et seulement si pour

tout € > 0, le projecteur E(J\g — &, A\g + €[) n’est pas de rang fini.

1.2.3 Cas des opérateurs auto-adjoints

On remarque d’abord que le spectre résiduel d’un opérateur auto-adjoint est tou-
jours vide. En effet si Ker(A—\I) = Ker(A*—\I) = {0}, alors (Im(A—\))* = {0}.

On a aussi la

Proposition 1.2.3. Soit A un opérateur fermé symétrique. A est auto-adjoint si et

seulement si o(A) C R.

Preuve :

Supposons que o(A) C R. Alors, par exemple, Im(A +1i) = H, donc A est essen-
tiellement auto-adjoint d’aprés le corollaire 1.1.1.

Réciproquement, si A est auto-adjoint, pour A € C\R, (A — \) est injectif puisque
sid=a+iy€C, ona | (A= Nu|P=[| (A—2)ul® +y* || u[]*> y* || u|]*. Puisque
Im(A+ X+ =ker(A — \), on voit que Im(A — \) est dense dans H, et on a montré
aussi que || (A —X)"1[|< ﬁ Donc C\R C p(A).
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Puisque o(A) C R, tous les points du spectre d’un opérateur auto-adjoint sont des

points de son bord. On a donc le critére suivant :

Proposition 1.2.4. Soit A un opérateur auto-adjoint. A € C appartient au spectre

de A si et seulement s’il existe une suite (1,) de D telle que

[n]l = 1 et [[(A—=A)ibull = 0.

1.3 Théoréme spectral pour les opérateurs auto-adjoints

1.3.1 Famille spectrale

Définition 1.3.1. Une famille spectrale est une famille (E,) cr de projecteurs or-
thogonauz sur H telle que

1. Pour tout w € H, Eyu — 0 quand v — —oo, et Eyu — u quand v — +00.

2. Pour tout v,u € R, E\E, = Enin(y,)-

3. Pour tout uw € H, E;u — Ey u quand v — 74 .
Voici un exemple de famille spectrale :

Exemple 1.3.1. Soit K € L(H) un opérateur compact et symétrique. On sait qu’il
existe une suite de sous-espaces Hy de dimension finie deur & deux orthogonaux, et
une suite () bornée de réels telles que H = ngN’Hk et pour u € Hy, Ku = ypu. On
note I, le projecteur orthogonal sur Hy, et E., le projecteur orthogonal sur G = le;?—lk.
La famille E., est une famille spectrale : la propriété 1 decoule du fait que la suite ()
est bornée, et les propriétés 2 et 3 découlent de la définition de G. On note que

lim Eyu = E, u — Hju.
=75

En particulier, au sens des distributions on a

Oy (Eyu) = 6y, Iyu,
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et donc
u= ZHkU = /d(Ewu)7 Ku= kaﬂku = /vd(Ewu).

Le résultat qui suit porte le nom de Théoréme Spectral.

Théoréme 1.3.1. Soit A un opérateur auto-adjoint. Il existe une famille spectrale

(Ey)qer telle que D ={u € H, [+*d < Eyu,v > < +o00}, et pour tout u,v € D,
< Au,v >= /'yd< Eu,v>.
Ot d < E,u,v > est la mésure de Stieltjes associée a la fonction v —< E u,v >.

Le spectre de A peut étre caractérisé a partir sa famille spectrale. En utilisant la

Proposition 1.2.4, on peut montrer la

propriété 1.3.1. Soit A un opérateur auto-adjoint, et (E.) sa famille spectrale.
Y0 € R appartient a o(A) si et seulement si, pour tout € > 0, E(]yo —&,7v + ¢[) # 0.
On a noté E(]a,b) = fab dE, = E, — E,.

Voici un corollaire trés simple mais trés utile du théoréme spectral :

Proposition 1.3.1. Soit A un opérateur auto-adjoint. Pour w € D et A € R, on a

dist (%, o(A)) lull < II(A - Ayu . (1.6)
Preuve :
On a [[(A—Nul® = [(y—\)?d < Bxu,u >.
1
Pour A € p(A) et u = Ra(A)v avec ||v|| = 1, on obtient ||R4(A)|| < TSt o (A)" et
compte tenu de la Proposition 1.2.1,
1
| Ba(A) || (1.7)

~ dist(\, o(A))
On retrouve en particulier le fait que, pour un opérateur auto-adjoint,

1
VA e C\R, || Ra(N) ||= 5%
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1.3.2 Décomposition spéctrale d’un opérateur auto-adjoint

Théoréme 1.3.2. Supposons que A : H — H est un opérateur non borné auto-adjoint

a un inverse compact. Alors

1. o(A) peut étre rangé sous forme d’une suite croissante qui tend vers 400,
2. D(A) ={veH/> ;| N Pl< v,y > < oo},
5. Av=73" A <v,y; >y;, veEDA.

1.4 Perturbation d’opérateurs auto-adjoints

D’un point de vue trés général, on dit que 'opérateur A+ B est une perturbation de
lopérateur A lorsque A+ B a les mémes propriétés que A. On donne ici deux critéres
concernant les perturbations d’un opérateur auto-adjoint A : le premier permet de
dire que A + B est encore auto-adjoint, et le second que le spectre essentiel de A+ B
est le méme que celui de A. Il faut remarquer que le spectre discret ne peut pas rester

stable par perturbation, aussi petite soit-elle.

1.4.1 Théoréme de Kato-Rellich

Définition 1.4.1. Soit A et B deuz opérateurs, avec D(A) C D(B). On dit que B
est A-borné lorsque pour un a > 0, il existe b > 0 tel que, pour tout v € D(A),
|Bull < a |l Au] + b Jul.

La borne inférieure de l’ensemble des a > 0 pour lesquels cette propriété est vraie est

appelée borne relative de B pour A.

Lorsque A est auto-adjoint, en appliquant le théoréme du graphe fermé, on peut
voir que tout opérateur fermé B tel que D(A) C D(B) est A-borné. Ce qui suit repose

sur le

Lemme 1.4.1. Soit A un opérateur auto-adjoint, et B un opérateur tel que D(A) C
D(B). B est A-borné si et seulement si il existe X € p(A) tel que BRA(N) est un

opérateur borné (c’est alors le cas pour tout X € p(A) grice a la premiére formule de
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la résolvante). La borne relative a de B pour A est donnée par

a= lim ||BRa(%iv)|.

y—+00

Preuve :

Supposons que BR4(%i7) soit borné pour u, > 0. Par la premiére formule de la
résolvante c’est vrai pour tout v > 0, et on note || BRa(%iv)|| = a, . On a immédia-
tement

[Bull < ay [[Aul| + yay [|ull,

ce qui montre que B est A-borné et que sa borne relative a vérifie pour tout v > 0
I'inégalité a < ||BR4(£iv)||, donc a = lim,,  inf || BRa(Eiv)].

Réciproquement, supposons que B soit A-borné, de borne relative a. Pour ¢ > 0,
il existeb > 0 tel que || BRa(xiy)ul| < (a+ ¢) [|[ARA(Liy)ul| + b ||Ra(Livy)ul|.
Or par le théoréme spectral, on a ||R4(£ivy)u| < S l|u|| et

2

AR (iy)u? = / “2‘1 ~d < By > [ul

Donc || BR4(+£i7y)u|| est un opérateur borné de norme inférieure a (a+¢) +b/v. Ceci

étant vrai pour tout € > 0, on voit que lim,_, o sup [|Ra(£iy)ul| < a.

Voila enfin le Théoréme de Kato-Rellich.

Théoréme 1.4.1. Soit A un opérateur auto-adjoint (resp. essentiellement auto-adjoint),
et B un opérateur symétrique A-borné de borne relative inférieure a 1. Alors (D(A), A+

B) est auto-adjoint (resp. essentiellement auto-adjoint).

Preuve :

Supposons A auto-adjoint. D’aprés le lemme précédent, il existe v > 0 tel que
|IBRA(£iv)|| < 1, et donc I + BRa(%i7) est inversible.
Or (A+ B+ iy) = (I + BRa(%iv))(A =L iv), donc (A+ B+ i) est d'image dense.
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1.4.2 Théoréme de Weyl

Définition 1.4.2. Soit A un opérateur fermé et B un opérateur tel que D(A) C D(B).
On dit que B est A-compact lorsqu’ il existe X € p(A) tel que BRa(\) est compact

(c’est alors le cas pour tout X € p(A) grice a la premiére formule de la résolvante).

Si B est A-compact, B est A-borné de borne relative 0. Cela découle du Lemme
1.4.1 et de l'identité BR4(iy) = (BRA(2))((A +i)RA(i)) : le premier opérateur est
compact, et le second tend vers 0 fortement quand v — 400 (par exemple avec le

théoréme spectral). Le théoréme de Kato-Rellich peut donc s’appliquer dans ce cas.

Théoréme 1.4.2. Théoreme de Weyl.
Si A est un opérateur auto-adjoint, et B un opérateur symétrique A-compact, alors

(D(A), A+ B) est auto-adjoint et
Uess(A + B) = Uess(A)-

Remarque 1.4.1. Le théoreme de Weyl sert aussi sous la forme suivante : s’il existe
A€ p(A+ B)Np(A) tel que Rarp(X) — Ra(N) est compact, alors

Uess(A + B) = Uess(A)-

Cet énoncé entraine le précédent compte tenu de la seconde identité de la résol-

vante :

Rasp(A) = =Ra(N)BRars(A) = —Rayp(A)BRa(N).

Preuve :

On prouve le théoréme sous la forme énoncée dans la remarque. Soit v € gg5(A +
B), v # A, et (u,) une suite de Weyl pour A + B et 4. On va montrer que (v, =
Ra(MN)u,,) (aprés normalisation) est une suite de Weyl pour A et A. D’abord (v,,) tend

faiblement vers 0, mais pas fortement (donc est normalisable) puisque :

Ly oo [|[Vn]] = 1Moo | Rass(Nua| = [y = A 7H #0.
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De plus on a

(A=7vn = (A=) Ra(A)un
= Up+ (A= 7)Ra(Nun
= U, + A= NRarg(Nu, — Ku,
= Rars(N)(A+ B —7y)u, — Ku,

ou K = Rayp(A)—Ra()) est compact par hypothése, ce qui montre que ||[(A — v)v,|| —
0.

La réciproque s’obtient en échangeant les roles de A + B et A.
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Chapitre 2

Opérateur de Schrodinger

unidimentionnel

2.1 Introduction

Dans ces deux derniers chapitres, on étudie des opérateurs de Schrédinger de la

forme :

Hy=—y +V(z)y

ou V est une fonction a valeurs réelles, appelée potentiel. Pour des raisons histo-
riques, H est appelé hamiltonien.

Une grande partie des motivations de 1’étude des opérateurs de Schrodinger pro-
vient de la théorie quantique. Nous tenterons d’en donner quelques bases en premiére
partie. Mais il faut noter que notre approche sera volontairement simple d’un point
de vue physique. Cependant, et c’est bien la notre but, cela permettra d’esquisser les
liens entre la mécanique quantique et la théorie spectrale des opérateurs non bornés.
Nous essaierons de montrer comment les divers outils introduits jusqu’ici peuvent étre
d’une trés grande utilité lorsqu’il s’agit d’étudier des opérateurs qui ont une réalité
physique.

En particulier, nous verrons qu’il est absolument nécessaire que ’hamiltonien soit
auto-adjoint. Cet impératif physique est vraiment difficile a justifier mathématique-

ment et entre dans le cadre d’une théorie que nous ne pourrons pas développer ici.
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Ce qui est certain, ¢’est qu'une partie importante de I’étude des opérateurs de Schro-
dinger est la recherche de conditions sous lesquelles 'opérateur défini posséde une
extension auto-adjointe.

Enfin, I'étude du spectre de ces opérateurs est aussi d’'une importance primordiale

et nous verrons comment on peut utiliser les théoréemes exposés jusqu’ici pour en
déduire des propriétés importantes. Evidemment, le lecteur devra se souvenir qu’il ne
s’agit ici que d’une introduction et pourra se référer a divers ouvrages mathématiques
ou physiques pour un exposé plus complet.
On propose avant d’entamer ces aidées de passer en revue quelques uns des résultats
les plus frappants dans ce domaine, ot la mécanique quantique s’interpréte souvent
en termes de quantités classiques. On s’appuiera sur 'approche due a A. Marti-
nez de I'arsenal technique semiclassique développée principalement par B. Helffer et
J.Sjostrand. Enfin, suivant des travaux de N. Burg, Ces notes ne contiennent pas de
matériel original. Pour l'essentiel, elles reposent sur le livre d’André Martinez [1], sur
celui de Mouez Dimassi et Johannes Sjostrand [14], et sur des articles de W. Hunziker
[24], et Nicolas Burq et Maciej Zworski [17].

2.2 Eléments de la mécanique quantique

2.2.1 Meécanique classique

La trajectoire R > ¢t + x(t) € R? dans l'espace a d dimensions, d’'une particule
ponctuelle de masse m soumise & un champ de force F'(z) qu’on suppose indépendant
du temps pour simplifier, est décrite par la loi de Newton (ou Principe Fondamental

de la Dynamique)
maz"(t) = F(x(t)). (2.1)

La dérivée 2/(t) est la vitesse de la particule a l'instant ¢, et 2”(¢) son accélération.

De maniére équivalente, ’équation (2.1) peut s’écrire

%gl(tL

{ () (2.2)
(1) = —F(x(t)),
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ou £(t) := ma/(t) est le moment de la particule. La courbe (x(t),{(t)) apparait alors

comme courbe intégrale du champ de vecteur hamiltonien H : RY x RY — RY x R?

H(z, €) = ( i?/(:) ) . (2.3)

défini par

En raison des lois de transformation sous changement de coordonnées par exemple,
il est important de distinguer les variables = et £. On choisit de considérer H comme
une fonction sur T*R? plutot que sur R? x R?, a valeurs dans I’espace des vecteurs
tangents T(T*R?) a T*R?. Disons que cette distinction ne prend vraiment son sens
que dans le cas ot 'espace dans lequel se déplace la particule est une variété M plutot
que R%.

Lorsque le champ de force dérive d’un potentiel, i.e. F'(z) = —VV(x) pour une
certaine fonction V : R?Y — R assez réguliére, I’énergie de la particule, définie comme

somme de son énergie cinétique et de son énergie potentielle

1

p(t) = %é(t)z +V(x(t)), (2.4)

est constante le long de la trajectoire ¢t — exp(tH)(z, &) :
1
op(t) = Eé(t) < 0(t) + VV(x(t)) - Ox(t) =0, (2.5)

en utilisant (2.2).
On note aussi que le champ hamiltonien H s’obtient a partir de la fonction
p:(z, &) — 5=+ V(x), et I'on écrit H = H), :

H(QZ’, 5) = Hp('r? 6) = ng(a:, 5)890 - axp(x7 é)aﬁ (26)

2.2.2 Meécanique quantique

Plusieurs expériences physiques ont conduit & des résultats que la mécanique clas-
sique ne pouvait pas expliquer, et qui semblaient méme contradictoires entre eux. En
particulier, I’étude du rayonnement du corps noir, puis la mise en évidence de l'effet
photoélectrique, semblaient suggérer que la lumiére était constituée de particules in-

dividualisées, d’énergie bien déterminée auxquelles on donna le nom de quanta. Dun
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autre coté 'expérience des fentes de Young, montrait que la lumiére avait un com-
portement d’onde, susceptible d’engendrer des figures de type franges d’interférences.

E. Schrédinger, en raisonnant par analogie avec l'optique, proposa un modéle qui
permet de prévoir avec une précision extraordinaire les résultats des expériences pré-

cédentes, et qui, de ce fait, s’est imposé dans le monde de la physique des particules.

2.2.3 Onde plane et équation de Schrodinger

On appelle onde plane de vecteur d’onde k et de pulsation w la fonction
o(t, x) = ek, (2.7)

On note que, a t fixé, ¢(t, x) est constante sur tout (hyper-) plan perpendiculaire a
k, et I'on dit que 'onde plane se propage dans la direction de k.

Supposons que cette onde plane décrit une particule quantique d’impulsion &, le
seul choix raisonnable est de poser £ = ak pour une certaine constante réelle .. Niels

Bohr proposa
§=hw = hy, (2.8)

ol v = 27w est la fréquence de l'onde plane, et A = h/27m, et ce choix s’est réveélé
judicieux. On note aussi £ = hv = hw I'énergie de la particule, et avec ces notations,
I'onde plane (2.7) s’écrit

o(t, ) = & B/ (2.9)

2
Mais I’énergie cinétique E,. de la particule doit étre E. = o et I'on voit que
m

2 d

E.b(t, x) = —;—mﬁq&(t,x), A=>"03 (2.10)

Si la particule est placée dans un potentiel V' (z), son énergie totale E est la somme
h

de V et de son énergie cinétique. Notant que, par (2.9), E¢(t,z) = —0,¢(t, x), on
i

obtient 1’équation de Schrodinger :

Bouo(t.2) = — 1o Moft.2) + V@)o.x). 211)
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On voit apparaitre dans cette équation 'opérateur de Schrodinger :
B2
P(z,hD,) = —%A + V(x). (2.12)
Il s’agit d’un opérateur différentiel que I’on peut obtenir en remplagant formellement
¢ par hD, = —0, dans I'énergie classique p(zx, &).
Schrodinger pzostule alors que les particules quantiques sont associées aux solutions
¢(t, ) de 'équation de Schrodinger, qui vérifient la condition de normalisation, pour

chaque t fixé,
16t e = / (¢, 2) [P = 1. (2.13)

La fonction ¢(t, x) est appelée fonction d’onde de la particule, et la quantité |¢(¢, z)|?
peut alors étre interprétée comme la densité de probabilité de présence de la particule.

En d’autres termes,

Ia(@)ot, Mz = ( / o(2)]o(t, ) Pdx) 12 (2.14)

est la probabilité de présence de la particule dans la région Q C R? & l'instant ¢. Il
faut noter que 'onde plane (2.9) n’est pas dans L*(R?Y), mais que toute fonction de

L?*(RY) s’écrit comme superposition d’ondes planes (on parle de paquet d’ondes)

1 . i
ot 2) = Gy / (el g

(o t est fixé) : c’est le théoréme de Fourier-Plancherel. En particulier on peut consi-

dérer I'onde plane comme “ limite” d'un paquet d’onde gaussien :
g(t,x) = /eim'f/he_“E/ﬁe_(5_”)2/2ﬁd§. (2.15)

On est tout de suite confronté au probléme suivant : I'équation de Schrodinger (2.11)
n’a pas de sens immédiat pour une fonction ¢(t,.) de L*(R%). On peut toujours consi-
dérer que P(z,hD,)¢(t,.) est une distribution, mais I’égalité (2.11) pose la question
de savoir si P(z, hD,)¢(t, .) est une fonction de L?(R?). C’est Von Neumann qui
a mis au point au début des années 1930 les notions mathématiques permettant de
répondre correctement a ces questions : la théorie spectrale des opérateurs non-bornés

(d’ailleurs la théorie des distributions de Laurent Schwartz est postérieure).
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Puisque le potentiel V' est indépendant de ¢, il est raisonnable de chercher des solu-
tions de (2.11) & variables séparées t et x, c’est-a-dire sous la forme ¢(t, x) = a(t)u(x).

On obtient pour une certaine constante £ € C,
a(t) = e et P(x,hD,)u(x) = Eu(x), (2.16)

I’équation pour u apparait comme une équation aux valeurs propres pour 'opérateur
P. Cette équation est appelée équation de Schrédinger stationnaire, et c’est notre
principal sujet d’étude dans ce mémoire. Notons enfin que les énergies possibles d'une
particule quantique en régime stationnaire sont les valeurs propres de I'opérateur non
borné P sur L*(R?). Lorsque I'ensemble des valeurs propres est un ensemble discret,
on obtient un quantification des niveaux d’énergie compatibles avec les expériences
mettant en évidence 'aspect corpusculaire des particules quantiques.
Références pour cette section : [1], [2], [5], [6], [13].

2.3 Autour du Laplacien

2.3.1 Laplacien Libre

Le Laplacien —A n’a aucune fonction propre dans L?, mais il est, pour toute
A € RT une fonction propre de H'(R™) (en fait dans L*°) et pour tout A € C une
fonction propre dans D'(R™). Alors, quelle est la bonne fagon d’étendre la théorie des
matrices hermitiennes sur C* ?
D’autre part, il est facile de construire des fonctions propres approchées sous la forme
un(z) = \/Lﬁ expizré X(”C’n”2 ), ol x est une fonction & support compact de norme L2-égal

al.

2.3.2 Problemes aux bords

d2
dx?

poser naivement sur 'existence de fonctions propres du probléme a L?(]0, 1[).

Considérons l'opérateur — et voyons les différents problémes qui peuvent se
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Position du probléme
Examinons d’abord le couple (u, ) € H'(]0,1[) x C, (u # 0) tel que

—d*u/dz* = \u,
u(0) = 0.

Il est immédiat de constater qu’aucun de ces paires existe. Examinons maintenant la

paire (u, \) € H*(]0,1]) x C, (u # 0) tel que

d2

nous pouvons trouver pour tout A deux solutions linéairements indépendantes.
Dans les lignes qui suivent, on se contente de donner quelques idées générales sans

se baser sur les détails techniques!

Probléme de Dirichlet

On souhaite résoudre le probléme suivant : trouver (u, \) € H?(]0,1[) x C, (u # 0)
tel que
d2
tel que

#>P(10, 1)) = {u € H*(]0,1[), u(0) = u(1) = 0}

admet une solution non nulle.
Trois cas se présente :

e Cas A <0: On pose: A = —w?. Les solutions sont de la forme :
u(z) = Acosh(wz) + Bsinh(wz).

On remarque que u(0) = 0 entraine A = 0 et que u(1) = 0 implique B sinh(w) = 0.
La seule possibilité est u = 0.
e Cas A =0 : u est alors affine et donc u = 0.

e Cas A > 0 : On pose A = w?. Les solutions sont de la forme :

u(z) = Acos(wx) + Bsin(wx),



CHAPITRE 2. OPERATEUR DE SCHRODINGER
32 UNIDIMENTIONNEL

on trouve encore A = 0 et Bsin(wz) = 0. Comme on ne veut pas B = 0, cela fixe
w=nmavecn € Z, n # 0. On a donc trouvé une famille de \ qui convient : \,, = n?x2.
On peut clairement se restreindre & n > 1. Pour chaque A, I’ensemble des solutions
est de dimension 1 et est associé a la fonction u,(z) = sin(n7z). On note que u; > 0

sur (0,1).

Remarque 2.3.1. Observons que A = w2 est la plus petite valeur propre, de multi-
plicité un (simple) (Donc tous les espaces propres sont de dimension 1 ) et aucune

fonction propre de ce sous-espace propre s’annulle sur]0,1]

Probléme de Neumann

On souhaite résoudre le probléme suivant :
trouver (u, \) € H?M(]0,1[) x C, (u # 0) tel que
ol

#>M(0,1]) = {u € H*(]0,1]),u'(0) = u'(1) = 0}

admet une solution non nulle. De la méme maniére on peut montrer qu’on a

A, = mn? et est associé a la fonction wu, = Acosmnz, pour n € N, A € R\{0}. On
constate que A = 0 est la plus petite valeur propre de multiplicité un et que 1’espace
propre correspondant est de dimension un et aucune fonction propre de ce sous-espace

et nulle sur ]0, 1] et aucune fonction propre associée ne s’annulle sur |0, 1[.

Probléme périodique

On souhaite résoudre le probléme suivant : trouver (u, \) € H*P"(]0,1[) x C, (u #
0) tel que
d2

i

HZP (10, 1]) = {u € H*(]0,1[), w(0) = u(1) et v/'(0) = /(1) = 0}

admet une solution non nulle.

Nous rappelons ici que H2(]0, 1[) est inclu dans C*([0, 1]) par le théoréme d’injection
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de Sobolev. C’est facile de montrer que les paires sont décrits par deux familles :
o \ = 47?n?, associé a la fonction propre u,, = A cos2mnx, pourn € N, A € R\{0},
e \ = 47?n? associé a la fonction propre u, = Asin2wnz, pour n € N*, A €
R\ {0}.
On constate que A = 0 est la plus petite valeur propre d’orde de multiplicité un.
Cela signifie que 1'espace propre correspondant est de dimension un (d’autres sous-
espaces propres sont de dimension 2). De plus aucune fonction propre de ce sous-
espace s’annule sur |0, 1[. Ceci est évident puisque ug = A # 0. On observe également
qu’on peut trouver une base orthonormale dans L?(]0,1[) des fonctions propres en
normalisant la famille (cos2mnz, (n € N), sin2mnz (n € N*)) ou de la famille

exp2minz (n € Z).

Conclusion

Tous ces exemples entre dans le cadre de la théorie de Sturm-Liouville. Nous avons
mis 'accent sur une propriété qui a toujours été vérifiee dans chaque cas : 'espace
propre correspondant a la plus petite valeur propre est unidimensionnelle et on peut
trouver un usage strictement positif (dans ]0, 1] ou dans | — 0o, +00[ dans le cas de
loscillateur harmonique) correspondant aux fonctions propres. Nous suggérons au
lecteur de revenir a cette introduction, aprés avoir lu le mémoire. Il va stirement se
rendre compte que la théorie a permis de clarifier de nombreux problémes parfois mal

posés.

2.4 Opérateur de Schrodinger

On appelle opérateur de Schrodinger unidimentionnel un opérateur H, agissant
sur L?(R) de la forme :
Hoy = —y" + V(2)y, (2.17)

ouy € L*(R) et V € L. (R) est une fonction réelle définie comme un opérateur

linéaire non borné appelé potentiel.

Remarque 2.4.1. H, est vu comme une perturbation du Laplacien par un opérateur

de multiplication non borné V.
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2.4.1 Caractére auto-adjoint de 'opérateur de Schrodinger

Une des premiéres questions a traiter lors de 1’étude spectrale d’un opérateur li-
néaire est celle du caractére auto-adjoint, ou a défaut du caractére essentiellement
auto-adjoint. Rappelons qu’un opérateur linéaire est essentiellement auto-adjoint si
son unique extension est auto-adjointe.

La question qui sera posée, quel est l'intéret du caractére auto-adjoint? Il y a au

moins deux bonnes raisons d’en parler :

1. Si lopérateur est auto-adjoint, on a déja une premiére information spectrale

importante le spectre de I'opérateur est une partie de R.

2. Le caractéere auto-adjoint assure en mécanique quantique 1'unicité de la solution

de I'équation de Schrodinger.

)
loc

Puisque V n’a pas de propriété trop précise (par exemple V' € L°), on ne peut pas
donner un sens & H, que sur C§°. Par une intégration par partie et comme ces espaces
sont denses dans L?*(R") , Hy est évidemment symétrique. En revanche, on ne sait
pas s’il est essentiellement auto-adjoint. Voici quelques uns des cadres classiques ot

c’est le cas.

Remarque 2.4.2. e L’opérateur de Schrodinger consiste a prendre deux dérivées, il
n’est donc clairement pas défini sur 'ensemble L*(R). En outre, dans le sous-espace
sur lequel l'opérateur de Schrodinger est défini, il est un opérateur linéaire non borné
sur L*(R).

e Hy lopérateur de Schodinger défini sur D(Hy) = Cg°(R) , ( D(Hy) est constitué
des fonctions y ayant un support compact, absolument continue dérivable, et de telle
sorte que Hyy € L*(R). Notons que D(Hy) contient C3°(R). Comme C°(R) est dense
dans L*(R), D(H,) est également dense dans L*(R)).

Lemme 2.4.1. Hy est un opérateur symétrique sur L*(R).
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Preuve :
solent z, y € D(Hy) = C§°(R).

<z Hy> = /Rz(x)(—y”(x) + V(z)y(x))dz

- /R Z(z)y" (z)dx + / Z(x)V (x)y(x)dx

R

N / )y (@) + / Z(2)V (a)y()dz

[e.o]

= 2y (@)

= Za)|”_ - [+ [ Vi

R

_ /R 2 (a)y(a)da + /R 2(2)V (2)y(a)dz
= [ 2@+ Vi)
— < Hyzy>.
Théoréme 2.4.1. Supposons que
V(z) > —Q(z), (2.18)

ou @) est une fonction positive continue, et décroissante sur le demi plan x > 0 est

satisfaite
T dr

~ Varn

Alors Hy est essentiellement auto-adjoint.

(2.19)

Preuve :

Pour montrer que Hj est un opérateur symétrique, il est necessaire d’examiner
tout d’abord le domaine D(H() de Hj.

Premiérement, pour tout f € D(H{) alors f’ est absolument continue et f” €

L2

loc

(R). En effet, soit g = H{ f, pour chaque ¢ € C{°(R), nous avons 'égalité :

+oo +o0 - -
/_ f(w)gp//(fl?)dfﬂ = /_ (V(m)f(x) — 9($))90(£L')d:13.

o0 [e.e]
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Soit F' = (V.f — g)”, alors en intégrant par partie on obtient;

+oo +oo
fo'dx = / F.¢"dx.

— 00 o0

Par conséquent, (F' — f)” = 0 au sens des distributions, i.e. F' — f est une fonction
affine. Ce qui prouve ’assertion précédente sur la difféntiabilité de f. Le point impor-
tant dans la preuve du théoréme 2.4.1 est d’examiner le comportement de f € D(H{)

quand r — oo.
Proposition 2.4.1. Supposons que V' satisfait (2.18). Alors f € D(H{) implique

400 ‘f"2
w Q(22)

dr < oco. (2.20)

Preuve de la proposition :

Considérons 'intégrale

I = [ﬂ(-ig)gwm7a+fwﬁﬁaym

w

- [T eFespra - [Ta- B ppa

ol w > 0. En intégrant par partie, on obtient

+w +w T +w . o
—2/_ (1 | ‘)\f| dx —i—l/_ (f'.f+f.f’) sgn(zx) dz

w

1= (r7+57) (1- 1)

ou

1 stz >0
sgn(e) = -1 s xz<0

En intégrant par partie encore une fois nous obtenons, puisque le premier terme

s’annule,

P eyt ae -2 [ (-1 e

_ i |z 1 w2 —w)? — 2
_ 2[ (1 )U|d4— (7 @) + [f (—w)? — 2| (0)P)

w
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donc

[0 tar = Lz (i)
o AF@)P 4 F (=)~ 20£(0))

Multiplions cette identité par w, intégrant par rapport a w sur [0, T, et utilisant

I'identité . » L
/0 (/_w (w — |$|)c(:z)da:) dw = 5/_T(T — ) e(x)de,

obtenue par différentiation pa rapport a 7" et en changeant 'ordre d’integration, on

obtient :

’ 2| 2 e - L
[ @l it = <5 [ @ T 4 s

+ [P + 1) By =2 FOPT

En divisant les deux membres par 72,

/_TT( I = —%/_Z( EN T+ £+

v ([ s+ r-wPan 21507 )

et en posant g=—f"+V fona:

/j(l_m) f)Pde = %/2(1—|T_|) (oF +5f) de —
_/; (1_ E{I) V()| f(x)] d:c+7}2 (/TTyf(x)de—zu(o)\?T),

||

En tenant compte du fait que f, g € Ly(R) et que 0 < 1 — T <1, Vz e [-T, T,
et puisque —V'(z) < Q(x), nous obtenons l'inégalité :

[i(*-”? 1 da </i(r—§g Q) |f[ de +c.

ou ¢ ne dépend pas de T'. Donc

LI T )
1 /_T/2]f(:1:)\ dxg/_T Q. |fl°dx + c. (2.21)
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Notons par :

1T
o) = [P
4 J 12

T
X(T) = / Q. |fI?dx + c.
-T
Maintenant considérons l'intégrale

"W)X
/o Q@

et en appliquant la deuxiéme formule de la moyenne (i.e si f est une fonction inté-
grable et K (z) > 0 une fonction décroissante continue, alors il existe & € [a, b] tel que

fabf(x)K(x)dx = K(a) ff f(x)). Alors, de l'égalité (2.21), on obtint :

Tw/_X/ 1 3
d = — "—\d
/o o Q<0>/o(°“’ x)da
1

Q(0)
X(()) — O> = cons
= oo o
Puisque, .
@) =35 IF QR+ =]

X' (2) = Q)| f () + | (=),
alors on obtient immeédiatement 1’estimation

Gl

1§/0T Q(xj)u ) = /OT<|f(iL’>!2 +|f(=x)P)dz +c.

En remplacant g par x et comme f € L*(R), on obtient la Proposition 2.4.1.

Preuve du théoréme 2.4.1 :
Soient f1, fo € D(H§) et g = —f +V(x)f;, i =1,2. Nous devons montrer que
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ffooo figedr = ffooo g1 f2dz. D’abord notons que

/_t<f1§—glﬁ)dl' = /_tt(fl?— 1 fo)da

t

td — —
~ [ SR AR

—t

= (hfs - i), (2.22)

Posons
o(t) = Ql(%), P(z) = / p(t)dt.

En multipliant (2.22) par p(t) et en intégrant sur [0,7], on obtient, pour le membre

gauche (en changeant 'ordre de I'intégration)

[ oo ([ vm-ama)a = [ [sm-am [ Tp@)dt] s

- / (/7 — 9.T5) (P(T) — P(|a]))dz.

=T

Maintenant nous estimons le membre de droite de (2.22), par I'inégalité de Cauchy-

Schwarz, on obtient :

/O ' fl(t)fé(t)P(t)dt‘ < ( /0 ) |f1(t)]2dt) " ( /0 ' FAGlk pQ(t>dt> 1/2, (2.23)

Par la proposition 2.4.1, les intégrales sur le coté droit de (2.23) sont uniformément

bornés en T', et de (2.22) nous obtenons

<e,

[ ) - P [ - 0T s

divisons les deux parties par P(7") et faisant tendre 1" vers +oo (donc P(7T') — 400).
On obtient :

) T P(|z —
jim | [ 0= D - e =0 (2.21)
Maintenant, on doit montrer que
T —
T—oo | J_T
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Pour finir cela on fixe ¢ > 0. Puisque f;, ¢; € L*(R),

/|> (If1]-lg2] + |g1l-| f2]) dx < €

pour tout w assez grand. Alors, pour tout 7" > w, nous avons :

Ik

Faisant tendre T' vers +oo et en utilisant (2.24), on obtient

(f192 g1 fo)dx

<|[ 0= 2D i g Fyae] 4«

’ (/172 — g1 fo)dz| < €

‘ —w

ce qui implique (2.25) par suit le théoréme 2.4.1 est prouvé.
n

Exemple 2.4.1. Soit V() = a(1+|z|)*. Alors la condition du théoréme est satisfaite
quand a > 0 et o est un nombre réel arbitraire, aussi bien que quand a < 0 et a > 2.

Cependant, St a < 0 et a > 2, alors Hy n’est pas essentiellement auto-adjoint.

Remarque 2.4.3. Dans le cas ot la variété M = R™ avec sa métrique standard :

T. Carleman [19] en 1934 a montré que si la fonction V' est localement bornée
et globalement minorée, alors ['opérateur de Schridinger est essentiellement auto-
adjoint.

En 1972, T. Kato [20] a montré que l’on pouvait remplacer dans l’énoncé de Car-
leman Uhypothese V € LS (M) par V € L} (M).

En 1994, I. Olenik [10] [11] [12] donne un énoncé trés générale concernant des
variétés riemanniennes complétes connexes quelconques avec des hypothéses plus com-

plexes sur la fonction V.

2.4.2 Discretion du Spectre de 'opérateur de Schrodinger

Supposons V(x) € L (R) vérifie les conditions du théoréme 2.4.1; et soit H
I'extension adjointe de Hj, la question de la discretion du spectre de H se pose

naturellement & ce niveau et on a le théoréme suivant :
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Théoréme 2.4.2. V une fonction de Ly5.(R) telle que limpyo V(2) = +00. Alors
le spectre o(H) de lopérateur H est discret, i.e. il existe un systéme orthonormé yx,
k =0,1,2,..., des fonctions propres dans L*(R), a valeurs propres de multiplicités
finies s’accumulant en +o00 i.e. \p = oo quand k — 0o :

inf V(n) <A <A< <A<

xe
Preuve :

Soit V(x) € L2.(R) de plus on suppose (sans perte de généralité) que V(z) > 1.

Alors, on a :

<Hy, y>><y,y> VyecD(H) (2.26)

ce qui implique que H est inversible d’inverse borné H~!. Le résultat du théoréme
précédent est équivalent a la compacité de H~!. Il convient beaucoup plus de considé-
rer ici 'opérateur H =3 notons qu’il est compact si et seulement si H~! est compact,

ou de fagon équivalente
M={y:y€D(H), <Hy, y><1}

est relativement compact dans L*(R) (c’est-a-dire sa fermeture est compacte).

Introduisant un autre ensemble
My ={y:y € M; y(z) =0si[z[ = N},
notons que si y € My, alors I'intégration par partie donne :

< Hy, y>= / (I (@)]” + V (@)|y(z)*)da. (2.27)
Puisque H est la fermeture de Hy qui est défini sur ’ensemble des fonctions de classe
C'* a support compact, la relation (2.27) peut étre tenue pour tout y € D(H).

Soit ¢ € C§°(R) tel que 0 < ¢(z) < 1,

{ 1 silz| <1/2

d(x) = t |¢'(x)| < B.

0 si|z] >1

Siy e M et N>2B,alors ¢(5)y(x) € 2My ot

2My ={y :y(x) =2z(z), z € My}



CHAPITRE 2. OPERATEUR DE SCHRODINGER
42 UNIDIMENTIONNEL

en effet, on pose

et en utilisant (2.27), on obtient :

PV @) |o( 5 () ] e

< Hz,, z, >= /_OO ”%(ﬂ(%)y(ﬂv) +¢(%)y/($)

= [ R el + FE WP + 3o e (M )] do

[e.o]

+ [Vl P

[e.9]

estimons séparement les termes sous 'intégrale comme suit :

1 B? 1
PSP < @) <

IN

SV@@P + 1 @)

V()8 (Dly(@)]* < Vly(o)l

En intégrant ces estimations, on obtient
< Hz,, z, >< 2.

Nous notons en outre que si y € M alors,

<Hezo= [ Ju@) - ol de< [yt < (i V)

00 N lz|<N/2 lz|>N/2

puisque

—+o0
/ V() |y(z)[2de << Hy,y ><1, Vye M

L’hypothése limjg|—, V() = 400 implique que, ¥V € > 0, il existe N > 0 tel que M

est contenu dans e—voisinage de 2M . il suffit de vérifier la compacité de My.
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En effet, nous devons montrer qu’on a toujours My précompact dans ’espace
des fonctions continues C[—N, N] (il est compacte au sens de la convergence uni-
forme). Pour faire ¢a, utilisant le théoréme d’Ascoli-Arzela. Vérifions tout d’abord
I’équicontinuité de My. Cela découle du fait que y € M,, (en utilisant I'inégalité de

Cauchy-Bunyakovskii-Schwarz) ;

/ Z/(t)dt' <Vl = </ |y’(:c)\2dt) RPN e

(2.28)

ly(z2) — y(21)| =

Maintenant la relation (2.28) implique que :
ly()] < |y()] + (2N)'/?, Va,t € [-N, N],

on intégre la derniére inégalité par rapport a ¢, vVt € [-N, N| et en utilisant l'inégalité
de Cauchy-Schwarz, on obtient la bornitude de My dans C([—N, NJ]). D’ou la preuve

du théoréme.
[ |

Corollaire 2.4.1. o(H) est discret si et seulement si on a la condition suivante :

r+1
/ V(z)dx — +o00 quand r — 400 (2.29)

Preuve :

Si lim, 4 o0 f:ﬂ V(z)dx = 400, alors :

‘/TTHV(I)dx‘ < /TT+1|V(x)|dx

r+1
< swp rv<x>|/ dx
)|

r<z<r+1

< sup |[V(z
[ryr+1]

donc lim|; 00 V(2) = 400, d’ott 0(H) est discret d’aprés le théoreme 2.4.2.
Inversement : Si limjg|o V(2) = +00 alors nécessairement que f;roo V(z)dz est

divergente et donc f:“ V(x)dz tend vers +oo quand r — +o00.
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Remarque 2.4.4. Hormis le fait que le spectre est réel, que savons nous de plus ?
En 1934 K. Friedrichs a montré que dans le cas ou la variété M = R"™ avec sa
métrique standard, si la fonction V' est confinante, i.e. limjy o V(2) = 400, alors
le spectre de l'opérateur de Schrodinger H est constitué d’une suite de valeurs propres

de multiplicités finies s’accumulant en 400 :

M <A< e <N < e

Dans le contexte d’une variété riemannienne compacte avec un laplacien libre (V =
0), nous savons aussi [14] que le spectre de lopérateur —A, est constitué d’une suite

de valeurs propres positives, de multiplicités finies, et s’accumulant en +oo
0SSl

Un des théorémes concernant le spectre de ['opérateur de Schridinger est celui de
Kondratiev et Shubin [22], [23] qui donnent un énoncé assez technique sur les variétés

a géométrie bornée.

2.5 Valeurs propres négatives

Dans cette section, nous montrons que si la partie négative du potentiel V(z) de
I'opérateur de Schrodinger s’annulle assez rapidement quand |z| — +oo, Popérateur

dispose d'un nombre fini de valeurs propres négatives.

2.5.1 Cas d’un opérateur défini sur un demi-axe

Condition de Dirichlet :

Considérons l'opérateur
Hy=—y"+V(z)y (2.30)

défini sur le demi-axe réel RT = {z/x > 0} avec la condition limite simple
y(0) = 0. (2.31)

Si V satisfait aux conditions du théoréme 2.4.1, H est un opérateur auto-adjoint

dans L%*(R"). Plus précisément, a propos du théoréme 2.4.1 opérateur (2.30) est
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essentiellement auto-adjoint sur le sous-espace constitué pour tout y € C*°(R") de
telle sorte que y(0) = 0 et y(x) = 0 pour tout « suffisamment grand. Nous représentons

le potentiel V() comme la somme :
V(z) = Vi(z) + V()

ou V_(z) =min(V(z), 0), Vi(x) = max(V(x), 0).

[e.e]

© (RT) est borné inférieurement c’est-a-dire

En particulier, supposons que V' € L
que :

V(z) > —Cy, z € RT. (2.32)

Notre but est de trouver les valeurs propres réelles de H avec les fonctions propres de

L*(R™) correspondentes telle que
Hy = \y.

Si V est intégrable dans RT, alors pour A > 0, = k2, oul k est réel, nous savons
que I'asymptotique de y(z) quand z — +o0 est Cre*® + Coe™** ot C; = Cy = 0
seulement lorsque y = 0. D’ou I’équation Hy = Ay pour A > 0 n’a pas de solutions
non nulles dans L?(R). Au contraire, pour A < 0 et V intégrable chaque fonction

kot k > 0, et ainsi appartient a L*(R). Ce

propre généralisée est asymptotique a e
qui nous intérésse, donc, est le nombre de valeurs propres négatives de H.
Supposons pour simplifier I’étude que la fonction V_(z) est continue et vérifiée
lim V_(z) = 0. (2.33)

T—r00

Par conséquent, il est facile de voir que I'ensemble du spectre de H sur (—oo,0) est
constitué de valeurs propres isolées de multiplicité finie.

Notons par N_(H) le nombre des valeurs propres négatives de H (multiplicités
comptés).

Nous pouvons maintenant énoncer le théoréme principal.

Théoréme 2.5.1. Soit V satisfait (2.32) et supposons que V_ est continue sur [0, 00)
alors : .
N_(H) < / 2|V (2)|da. (2.34)
0
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Preuve :

Tout d’abord, sans perte de généralité, supposons que V,(z) = 0 et, par consé-
quent, V(x) = V_(x). En outre, nous supposons que V() # 0, car le casou V = 0 est
trivial. Nous introduisons le paramétre 7 tel que 0 < 7 < 1 et considérons la famille

d’opérateurs

Hyy=—y"+7V(2)y.

Il est clair de (2.33) que la partie négative du spectre de H, pour tout 7 se compose

de valeurs propres simples discrétes qui nous énumérons dans ’ordre croissant :
AM(T) < A7) < ... <A (7)< ...

Il résulte d’aprés la théorie des perturbations des valeurs propres [3| que A, (7) est

une fonction analytique de 7, donc

() = /OOO V()| fu(r, 2)|?dz < 0,

ou fn(7, x) est la fonction propre normalisée associée a la valeur propre \,(7) de H.,.

Bien siir, A\, (7) n’est pas définie sur 'ensemble de (0, 1], mais elle est définie seule-
ment sur un sous-intervalle semi-ouvert (79(n), 1] C [0.1], en passant dans la partie
positive du spectre pour 7 = 7y(n). Pour o < 0 fixé, on considére le nombre N, de
valeurs propres de H qui sont inférieures a pg (i.e. N, € (—00, po)). Il est clair que
N,, = N_(H) quand 9 — 0. soit 7 diminuer de 1 & 0, nous voyons que, pour tout
n, il existe 7, telle que A\, (7,) = o pourvu que A, (1) < po (et unique dans ce cas),

comme illustré dans la figure suivante
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(les courbes inclinées sont les graphes des fonctions A, (7,)). On voit que les valeurs
propres A\, = A\, (1) tel que A\, < pp sont en correspondance bijectives avec le nombres

7 tel que 0 < 7 < 1 et il existe une fonction non nulle y(z) € L?*(R™) satisfaisant

avec la condition aux limites (2.31).
2

Soit L l'opérateur différentiel ~ s~ Ho dans Ly(R™), avec condition aux limites
X2
(2.31). puisque pp < 0, alors L est inversible et L™! est exprimée sous la forme :

(L)) = / " Kz, O)f(©)de,

ou K(z, &) peut étre trouvé, en déterminant y = L' f & partir de I’équation —y” —
oy = f par la méthode de la variation des constantes, en tenant compte de la
condition au limite (2.31) et '’hypothése y € L*(R™)), ou du fait que K(z, £) doit
vérifier I’équation suivante :
(K (x,))
dx?

avec la condition limite K (0, £) = 0 et définir un opérateur continu dans L*(R)

— oK (z,8) = o(x —¢) (2.36)

(ce qui nécessite des solutions rejet de I'équation (2.36) qui augmentent de maniére

exponentielle quand x — 400). On obtient alors I’expression suivante pour K (z, &)

Km’a_eg_xﬁgyéﬁ?ﬁe““%+mx—®§§i%%ﬁﬁewmg

ﬂ@:{l siz>0

ou

0 stx<O.

Nous pouvons maintenant réécrire (2.35) sous la forme

y=7L7(=V(2))y]-

Par conséquent, les 7, sont les inverses des valeurs propres de 'opérateur intégral K,

avec le noyau
K1<x7 5) = —K(.Z', 5)‘/(5)

Pour terminer la preuve du théoréme nous montrons le lemme suivant :
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Lemme 2.5.1. SiV est intégrable sur [0, c0), alors l'opérateur K1 n’a pas plus qu’un
ensemble dénombrable de valeurs propres non nulles A\, =1,2, .... D’entre eux sont

positives et simples et
Z)\k :/ Ky (z,x)dx.
k=1 0

On utilise le lemme pour terminer la preuve du théoréme 2.5.1, pour N, l'esti-

mation suivante est valable :

1 - ° sinh /—pox _ —
N, < — = A < )\:/ —————e V"V (x)|dx
w S D= MS) A= | o V()]

<1 Ae>1 k=1

00 | _ g2y Hoz
/0 2y/= o
(Nous avons utilisé I'inégalité 1 —e ¥ < y pour y > 0). Cela implique immédiatement
(2.34)

WV (2)|dr < /Ooox|V(x)|dm.

Preuve du lemme :

Désignons par K l'opérateur de L?(RT) avec un noyau K (z, &) (c'est L™1) et
par W lopérateur de multiplication par |V (x)|. Nous avons K; = KW. Considérons
maintenant ['opérateur

Ky =W KWY?

dont le noyau Ks(z, &) est de la forme

Ky(2,8) = /|V ()| K (, )|V (&)

ce qui implique évidemment que

/0 T Ko x)de = /0 " Kole, 2)da. (2.37)

Soit A un nombre complexe non nul, Hy(K7), Hy(K>) sont des sous-espaces propres
sur L*(RT) des opérateurs K, K, respectivement correspondant a la valeur propre
A. Il peut étre directement vérifiée que si f € Hy(K;) alors WY2f € Hy(K,), d’ou
W1/2 définit une application

W2 Hy\(K,) — H\(K>). (2.38)
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Cette application est en fait un isomorphisme. En effet, si f € Hy(K,) et W2 f =0,
alors W f = 0, ce qui signifie que K1 f = KW f = 0, ce qui contredit 'hypothése A # 0,
par conséquent, 'application (2.38) est un isomorphisme. Ensuite, si ¢ € H,(K3),
puit WY2KW1Y2g = Ag, et mettre f = 1/AKW'2g on trouve immédiatement que
W12 f = get f € Hy(K,), dou (2.38) est surjectif.

Nous voyons maintenant que toute les valeurs propres de 'opérateur K; sont non
négatives puisque K5 est non négatif. puis 'équation KW f = Af est équivalente a
I’équation ALf = W f, nous voyons que toutes les valeurs propres sont simples. En
outre, étant donné que Ks(z, &) > 0 est continu, K5 est un opérateur nucléaire et sa

trace donné par la formule
trkKy =trK, = / Ky(z, x)dr = / Ki(z, x)dz, (2.39)
0 0

puisque 'opérateur Ky est positif et a le noyau continu Ky(z, &), cela découle la

convergence de 'intégrale sur le coté droit de (2.39),
|

Remarque 2.5.1. L’estimation (2.34) est également valable dans le cas d’un potentiel
borné discontinu, ou elle peut étre dérivée a partir des potentiels continus par passage

a la limite.

Condition de Neumann :

Tout d’abord, nous montrons par un contre-exemple que l'inégalité (2.34) pas vé-
rifié dans le cas d’un opérateur sur le demi-axe avec la condition Neumann y'(0) = 0,

et aussi dans le cas sur I'axe général.

Exemple 2.5.1. Soit

0 si |z| >«
V(z) = ,avec € > 0
—€ si x| < «

Nous montrons que lopérateur H avec la condition Neumann a une valeur propre

négative pour tous € > 0, a > 0, ce qui implique évidemment que l'inégalité (2.34)
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est impossible. Pour étudier ’équation correspondant a la fonction propre

' —ey = Ny, |z] <a,

1

-y = My, |z > o

oty ety doit étre continue au point x = £a. Clairement, nous pouvons supposer
que —e < X\ < 0 (lopérateur H correspondant satisfait H > —el, donc il n’y a pas
de spectre en (—oo, —€)). Nous constatons maintenant un point X du spectre discret
tel que —e < A < 0 (en fait, il est facile de vérifier que A = —e n’est pas une valeur
propre, mais nous n’aurons pas besoin d’elle). Notons que puisque le potentiel V' est
une fonction paire, y(—x) ainsi que y(x) sont des fonctions propres. Mais si y est
valeur réelle (sans perte de généralité), alors puisque la valeur propre est simple,
nous devons avoir y(—z) = ty(x) a savoire, y(x) est pair ou impair.

Si y(z) est impair, alors y(0) = 0, et y(x) sur [0,400) est une fonction propre du
probléme (2.30)-(2.31) avec X négative, ce qui est impossible pour € > 0 assez petits.
Ainsi, il suffit de considérer le cas y est paire. Alors y'(0) =0 et

y(x) = CicosVe+ Az, |z]| <a,

Coe= Vel lz| > «a.

Les conditions correspondant a x = £« ont la forme suivante :

C cos Ve + Aa — Che=V A =0,
—CivVe+ dsinve+ Ao + CQ\/—)\e_\/ja = 0.

Le fait que \ est une valeur propre est équivalent a [’existence d’une solution non

triviale (Cy, Cs) de ce systeme d’équations linéaires. Mais son déterminant est égal a

cos Ve + Ao —e VT
—+ve+ Asinve + \a V=he vV

L’assimilant a zéro, on obtient ’équation

= e VAWV =Xcos(Ve + Aa)—Ve + Asin(Ve + Aa)].

tanjave + A = E;—)\)\,

qui a toujours une solution A € (—¢,0) comme vu d’une analyse élémentaire des

graphes de la gauche et de droite cotés.
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Le méme exemple montre que l’estimation de type (2.34) ne peut pas tenir dans
[0, 00) si la condition de Dirichlet y(0) = 0 est remplacée par la condition de Neu-
mann : y'(0) = 0. Dans les paragraphes qui suivent, nous verrons comment [’esti-
mation (2.84) devrait étre modifiée pour tenir compte a la fois de la condition de

Neumann et les opérateurs sur l’aze réel tout entier.

Maintenant, considérons l'opérateur H défini sur R™ par :
Hy = —y" +V(z)y,

avec la condition de Neumann
y(0) =0, (2.40)

et soit 'opérateur Hy de Ly(R™) généré par I'expression différentielle —y” + V(x)y
et la condition (2.40). Désigne par N_(Hy) le nombre des valeurs propres négatives
de HN-

Théoréme 2.5.2. Soit V(x) > —C,, © € R, et supposons que la fonction V_(x) est

continue sur [0, +00). Alors, nous avons l’estimation
N_(Hy) <1 —l—/ z|V_(z)|dx. (2.41)
0

Preuve :

D’aprés le théoreme 2.5.1, il suffit de démontrer que
N_(Hy) <1+ N_(H), (%)

ot H est un opérateur de la forme (2.30) avec la condition de Dirichlet (2.31). plus

généralement, on a l'inégalité suivante :
NN Hy) <1+ N(\H), VAER. (2.42)

On sait que H et Hy sont des opérateurs essentiellement auto-adjoints sur D(H) et

D(Hy) respectivement tels que :

D = {ueC®R")/u(0)=0, et IR > 0 tel que u(x) =0, Vz > R},
Dy = {ueC®R")/u'(0)=0, et IR > 0 tel que u(z) =0, Vx> R}.
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On pose

N(A—=0, Hy) =sup{dim L tel que L C Dy, < Hu, u>< A <wu, u>, u€ L\{0}}.
(2.43)
et

N(A—0, H) =sup{dim L tel que L C D, < Hu, u>< X <u, u>, u€ L\{0}}.
(2.44)

Par conséquent, il suffit de montrer que pour toute L C Dy telle que
< Hu, u>< A <wu, u>, ue L\{0},

il existe L C D de telle sorte que :
< Hu, u>< A <u, u>, uec L\{0},

et
dim L <1+ dim L.

Mais cela peut étre établir
L={u:ueL, u0)=0}.

Puisque L C L et dim L/L < 1, L répond évidemment & toutes les exigences néces-

salres.

Remarque 2.5.2. ["inégalité
N\ H) <1+ N(X\; Hy)
est prouvé de la méme fagon que (2.42). Cependant, une inégalité plus forte est vraie :

N\ H) < N\ Hy) (2.45)
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Pour le montrer, on utilise les notations introduites dans la preuve du théoréme
2.5.2.

Soit Hy le complité Dy (ou Dy, ) par rapport a la norme ||.||; défini par

.15, =< Hu,u > +C < u,u > (2.46)
ou C' > 0 est suffisamment grand. Alors
N(A—=0, Hy) =sup{dim L tel que L C Hn,< Hu, u>< A <wu, u>, uve L\{0}}

ot H(u,u) = |Jul|* — Cl|ul]? est I'extension par la continuité de la forme H (u,u) =<
Hu,u > & Hy. Nous comparons cette expression avec celle de N(A — 0, H) donnée
par (2.44). L’inégalité (2.45) sera prouvée si nous constatons que D C Hy. Il est
facile de vérifier encore un cas plus général : si u € C*([0,+00)) & support compact,
i.e., u =0 pour x > R pour certains R > 0, alors u € Hy (Cela signifie que, si nous
passons de Dy & Hy, alors la condition limite (2.40) disparait). Pour montrer ¢a,

nous réécrivons la norme (2.46) pour u € Dy comme

Jully = [ [ @F + (€4 Vi) )] da (2.47)

(ceci résulte de I'intégration par partie). Maintenant, pour une fonction u € C*°([0, +00))
& support compact nous construisons 'approximation suivante : soit w, € C*°(R™)
tel que we(x) = 0 pour x < € et > R (ici R est fixe et ne dépend pas de € > 0) et

|lwe — /|| = 0 quand € — +0, suppososns maintenant

Ue = — /:0 we(t)dt — /xR we(t)dt

(d’ou u. = w,). En utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz-Bunyakovskii il peut étre
facilement vérifi¢ que ||u. —ul| — 0 quand € — +0. Mais de cela, et le fait que
|lu. — we||; — 0 avec la forme explicite (2.47) de la norme || . ||, il en résulte que
|lue — u|| = 0 quand € — +0 (rappelons que V' est supposé étre borné dans chaque

segment fini), selon les besoins. La relation (2.45) est prouvée.
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Remarque 2.5.3. Considérons les valeurs propres de 'opérateur H (avec la condition
de Dirichlet)
M(H) < Ao(H) < N(H) < ...,

compris, éventuellement, dans le sens généralisé et les valeurs propres
M(Hy) < Xao(Hy) < X3(Hy) <.

du méme opérateur avec la condition de Neumann. Alors (2.42), (2.45) tenir (pour

toute \) si et seulement si
MHN) S MH) < M(Hy) < (H) < X3(Hy) < X3(H) <....

Notons qu’a partir de ¢a, il en résulte que, si H ou Hy a un spectre discret dans le
demi intervalle (—oo, A, alors il en est de l'autre. Dans ce cas, tous les inégalités

dans la formule précédente sont strictes.

2.5.2 Cas d’un opérateur défini sur R

Théoréme 2.5.3. Soit H = —y"+V (z)y, Vx € R et supposons que le potentiel V est
localement borné inférieurement (V € L2 (R), V(z) > —Cy), et a une partie négative

V_(z) continue. Soit N_(H) le nombre de ses valeurs propres négatives. Alors

N_(H)<1 —i—/ |z||V_(2)|dz. (2.48)

Preuve :
Considérons deux opérateurs H et H_ définis par (2.30) dans les demies intervalles
[0, +00) et (—o0, 0], respectivement, avec la condition de Dirichlet y(0) = 0 dans
les deux cas. Soit Ni(A) la fonction de distribution du spectre de H+, et N(A) la

fonction de distribution du spectre de H. On doit montrer que
NA) <1+ Ny(A)+ N_(N). (2.49)

pour tout A € R (en remplagant A\ = —0 dans cette inégalité et en utilisant (2.34)

nous devons évidemment obtenir I'estimation requise (2.48)).
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Pour montrer (2.49), il est commode de passer aux représentations de N(\) et
N+(X) en ce qui concerne les formes quadratiques générées par les opérateurs H et
H+, comme est fait dans Remarque 2.5.2. Soit H = Hp est un espace de Hilbert, qui
est le complémentaire de D(H) muni par la norme suivante ||ul|% =< Hu, u > +C <
u, u >, ou C' > 0 suffisamment grand. Nous définissons sur H la forme sesquilinéaire
H(.,.), 'extension continue de la forme H(u, v) = (Hu, v) pour u, v € D(H). De la
méme maniére, nous introduisons les espaces H, les complitudes de D(H.) tout en
respectons la norme ||ul|3,, =< Hiu, u > +C < u, u >. Les formes Hy(.,.) dans Hy
sont les extensions continues des formes Hy(u, v) = (Hiu, v) pour u, v € D(H,).
Il y a des plongements Hy C L*(R), Hy C L*(RF).

Pour obtenir H nous pouvons compléter D = C§°(R) au lieu de D(H) (par rapport

a la méme norme ||||). Considérons
D={u:u€ D, ul)=0}

et soit H le comlémentaire de D par rapport a la norme ||.||z. Alors H est un sous-
espace fermé de H et dim H /H < 1, (car la fonction y — y(0) est continue par rapport
a |||z, il est facile de déduire que dim /H = 1, mais nous n’ont pas besoin de cela). 11
existe un isomorphisme H = H, ®H_, qui attribue {f,, f_} pour f € H, fr = flz+.
Dans ce cas, nous écrivons pour la concision f = f, + f_, en gardant a l'esprit que f,
est continue au point zéro dans (—oo, 0] et f_ continue au point zéro dans [0, +00).

Il peut étre facilement vérifié que ’application
H—-H @H_, f—={f+, f-} (2.50)

est en effet un isomorphisme. Son injectivité est tout a fait évident, alors que pour
vérifier sa surjectivité il suffit de constater, d’abord, que c’est une isométrie si la

norme sur H, & H_ est introduite d’'une maniére usuelle par le produit scalaire,

< f++f_7 g++g_ CHiH- =< f+> 9. >Hy + < f_> g_ >n_=< f++f_7 g++g_ >H

et, deuxiémement, que I'image de l'application (2.50) inclut 1’ensemble des couples
{uy, u_}, uy € Di, ot Dy = {u € C®(R*), u(0) = 0, u(z) = 0 pour |z| assez

grand}. Nous devons effectivement vérifier que si uy € Dy, alors u = (uy +u_) € H.



CHAPITRE 2. OPERATEUR DE SCHRODINGER
56 UNIDIMENTIONNEL

Ceci est fait exactement de la méme maniére que la vérification du fait que u € Hy

dans la preuve de 'inégalité (2.45) (Remarque 2.5.2), alors nous omettons les détails.

Sifageﬁv f:f++f7> g:g++g,, ou f-i-v g-l—EH-i—a f—7 g_EH_,alors
H(f,qg) peut étre écrit sous la forme suivante :

H(f7 g) = H-i-(f—H g+) +H—<f—7 g—)

Nous utilisons maintenant le principe variationel
N(A—=0) =sup{dim L tel que L C D, (Hu, u) < A <wu, u>, ue L\{0}}. (2.51)

Nous vérifions (2.49) avec A remplacé par A — 0. Pour cela, par (2.51), il suffit de

démontrer que si un espace de dimension finie est de telle sorte que
(Hu, u) < A <wu, u>, Yue L\{0},

alors

dmL <1+ N, (A=0)+N_(A—0).
Soit L = LN D, c’est-a-dire, L = {u : u € L, u(0) = 0}. Alors dim L/L < 1, donc
dim L < 1 + dim L. pour cela il suffit de montrer que

dimL < N (A —0)+ N_(\A—0). (2.52)

Considérons la projection spectrale Eio des opérateurs H=+ et les sous-espaces Lf\io =
E5¥ Ho, ott Hy = L*(R). Alors Ly , C D(Hy) et, a fortiori, Ly , C Ha. On peut
supposer que les L, sont de dimension finie (autrement, (2.52) est évidente). Consi-
dérons maintenant les compléments orthogonaux M /\i_o de L/“\—L_O dans L?(R*) et leurs
intersections K/j\io =M ,to NHie a He. Il est facile de vérifier que K}io sont les
compléments orthogonaux de Lf_o dans H+. En outre Hy(u,u) > A < u,u > pour

u € K/\i_o. Par conséquent, si K)o = Ky ,+ K, , C H, alors
H(u,u) > A <u,u>, uc Ky,

Par conséquent L N Ky_o = {0}. Mais & partir de ¢a il en résulte immédiatement que
la projection orthogonale de L sur LY ,® Ly, C H est injective (n’a pas de noyau)

et, par conséquent, (2.52) est vrai, comme l'exige.



Chapitre 3

Zéros et comportement asymptotique

des fonctions propres

Ce chapitre est consacré a I’étude de comportement asyptotique et zéros des fonctions
propres de l'opérateur de schrodinger et en terminons par 1’étude du ptoentiel de

diffusion sur ’axe réel.

3.1 Théorémes sur les zéros des fonctions propres

Considérons l'opérateur H = —% + V(z), ou V satisfait
lim V(z) = +o0. (3.1)
|z| =400

Nous voulons donner une autre preuve de la discrétisation du spectre de H, basé sur
une étude des zéros des fonctions propres. Notons que nous pouvons (et nous) ne
considérer que les fonctions propres réelles.

Nous commencons par le théoréme de Sturm oscillation, que nous utilisons par la

suite.

Théoréme 3.1.1. Soient y,, yo sont deux solutions non nulles des équations diffé-

rentielles suivantes :

—yl +Viyr =0,  —yf + Vayo = 0.
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Si Vi(x) > Va(x) sur le segment [a,b] tel que yi(a) = yi1(b) = 0, alors il existe
xy € [a,b] telle que yo(zo) = 0. En d’autres termes, entre tous deuz zéros de yy il y
a un zéro de yy. Cependant, si nous supposons en outre que Vi(z) > Va(x) sur un
sous-ensemble M C |a,b] de mesure de Lebesgue positive, alors le point xq tel que

y2(zg) = 0 se trouve encore dans un intervalle ouvert (a,b) entre deux zéros de la

fonction yi(x).

Preuve :

Supposons qu’il n’existe pas des zéros de y; et y; > 0 sur (a,b). Alors yj(a) > 0
et y;(b) < 0 (si, par exemple, y;(a) = 0, alors y; = 0 selon le théoréme d’unicité).
Maintenant, supposons au contraire que sur [a, b, il n’y a pas des zéros de yo(z) et
que yz(x) > 0 pour tout = € [a,b]. En multipliant la premiére équation par y, et la
second par y; et en intégrant sur [a, b] la différence entre les équations obtenues, on
obtient

b b
0= / (11y5 — yly2)da +/ (Vi = Va)yryad;

b b
d
0> / (1195 — Y yo)da = / @(ylyé — y1y2)dx =

 — (@) — v (0.

a

= (hys — Y1Y2)

Mais les hypothéses ci-dessus impliquent que la derniére expression devrait étre po-
sitive. Cette contradiction prouve la premiére partie du théoréme.

Supposons maintenant que yi(a) = y1(b) = 0, y1(z) > 0 et yo(z) > 0 pour tout
z € (a,b) et Vi > V5 sur un sous-ensemble de mesure positive sur [a,b]. Comme

ci-dessus, nous trouvons maintenant des équations que
yi(a)ya(a) — y1(0)ya(b) <0,
tandis que I'inégalité inverse est évidente :
vi(a)yz(a) = 5 (0)ya(b) > 0,

puisque yj(a) > 0, ya2(a) > 0, y;(b) < 0 et y2(b) > 0. Cette contradiction prouve la

seconde partie du théoréme.
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Proposition 3.1.1. Si y est une solution non nulle de l’équation différentielle
—y"+Vy =0, ou'V vérifie (3.1), alors y(x) a un nombre fini de zéros (éventuellement

aucune).

Preuve :

Par le théoréme d’unicité tous les zéros sont isolés, et si nous choisissons NV telle que
V(z) > 0 pour |z| > N, alors y admet au plus un zéro sur chacun des semi-intervalles
[N, +00) et (—oo, —N], conformément aux résultats du théoreme 3.1.1. Cela implique

immédiatement 1’assertion désirée.
[ |

Corollaire 3.1.1. Chaque fonction propre de H a un nombre fini de zéros (ou aucun).

Proposition 3.1.2. Si vy, y» sont des fonctions propres associé a les valeurs propres

A1, Ao et ny, ng sont le nombre de zéros, alors Ay > Ay implique ny > ny.

Preuve :

Supposons que n; > 0. Soit o < ag < ... < ay, tous les zéros de y;. D’aprés le

théoréme 3.1.1, il existe un zéro de y, dans chaque intervalles ouverts (o, a;1),
1 =1, ..., ny—1. Nous montrons en outre qu’au moins un zéro peut étre trouvée dans
chacun des intervalles (—o0, a1) et (a,,,00), qui n’est certainement pas surprenant
parceque y; est nulle & l'infini, et nous devons seulement généraliser ’assertion du
théoréme 3.1.1 & un intervalle semi-infini.

Considérons lintervalle (3, +00) et, raisonnant par I’absurde, supposons que
y2(z) > 0 pour = € (f,40), y1(8) = 0. On peut aussi supposer, sans perte de
généralité, que yi(z) > 0 pour x € (S, +0o0). Comme dans la preuve du théoréme
3.1.1, on obtient

N N
0= / (y1y5 — v y2)dx + / (A2 — A)y1yede
B B

N N
= (thys — yiyz)‘ﬁ +/5 (A2 — M) yryeda.
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Puisque, par hypothese y1(3)y4(8) — v (8)y2(8) < 0, il s'ensuit que
Y1 (V)h(N) = 4 (N)ya(N) < —e < 0 (3.2)

pour tout N > 5+ 1 (on peut prendre comme €, par exemple, BBH(AQ — A\)y1y2dz).
Notons que, puisque y1, y2 sont des solutions positives en décadence des équations
correspondantes, y1(N) < 0 et y5(N) < 0 pour N > Ny. Donce (3.2) implique mainte-
nant que

yi(N)yo(N) < —e <0, N > Ny,

ce qui est impossible parce que y;(N) — 0, y5(N) — 0 quand N — +o0.

Il reste maintenant & examiner le cas n; = 0, i.e. y; n'admet pas des zéros du
tout, et de montrer que y, doit avoir au moins un zéro. Cela peut provenir de la méme
maniére sur l'intervalle infini (—oo,+00), mais peut également étre obtenu d’une
maniére simple en notant que y; et y» doivent étre orthogonales et, par conséquent,

ne peuvent pas a la fois préserver leur signe.

3.2 Théorémes sur le comportement asymptotique
des solutions de certaines équations différentielles

de second ordre
Soit
Hy = —y" + Vy, (3.3)

ou comme précédemment, V' = V(z) est mesurable, a valeurs réelles et localement

bornée, on étudié le comportement des solutions de 1’équation
Hy = k*y (3.4)

quand x — 4o00. Ici k est un nombre complexe. D’abord, nous étudions le cas d’un
potentiel V' décomposable et obtenir des résultats pour le cas ot le potentiel croissant

au moyen de la transformation de Liouville.



3.2 Théorémes sur le comportement asymptotique des solutions de
certaines équations différentielles de second ordre 61

Notent que par une solution de 'équation (3.4), nous aurons toujours dire que
y = y(x) a une dérivée y'(x) absolument continue partout, I’équation (3.4) étant
valable par rapport a x presque partout. Ensuite, le théoréme d’existence et d unicité
(avec des conditions initiales y(zg) = yo et y'(xo) = y) est vérifié, ce qui peut
facilement étre vérifié en reproduisant sa preuve par la méthode du Peano, c’est, en
passant au systéme du premier ordre, puis a I’équation intégrale et en utilisant la

méthode des approximations successives.

3.2.1 Cas d’un potentiel intégrable

Si V(xz) = 0 pour x > N, alors pour k # 0 toute les solutions de I’équation (3.4)
pour z > N se transforme en une combinaison linéaire des fonctions e?** et e~ Si
V(z) se décompose assez rapidement, alors I’équation (3.4) a pour k # 0 un systéme
i

fondamental de deux solutions, se comportant comme e*** et e~** quand z — +o0.

Un énoncé précis dans ce cas est la suivante.

Théoréme 3.2.1. Soit le potentiel V' satisfait

/_OO |V (z)|dz < oo (3.5)

o0

et soit k # 0 fize. Alors Uéquation (3.4) admet deuz solutions y,(x) et yo(x), telle que
yi(z) = (1 + 0(1)), (3.6)

y2() = e (1 + o(1)) (3.7)

quand x — +00.
Soit k = o +ir, ou T > 0. Alors la solution yi(x) qui vérifie la condition (3.6) est

défini de maniere unique comme solution de l’équation intégrale suivante :

vy = e+ [T Iy ey ggag (3.9

Avant de prouver le théoréme, nous montrerons I’équation intégrale (3.8), qui joue
un role important dans la preuve. En supposant pour simplifier que V(x) = 0 pour

x > N, on écrit I'équation (3.4) par :

—y" + Ey(z) = V(x)y(z),
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soit f(z) = V(x)y(x) et effectuer une variation des paramétres pour résoudre 1'équa-

tion ainsi obtenue :
Y+ ky(@) = f.
Nous obtenons

*sink(€ —x)

y(z) = C1e* + Coe ™ + / A

xT

V(&)y(&)de,

et (3.8) est résulte du choix d’une solution avec 'asymptotique nécessaires a 'infini
(la solution avec I'asymptotique (3.6) est unique). Le plus court chemin de varier les

paramétres est a noter que la solution de 1’équation

y'+ky(x) = o(z —¢),

ou y(x) = 0 pour z grand, est

ye(x) = %0(5 —z)sink(§ — x),

ou # est la fonction de Heaviside

0(2):{ 1 stz2>0 '

0 st 2<0

D’ou I'intégrale dans (3.8) détermine ici une solution qui s’annule pour x grand. Tou-
tefois, si 'on ajoute la solution e*** de 1’équation homogéne, on obtient des solutions
a 'asymptotique nécessaires quand x — +o0.

Nous passons maintenant a la preuve du théoréme 3.2.1.
Preuve :

Supposons que k # 0 et k = o + i1, ou 7 > 0. D’abord soit y(z) satisfait (3.4)
et (3.6). Nous allons montrer que dans ce cas y(z) vérifie aussi (3.8). Posons z(z) =
y(z)e~** nous voyons que (3.8) se transforme en I’équation suivante pour z(z) :

00 €2ik(§—x) _
o) = 1+ [ V@, (39

ou l'intégrale sur le coté droit de (3.9) converge absolument par (3.5) et (3.6) et on a

I'inégalité :
62ik(§—x) -1

2k

‘ < C(k) pour £—x>0 (3.10)
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(C'(k) peut étre égal a 1/ | k |).

Par conséquent, 'équation (3.8) a un sens pour la fonction y(x).

On note le coté droit de 1'équation (3.8) par y(x) (la fonction poser est remplacé
par y(x)). Ensuite, nous pouvons vérifier par différentiation directe que y(z) vérifie
I’équation :

—7" = ky(z) = V(2)y(z). (3.11)
Puisque y(x) est une solution de (3.4), on trouve de (3.11) que y(x) — y(z) vérifie
I’équation :
—(7(2) —y(@))" = K G(z) - y(@)).
D’ou

¥(x) — y(x) = Cre™ + Che ™

Il résulte de (3.6) que C} = Cy = 0. En effet, la définition de 7(z) implique (voir
(3.9) et (3.10)) que F(z) = ¢**(1 + o(1)) quand & — +o00; donc aussi y(x). D’ou

Cy + Coe ™ 5 0 quand & — +00.

Puisque 7 > 0 et k # 0, il s’ensuit que C; = Cy = 0, i.e. ¥ = y. D’ou y satisfait (3.8),
selon les besoins.

Inversement, soit y rempli (3.8), ou I'intégrale converge absolument. Alors z(z) =
y(z)e** satisfait (3.9) ou lintégrale converge aussi absolument. Mais de cela, il
s’ensuit évidemment que z(z) = 1+0(1) lorsque © — +00 et par conséquent y(z) a le
comportement asymptotique (3.6). Mais nous pouvons maintenant différencier (3.8)
deux fois par rapport a z, et de voir que y satisfait (3.4). Notons aussi que pour la
convergence absolue de l'intégrale dans (3.9), est suffisant, en raison de (3.10), pour

z(x) borné. Pour compléter la preuve, on utilise la proposition suivante :

Proposition 3.2.1. Si y(z) = e**2(x), ou z(x) est borné, alors y(z) satisfait (3.8)
si et seulement si y(z) satisfait (3.4) et (3.6), c’est-a-dire, z(x) — 1 quand x — +00.

L’équation (3.8) n’a plus qu’une solution de la forme ci-dessus.

Nous continuons la preuve du théoréme 3.2.1. puisque (3.8) est réduite a (3.9), pour

trouver une équation satisfaisant (3.6) il suffit de montrer qu’il existe une solution
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bornée z(x), Vo de I'équation (3.9) (par la proposition 3.2.1 une telle solution est
unique).
On va résoudre ’équation (3.9) par approximations successives, en supposant que

00 62ik(§—x) -1

@

Il est facile de prouver que les approximations (3.12) convergent uniformément par
rapport & x pour z > N. Ainsi, considérer 'espace C'([IV, +0o0]) des fonctions continues
z(z) sur [N, 4o00[ et admettant une limite a Uinfini, telle que lim, ., 2(z) = z(400)
muni par la norme suivant :

[2(z)| = sup | z(z)]|
zE[N,+00)

I'espace C'(N, +00) est évidemment un espace de Banach alors 'opérateur A défini

par la formule

2tk

est un opérateur linéaire continu dans cet espace, de telle sorte que

oo 2ik(é—x) __
Ax(x) = / e,

1]l < Ck) /N T Ivie)lde,

ou C(k) a été prendre a partir de (3.10). De ceci, pour N suffisamment grand, on
obtient [|A|| < 1, ce qui donne la convergence des approximations (3.12) pour z > N
par apport a la norme de l'espace C ([N, +00)).

La solution z(z) de I'équation (3.9) a été trouvée pour z > N, il peut étre facilement
déterminée pour tout x dans le domaine de V' (x) par continuété de la fonction y(x) =
z(x)e*® & la gauche du point x = N, de sorte que, c’est partout une solution de
I'équation (3.4).

Nous savons donc comment construire une solution y;(x) de I'équation (3.4) qui
vérifié (3.6). Nous allons maintenant prendre a bord la construction d’une solution
yo(z) satisfaisant (3.7) et, par conséquent, y;(x) est linéairement indépendant. Notons
d’abord que pour un réel k£ non nul, la solution y,(z) est construit de la méme maniére
que y;(x). Si, toutefois, k = o + i, ou 7 > 0, que I'on supposera désormais, alors

on peut s’attendre a ce que toute solution y; (z) linéairement indépendante croit que
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e~ quand x — +oo et qui vérifié (3.7) aprés avoir normalisé en multipliant par une
constante.

Considérer le déterminant wronskien des deux solutions, y;(z) et ya(x) :

W(z) = yll y?
Y Y2
clairement, W (z) = const et en normalisant y»(x), nous obtenons W(x) = —2ik, ce

qui équivaut a la wronskien de e™** et e~***. Considérons la relation
/ _ ! —2k
YolU1 — Y2y = — 42

comme une équation différentielle linéaire non homogéne. Tenant compte que y;(z)

est une solution de I’équation homogéne, en supposant que

ya(x) = Clz)yi (2), (3.13)
d’ou il s’ensuit que yi(x)C”(z) = —2ik, par conséquent,
v 2ik
Cx) =C(xg) — / ———dx.
=)= |

Puisque 7 > 0, la valeur de C'(xy) n’est pas important, ainsi nous pouvons prendre

C(x9) = 0. De (3.6), il est clair que :
yi2(z) = e (1 + g(x, k)

ou g(x, k) = 0 quand x — +oo ( k est fixé). Cela implique que
C(z) = —2@1@/ e 2 (1 + g(&, k))déE

xo

= Cy + e 2k _ Qik:/ e 2R g€, k)dE,

zo

de sorte que, par (3.6) et (3.13), il suffit de prouver la limite de la relation suivante :

/ ke g(¢ k)dE — 0 quand x — 400 (3.14)

o

En effet, (3.14) et I'expression de C'(z) impliquent que C'(z) = e ***(1 + o(1)), d’on

Y2 () = C(2)y(z) = e 2 (1 4+ 0(1))(1 + 0(1)) = e (1 4 o(1)),
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comme nécessiter. Nous allons maintenant démontrer (3.14). Séparer lintervalle d’in-
tégration par le point /2, nous estimons les intégrales obtenues. Nous avons évidem-

ment

z/2 z/2
)/ 622’“(:”‘5)9(5, k:)dé‘ < Cl/ e—zr(m—E)dg < Che™ ",
o

zo

ou (', (5 sont des constantes indépendantes de x. En outre,
[ e g < [ e 9 nds < maxlgle.w)] [ e an,
x/2 x/2 £>x/2 0
d’ou il s’ensuit que les deux partie de I'intégrale tend vers 0 lorsque z — +o00, et par

conséquent, d’ou (3.14). Le théoréme 3.2.1 est maintenant complétement démontré.
[

Nous donnons maintenant une méthode plus précise de résolution de I'équation
(3.8), ce qui nous permettra d’estimer les solutions, ainsi que d’étudier leur compor-
tement quand k£ — oo et £ — 0. Cette méthode est basée sur la comparaison des

deux équations intégrales

f(2) = fol) + /G Az, €)F(€)de, (3.15)
9(z) = gola) + /G Bz, €)g(¢)de. (3.16)

ou le domaine d’intégration GG est arbitraire mais le méme dans les deux équations.

Pour abréger, on pose

f=fo+ Af
g=go+ Bg

ou A et B sont les opérateurs intégraux correspondant.

Les équations (3.15) et (3.16) seront considérés dans l'espace B(G), partout définies,
bornées, et mesurables sur G, en supposant que fo(z), go(x) € B(G). La mesurabilité,
bien sir, est destinée a I’égard de la mesure d¢ a partir (3.15) et (3.16) définie sur G.

Note que B(G) est un espace de Banach muni de la norme

IfII +sup | f(z) |
zeG
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Supposons également que les opérateurs intégraux A et B sont définies et bornés dans
B(G). Pour cela, il suffit, par exemple, pour A(z,§) et B(x, &) pour étre mesurables
sur G x G et également mesurable par rapport £ sur G pour tout x € G fixé, et pour
les intégrales [|A(xz,&)|d¢, [|B(z, €)|d§ d’étre uniformement bornés en .

La résolution d’équations (3.15) et (3.16) par la méthode des appriximations succes-

sives résulte les séries itératives suivantes :

f=f+Afo+.. . +Afo+..., (3.17)

g=go+Bg+...+B"go+ ..., (3.18)

dans le cas de leur convergence uniforme (convergence en norme de B(G)) défini les
solutions des équations (3.15) et (3.16).

La proposition suivante est importante.
Proposition 3.2.2. Supposer que les noyaux A(z,§), B(x,&) Satisfont
Az, §)| < Bz, §), =z, £€G, (3.19)
et les fonctions fo, go vérifiont
|fo(z)| < go(x), z€G. (3.20)

Si les séries itératives (3.18) converge uniformément, alors il en est (3.17). La somme

de cette série est une solution de (3.15) pour laquel

|f(z)] < g(), (3.21)

ot g(x) est la somme de (3.18).

Preuve :
La preuve est évidemment obtenu par une application triviale de critére de Cauchy

aux série (3.17).

Nous allons maintenant examiner 'unicité d’une solution.
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Proposition 3.2.3. Si les séries itératives (3.17) convergent uniformement pour
toute fo € B(G). Alors, la solution de l’équation (3.15) est unique pour toute fy €
B(G).

Preuve :
Il suffit de montrer que f € B(G) et f = Af implique que f(z) = 0 pour z € G.
Mais la série f + Af + A’f +... = f+ f+ f + ... converge par hypothése. D’oul

I’assertion est prouvée.
|

Corollaire 3.2.1. Si (3.19) est vérifie, et les séries (3.18) convergent uniformement
pour go(xz) = 1, alors pour toute fo(x) € B(G) il existe une unique solution de
Iéquation (3.15).

Théoréme 3.2.2. Si V satisfait (3.5) et Imk > 0, alors la solution y;(x) de l’équa-
tion (3.4) avec le comportement asymptotique (3.6) pour k # 0 satisfait

() = ™ (1 + %) (3.22)

ot o(1) est uniforme par rapport a k.

Si, de plus, V' satisfait la condition suivante

/_ T EV(©)lde < oo (3.23)

alors pour k = 0, il existe également une solution unique avec le comportement asymp-
totique (3.6) et

yi(z) = e'** (1 + 1O—i§1|>/<:])’ (3.24)

ot o(1) est uniforme par rapport a k, comme ci-dessus.

Nous allons maintenant examiner la dépendance de la solution en décadence de
(3.4) (plus précisément, la solution avec le comportement asymptotique (3.6)) sur le

paramétre k. Nous désignons cette solution par y(z, k) et écrivons

y(x, k) = e*z(x, k).
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Les deux fonctions y(z, k) et z(x, k) sont définis pour Imk > 0, k # 0. Si V satisfait
(3.23), ils sont également définis pour k£ = 0. Dans ce cas, pour tout k admissible (k
étant fixé), y(x, k) et z(x, k) appartient a I’espace Cy([0,00)) des fonctions continues,

bornées a valeurs complexes sur [0, 00).

Théoréme 3.2.3. Soit V intégrable. Alors y(x, k) et z(x, k) sont des fonctions holo-
morphes dans le demi-plan Im k > 0 avec les valeurs de l’espace de Banach complexe
Cp([0,00)), z(x, k) étant continue pour Im k >0, k # 0.

Remarque 3.2.1. Lorsque k est réel, e’** n’est pas une fonction continue & valeurs

dans Cy([0, 00)).

Preuve du téoréme 3.2.3 :
Il est clair qu’il suffit de prouver les assertions du théoréme pour z(x, k). Mais

z(x, k) est une solution de I’équation intégrale (3.9) exprimée par la formule
2(w, k)= — At

(le résultat de I'application (I — A;)~" & une fonction, de maniére identique égal a 1,

ou Ay est I'opérateur d’'intégrale

s 2ik(E—x) _
Aflo) = [ VO fe

puisque l'existence de lopérateur (I — Ap)~! a déja été prouvé, la vérification de
I’holomorphie ou la continuité de z(x, k) se réduit a cela de 'opérateur A, muni de la
topologie uniforme d’opérateur. C’est simple, prendre en considération la convergence

uniforme de toutes les intégrales a impliqué.
|

Enfin, en utilisant les résultats obtenus, on obtient une représentation importante

d’intégral pour y(z, k).

Théoréme 3.2.4. Si V(x) satisfait (3.23), alors

y(z, k) :e“”—l—/ Az, s)e*ds, (3.25)
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ot la fonction A(x,s) défini pour s > x > 0 a les propriétés suivantes :

1) A(x,s) est mesurable par rapport a ces deux variables (par la mesure de Le-
besque) dans son domaine ;

2) Si Uon définit en plus A(x,s) = 0 pour 0 < s < x, alors A(x, s) est une fonction
continue par raport a x a valeurs dans 'espace L*([0,00)) par rapport & la variable
5

3) .

/ |A(z, s)|*ds — 0 quand v — +oo.

L’intégrale (3.25) est comprise comme la transformée de Fourier-Plancherel d’une
fonction a carré intégrable.
Preuve :
Soit
y(z, k) = e* (1 + f(z,k)) (3.26)

et notent par les théorémes 3.2.2; 3.2.3 et le théoréme de Wiener-Paley (voir Shilov
[8]), que f(x, k) une fonction de k peut s’écrire comme la transformée de Fourier par
rapport a ¢t de B(z,t) € L*([0,0)), i.e.

flx, k) = /000 B(z,t)e*dt, (3.27)

ou l'intégrale (3.27) est considérée comme la limite lorsque N — +oo de l'intégrale
sur [0, N] par la norme de L*(R). En substituant (3.27) en (3.26), remplagant z +
t = s dans la fonction intégrale, et la mise en A(z,s) = B(z,s — z), on obtient la
représentation (3.25). Il reste a montrer que A(z,s) vérifie 1) —3).

Notent que par I'égalité de Parseval, 3) découle directement de I'estimation (3.24).
De cela, nous pouvons aussi facilement déduire la bornitude de la norme de A(s, x)
dans L*([0,00)) par rapport a s.

2) suit d’une propriété semblable de z(z, k) qui suit facilement du théoréme 3.2.3
et le théoréme de convergence dominée.

Pour prouver 1) il suffit de noter que B(z,t) peut étre interprétée comme

o1 —ikt
lim — flx, k)e "™ dk
-N

N—oco 27T
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par la norme de L*([0, M] x [0,00)) sur n'importe quel "rectangle" x € [0, M], t €
[0,00) et, par conséquent, on peut supposer que B(z,t) est de carré intégrable sur

une telle rectangle.

3.2.2 Potentiel de diffusion sur la droite réelle
Cas de ’'Hamiltonien libre

Nous commengons avec une analyse systématique du probléme de diffusion libre

sur R, lorsque ’hamiltonien quantique est donnée par
Hy=D?= -0
ouD, = %&5- Son équation propre est
(Hy — M)u=0 (3.28)
avec la solution générale donnée par
u= Ae™ + B e (3.29)

ou A et B sont des constantes arbitraires. En outre, I’équation de Schrodinger

{ (i, — H)V =0 (3.30)

'U‘t:() =W

est résolu par

V(t,z) = / e STV (y) dy. (3.31)

(47ti)2
En particulier, lorsque vy = u ot u est donné par (3.29), nous avons
V(t,z) = Aehr=Ve 4 B emhemide (3.32)

Prenez A > 0 et écrivez la phase comme

Mz —At) et Nax+ )
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Nous pouvons penser que le premier terme de (3.32) comme une onde se déplagant
vers la droite et le second terme comme une onde se déplacant vers la gauche. Par

conséquent, nous appelons

Ae™ pour x < 0, Be ™ pour x > 0
les termes entrants, et

Ae™ pour x > 0, Be ™ pour x < 0

les termes sortants.

Figure 1

Par conséquent, la solution e, (z,\) := € de (3.28) est entrant pour z < 0 et
sortants pour z > 0. De méme, la solution e_(z,\) := ¢~ de (3.29) est entrant
pour x > 0 et sortants pour x < 0. Nous les appelons les ondes planes. Clairment,
il n’existe pas de solution de (3.28) uniquement avec termes entrants ou les termes
sortants pour A # 0. Néanmoins, pour A = 0, la solution u = 1 est considéré comme un
terme entrant et sortant. Bien que l'intuition physique sous-jacente a notre convention
entrant et sortant n’a de sens que pour A > 0, nous adopterons la méme convention
pour tout A € C. Notent que cela équivaut a une convention de prendre la racine
carrée de I’énergie \2.

Alors, nous considérons 1’équation
(Ho — M)u=f for feC(R). (3.33)
Elle posséde une solution sortie unique, et une solution entrée unique donné par
wilr, ) =5 [ )t ay (3.34)

ou le signe plus (4) désigne la solution sortant et le signe moins (—) désigne la solution

entrant.
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Notent que 'unicité de la solution découle du fait qu’il n’ya pas de solution entrant
ou sortant de I’équation propre (3.28) comme mentionné ci-dessus.

Une caractérisation alternatif de la solution sortant ou entrant uy de (3.33) est
que

uy(x, \) € L*(R) pour Im\ >0

et
u_(x,\) € L*(R) pour Im\ <0

Nous avons aussi

up(z,\) =u_(z, \) =u_(z,—-N). (3.35)

Nous pouvons maintenant définir la résolvante de la solution sortant de Hy, Ro(\),
par

ur = Ro(A)f  pour f € C®(R)

et Ry(—A) est alors définie comme la résolvante de la solution entrant qui vérifiée
u_ = Ry(=\)f  pour f € CF(R)

par (3.35). Notent que (3.34) implique

Ro(N)(z, y) = %e”'”' (3.36)

Il est claire que, le résolvante sortant Ry()) est borné sur L*(R) pour ImA > 0. En

outre, sa norme est donnée par

1

| Ro(AN)|[ 222 = Gist (RT3

(3.37)

ou dist(R™, A\?) désigne la distance entre A\? et I'axe réel positif R*. Cela découle de

la théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints.
Remarque 3.2.2. Dans notre cas, il peut étre vu directement a partir du théoréeme
de Plancherel. En effet, pour f € C§°(R), nous avons

RS = F (557
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ou F est la transformée de Fourier. Puisque

HM 1 B 1 B 1
(2 lrasre ~ Geb €@ - X2 dist(R+, \2)

avec My(u) = gu désignant l'opérateur de multiplication, (3.37) suivant.
Also, by (3.36),
Lemme 3.2.1. Ry(\) en tant qu’opérateur

Ro(A\): L2, (R) — L}

comp loc

(R)
a une extension méromorphe pour X € C avec un pole simple en A = 0.

Preuve :

En effait, nous avons »
Ro(A) = ++ Q)

avee (PF)(x) = & [, f()dy pourfemep< ) et Q) : L2,,,, (R) — L3,.(R) being
671'7,/4

entire in A € C. formellement, P = ¢ ® ¢ ot ¢(x) = 7

peut étre considéré comme

une solution sortant (3.28) a A = 0.
|

La décomposition spectrale de Hy peut étre donnée par la transformée de Fourier
de maniére suivante (ici nous utilisons le méme symbole de l'opérateur pour désigner

son noyau Schwartz)

1 oo . [o.¢]
Ho(z, y) = Di(z, y) = %/ N e dy 12/ N dEy(x, y) (3.38)
—0 0

Ainsi, la mesure spectrale dF) est donnée par

_ i iNz—y) —iAz—y)
ABA(z, ) = o <e te >d)\
1 - -
= (esla, Nenly, N+ e (e, Ne—(y, M) (3.39)

— %(RO(A) — Ro(=A))(z, y)dA

ou la derniére égalité découle de (3.36).
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Remarque 3.2.3. Notez que (3.39) est un cas particulier d’un résultat général dans
Uanalyse fonctionnelle, a savoir la formule de Pierre, et de la décomposition spectrale
en termes de fonctions propres généralisées. Pour le voir, nous devons clarifier la

convention. Ecrire
HO—/ szz—/ NdAE,  (z =\?)
0 0

comme toujours (notent que Hy est un opérateur non négatif). Ainsi dE, = dE).
Pour A >0, Ryo(\) = Ro(z +10) et Ry(—A) = Ro(z —10). D’ot la formule usuel de
Stone’s,

1
211

coincide avec notre formule (3.39).

Hamiltonien perturbé et distorsion des ondes planes
Considérons maintenant ’hamiltonien perturbé sur R :

Hy =D2+V pour V€L (R)

comp

Nous tenons a établir les mémes résultats que nous avions pour Hy dans la section
précidente. Nous allons d’abord montrer I'existence de la résolvante Ry (\) qui vérifiée,
pour | € C5°(R),

(Hy = M)Ry(\) f = f (3.40)
avec Ry (M) f étant la résolvante sortant. Puisque Ry (\)f est solution de (3.28) pour

x assez grand.

Théoréme 3.2.5. L’opérateur

Ry(\): L2, (R) — L}

comp loc

(R)

satisfaisant (3.40) existe comme une fonction méromorphe des opérateurs pour A € C

et il n’a pas de pole pour A € R\{0}.

Preuve :

Pour Im > 0, en appliquant 'opérateur Hy — A\? & la résolvante, nous obtenons

(D2 4+V = X)Ry(\) =1 +VRy(\) (3.41)
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Par (3.37), nous avons
IV Ro(N)|| 22 << 1 pour ImA>>0

Ainsi, pour ImA >> 0,

(I +VRo(N)™' =) (~VRo(A\)": L*(R) — L*(R)
k=0
existe et est holomorphe en \.
Pour I'mA >> 0, soit
Ry(\) = Ro(\)(I + VRy(\) ™! (3.42)

Il est clair que Ry(A) est une famille holomorphe d’opérateurs bornés sur L?*(R)

qui satisfait (3.40). Nous devons montrer que les opérateurs Ry () : L2 (R) —

comp
2
L loc

(R), Ry(A) méromorphiquement continue pour ImA >> 0. C’est identique que
I'extension

Ry(Np: L*(R) — L3

1OC<R)
méromorphiquement & C pour tout p € C§°(R), ou p désigne l'opérateur de mul-
tiplication correspondant. Notent qu’une fois que le prolongement méromorphe est

établie, elle ne dépend pas de p dans le sens suivant :

si p1 € C°(R) avec py =1 sur suppp (3.43)
puis nous avons (Ry(MNp1)p = Ry(N)p .

En effet, c’est évidemment vrai pour I'mA >> 0, puis pour A\ € C par prolongement
méromorphe. Ensuite, nous observons que, pour ImA >> 0 et p € C(R) avec
pV =V,

Ry(N)p = Ro(M\)p(I + VRo(A)p)~ (3.44)

par (3.42) et I'égalité
(I +VRoN)'p=pI +VRy(N\)p)™"

Ainsi, le prolongement méromorphe de Ry () est réduite a celle de (I +V Rg(\)p) L.

Cela découle de la théorie analytique de Fredholm, une fois que nous constatons que

VRo(A)p =VpRo(N)p
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est une famille méromorphe d’opérateurs compacts sur L?(R) comme

pRy(N)p: LA(R) — H2,, (R)

comp

pour A € C\{0} est compact et V : L*(R) — L?*(R) bornée.
Pour compléter la démonstration du théoréme 3.2.5, il reste a montrer qu’il n’y a
pas de pole pour Ry (A) sur R\{0}. Cela se fera en plusieurs étapes. Nous commengons

par;

Proposition 3.2.4. Si Ry(\) a un pole a X = N\g # 0 en écrir

Py Pn_y P

DY gt AT

Ry (M) = W Q) (3.45)

pour \ prés de \g ot Q(\) est holomorphe en Xg, alors u € Py(L?, (R)) est une

comp

solution sortant de (Hy — \3)u = 0.

Preuve :

Tout d’abord, notent que le développement (3.45) découle de la méromorphie de
Ry (\). Ensuite, en appliquant Popérateur (A — X\o)¥ (Hy — A?) & Ry()\) et ensuite on
pose A = A, on voit que

(Hy — \3)Py = 0.

I reste & montrer que les éléments de Py (L2, (R)) sont toujours sortant. Pour cela,

nous allons p € C§°(R) avec pV = V. Par (3.44), nous pouvons écrire

B Py P, ~
I +VRy(\ T =N
( o(M)p)) (A =)V A— o

pour A prés de A oit P, Q(\) : L*(R) — L*(R), j =1, ... N, et Q(\) est holomorphe
en \g. Alors (3.44) implique également que

Py(pL*(R)) = Ro(\)pPx(L*(R)) C Ro(A)(LZyp(R))

comp

ce qui signifie que les éléments de Py(LZ,,,,(R)) sont sortants.
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Ensuite, nous montrons qu’il n’ya pas de solution sortant a (Hy — A?)u = 0 pour

A € R\{0}. Cela découle de la proposition suivante :
Proposition 3.2.5. Supposons que (Hy — A*)u = 0 pour A € R\{0} et soit
Ae™ 4 B _em™ pour  >> 0
u(z) = . .
A_e™ + B em ™ pour x << 0
alors
AL+ |By2 = [A_ + |B_J? (3.46)
Preuve :
Puisque A est réel, u satisfait également 1’équation. Ainsi, le Wronskien de u et w

B { —2A(|A42 — |B_|?) pour z >> 0

(u,7) u
Wiu,u) =
—2IN(|A_|*> = |B4|*) pour z << 0

est constante. (3.46) suit immédiatement.

|
Proposition 3.2.6. Supposons que u € L¥(R) satisfait (D* + W)u = 0 pour W €
L>(R) et suppu C [0, 00). Alors u= 0.

Preuve :
z

Fixons h > 0. Soit v = ¢ hu. Alors, le caractére borné et la propriété de support
de u impliquent que v € L?(R). Maintenant, nous avons
le=# (hDy)%erv| 2 = |[(h*D? —2ihD, — 1)v||12
= ||(h& — i)*0|| 2 by Plancherel formula
> ||0||g2 since |hE —i| > 1as h§ € R
= vl

/hqy, on obtient

Puisque v =€
lehullz < le”"h?Dlul 2
= e Fh2Wul| L2

< Wleh®lle Rl e

Prenant h% < ||W||; 0o, on obtient e hu =0, i.e. u = 0.
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Maintenant, nous pouvons terminer la preuve du théoréme 3.2.5. En effet, suppo-
sons qu’il existe un pole de Ry (\) & A9 € R\{0}. Proposition 3.2.4 implique qu’il
existe une solution sortant non nul u de Péquation (Hy — A3)u = 0. Proposition 3.2.5
implique alors que u est en train de disparaitre en dehors de certains compact de R.

Mais Proposition 3.2.6 dit que u = 0, ce qui est une contradiction. [ |

Remarque 3.2.4. Proposition 3.2.5 est la seule partie de la preuve du théoréeme
3.2.5 qui est plus simple en dimension 1, toutes les parties restants travaillent dans
des dimensions supérieures.

Avec la construction de la résolvante Ry () en place, nous pouvons maintenant

définir et obtenir les ondes planes distordues qui constituent le spectre continu de Hy .
Proposition 3.2.7. Pour X\ € R\{0}, il eziste des solutions uniques ex(x, \) de

(Hy —\)u=0 (3.47)
satisfaisant ex(z, \) = e+ termes sortants.

Preuve :
Pour A € R\{0}, posons

ex(w, \) = e — Ry (\) (V) (3.48)

ce qui est logique car du théoréme 3.2.5. 1l est clair que ex(x, \) vérifie 'équation
(3.47) et le dernier terme de (3.48) est sortants grace a (3.44). Unicité obtenue de
nouveau a partir de l'inexistence de solution sortant (3.47) a prouvé dans le théoréme
3.2.5.

Exemple 3.2.1. Pour établir I'analogue du (3.39), nous utilisons une technique stan-
dard des ODE pour représenter Ry () en termes de ex(xz, \). Tout d’abord, rappeler

que, en général, la solution fondamentale des ODE

(a0; + b(2)) E(z, y) = d,(z)
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peut étre écrite en termes de deux solutions linéairement indépendantes v, j = 1,2
de
(ad; +b(x))3h =0 j=1,2

B, 1) = o @@a)@ — )+ h@b@)@-9)?)  (349)

Y1t

ou W = ) )
Y1 Py

‘ est le Wronskian de 1y, ¥y et

1 x>ty
(fv—y)iz{

0 sinon

désigner les fonctions Heaviside.

Nous appliquons maintenant (3.49) a lopérateur Hy — N* pour A € R\{0} et
solutions ¢y = ey, 1y = e_. Notent que, pour y fize, & la fois e (x, N)(z —y)3 et
e_(z, N)(z—1y)° sont des solutions sortants et donc (3.49) nous donne la résolvante
sortant.

Pour écrire Ry (\)(z, y) explicitement, il faut calculer la Wronskien des e, et e_.
Tout d’abord, observons que, par les propriétés caractérisant des ey, mous pouvons
écrire

eo(r. ) = { TiA()\)ei”‘m - pour +2>>0 (3.50)
e 4 Ry (N)eTA pour £ << 0
Le calcul du Wronskien W de e, et e_ pour x grand et x négatif grand respectivement,

on obtient

W = —2\Ty (\) = —20AT_())

En particulier,
T (AN)=T-(N) =T\ (3.51)
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er(z, ) e R+ (N)e T(\)ee
S I
o [ 72

_(z, A T(\ —iAx R_(\ AT —iAx

e_(w, ) (Ve (Ae P

- - A -

Figure 2

T(\) est appelé le coefficient de transmission et Ri(\) les coefficients de réflexion.

Maintenant, nous pouvons écrire l’expression Ry (X) en termes de ex de (3.49). Pour
A € R\{0}, nous avons

1
Ry(A)(z, y) = m(ﬁ(% Ne_(y, N(z—y)}+eq(y, Ne_(z, N(z—y)?) (3.52)
Cela tmplique le développement asymptotique utiles suivantes
1 ,
Ry (M) (xr, y) = ﬁei”\re:F(y, A) for r>>0. (3.53)

La décomposition spectrale de Hy est maintenant donnée par

Théoréme 3.2.6. Soit e donné par la proposition 3.2.7. puis

=) = 5 [ (e Nerl N+ e, NG+ Y ei(e)

et
N
1 *° _
Hy(z, y) = %/0 M(ep(z, Neg(y, N +e_(z, Ne_(y, )\))d>\+ZEjej(x)ej(y)
j=1
(3.54)
ou E; = A?, j=1, ..., N, Xis sont des poles de Ry(A) pour ImA > 0, et (Hy —

E;)e; =0 avec |lej|| 2 = 1.

Preuve :
Le théoréme 3.2.5 et la bornitude de V| Hy agissant en C§°(R) présente une exten-
sion auto-adjoint sur L?(R) dont le spectre est constitué d’un nombre fini de valeurs

propres négatives (avec multiplicité) et une partie continue [0, 00). Par conséquent

N o N oo
Hy =Y Eje;®¢; + /0 2dE. =) Eje; ® + /0 A2dE) (3.55)
j=1

J=1
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ot les I; sont des valeurs propres de Hy et les e; sont les fonctions propres normalisés
correspondants, i.e (Hy — E;)e; = 0, |lej]|z2 = 1. (Dans la deuxiéme égalité, nous
utilisons la substitution z = \?).

Dans notre convention de prendre la racine carrée de z, E; = A? ou les \; sont les

poles de Ry (A) pour ImA > 0. Pour calculer dE) nous utilisons les formules de Stone

A

)

dEy = ~(Ry(\) — Ry (—))dA. (3.56)

Nous voulons exprimer le c6té droit par les ondes planes distordues e4. Pour cela,
nous utilisons

(D3 +V = M) Ry (£N)(z, y) = d(z — y)

et la symétrie de Ry (£M)(z,y) par rapport a x,y to write for fixed z,y et r large,
(Rv(A) — Rv(=A)) (2, y)

= /_ [Rv(M) (@, ¥)(Dy, Rv(=)(y', 1)) — (Dy, Rv(\)(z, ¥)Rv (=), y)ldy
= [Ry(\)(z, ¥)DyRv(=)(, y) — DyRv(N) (@, ¥)Rv(=)(/, vV,

= rlese, Nealy, V) +e-(a, Ne-(y, V) (3.57)

par (3.53). théoréme 3.2.6 découle maintenant en le remplagants (3.57) dans (3.55)

et (3.57).
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