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Introduction générale

Le but de ce mémoire est d’aborder I’étude des fonctions harmoniques sur les variétés
riemanniennes, il s’agit de rechercher les informations sur la géométrie d'une variété conte-
nues dans 'opérateur Laplacien. On cherche la généralisation au cas des variétés rieman-
niennes de quelques résultats classiques sur les fonctions harmoniques de R™.

Ce sujet permet de découvrir un peu d’analyse sur les variétés : en plus de la
définition du Laplacien sur les variétés riemanniennes, il permet de se familiariser avec

quelques outils fondamentaux de la géométrie riemannienne.

Rappelons qu'une fonction f € C®°(M™, g) est dite harmonique si et seulement si
elle est solution de I’équation de Laplace Af = 0, notons que l'opérateur de Laplace est
un opérateur différentiel du second ordre. L’étude des liens entre I'existence de fonctions
harmoniques non-constantes sur une variété riemannienne complete et la géométrie de
la variété a fait I'objet de plusieurs travaux de recherche en analyse géométrique depuis
plusieurs dizaines d’années. Les fonctions harmoniques sont en un sens rares sur les variétés
possédant une courbure de Ricci positive ou nulle. S.T. Yau a montré en 1975 que sur une
variété riemannienne complete de courbure de Ricci positive ou nulle, toutes les fonctions
harmoniques bornées sont constante, donc ce mémoire se situe a l'interface entre I’analyse
géométrique et la géométrie différentielle.

Ce mémoire comporte trois chapitres. Dans le premier chapitre, nous présentons
dans une premiere partie les notions fondamentales sur les variétés différentiables qui
sont des objets mathématiques plus généraux que l'espace R™, mais qui lui ressemblent
localement. Ces notions seront illustrées par des exemples. Ensuite et dans une deuxieme
partie, on va définir la notion d'une variété riemannienne et définir aussi certains objets
mathématiques associés a ce type de variétés (Connexions linéaires, connexion de Levi-
Civita et le tenseur de courbure). Notons que le tenseur de courbure est un outil principal

pour I'étude géométrique d’une variété riemannienne, il possede des propriétés algébriques
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remarquables qui permettent dans certains cas de donner une classification de quelques

variétés riemanniennes.
Dans le deuxieme chapitre, on s’intéresse dans un premier lieu a la définition de

quelques opérateurs différentiels sur une variété riemannienne (gradient d’une fonction et
la divergence d’un champ de vecteur) a partir des isomorphismes musicaux, 'opérateur
gradient et 'opérateur divergence nous permettent de définir 'opérateur de Laplace ap-
pelé aussi le Laplacien et on donne quelques regles de calcul, on définit ainsi les fonctions
harmoniques comme solutions de I’équation de Laplace. Comme premier résultat de ce tra-
vail, on caractérise touts les fonctions radiales qui sont harmoniques, ensuite on s’intéresse
a la déformation conforme de la métrique ou on donne l'effet d’une telle déformation sur
les connexions, sur la courbure et sur le Laplacien, comme conséquence on remarque qu’en
général le Laplacien n’est pas un invariant conforme c’est-a-dire que ’harmonicité n’est
pas préservée en déformant conformément la métrique. Cette méthode nous a permis
de construire des exemples de fonctions harmoniques apres déformation conforme de la
métrique sachant qu’elles n’étaient pas harmoniques par rapport a la métrique initiale. On
termine ce chapitre par 1’étude du Laplacien et des fonctions harmoniques sur les variétés
produit tordu ou on traite certains cas particuliers.

Enfin dans le troisieme chapitre, nous étudions des problemes de type Liouville et
le probleme de Dirichlet lorsque la donnée au bord est constante. On montre tout d’abord
que sur une variété complete non-compacte avec courbure de Ricci positive ou nulle toute
fonction harmonique d’énergie finie est constante. Pour le probleme de Dirichlet, on définit
pour une fonction le tenseur énergie-impulsion qui est I'analogue du tenseur défini par
P. Baird et J. Eells pour une application entre variétés riemanniennes. En calculant la
divergence de ce tenseur, on donne une relation de base entre la divergence de ce tenseur
et les fonctions harmoniques. Cette relation va nous permettre d’établir une formule de
monotonie pour les fonctions harmoniques et grace a cette formule, nous allons résoudre

le probleme de Dirichlet lorsque la donnée au bord est constante.



Chapitre 1

Généralités sur les variétés
différentiables

1.1 Définitions et premiers exemples

Les variétés topologiques sont des espaces topologiques dont la topologie ressemble a

celle des sous-variétés de R™.
Définition 1.1.1 Une variété topologique de dimension m est un espace topologique M
qui possede les proprietés suivantes :

1. M est séparé : Vx,y € M, il existe deux ouverts disjoints U,V C M tel que x € U
etyeV

2. La topologie de M admet une base dénombrable.
3. Yo € M, U un ouvert de M contenant x, un ouvert V de R™ et un homéomorphisme
p:U—V.
Exemples

1. Un ensemble dénombrable ou fini de points muni de la topologie discrete est une

variété topologique de dimension zéro.

2. U un ouvert de R™, et f : U — R* une fonction continue. Le graphe de f est le

sous ensemble de R™ x R* défini par :

L(f)={ (=, f(z)) eR"xRF,z €U }.

7
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On munit I'(f) de la topologie induite et on définit I'application
er:I(f) — U
par
pr(x,y) =a
¢ est un homéomorphisme, donc I'(f) est une variété topologique de dimension m.
Une carte locale de M est un couple (U, ) ou U est un ouvert de M, appelé

domaine de la carte et ¢ : U — V est un homéomorphisme de U sur un ouvert V' de
R™.

Tout point de M est contenu dans le domaine d’une carte.
Si (U1, 1) et (Us, ¢2) sont deux cartes locales telles que Uy NUy # (), le changement

de cartes est 'application
pao o (U NUz) — (UL N D),
c’est un homéomorphisme de @1 (U; N Us) sur po(U; N Us).

Un atlas sur M est une famille de cartes locales

telle que

iel
Un atlas A est dit différentiable si tous ses changement de cartes sont des difféomorphismes.
Définition 1.1.2 Une variété différentiable M de dimension m est une variété topolo-
gique de dimension m munie d’un atlas différentiable A.

Exemples

1. Une variété différentiable de dimension zéro est un espace dénombrable ou fini de

points muni de la topologie discrete.

2. Tout ouvert de R™ est une variété différentiable de dimension m.
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3. Si M et N sont deux variétés différentiables de dimensions respectives m et n, alors

M x N est une variété différentiable de dimension m + n.
4. R est une variété différentiable pour I’atlas formé par une seule carte (R, Idg) et c’est

aussi une variété différentiable pour I'atlas formé par une seule carte (R, o(z) = z?).

Il est intéressant de remarquer que la réunion de ces deux atlas n’est pas un atlas
différentiable.

Soit M une variété différentiable et soient A; et Ay deux atlas différentiables sur M.

On dit que A; est contenu dans A, si toute carte locale de A; est une carte locale
de AQ.

Un atlas est dit maximal s’il n’est contenu dans aucun autre atlas différentiable
que lui méme.

On dira que A; est compatible avec Aj si leur réunion est encore un atlas différentiable.

Tout atlas différentiable est contenu dans un atlas différentiable maximal qui est la
réunion de tous les atlas différentiables qui sont compatibles avec lui, donc on peut poser
la définition suivante :

Définition 1.1.3 Une structure différentiable sur une variété topologique est la donnée

d’un atlas différentiable maximal.

Remarques :
1. Une variété topologique peut admettre plusieurs structure différentiable. Milnor a
montré en 1956 que la sphére S” admet deux structures différentiables qui ne sont
pas difféomorphes.

2. Plus récemment, on a construit de exemples de variétés topologiques compactes de
dimension 4 qui possédent une infinité de structures différentiables non difféomorphes

deux & deux.

1.2 Applications différentiables

Soit f : M — N une application entre une variété différentiable M de dimension

m est une variété différentiable N de dimension n. Soit p € M et soient (U, ) est une
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carte locale au voisinage de p et (V1) est une carte locale au voisinage de f(p).

Définition 1.2.1 On dit que lapplication f est différentiable en p si ’application

o fopip(U) —y(V),
est différentiable en o(p).

On dira que f est différentiable sur la variété M si elle est différentiable en tout
point de M.

Propriétés 1.2.1

Donnons quelques propriétés des applications différentiables.
1. La définition de différentiabilité de f est indépendante des cartes choisies.
2. Toute application différentiable est continue.
3. La composition de deuz applications différentiables est une application différentiable.
4

. On dit que f : M — N est un difféeomorphisme si f est bijective et f~1: N — M
est différentiable.

Notation :
L’ensemble des applications différentiables de classe C>° de M vers N est noté par

(M, N).

Définition 1.2.2 Soit f : M™ — N™ une application différentiable. Soient p € M,
(U, ) une carte locale au voisinage de p et (V1)) une carte locale au voisinage de f(p).

Le rang de f en p noté rg f(p) est le rang de 'application

Do fop )(f(p):R™ — R"

1. Sirg f(p) =dim N =n, on dit que f est une submersion en p.

2. Sirg f(p) =dim M =m, on dit que f est une immersion en p.

3. La définition du rang de f ne dépend pas des cartes choisies.
Théoréme 1.2.1 (Théoréme du rang constant)

Soient M et N deux variétés différentiables de dimensions respectives m et n et

soit f: M — N est une application différentiable de rang canstant k (0 < k < n).
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Pour tout point p € M il existe une carte locale (U, @) contenant f(p) telle que :

Yo foo Ny, Ty, Thst, oo, Tp) = (T1, ..., Tk, 0, ..., 0)
pour tout (xq,...,xn) € @(U).

Définition 1.2.3 Soit f: M — N une application différentiable.
1. Un point p € M est dit régulier si f est une submersion en p, sinon il est dit
singulier.

2. Un point q € N est dit valeur réguliére si f~1(q) est vide ou tout point de f~1(q)

est un point réqulier.

Théoreme 1.2.2 Soit f : M — N une application différentiable, et soit p un point de
M tel que rg f(p) = dim M = dim N.
Alors il existe un ouvert U contenant p et un ouvert V. contenant f(p) tels que

f:U — V réalise un difféeomorphisme.

1.3 Vecteurs tangents a une variété différentiable

Définition 1.3.1 Soit M un variété différentiable et soit x € M. Un vecteur tangent a M
en x est une classe d’équivalence dans l’ensemble des courbes différentiable v : I — M

telle que
7(0) = =,

pour la relation d’équivalence notée ~ définie par :
Y ~ Y2 < dans une carte locale(U, ¢) au voisinage de x

on ait
(p071)'(0) = (¢ 0 72)'(0).

Cette notion du vecteur tangent ne dépend pas de la carte choisie.

On note T, M est I’ensemble des vecteurs tangents a M en x.

Proposition 1.3.1 L’ensemble T, M admet une structure naturelle d’espace vectoriel de

dimension dim M = m.
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Preuve

Soit (U, ¢) une carte locale au voisinage de x. On définit une application
T, : T,M — R™

par la formule

T, ([v]) = (¢ 07)'(0).

Cette application possede les propriétes suivantes :

1. T}, est une application bijective.

2. Si (U',%) une carte locale au voisinage de . on a
T, = D(pod™)(¢(x)) o Ty

Ces deux propriétes permettent de définir sur 7,, M une structure d’espace vectoriel.

Soit M une variété différentiable, on considére I’ensemble T'M définie par :

TM = U T, M.

zeM

T M est appelé le fibré tangent a la variété M.
On note
g M — M
X, €eT,M — 7(X,) ==z

la projection canonique.

Théoréme 1.3.1 (Structure de variété sur le fibré tangent)
Soit M une variété différentiable de dimension m.
L’ensemble T M peut étre muni canoniquement d’une structure différentiable de

dimonsion 2m telle que w : T'M — M sont une submersion.

Preuve
Soit (U, ¢) une carte locale de M. On définit 'application

d 7Y (U) — o(U) x R™
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par
(X)) = (e(x), (g 0 7)'(0)).
Ou v est une courbe qui represente V.. On munit 7'M de la topologie pour laquelle les
® sont des homéomorphismes .

Le changement de cartes entre les cartes (7~ 1(U), @) et (7~!(V), ¥) est donné par

Vod t:pUNV)xR™ — p(UNV)xR™

Wo®H(z,u) = (Yoy ' (z), D(thop ) (x)(u).

Cette application est clairement différentiable.

L’expression locale de 7 dans les cartes (77 1(U),®) et (U,¢) est la projection

canonique de
R™ x R™ — R™,

cela nous montre que 7 est une submersion.

Exemple 1.3.1
Soit U un ouvert de R™.
l'application
TU — UXxR™
(7] =— (3(0),7(0))

définit une identification naturalle entre TU et U x R™

1.4 Champs de vecteurs

Définition 1.4.1 Un champ de vecteurs différentiable sur une variété différentiable M

est une application différentiable
X:M—TM

telle que
T O X - IdM
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On note I'(TM) l’ensembles des champs de vecteurs sur M.

1.5 Lesregles de calcul local dans une variété différentiable

Dans cette partre, nous allons présenter les bases du calcul local dans une variété
différentiable, on donne une interprétation pratique des champs de vecteurs.
Pour cela, M désigne une variété différentiable de dimonsion m. Pour x € M, on

considere 7177 M 1'espace vectoriel dual de T, M et on définit

T°M = | ] T; M.

zeM

et on note
a:T"M — M

la projection canonique.

Soit f : M — R une fonction différentiable, la différentielle de f est 'application
différentiable
df : TM — R

définie par

) = S(Fonm|

t=0

ou

v —a,a[— M,

est une courbe différentiable passant par x et qui représente X, et
dpf : T,M — R

est une forme linéaire donc d,f € Ty M et on a

d(f1, f2) = frdfa + fadf.
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Soit (U, ¢) une carte locale sur M et soit { €1y ey Em } la base canonique de R™.

Pour x € M, on note
p(r) = (21(2), -, T (1)),

on a donc m-fonctions différentiables sur U appelées systeme de coordonnées sur U.
Pour x € U, on définit 'application

T2 :T,M — R™

par :
TZ(1]) = (9o y)'(0)
T? est un isomorphisme linéaire et donc { (TZ)~"(e1), -, (TZ) "(em) } est une base
T.M on note
0 () = (T Ye), Yi=1,...m
xTr) = i), =1,...,.
8x,~ ¥

. 0 o

La famille Ere T), .y a—(m) est une base T, M, ainsi tout champ de vecteurs X
T1 Tm

sur M s’écrit localement
“ 0
X/ = Xi—
=Y X
ou les X; sont des fonctions différentiables sur U

Pour toute coordonnée : z; : U — R, i = 1, ..., m, sa différentielle est

dr; : TU — R

0 0
{ dyx1,...,dyzy, } est une base de T; M, c’est la base duale de ¢ ——(2),..., —(z) ¢,
o0xy 0%,

on donc

0
dxxi(%(l’)) = 5z‘j
J
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ou

L’ensemble T* M peut étre muni canoniquement d’une structure de variété différentiable

de dimonsion 2m et la projection
™ T"M — M

est une submersion.

T*M est appelé le fibre cotangent sur M, on a toute 1-forme différentiable a va

s’écrire dans la carte (U, ¢) de la maniere suivante :

m
al, = E o dx;.
i=1

1. Soit X € I(TM),

et
X(fife) = LiX(f2) + f2X(f1)

VI, fi, fa € C(M).

2. Si ¢ = (21, ..., ) est un systeme de coordonnées locales sur U et si f : U — R

est une fonction différentiable, on a

of _o(feep™h)

3. Soient (xy,...,xm) et (Y1, ..., ym) deux systemes de coordonnées locales sur le méme
ouvert U.
On a les relations suivantes
0  ~=0x; 0
dyi = 9y 8_%
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et

1.6 Variétés riemanniennes.

Dans cette partie, on va définir la notion des variétés riemanniennes qui va nous
permettre dans la suits de définir certains objets mathématiques (isomorphismes musi-

caux, gradient d'une fonction, divergence d’un champ de vecteurs, 'opérateur Laplacien).

1.6.1 Définitions et propriétés

Un métrique riemannienne sur une variété différentiable M est la donnée en tout
point x € M, d'un produit scalaire < , > sur T, M de telle sorte que la propriété suivante

soit verifiée :
Pour tout systéme local de coordonnées (1, ...,z,,) sur un ouvert U de M, les

fonctions g;; : U — R définies par :
_/ 9 98
Gij = < Ox;’ Ox; >

sont différentiables pour tout i =1, ..., m.

Une variété différentiable munie d’une métrique riemannienne est appelée variété

riemannienne. Notons g = < , >, I'expression locale de g dans (z1, ..., x,,) est donnée par

9=y gijduid,

1,7=1

ou
o 0
i =9(=—, =), Vi, =1,....,m.
gj g(axl 8:15]) bJ m
Propriétés 1.6.1

Comme propriétés, on a :
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1. Si (U, ) est une carte locale de M, les fonctions g;; sont appelées les composantes

de la métrique g relativement a la carte (U, ) localement, on a

X=X 0 etY:Yii
€T; 8%-

2. Un repére local dans une variété riemannienne (M, g) est la donnée d'un ouvert U
de M d’une famille de champ de vecteurs (X1, ..., X,,) dans U telle que, pour tout
veM,{ Xi(x),...Xm(zx) } est une base de T, M.

Notons que tout systéeme local de coordonnées (xy, ..., T,,) définit un repére local

9 2
Oxy" " x|

3. Soit (M, g) une variété riemannienne orientée, on définit la forme volume de la

variété (M, g) par
dvy = +/|g| dz1 A ... Ndzy,

\g| = det(gi), i,7=1,....,m.

1.7 Connexion de Levi-Civita

Définition 1.7.1 (Connexion linéaires)

Une connexion linéaire sur une variété M est une application

V: I(TM)xI(TM) — T(TM)
(X,Y) — VxY

qui vérifie les propriétés suivantes :

1. VxY est C®°(M)-linéaire par rapport a X :
vf1X1+f2X2Y = flely + f2vX2Y7

ol f17 fz c COO(M)
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2. VxY est R-linéaire par rapport a 'Y :
Vx(aY; +bYs) = aVxY) +bVxYs,

pour tout a,b € R.
3. V vérifie la regle de Leibniz

Vx[Y = fVxY + X(f)Y,
ot f € C®(M).

VxY est appelé la dérivée covariante de Y dans la direction de X .

Localement, on a si

0
X = Xi_a
8272'
et
0
Y=Y —
Jax]
alors
VxY = X(Y)i + XY,V i
X - J 055]' v %81']

Une connexion V est dite sans torsion si VX,Y € I'(TM), on a

VxY — Vy X = [X,Y]

ot [X,Y] est le crochet de Lie .

Définition 1.7.2 Soit (M, g) une varieté riemannienne.

Une connexion ¥V sur M est dite métrique ou compatible avec g si VX,Y,Z € I'(T'M),
on a :

X(g(Y,2)) =9(VxY,Z) +g(Y,VxZ).
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Théoréme 1.7.1 (Théoréme fondamental de la géométrie Riemannienne)
Sur une variété Riemannienne (M, g), il existe une unique connexion linéaire sans

torsion compatible avec la métrique g. Cette connexion est appelée la connexion de Levi-
Cvita.

Dans un systéme de coordonnées (z*) sur M, V est complétement définie par les

symboles de Christoffel Ffj donnés par :

V& aia’ B FZ%
En effet, si
X:Xi% et Y:wai,
on a
VxY = Xz(aa YF 4+ Tk Yj)aij

Proposition 1.7.1 Soit (M™, g) une variété Riemannienne, et V la connezxion de Levi-

Civita. Si (U, ) est une carte sur M et les champs de base %, ey Mim associés, alors les
coefficients de Christoffel Ffj sont donnés par
k- = Z kl{agjl 99 _ agij}
“ — ox*  Oxd O

ou, gi; sont les coordonnées de g relativement a la carte (U, ¢).

1.8 Courbure d’une varieté riemannienne

Le tenseur de courbure est un outil principal pour I’étude géométrie d’ une variété
riemannienne.
Dans cette section, nous allons introduire cette notion en donnant certaines de ses

proprietés.

Soit (M, g) une variété riemannienne, muni de sa connexion de Levi-Civita V .
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Définition 1.8.1 (Tenseur de courbure)

Le tenseur de courbure associé a V est défini par :

R:T(TM)x D(TM) x T(TM) —» T(TM)
(X,Y,Z) — R(X,Y)Z

ou

R(X,Y)Z =VxVyZ — VyVxZ — VixyZ

Pour tout X,Y,Z € I'(TM).

Définition 1.8.2 (Courbure de Ricci)

La courbure de Ricci notée Ric est définie par :

Ric(X,)Y) = tryR(x, X)Y

m

= > g(R(en, X)Y, e),

=1

ot (e;) est une base orthonormée locale sur M et X,Y € T'(T'M).

Définition 1.8.3 (Tenseur de Ricci)

Le tenseur de Ricci de la variété (M, g) est donné par :

Ricci : T'(TM) — T'(TM)
X —  Ricci(X)

tel que

Ricci(X) = Z R(X,e;)e;

ot (e;)™, est une base orthonormée locale sur M.
Remarque :
Pour tous X, Y € '(TM), on a

Ric(X,Y) = g(Ricci(X),Y).
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Définition 1.8.4 (Courbure scalaire)

On appelle courbure scalaire la fonction définie sur M par :
m
R, = tryRic = Z Ric(e;, e;)
i=1

¥ m

ot (e;)™, est une base orthonormée locale sur M.



Chapitre 2

L’opérateur Laplacien et les
fonctions harmoniques sur une
variété riemannienne

Dans ce chapitre, on va définir quelques opérateurs sur les variétés riemanniennes,
ces opérateurs vont nous permettre de définir le Laplacien et par suite les fonctions
harmoniques qui sont solutions de I’équation de Laplace dont on donne explicitement
quelques regles de calcul. Pour ce type de fonctions, on a dans une premiere partie ca-
ractérisé toutes les fonctions harmoniques radiales, ensuite on étudie I’harmonicité apres
déformation conforme de la métrique.

Enfin et dans une derniere partie de ce chapitre on étudie le Laplacien et I’harmo-

nicité sur les variétés produit tordu.

2.1 Les isomorphismes musicaux

Soit (M™, g) une variété riemannienne, g, est une forme bilinéaire symétrique non
dégénérée sur T, M, En tout point = de M, on peut identifier T, M a T:M a l'aide de

I’isomorphisme noté #,, et défini par :

#,:0 T'M — T,M
Wy — #m(wx)

tel que : pour tout X, € T, M,

23
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#. est un isomorphisme, on note b, son inverse qui est défini par :

by: T,M — T*M
X, +— b (Xy)

tel que : pour tout Y, € T, M,
On peut définir les opérateurs # et b, appelés opérateurs musicaux de la facon suivante :

4. T*(TM) — T(TM)
w — #(w)

tel que pour tout x € M, on a

et

tel que : pour tout x € M,

Voir [3] pour plus de détails concernant ces notions.

Proposition 2.1.1 Les opérateurs # et b sont des isomorphismes inverse ['un de [’autre

et sont également définis par :
#(w) est tel que g(#(w), X) = w(X)
b(X) est tel que b(X)(Y) =g(X,Y)
pour tout X, Y € I'(TM) et w e I''(T'M)

Preuve :
La linéarité est une conséquence de la linéarité des #, et b,, pour tout x € M.

Il suffit de montrer que les opérateur # et b sont inverse I'un de I'autre.
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Soient z € M, X, Y e I'(TM) et w € I'"(T'M).

D’une part, on a

et comme g, et non dégénérée, alors pour tout x € M il suit que

et
((# 0 b)(X))s = Xa,

enfin on déduit que
# O b = IdF(TM)

D’autre part, on a

((b © #)(w))x(Xx) = (bx(#x(wx))(Xx) = ga:(#x(wxyXx) = wx(Xx)v

alors

pour tout x € M, et

En rappelant que

et
(9(X.Y)) = go(Xs, Ya),

on aura a partir des définitions de #, et b, les relations suivantes .

alors

d’ou les relations voulues.
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2.1.1 Les isomorphismes musicaux en coordonnées locales

Soit (U, ) une carte local sur M, {U, (a%i),-:lmn} et {U, (dz")i=1, n} sont res-

pectivement le repere et le corepere local associés a la carte donnée (U, ¢).
En utilisant la covention d’Einstein pour les indices, on a pour w € I'*(T' M),
w = w;dx’.
Pour X, Y € I'(T'M), on a

8Y -0

X=X _= .
oxi’ oxi

La métrique g s’écrit sous la forme

g = gi;dz' @ da’

ou
g 0
9ij = 9(%7 @)-
Comme
9(#(w), X) = w(X),
alors

pour tout X € I'(T'M).

9

5.7 alors

En particulier pour X =

d’on
ot (¢%) est la matrice inverse de (g;;).

Enfin nous obtenons la formule suivante :

0
ox’

#(w) = g"w; (2.2)
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De méme, pour 'opérateur b nous avons d’une part

et d’autre part
BANY) = g XYY

= LL)ij,
- 0 .
pour tout Y € (T'M), en particulier pour Y = et on obtient la formule
x

(b(X)); = ;X"

par suite on déduit que :

2.2 Les opérateurs sur une variété riemannienne

2.2.1 L’opérateur gradient sur une variété riemannienne

Définition 2.2.1 : Soit (M, g) une variété riemannienne, on définit ['opérateur gradient
(noté grad) par :
grad: C*(M) — I(TM)
[ = grad(f) = #(df)

ou df est la différentielle de f, tel que pour tout X € I'(T'M) on a

g(gradf, X) = df (X) = X(f).

Proposition 2.2.1 (Expression du gradient en coordonnées locales )

Soit (M™, g) une variété riemannienne, (U, p) une carte sur M avec les champs

0
51’ B alors pour tout f € C*°(M,R) on a :

de base associée —,

L 0f 0
gradf E 9" 5 o, (2.4)

,j=1
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Preuve

On applique directement la définition de I'application # (voir proposition 2.2.1),
et la définition de la différentielle la fonction f € C*°(M, R) relativement a la carte (U, ¢)

sur M, on a

df

Z
#df = Z 8%

N et 890’ ax]
ou dx?, ..., dz™ est la base duale.

Propriétés 2.2.1

Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour toutes f,h € C>(M

1. grad(f + h) = gradf + gradh
2. grad(fh) = hgrad(f) + fgrad(h)
3. (grad(f))(h) = (grad(h))(f)

Preuve :
Soit f,h € C*(M), pour tout X € I'(T'M) on a :

glgrad(f +h),X) = X(f+h)
X((f)+X(h)
(

g(grad(fh),X) = X(fh)
hX(f)+ fX(h)

) on a

g(gradf, X) + g(gradh, X)
g(gradf + gradh, X),

hg(gradf, X) + fg(gradh, X)

= g(hgradf + fgradh, X),

(gradf)(h) = g(gradh,gradf)
= g(gradf,gradh)

= (gradh)(f),
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2.2.2 L’opérateur divergence sur une variété riemannienne

Soit X € I'(T'M) un champ de vecteurs sur une variété riemannienne (M, g),

I’application définie par :

VX: T(TM) — T(TM)

A — VzX (2:5)
est une application C*°(M) linéaire (VX est un tenseur de type (1,1)).
Six e M, alors
(VX)y: T,M — T,M 26)

est une application linéaire d’espaces vectoriels.

Définition 2.2.2 : Soit (M, g) une variété riemannienne. La divergence d’un champ de

vecteurs X € I'(T'M), notée divX est une fonction sur M définie par :

div: TN(TM) — C>(M)
X —  divX

et
divX = try(VX)

(divX)(z) = try(VX),) reM

En coordonnées locales, on a

divX = dz'(V_a X)

oz

Si (e;) est une base orthonormée locale sur M on a

divX = Z g(veiXa ei)

i=1
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De méme, la divergence d’une 1-forme w sur M est définie par

divw = try(Z — Vzw)

m

= D (Vew)(e)

i=1

= YV @) as)

=1

Proposition 2.2.2  (Premiére expression de la divergence en coordonnées

locales. )
-0
Soit (M, g) une variété Riemannienne de dimension m, X = XZT e (TM)
xl
on a:
— 0X! :
divX = - 4+ XI7
wX =) (57 +XTy)
i,7=1
Preuve

Sur une carte locale sur M nous avons,

-0
X = X"'—
ox’
et
0 0
Vit ow ~ Lugeh
alors,

divX = > dwi(V.o X)
- ox?
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d’ou finalement, on déduit que

Propriétés 2.2.2
Soit (M, g) une variété Riemannienne, pour tous X,Y € I'(T M) et f € C*(M,R), on a

1. div(X +Y) =divX + divY
2. div(fX) = fdivX + X(f)

Preuve :
Pour démontrer la propriété (1), on applique directement la définition de la diver-

gence, soit (e;) une base orthonormée locale sur M on a
div(X +Y) = g(Ve, (X +Y),e)
= g(Ve, X, e) +9(Ve, Y, e)
= diwX + divY
Pour la deuxieme propriété, on a
div(fX) = g(Ve, [X, e;)

Or

Ve [X =e(f)X + fVe X,
il suit que

div(fX) = glei(f)X,e:) + [ 9g(Ve, X, )
On sait que
divX = g(Ve, X, e;)
et
g9(ei(f)X, ei) = g(X, grad f) = X(f).

On déduit que

div(fX)=X(f)+ f divX

Voir [2] Pour plus de détails sur ces notions.
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Lemme 2.2.1 ([2/)  Sur une variété riemannienne (M, g) on a

oy fdetla)) = faet(a, Zrlk,

ot |g| = det(gi;)-
En utilisant ce lemme, nous allons donner la deuziéme expression de la divergence.

Proposition 2.2.3 (Deuxiéme expression de la divergence en coordonnées

locales. )

Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m, pour tout X € I'(T M)
on a:

o 1 0 k
divX = ng)@< d@t(gw)X )

Preuve

Grace a la premiere expression de la divergence en coordonnées locales, nous avons

divX = zm: 0X* —f—f:zm:XJF

i=1 j=1 =1

Ms

ZZP

=1

en utilisant le lemme 2.2.1, avec
|g] = det(gi;),

alors un calcul direct donne,

divX = L\/TZ
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en utilisant la convention d’Einstein on a

2.3 L’opérateur Laplacien sur une variété rieman-
nienne

2.3.1 Définitions et Propriétés

Définition 2.3.1 Soit (M, g) une variété riemannienne, on définit I’opérateur Laplacien

noté A sur M par :

A: C®°(M) — C>®(M)
P AW = div(grad)

Propriétés 2.3.1

Soit (M, g) une variété riemannienne, pour toutes f,h € C*°(M,R) on a :
1. A(f+h)=Af + Ah
2. A(fh) = hAf + fAh+ 2g(gradf, gradh)

Preuve :
Soit f,h € C*°(M,R), en utilisant les propriétés des opérateurs grad et div et le

fait que
X(f) = g(gradf, X),
on obtient
1.
A(f+h) = div(grad(f+h))
= div(grad f + grad h)
= div(grad f) + div(grad h)
= A(f) + A(h)
2.

A(f h) div(grad(f h))
div f(grad h) + div(h grad f)
= f div(grad h) + (grad h)(f) + h div(grad f) + (grad f)(h)

= fAh+ hAf +2g(grad f,grad h).
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Définition 2.3.2 : Soit (M, g) une variété riemannienne, et soit f € C°(M), on dit que

f est harmonique si :

Af =0

L’équation Af = 0 est appelée ’équation de laplace.

2.3.2 Expressions de l'opérateur Laplacien en coordonnées lo-
cales

Soit (M, g) une variété riemannienne, et pour tout f € C*°(M), on a

8:010:6]- B ijﬁ_:ck

Preuve
Soit f € C*(M,R), alors

A(f) = div(grad f)

g o
= gV
g Q(Va_gmdf,axj.>

ozt

Or
0 0 0 0
oV g ) = g (Lol S ) ~atorad £.9 .57 )
P Of
 Oxidxd Yok’
d’ou
G 0% of )
AF = g _Tk =2
f=¢ <8wi8xj P”(‘?x""
Remarque.

Grace a la deuxieme expression de l'opérateur divergence, il existe une deuxieme

écriture pour le Laplacien donnée par I’équation suivante :

— 1 0 i af
S = Tty gt )
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Exemple 2.3.1

Soit R™ muni du produit scalaire standard go, (gi; = 6i;), alors pour tous fonction

différentiable f sur R™ et X = (X1, ..., X™) un champ de vecteurs sur R™ on a

1.
B i aof 0
grad | = — ozt Oxt
_ af of )
( Oxl et Oxm
2.
, =L oX!
div X = ) or
=1
B oX! oxm™
9t T Qam
3.

Exemple 2.3.2 (Laplacien sur la sphére 5?)

Soit S? la sphére de dimension 2, sa métrique est donnée par
gg2 = df? + sin® 0dy?,
et f:S5*\{(£1,0,0)} — R, on a

O f of 1 9%f
= a0z Te g ane

Af



36 L’opérateur Laplacien et les fonctions harmoniques sur une variété riemannienne

Par exemple f(0,¢) = Intan(%) est harmonique. Car :

af o 0
% = %ln(tanﬁ)
_ Z(tan 9)

tang

%(1 + tan? g)
0

tan§
De méme, on a
>’r _ 1 (1 + tan? f)tan® ¢ — 1(1 + tan? £)?
90° 2 tan? ¢
0 1
= “(tan® = — .
( 2 tanzg)
On déduit :
0 1 1, 1 0 1 0
Af = —(tan® = — - — tan—) =0
f (an 9 tan2g) 4(tanQ 2)( ng"’ an2)

Donc f est fonction harmonique.

2.3.3 Quelques regles de calcul pour le Laplacien.

Proposition 2.3.1 Soient x,y € R?, (z,y) sont les coordonnées cartésiennes (x,y) et

(r,0) sont coordonnées polaires avec

y = rsinf

{m = rcosf

et on a :

Af(r.y) =55+ 550+

*f  10°f 10f
orz ' r2902 ' ror (2:8)
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Preuve
On a f(z,y) = (rcos,rsinf), il suit que :

05 _ 0f0x 070y
or Ox Or Oy Or
of

or .
= oS 0% + sin Qﬁ_y (EQy)

et

PI
orz o8 Or Oz

y

0 g0 080
or

5 + sin Ha—y(a—y)

82 2
= COSezw +rsin922—ng (EQ2).

De méme, on a :
of _ 0fox ofoy
00 Ox 00 Oy 00
of

0
= —rsin@—f + rcos—

ox oy

et

9*f *f of
002 ox?

e 2 0% f of . ,0f
= r’sin 92@ +r*cosf a7 r(cos 9% + Slnéa—y)

0*f of

ox? 0y? ox

En remplagant (EQ;) et (EQ3) dans (EQ3), on obtient :

of
962

9% f

da?

0*f  0°f

o2
or  oF /
ox? 0y oy?

= r — cos 6?

2
—= = —r(—rsinf*>— + cos 9%) + 7(r cos 023—?;2 — sin 02—5

)

i

2
= 7%((1 — cos 92)ﬂ + (1 —sin6?)=—=) — r(cos == + sin&ﬁ

dy

)

(EQs)

— sin§? == — r(cos Ga—f + sin Ga—f)

dy
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on déduit que

1 02 0? 0
Af($,y):ﬁ<728—7£+8—é§+ra—i)

Ce qui donne finalement :

2f 19*f 10f
MY =55+ a3 T rar

Proposition 2.3.2 Soit f : R™ — R une fonction strictement positive de classe C?.
Alors

A(f?) = pfr(fAf + (p = 1)lgrad fI?) (2.9)

Preuve
D’aprés la définition on a

A(f?) = eilei(f7)) = (Vesen) (f7) (E)

ou (e;)™, est base orthonormée sur R™.

On a pour X € I'(T M),

X(f7)=pfr'X(f).

Ce qui donne

X(X(f7) = pX(fF71X(f))
= p(frX(X() + X(fHX(NX ()
= p(frX(X() + (0= D2X()).
D’ou
ei(ei(f?)) = p(fr~ eileif)) + (0 = D 2eil fle(f)
= pfr(feei(f) + (p = Dlgrad fI?) (Ev)

et
(Veed)(f7) = pfP " (Vee) (). (E>)
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En remplagant (E;) et (Fy) dans (E), on obtient

AP =pfr=*(feilei(f) + (p — Dlgrad fI* — f(Vee)(f))

Or :
Af =ei(ei(f)) — (Veei)(f),

il suit que
A(fP) = pfP2(FAf + (p = Dlgrad fI).

Comme cas particulier de la proposition 2.3.2, on a
Proposition 2.3.3 Soit (M, g) une variété riemannienne, Vx € R™ on a
A(lz]P) = plp+m — 2)|z["~. (2.10)

Preuve
Posons f(z) = |z| dans I’équation (2.9), on obtient

A(lzP) = plal~*(|z|Alz] + (p — 1)|grad|z||*),

ou
lz| = /22 + ...+ a2,
et
0 0
d = 24 . 2
grad|z| o x] + +xm8xi
_ox 0
@] Oy’
De méme
x;, 0 x; O
delf =g 2 22 ) =1
jgradjz)| g< P a)
et
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Ou
0 ZT;
on obtient
82|l'| 8 Z;
Af = a—xi(m)
1 (m—1)
= (el — el ) =
o ¢ )=
D’ou

on déduit que :
A([z]P) = p(m +p = 2)|2["~2.

Proposition 2.3.4 Soient f: R™ — R, g: R — R deux fonctions de classe C*,

alors
Algo f) = (g o [)Af+(¢" o f)lgrad f|? (2.11)
Preuve
Soit
gof: R™ — R
= (x1,....,Tm) — (gof)(x).

Par définition du Laplacien, on a

Mg ) = ({0 ().

7

Un simple calcul donne :

il suit que
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On obtient donc
o0 f
0x?

1

of of
(9961- 3:1:1-’

Algo f)(z) =g (f(x))53 +9"(f(x))

d’ou finalement

Algo fi(@) = (' o )@)Af + (9" 0 f)(@)lgrad fI*,

car

of

(57)° = lgrad fT*.

Proposition 2.3.5 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m. Pour toute

fonction f € C*(M,g), on a
Aef = el (Af + |grad f|?) (2.12)

Preuve

Par définition, on a

Ael = ei(ei(el) — (Ve,ei)(ef).

Or

€i(€f> = ef~ei(f)7
d’ou

eilei(e)) = ei(efei(f))

= €f€i(€i(f)) + €f€i(f>ei(f>

= el(eile(f)) + lgrad fI?)
et

(Veer(el) = ef (Verealf),

donc

Ael = el (Af + |grad f|?)
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Définition 2.3.3 Soit (M, g) une variété riemannienne de dimension m. On appelle

forme volume sur (M, g), notée v™M ou v9, la forme définie localement dans un repére

par
oM = /det(g;;)dat A ... A dz™

Exemple 2.3.3

On considére la variété R? muni des coordonnées cartésiennes (x,y) on a

go = d.’L’2 + dll27

et

v? =y /det(g;;)dx A dy = dx A dy.

On considére la sphére S? muni de la métrique
g = db? + sin® 0dy?,
alors

v? = 4/det(gi;)d0 N dp = |sin|df A de.

Proposition 2.3.6 (Théoréme de divergence ([3]))
Soit D un domaine compact a bord dans une variété riemannienne (M, g). Soit w

une I-forme et X un champ de vecteur, définis sur un voisinage inclue dans D. Alors

/D (divw)v™ = /a Dw(n)vaD et /D (divX)oM = /a N g(X,n)?P,

ot OD est le bord de D et n =n(z) est le vecteur unitaire normal a 0D.

Corollaire 2.3.1 Pour tout w une 1-forme et X un champ de vecteurs a supports compact

dans un domaine D, alors

/D (divw)o™ =0 et / (divX)v™ = 0.

D
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2.4 L’harmonicité des fonctions radiales

Dans le cas ou la fonction f : R™ — R est radiale, c’est a dire elle dépend

seulement de r = y/2% + ... + 22, nous allons caractériser touts les fonctions radiales qui

sont harmoniques.

Proposition 2.4.1 Soit f une fonction de classe C* définie par :

f: R™ — R, m > 2
z= (T, ) — flz) = F(r)

Alors f est harmonique si et seulement si f s’écrit sous la forme suivante :

f(x) = Alnr+B 51 m =2

A
f(flf) = W-{-B st m > 2

our = /13 + ...+ 22 et A et B sont des constantes.

Preuve :
On ar=+/x?+ ...+ 22, il suit que :
or T;
= Vi=1,..m
o0x; r
et
r 1

2
x: ,
Ss=-——5 Vi=1l..m

0
En calculant ——, on trouve :
i

ox; - (r)ﬁxi r Fr)
De méme, on obtient
02f  r—% T T,  a? 1 a2
_ ERYAs Ti gz T g - _Ziyp 2.13
=P+ PO = SR+ (- ) (213)
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Par définition, on a
m an
Af = — 2.14
f 2_: 52 (2.14)

En remplagant (2.13) dans (2.14)

Af =D 52

Ce qui donne finalement :

Af=F"(r)+(m-1) (2.15)

Grace a I’équation (2.15), on déduit que f est harmonique si et seulement si F' verifie

I’équation suivante :

F'(r) + (m — 1)F;fr) —0
Ce qui donne
I
En intégrant par rapport a r, on obtient
InF'(r) = —(m—1)lnr+c¢
InF'(r) = lnrm—A_l,

avec ¢ = In A.
Enfin, 'harmonicité de f se traduit par ’équation

(2.16)
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Pour resoudre 1’équation (2.16), nous allons distinguer deux cas :

1¢" cas :
Pour m = 2, on obtient

,
donc
flx) = Alnr+B
= Alny/z?+..+22 +B.
2¢m¢ cas :

Pour m > 2, I’équation (2.16) s’écrit sous la forme

F'(r) = Ar'=™,
Par intégration, on obtient
A
F(r)= B
(r) (2 —m)rm—2 *
D’ou
A
f@) = s+ B

(2 —m)rm=2

A
= L—2+B

(2—m)(x?+ ... +22) >

2.5 Etude de I’harmonicité apres déformation conforme

Dans cette partie, nous allons étudier I'harmonicité d’une fonction f € C*°(M, g)

en déformant conformément la métrique g en § = e*’g on v € C*°(M, g).

Proposition 2.5.1 Soit (M, g) une variété riemannienne munie de sa connezion Levi-
Civita A, et soit § = e*'g une déformation conforme de la métrique g.

Notons ¥V la connezion de Levi-Civita associée a la métrique g. On a pour tous
X,)Y e (TM).

VxY = VxY + X(7)Y + Y ()X — g(X,Y)grady. (2.17)
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Preuve :
On va donner la preuve de la proposition en utilisant les symboles de Christoffel

Ffj qui sont donnés par la formule suivante :

1
Il = 59" (0i(970) + 9;(90) — Ailgis)).
En appliquant cette formule pour ff], on obtient :

ff?j = 19%(0:(g5) + 9;(9a) — 0u(3i5))
= 3¢ g"(0i(e P gj) + (e gu) — Ai(e > gij))
= e 2g" (e 0i(g51) + €70;(ga) — €101(gi5) + 26¥705(7) g + 2¥70;(7)ga — 2¥70(7) i)

= T+ ¢"0i(7)gu+ " 0;(7)g9u — 9" 01(7) g5

T T T3

En utilisant le fait que g"g;; = d;, on déduit que
Ty = 60:(7)

T, = 6ri0i(7)

et
Ts = g"g:;01(7).
. 0 . P
Ou 0; = T on sait que par définition, on a
L
k

En calculant %aiﬁj, on trouve :
Vo,0; = Thog
= V0,0 + 0;0:(v) + 0105 () — 9" 91;01(7)

= V0,05 + 0k0:(7) O + 03i05(7) O — ™ 9i;00(7) O
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Ce qui entraine 1’équation suivante
Vo,0; = V,0; + 0,(3)9; + 0;(7)0; — 9(0:, ;) gradyy (o)
Soient X = X'0; et Y = Y"9;, un calcul simple donne
VxY = Vyip Y70,
= X(Vy,Y'0))
= X{(YIV,0; + 0:(Y7)9;)
= X'(Y7(V5,0; + 0i(v)0; — g(0;, 0)grady + 9;(Y7)0;)
= X'VI(V5,0; + X'0;(7)0; — X'g(0;, 0;)grady + X' 0;(Y7)0;).

Donc
VxY = VXiainaj = Xl(Y]VaﬁJ + aZ(YJ>aJ> (")
D’ou
ViV = VxY + X(7)Y + Y ()X — g(X,Y)grady

Grace a la formule (2.17), on va calculer le Laplacien d'une fonction f € C*(M),

apres déformation conforme de la métrique, plus précisément, on a le résultat suivant :

Proposition 2.5.2 Soit (M™, g) une variété riemannienne, et soit g = €*'g une déformation

conforme de la métrique g. Alors pour toute fonction f € ¢ (M), on a :
ﬁf —e X ( Af+ (m —2)g(gradf, grady) ) (2.18)

Preuve :  Soit (e;)!™, une base orthonormée sur (M, g). la base orthonormée pour g
est donnée par e; = e Ve;, i=1,....,m

Par définition de &, on a

Af =&@E(f) — (Vae)(f).

Grace a ’équation (2.17) on deduit que :

Ve.ei = Vee +ei(v)e + e(v)e; — glei, e;)grady
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Or
grady = e;(y)e;,

ce qui donne :
Ve,ei = Ve,ei + (2 — m)grady (1.1).
De méme, on a

VEZ/GVZ - V@*"/eie_’yei

= (Ve + (2 — m)grady — grady)

Donc :

Ve =e (Ve + (1 —m)grady) (1.2).
En calculant €;(f), on trouve :
ei(f) =eelf),
il suit que

G@(f) = aleealf) = e el e ()
= e Pei(elf) + e (e el f)
= e Peelf) — e eelf)
Enfin, on conclut que
G@(f) = e Veileil ) - e Meelf) (1.3)

En remplagant (1.2) et (1.3) dans (1.1), on obtient

Af = e (eileilf)) — eilv)ef) — (Vee(f) = (1 —m)grady(f))

= e 2(Af + (m —2)(grady)(f)).
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L’équation (2.18), montre qu’en général I'harmonicité n’est pas préservée sauf
si m = 2 ou bien f est constante, on dit alors que le Laplacien n’est pas un invariant

conforme.

La non- invariante conforme du l'opérateur Laplacien a permis de définir un nouvel
operateur légerement différent du Laplacien noté L, et appelé le Laplacien conforme de
la maniere suivante :

2(m—1)
m — 2

L_

g =

Ay+R;, m#2

ou R, est la courbure scalaire sur la variété (M, g).

Pour la courbure scalaire Ry, on a le résultat suivant :
Proposition 2.5.3 Soit (M™, g) une variété riemannienne et g = e*1g :
R; = e (R, — (m — 1)(2Ay + (m — 2)|grady|?)). (2.19)
Preuve :

Soit (e;)"; une base orthonormée sur (M, g), pour g la base orthonormée est donnée
par

e =c¢e e

Par définition de Ricci, on obtient
Ricci(X) = R(X, ¢)e;

Et

Ricci(X) = R(X,¢)e;
= 6_27(§<X, ei)ei
= ¢ (Ricci(X) — (Ay)X + (m — 2)(dv(X)grady — Vxgrady — |grady[?X))

ou

R, = g(Ricci(e;), ;)
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De méme

R; = g(Ricci(e;), ) = g((Ricci(e;), e;)
= e (g(Ric(es), e1) — g((Ay)es, e) + (m = 2)g(dy(ei)grady, e;)
— (m—2)g(Ve,grady, e;) — (m — 2)g(|grady|®e;, e;))
= e P (Rg —mAy + (m = 2)|grady|? — (m — 2)Ay — m(m — 2)|grady|?)
= ¢ (Ry — (2m = 2)Ay + (m — 2)(1 — m)|grady|?)

Enfin
R =e¢ (Ry — (m — 1)(2Ay + (m — 2)|grady|*))

Pour l'opérateur L,, on a le théoreme suivant

Théoreme 2.5.1 ([1])  Soit (M™,g) une variété riemannienne et g = e*'g.

Pour toute fonction f € C*(M), on a :

_ m+2 2

Ly(f) = e " F L, ("7 ). (2.20)

L’équation (2.18) nous permet de Construire des exemples de fonctions harmoniques

en déformant conformément la métrique g.

Exemple 1 :
Soit
f: R™ — R m # 2
= (21, Tm) — 7= 23+ . a2
et

g=dz®+ ... +dz?,.

Un calcul simple nous donne

>

-
I

i



2.5 Etude de I’harmonicité apres déformation conforme

d’ou la fonction f n’est pas harmonique par rapport a la métrique g.

Soit § = e*’g o1 v est une fonction que dépend seulement de 7.

ou
r= |zl =
Grace a I'équation (2.18) on a :
- |
Af = e + (m = 2g(gradf, grady)
Or
dy =~'(r)=
grady = (r)3
et
0
gradf = ()5
_ 9
o
donc I'équation
Af =0,
nous donne
1 -1
! — -
7). = m—2r
_ 11
 2—mr

En intégrant par rapport a r, on trouve

1
y(r) = Inr
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d’on
1
’g’ — 62 In(r2=m)
2
Pour cette nouvelle métrique g, notre fonction f devient harmonique.
Exemple 2 :
Soit
f: R™ — R m # 2
(01 m) > @)= g =y
= (21, ., Ty x)=— =
! I

En calculant le laplacien f on trouve

Donc la fonction f n’est pas harmonique.

Nous allons la rendre harmonique en déformant conformément la métrique eucli-
dienne ¢ sur R™ en § = e?’¢ oll v est une fonction que dépend seulement de 7.

L’équation (2.18) est traduite comme suit :

~—

&f:€27< % —2(m—2)7;(;ﬂ )

r

et comme A f =0 c’est-a-dire

2 1
/
r)=———-—
7 (r) m—2r
Et par intégration par rapport a r, on obtient
() = Z5hnr
— Inrmz

D’ou f est harmonique par rapport a la métrique g = i qg.
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2.6 L’harmonicité sur le Produit Tordu des variétés
riemanniennes

2.6.1 Produit Tordu des variétés riemanniennes

Définition 2.6.1 : Soient (M™,g) et (N", h) deux variété riemannienne, le produit tordu
de ces deuz va Tiété est une variété riemannienne notée M X ;2 N et munie de la métrique

G2, ou f € C° une fonction positive telle que :
Gp=7"g+ (fom)*n*h

o
T MxN-—=>M

et
n:MxN—N

désignent les projection canoniques.

Si X, Y €eT'T(M x N) on a
Gp(X,Y) = g(dr(X),dn(Y)) + (f o 7)*h(dn(X), dn(Y)).

Remarque 2.6.1

Relativement a des cartes locales (U, x*) sur M et (V,y") sur N. la matrice associée d G2

gij 0
0  f* hg

et la matrice inverse est donnée par

g7 0
( 0 f72 . hlk )

La connexion de Levi-Civita de M X2 N peut étre maintenant rapprochée a celle de

est définie par

M et de N comme suit.
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2.6.2 Connexion de Levi-Civita de la Variété Produit Tordu

Proposition 2.6.1 (/2]) Soient (M™,g) et (N", h) deuz variété riemannienne, Si V la

connexion de Levi-Civita associée a la variété produit (M x N,G), alors La connexion de

Levi-Civita ¥V associée a la variété produit tordu (M x 2 N,G2) est définie par

VyY = VY + ZLfQXl(fZ)(O, Ya) + 2%025/1(]02)(0,)(2) - %h(Xz, Y5)(grad(f?),0)

pour tout X1,Y; € D(TM) et Xy,Ys € I'(T'N) avec

X — (X17X2)7 Y - ()/17}/2>

2.6.3 L’opérateur Laplacien sur le produit tordu
Soient (M, g) et (N, h) deux variétés riemanniennes, est notons AM le laplacien sur

(M, g) et A" le laplacien sur (N, h).

Le laplacien sur M x N sera noté par &, notre but est de calculer I'opérateur A en

fonction de AM, AN et la fonction f.

Pour cela, considérons {eq, ..., e,,} une base orthonormée sur (M, g), et {f1, ..., fn}

une base orthonormée sur (N, h), il base orthonormée sur (M x s N, Gy) est donnée par :

1 1
{(e1,0), (e2,0), ..., (em, 0), (0, ?fl), . (0, ?fn)}

Proposition 2.6.2 Soient (M, g) et (N, h) deuz variété riemannienne, AM AN désignent

les opérateurs Laplaciens sur M et N. Si

p: MxpN — R
(z,y) = wlry)

est une application de classe C*, alors
~ 1
Ap = (AMp, 0) + F(O, AN @) 4+ n(gradln f(p),0). (2.21)
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Preuve :

Par définition du Laplacien A sur (M xs N,Gy) on a

By = (60.0)((65.0(9)) = (Freun (€, 0)(0) + (0. £ 1O L)) = (Vo0 7Ne)  (E)
A Ay ~ ~ -\ ~
A3 A4

Pour calculer ﬁgp, on calcule tous les termes A;, Ay, A3z et A4, on a :

Ar = (e;,0)((es,0)(¢))
= (61,0)(61-(@),0)

= (eilei(¥)),0)

Or, grace a I’équation (E*) on a

Vi (€,0) = Vieo/(e0)
= (V(emo)(ei? 0)7 0)
donc :
A2 = ((v(emo)(ei? O))(@)a O)

Et pour Az, on a
1
S

1

(07 f

Fi(e) = 20, fi(¥))

d’ou

1

1
A3 = ?(vaj>(f

0, ()
Comme f € C*°(M), on déduit que

1

Az = 7

(0, f;(f5(#)))
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Enfin, pour le terme Ay, en utilisant 1’équation (E*), on a

V(o,;fj)(oa%fj) = L2V(0,fj)(07fj)

~

= (Vs (0, f;) = 3h(f;, f;)(gradf?,0)
= 0,V fj) — 5p(gradf?,0)

Comme grad f? = 2f%*gradln f.
On déduit que

A= %(o, YV, £5(2)) — n(gradin f(¢),0)

En remplacant les termes A;, Ay, Az et Ay dans 2.21, on obtient
Ry = (AMy.0) + (0, AV dl 0
¥ = ( @, >+ﬁ( ) (,0)—}‘71(97”(1 nf((p)a )

Cas particulier

Si p(x,y) = a(x)B(y), on obtient donc

- 1
Ap = ﬁ(AMa, 0) + F(O, aANﬂ) + np(g(gradln f, grada),0).

On peut distinguer le cas ou a(z) = 1 et le cas ou f(z) = 1.

Pour a(z) = 1, il suit que

Bp = 55(0.4%9)

on déduit que ¢ est harmonique si et seulement si 3 est harmonique.

Pour f(z) = 1, on obtient I’équation suivante
Ap = B(AMa,0) +nfB(g(gradIn f, grada), 0),
d’out ¢ est harmonique si et seulement si on a

AMo 4 ng(gradln f, grada) = 0.



Chapitre 3

Théoremes de type Liouville et
probleme de Dirichlet pour les
fonctions harmoniques

3.1 Quelques théoremes de type Liouville pour les
fonctions harmoniques

Définition 3.1.1 : Soit (M,g) une variété riemannienne, on dit f € C>®°(M) est sur-

harmonique si Af > 0 et elle est dite sous-harmonique si
Af<0.

Théoreme 3.1.1 Soit f € C>*(M,g), ou (M, g) est une variété riemannienne compacte

sans bord (OM = 0) connexe telle que

Af>0.
Alors f est constante.
Preuve :
Comme Af >0, on a
/ Afdvg, > 0,
M

or par définition on a

Af = div(grad f)

57
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on déduit que
/ div(gradf)dv, > 0
M

mais on sait que
div(f grad f) = [Af+g(grad f,grad f)
= fAf+|grad f|?
Par intégration, on a

/ div(f grad f)dv, :/ fAf dvg+/ \grad f|*dv,
M M M

comme (OM = (), alors
/ div(f grad f)dv, =0
M

d’ou

/ \grad f[*dv, = —/ fAS do,.
M M

Montrons que Af =0, on a
le fait que

nous donne

/Af dv, = /d’w(grad f) dv,
M M

- /aMdf(n):o

oM = o.

car

Donc

/ Af dv, = 0.
M
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il suit que
Af =0,

on déduit que
/M \grad f[*dv, = 0.
donc
lgrad f|* =0

finalement on obtient
grad f =0.

Et comme M est connexe, alors f est constante.

Théoréeme 3.1.2 Soient (M, g) une variété riemannienne compacte, conneze sans bord
(OM = @) et f € C®(M) telle que

grad f|?

Af = 7 keR (3.1)

Alors f est constante.

Preuve.
Pour la preuve de ce théoreme, nous allons distinguer deux cas :

Premier cas
Pour £ = —1, on obtient

fAf = ~|grad fI*

on sait que

Af? =2(fAf + |grad f?) =0

Alors f2 est harmonique, donc d’aprés le théoreme (3.1.1) f2 est constante.
On déduit que f est constante.

Deuxiéme cas
Pour k # —1, on a

div(f grad f) = fAf + |grad f|?
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or d’aprés I’équation (3.1), on remarque que

fAf = klgrad fI?

il suit que

div(f grad f) = (k +1)|grad f|?

En intégrant cette derniere équation sur M, on obtient

/ div(f grad f) = (k—f—l)/ \grad f|> =0

comime

(OM = 10),

on déduit que
/ div(f grad f)dv, =0
M
ce qui nous donne

/M \grad f|*dv, =0

donc
\grad f|2 =0

et par suit
grad f =0.

Le fait que M est connexe implique que f est constante.

Théoreme 3.1.3 Soit (M, g) une variété riemannienne compléte non compacte dont

la courbure de Ricci est positive , et soit f : (M,g) — R une fonction harmonique telle
que

/ |df |dv, < oo,
M
Alors f est constante.

Pour la preuve de ce théoreme, nous allons utiliser trois lemmes.
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Lemme 3.1.1 ([7])
Soit (M, g) une variété riemannienne compléte non-compacte dont la courbure de

Ricci et soit f une fonction positive sur-harmonique (Af > 0), alors on a

soit /f2 = 00, soit f est constante.

Lemme 3.1.2  ([6])
Toute variété riemannienne complete non-compacte dont la courbure de Ricci est

positive a un volume infini.

Lemme 3.1.3 (Formule de Bochner)
Soit f € C*(M,g), alors :

%A(\df|2) = |Adf|? + g(gradAf, gradf) + Ric(gradf, gradf).

Cette équation est appelée la formule de Bochner.

Preuve du lemme 3.1.3 :

Soit f € C*°(M,g), on définit la troisitme forme fondamentale de f notée V2df
par :

V2df(X,Y, Z) = Vx(Vdf (Y. 2)) — Vdf (VxY, Z) = Vdf (Y, VxZ2)
Cette troisieme forme fondamentale possede la propriété suivante.

V3f(X,Y,Z) = V2df (Z,Y, X) + df (R(Z, X)Y).

Soit (e;)™, est une base orthonormée locale sur M qui vérifie en un point z € M la

condition suivante :

Veiei =0.

Calculons en ce point x € M, on obtient

%A|df|2 = %A(g(grad f,grad f))
= %ei(ei(g(gmd frgrad f)))

1
= Seilg(Vegrad f.grad f)+g(grad f,V.grad f)

= ei(9(Vegrad f,grad f))
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donc
1
§A|df|2 =9(Ve,Vegrad f,grad f)+ g(Vegrad f,Vegrad f)  (1.1),
ou
Vegrad f = Vei(f)e;
= ei(ej(f)ej) + ¢ (f)Vee;.
Or

Vdf(e,»,ej) = Veidf(ej)
= ei(df(e;)) —df (Vee)

= (e (f)

on déduit que
Ve grad f = Vdf(e;,e;)e;

d’ou
g(Vegrad [N grad f) = g(Vdf(ei, e;)e;, Vdf (e, e5)e;)

= |Vdff? (1.2)

Calculant
Veiveigradf = Vei(Vdf(ei,ej)ej)

= V2df(e;, e, €))e;
— N2f(e;, e, e0)e; + df (R(ey, e:)es)e;
= V., (Vdf(ei, ei)e; + df (Ricci(e;) e;
= ¢j(Af)e; + df (Ricci(e;))e;

donc

9(Ve;Ve,grad f,grad f) = g(grad(Af),grad f)+ g(df (Ricci(e;))e;, grad f).
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Or
df (Ricci(ej))e; = g(grad f, Ricci(ej))e;

= Ric(grad f,e;)e;
= Ricci(grad f)
on déduit que
g(df (Ricci(ej))ej, grad f) = g(Ricci(grad f), grad f)
= Ric(grad f,grad f)
d’ou
9(Ve,Vegrad f,grad f) = g(grad(Af), grad f)+ Ric(grad f,grad f)

En remplacant (1.2) et (1.3) dans (1.1), on obtient la formule de Bochner.

%A(|df|2) = |Adf|? + g(gradAf, gradf) + Ric(gradf, gradf).

Preuve du Théoréme 3.1.3 :
h est fonction positive sur M, on sait que

AhP = hP~2(phAh + p(p — 1)|dh|?)
en posant p = %, on obtient

1
2

1

s 1
ARz = 13 (GhAh = 2|dh])

Pour h = (|df|* +¢), avec e > 0 on a

AP+ )% = (df? +) S df? + )AldrP? — JlaldrPP)

DN | —

L’inégalité de Cauchy Schwartz nous donne
IVIdf Pl < AIVdfP|dff?

< A(ldf1* + ) Vdf|®

(1.3)
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Donc
~{V1drP] > (P + )|V
et
AP+ )% 2 (dfF+ <) {0+ DAl = (ar+ ) 9ar ).
D’ou

AP + ) > (AP + &) HGAldfR — [VarP).

D’apres la formule de Bochner, et comme f est harmonique, on a
1
§A|df]2 — |Adf|? = Ric(grad f,grad f) >0

donc
A(|df]> +€)7 >0
Faisons tende £ — 0, on déduit que :
Aldf| >0
|df| est une fonction positive sur-harmonique alors d’aprés le lemme 3.1.1,

on a soit / |df|* = oo, soit |df| est constante comme par hypotheése

[ 1 < .

Alors |df| est constante.

On sait d’apres lemme 3.1.2, que le volume de (M, g) est infini

Vol((M,g)) = /Mdvg =00

Alors on déduit que
df =0

Donc f est constante.
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Proposition 3.1.1 (Formule de Green)

Soit D un domaine compact d’une variété riemannienne (M, g) et soient u,v deux

fonctions de classe C? sur (M, g).

Alors
/(uAv — vAu)v” :/ (u@ - v@)vaD
D oD @n 871
ot — est le vecteur normal.
on
Preuve

On sait que :
div(u grad v) = uAv + g(grad u, grad v).

De méme, on a

div(v grad u) = vAu+ g(grad u, grad v),

ces deux équations nous donnent
ulAv — vAu = div(u grad v) — div(v grad u)

Par une integration, on obtient

/D(uAv —vAu)? = /D[div(u grad v) — div(v grad w)]v?? (1)

Or, en utilisant le théoreme de la divergence

/div(u grad v)v? = / g(u grad v,g)vaD
D an

oD
= / u@vaD (I1)
oD an
De méme
. D du ap
div(v grad u)v” = V=—"0 (II1).
D op On
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En remplagant (I7) et (/1) dans (I), on déduit que :

Av — vAup? = U _ 2
/D(u v — vAu)v /8D(uan vy, )Y

Grace a la formule de Green, on a le résultat suivant.

Proposition 3.1.2 Soient (M, g) une variété riemannienne et f : D C M — R une

fonction sur-harmonique tel que

of

n =0.

oD

Alors f est harmonique.

Preuve :
Posons u = f et v =1 dans la formule de Green, on a

/Ava:/ %vaD:O
D ap On

/DAvazo.

Comme D est compact et
alors il suit que

d’ou f est harmonique.

3.2 Probleme de Dirichlet pour les fonctions harmo-
niques

Définition 3.2.1 Soit (M, g) une variété riemannienne, et soit f € C°(M).

Posons

1

e(f) = 5ldf P,
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ot
m

df* = led( ) = |grad fP,

=1

avec (e;)™, une base orthonormée sur M.

On définit un champ de tenseur de type (0,2) associé a la fonction f et a la métrique
g, noté S(f) par :
S(f) =elf)g—df @ df (3-2)
tel que
SUNHXY) =e(f)g(X,Y) = X(f)Y(f),

ou

S(f) est un champ de tenseur symétrique. Dans un premier lieu, on va calculer la

divergence et la trace de S(f)

Proposition 3.2.1 Soit (M™, g) une variété riemannienne.

1.
div S(f) = —(Af)df (3.3)
2.
trgS(f) = (m —2)e(f) (3-4)
Preuve

1. Pour tout X € I'(T'M), la divergence d'un champ de tenseur symétrique 7" de type

(0,2) est donnée par la formule suivante :
(divD)(X) = (Ve T)(e;, X)
= ¢i(T(e;, X)) —T(Veei, X)—T(e;, Ve, X)
ou (e;)™, est une base orthonormée, on a donc
(divS()(X) = (VeS(f)(e X)

= ei(S(f)(ei, X)) = S(f)(Veei, X) = S(f)(ei, Ve, X)
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En utilisant la définition de S(f), on obtient

(divS(f)(X) = eile(flgle, X)) —ei(ei(/)X(f) — e(f)g(Veei, X))

(Ve (DX — e(fglen Vo X) + e AT X)f)

Mais
€i<€(f)g<€i? X)) = e(f)g(veieiv X) + e(f)g(ei7 VeiX> + X(e(f))
et

ei(ei()X () = ele ) X(f) + g(grad £,V graa 1 X) + (X, Vgraa rgrad [).

(divS(f)X) = X(e(f)) —ele( /)X (f) —g(grad [,V graa s X)

- g(X7 vgrad fg’l“(ld f) + (v8161)<f)X(f) + g(grad f7 Vgrad fX)

il suit que
(divS(f)(X) = =(Af)df (X) + X(e(f)) = 9(X, Vgraa rgrad f).

Enfin comme

0(X, Viraa sgrad ) = So(X, grad(lgrad f%)) = $X(|grad fI?) = X(e(1),
on obtient donc finalement la relation suivante :
divS(f) = —(Af)df
2. Soit (e;)!", est une base orthonormée sur M par définition de la trace, on a :
trgS(f) = S(f)(ei )
= e(fglei,ei) —ei(feslf)
= me(f) —|df?,
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or
|df* = 2e(f),
il suit que
trgS(f) = (m = 2)e(f)
Remarques

1. De I'équation (3.3), on déduit le résultat suivant :
f est harmonique < divS(f) =0
2. De I’équation (3.4), on conclut que

tryS(f) =04 m =2, ou bien f constante.

Définition 3.2.2 : Soit (M, g) une variété riemannienne. Pour X € I'(T'M), on définit
la 1-forme notée S(f)(.,X), par

(SN X)) = S(HX,Y)
Proposition 3.2.2 : Pour X € I'(TM), on a
div(S(f)(,, X)) = (divS(f))(X) + ( S(f), VX ). (3.5)

ol

< S(f)7VX > = S(f)(eiyei)g(vel'Xv ej)'

(e;)™, est une base orthonormée locale sur M.

Preuve
Pour une 1-forme w, on définit sa divergence par

divw = (V,w)(e)
= eiwle) —w(Vaed)

Par définition on a

S(f) =elfg—df @ df
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et
S(HEX)Y) =S(NH(X,Y),
on obtient
(div S()IX) = (Ve S(f))(ei, X)
= e(S(f)(e;, X)) = S(f)(Vesei, X) = S(f) (€5 Ve, X).
De méme
div(S(f)(, X)) = (Ve S()IX, e)
= e(SUNX,e)) = SUN(Veew X)
donc
div(S(f)(., X)) = (divS(f))(X) + S(f)(ei, Ve, X)

S(f)<eivveiX) - S(f)(6i7g<v€iX7€j)ej>
= S(f)(eiaej)'g(veiX7€j)

= ( S(f), VX )

on déduit que

div(S(f)(., X)) = (divS(f))(X) + ( S(f), VX ).

Théoreme 3.2.1 Soient f : B — R, une fonction harmonique, ou B}, est la boule

euclidienne de dimension m et de rayon R.

Si f est constante sur le bord OB™ = S™1  r <R

Alors f est constante.

Preuve :
Comme f est harmonique, alors

divS(f) =0,

d’ou

div(S(f)(, X)={( S(f), VX ).
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Pour X = r% ou % le vecteur normal & S™~!, calculons le deuxiéme terme de cette

équation, on a

o 0 0 0
(S(f),VX ) = S50 5090V 2 X 50) + 5(f) (5, €)g(V o X, e4)
0 0
S e)g(Te X, o)+ S() e )g(Te Xo).
oui,j=1,..m—1.
Comme X = r—, alors :
or
0
de méme
g(V arX, ei) = g(Ve, X, %) =0
et
)1 $t1 =]
g(VGX’ej>_{O Si i # j.
Il suit que pour X =r—, on a
or
(SU.VX) = S+ S(f) e
7 8/'47 a/]ﬂ 19 <1

Donc pour X =r on déduit que

E?
div(S(f)(., X) = trS(f) = (m — 2)e(f).

Par une integration sur B", on obtient

/m div(S(f)(.,r%)dx =(m—2) /m e(f)du.

r

Or d’aprés le théoreme de la divergence, on a
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ou

on a donc

/s;m r(el) = [gE ) = (m = 2) | ety

By
Par définition, on a
1
e(f) = §’f’2

_ L or
= SlaP+I2P

Sur la sphere S™ 1 on sait que par hypotheése que f est constante, donc

_1,0f
e(f)/gm—1 = §|E| :
il suit que
1 of 5
(m—2)/ﬁe(f)dx— 2[q;nlr|8r‘ o,
or

/ 12 2o > 0,
Sﬁbfl (97"

ce qui implique

(m—2)/me(f)dx§0,

T

mais

/) = Gl 2
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donc

/m e(f)dz > 0.

T

Enfin comme m > 2, on a

/ e(f)dx <0.
By

on déduit que

Cela implique que

C’est a dire

Alors f est constante.
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