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Introduction Générale

Un opérateur matriciel est une matrice dont les éléments sont des opérateurs
linéaires. Chaque opérateur linéaire borné peut étre écrit comme un opérateur
matriciel si 'espace dans lequel il agit est décomposable en deux composants ou
plus. L’analyse spectrale d’un tel opérateur est tellement vaste qu’on ne peut pas
la limiter dans un mémoire, c¢’est pour cela qu’on va se limiter dans ce mémoire

aux opérateurs matriciels anti-diagonaux de type

(3 4)

0 B* L o .
) dont les propriétés spectrales sont exhibées a partir

A* 0

d’une factorisation dite anti-diagonale ainsi qu’aux opérateurs matriciels qu’on

et de type T* = (

peut investiguer par leurs propriétés spectrales a partir des méthodes purement
algébriques.

La raison pour laquelle on considére I'opérateur de type 7 est due au fait
que plusieurs problémes physiques mathématiques peuvent étre représentés par

des opérateurs matriciels de la forme :

C A
ou les opérateurs C, A ,B et D sont des opérateurs non bornés. Les physi-
ciens sont en particulier intéréssés par la localisation du spectre essentiel. Une
approche propre aux tels problémes a été récemment devloppée dans [1| sous
certaines conditions sur les opérateurs C'; A, B et D. Les conditions princi-
pales sont le fait que C' a une résolvante compacte sur leur domaine tel que

D(C) € D(B),D(C*) C D(A*). Dans [1], [27] le point clé consiste en la consi-

dération du complément de Schur Frobenius.

D — B(C —)) A
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D’autre part Il est fort possible de décomposer 'opérateur £ de telle sorte que :

E=T+M

ou 7T est un opérateur non borné de la forme :

r(5)

et M est un opérateur borné. Et comme application ils ont considéres A et B
comme des opérateurs différentiels dans I'espace Ly(0, 1) et M est un opérateur
de multiplication borné.

Dans les deux applications, le spectre non discret en dehors de zéro du produit

AB est vide, donc par les formules :

a(AB)\{0} = o(BA)\{0}
ona(AB)\ {0} = 0na(BA)\ {0}

le spectre non discret de T et AB ont les mémes propriétés.
Dans le cas d’un espace de Hilbert avec un opérateur auto-adjoint 7 le
spectre essentiel de £ coincide avec le spectre essentiel de 'opérateur borné

My défini par la décomposition :

Mo ( Mll M12 ) ‘ k’eggT) . keTéT)
S\ My My )
2 ker(T)* ker(T)*

et donc peut étre explicitement calculé.

Il est bien connu que pour les opérateurs bornés A et B dans les espaces de

Banach les spectres des produits AB et BA coincident en s’éloignant de zéro :

a(AB)\{0} = o(BA)\{0}. (2)

Récemment, V. Hardt et R. Mennicken [10] ont examiné le cas plus général ou
les opérateurs A et B sont non bornés. Dans certaines hypothéses appropriées,
ils ont prouvé la formule (2) et ont établi un lien entre o(AB) et le spectre de

I'opérateur matriciel 2 x 2 anti-diagonal,

(5 4)
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Le but de ce travail est de montrer qu’on a

a(AB)\{0} = o(BA)\{0}.

sous I’hypothése naturelle que les ensembles résolvantes des opérateurs AB et
BA ne sont pas vides. Dans ce qui suit, nous allons supposer que les opérateurs

A et B répondent aux conditions suivantes :
a) A est un opérateur linéaire fermé densément défini de D(A) C By vers B;.

b) B est un opérateur linéaire fermé densément défini de D(B) C By vers Bs.

ou B; et By sont deux espaces de Banach.

Alors opérateur T défini par (3) est un opérateur fermé densément défini dans
I'espace de Banach B = By x B3, de domaine D(T) := D(B) x D(A). Il convient
de noter qu'il existe différentes définitions de 'ensemble résolvant p(S) et le

spectre o(S) pour les opérateurs non fermés. On peut définir (voir par exemple

[8], chapitre I11.6.1) p(S) := p(S) et o(S) := o(S5) pour tout opérateur fermable
S. Nous dirons que A € p(5) si l'opérateur S —\ est injectif de D(S) C B sur B et
I'opérateur inverse (S — \)~! est borné. Par conséquent, dans notre terminologie
I’hypothése p(S) # () assure que S est un opérateur fermé.

On va montrer les relations suivantes :

a(T)\{0} = {AeC:)\ co(AB)}\ {0}
ona(T)\NO = {AeC: N\ €o,4(AB)}\ {0}

ol 0,q4(T) est le spectre non discret de l'opérateur T .
Dans ce contexte pour la relation entre le spectre des produits d’opérateurs

AB et BA on montre que :

o(AB)\{0} = o(BA)\{0}
ond(AB)\ {0} = ona(BA)\ {0}

Cela est lié au relations :

(AB)* = B*A*
(BA) = A*B*

qui sont généralement fausses.
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Notons que dans le cas des espaces de Hilbert By, By et B = A* (i.e, T est

un opérateur auto-adjoint) la relation de commutation

A(BA = N)1B — MAB — )" = 15, (4)

et 'égalité (2) ont été prouvé dans 22|, voir aussi |7], chapitre XI.10. P. Deift
[22] a également donné d’importantes applications de la formule de commutation
(4) a une large classe de problémes en physique mathématique. En particulier, il
a utilisé les méthodes de commutation dans le cadre de la déformation spectrale
des opérateurs de Schrodinger a une dimension, la construction de solutions de
I’équation KdV et le probléme de diffusion inverse. Notez enfin que le cas d’'un
opérateur symétrique T a été étudié dans [25], voir aussi [10].

Le cas ou By et Bs sont deux espaces de Hilbert et 7 un opérateur symétrique

d.e:

ce qui est équivalent & :

est recement considéré dans [25], voire aussi [15] pour le cas ou T est auto-adjoint

1.e:

A= B
Dans ce cas le spectre non-discret coincide avec le spectre essenciel.
On considére la résolvante (7 — A)~! pour A € p(T) \ {0} et on tire les
conditions nécessaires sur les produits des opérateurs BA, AB, leurs adjoints et

les opérateurs B*A*, A*B* pour p(T) # 0. En particulier il est montré que \?
appartient aux les ensembles résolvants de BA, AB, B*A* et A*B*.

Plus loin nous obtenons une représentation de (7 — \)~! en fonction du pro-
duit des opérateurs AB et BA.

Ce travail présenté ce compose au trois chapitre. Le premiére chapitre intro-
ductif est d’introduire quelques notion de base sur les opérateurs bornés dans

un espace de Hilbert.

Au deuxiéme chapitre, on a abordé 1’étude des propriété spectrales des opé-

rateurs matriciels anti-diagonal non borné de type
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r-(5)

Enfin, le dernier chapitre est consacré a 1’étude du spectre discret des opé-

rateurs auto-adjoints (resp. non auto-adjoint) des matrices d’opérateurs de la

forme

T — 0 B*

(4 7)

ou les opérateurs sont pas nécessairement bornés dans leurs espaces, ou entre
eux, respectivement. Des déclarations générales sur le spectre discret de T* et
de ses points d’accumulation sont prouvés. Le point clé de la preuve, c’est 1'idée
d’envisager un inverse algébrique densément défini de I'opérateur linéaires 7 — A
et montrons qu’il a une extension bornés de I’ensemble de ’espace de Banach
By x By qui est 'inverse topologique de 7 — A. Nous soulignons de commencer
avec un inverse algébrique et de l’étendre a l'inverse topologique pour carac-
tériser le spectre essentiel d’un opérateur auto-adjoint de I'opérateur 7T *. Puis
conclure ce chapitre des applications sur a un systéme d’opérateurs différentiels
ordinaires et sur 'opérateurs de Schrédinger iso-spectrale uni-dimensionnelle

avec des potentiels complexes.
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Chapitre 1

Définitions et Propriétés

Introduction

Ce premier chapitre constitue la partie introductive du travail, il est consa-
cré aux opérateurs linéaires non bornés sur ’espaces de Hilbert ayant un graphe

fermé.

Et on rappelle les notions fondamentales, telles que la ferméture les propriétés
de I’adjoint, des opérateurs symétriques, essentiellement auto-adjoints, la densité

ainsi que le spectre et la résolvante des opérateurs non bornés.

1.1 Opérateures linéaires

Définition 1.1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriéls normés. On appelle
opérateur linéaire, toute application linéaires uw — Tu € F définie sur un sous-

espace vectoriel D(T') C E, nommé domaine de T'.
D(I)={ze kB, Testdéfinienx }

Définition 1.1.2. (Somme de deuxr opérateurs )

Soient S et T deux opérateurs de E dans F. On définit l'opérateur somme
S +T par :
(S+T)(x)=95(x)+T(x)

de domaine

D(T + S) = D(S) N D(T)

pour tout x € D(T + 5)
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Définition 1.1.3. (Opérateur produit)

Soient E, ' et H des espaces vectoriels, et soient T : E — F et S: F — H
deux opérateurs linéaires de domaine D(T) C E et D(S) C F respectivement.
On définit l'opérateur composition ST (dit opérateur produit) de T et S par :

(ST)(z) = S(T(z))
de domaine
D(ST) ={x € D(T);T(x) € D(S)}

e 5i R est un opérateur de H dant un quatrieme espace vectoriel normé G, alors

(RS)T = R(ST)
e Si R est un opérateur de F' dans H, alors : (R+ S)T = RT + ST

Définition 1.1.4. (Opérateur inverse)

Soient E/ et F' deux espaces vectoriéls normés. Un opérateur T : E — F' est
dit inversible s’il existe un opérateur borné S : F' — E de domaine D(S) = F,

tel que
TS = [F et ST = [D(T)

Théoréme 1.1.1. (Théoréeme de Hahn- Banach )
[5] Soient By et By deuz espaces de Banach et T : By — By un opérateur linéaire
borné de domaine D(T) C By, alors :

T est bijéctif si et seulment si T est inversible

Définition 1.1.5. (Densité)

Soient E et F' deux espace normé. Un opérateur T : E — F est dit densément

défini si son domaine D(T') est dense dans E c’est-a-dire D(T) = E

1.2 Opérateur fermé

Définition 1.2.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels normés. Un opérateur

T :FE — F est dit fermé, si pour toute suite (x,) € D(T) ety € F, on a :

Ty — T x e D(T)
et = et
Tz, —vy y="Tz
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La notion du graphe d’une transformation linéaire, introduite par J. Von
Neumann [10], s’avére trés utile dans 1'étude des opérateurs linéaires non bornés,
elle permet de définir une classe d’opérateurs non bornés appelés opérateurs
fermés qui occupe une place importante dans le domaine de la théorie spectrale
et de 'analyse fonctionnelle d’'une maniére générale car en pratique souvent
les opérateurs rencontrés dans la littérature mathématique sont des opérateurs

fermés & domaines denses.

Définition 1.2.2. (Graphe d’un opérateur)

Soit (T, D(T)) un opérateur non borné sur H, alors le graphe de T noté G(T)

est le sous-espace vectoriel de H x H défini par :
G(T)=A{(z,Tx); 2€DT)} CHxH
H x H est un espace de Hilbert losqu’il est muni du produit scalaire naturel

((z1,22), (Y1, y2))mxn = (T1,y1)n + (T2, Y2)u, T1, T2, Y1, Y2 € H (1.1)

En particulier, si T et S sont deux opérateurs linéaires sur H alors
TCcS&G(T) cg(s)

Lorsque G(T) est fermé dans H x H pour la topologie induite par le produit
scalaire (1.1), T est appelé opérateur fermé sur H.

On note par C(H) l'espace des opérateurs fermés sur H.

Remarque 1.2.1. En vertu du théoréeme du graphe fermé on sait que tout opé-
rateur borné complétement défini sur H a un graphe fermé, d’ou linclusion

L(H) C C(H). On verra par la suite que cette inclusion est stricte.

Remarque 1.2.2. (T, D(T)) est fermé sur H si et seulement si pour toute suite
(Zn)n de D(T') convergente vers x dans H telle que (T'x,,), converge versy dans
H alors . € D(T) et Tz =y.

En apparence, la fermeture ressemble a la continuté des opérateurs mais en
réalité il s’agit de deux notions différentes. Il existe des opérateurs partiellement
définis qui sont fermés sans étre bornés et d’autres bornés sans étre fermés,
c’est-a-dire que la continuté nimplique pas nécéssairement la fermeture et inver-
sement, tout dépend bien sir de la structure topologique du domaine de [’opéra-
teur car le théoréme du graphe fermé affirme que T € L(H) si et seulement si
D(T)=H et T est fermé.
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On a alors directement a partir de la remarque (1.2.2) le résultat suivant :

Proposition 1.2.1. Soit (T, D(T)) un opérateur borné sur H. Alors, T est fermé
si et seulement si D(T') est fermé dans H.

On peut donner une autre forme équivalente de la définition de la fermeture
d’un opérateur non borné (T, D(T)) en introduisant sur D(T') le produit scalaire

du graphe noté { , )r :

<I7y>T = <‘T7y> + <T$,Ty>, T,y € D(T) (12>

et
1
Izl = ([« + | T=(]%)?,

est la norme du graphe, elle définit une topologie sur D(T) moins fine que la
topologie induite sur D(T') par celle de H.
D(T) muni du produit scalaire { , )7 n’est pas en général un espace de Hilbert

puisqu’il n'est pas complet relativement a || |7 sauf si T est fermé sur H.

Proposition 1.2.2. (T, D(T)) est fermé sur H si et seulement si (D(T'),{, )r)
est un espace de Hilbert.

Preuve
Si T est fermé, soit (x,), une suite de Cauchy dans (D(T),( , )r) alors (x,)n

et (Txy), sont de Cauchy dans H, elles convergent donc respectivement vers x
ety dans H, de plus x € D(T) et Tx =y

lzn — 2l = llzn — 2|* + | T2 — T2]|* =nsieo 0

D’ot D(T) est complet pour { , )r.

Réciproquement, si (D(T),{ , )r) est complet, (x,), une suite de D(T)
convergente vers x et (T'x,), converge versy dans H, alors (), est de Cauchy
dans (D(T),(, )r) ainsi il existe z dans D(T') tel que

lim ||z, —z[lr=0
n—+oo

Or,
2n = 27 = 20 — 2| + | Tz, — T2

d’ot (z,,)n converge vers z et (Txy), converge vers Tz dans H, comme H est

séparé alorsx =z et Te =Tz =y ¢
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Comme conséquence de la proposition (1.2.2), on peut dire qu'un opérateur

fermé (T, D(T)) est assimilable & un opérateur borné de (D(T'), (, )r) dans H.

Proposition 1.2.3. [11/

1. SiT € C(H), alors ker T est fermé dans H.

2. Si T est inversible alors T € C(H) si et seulement si T~' € C(H).

En particulier, si T € C(H) avec Im T = H et T est inversible alors
T'e L(H)
3. Si Im T est fermé dans H et il existe C > 0 tel que :

|Tz|| = Cllz]l, ¥V = € D(T) (1.3)

Alors T € C(H).

Preuve

(1) est une conséquence immédiate de la remarque (1.2.2). En effet, si x =
lim, 00 Tp 00z, € ker T,V n € N, alors (T'z,,) converge vers 0 dans H.

Comme T est fermé, v € D(T) et Tx =0 c’est-a-dire x € ker T.

(2) T et T~ ont simultanément des graphes fermés car

ou W(x,y) = (x,y) est une isométrie surjective de H x H.

(3) L’inégalité (1.3), montre que T est injectif donc inversible de D(T) dans
Im T. D(TY) = Im T est par hypothese fermé dans H de plus T~ est
borné de Im T dans D(T) car

- 1
T4 < Gyl Yy € Im T

d’ot, T~ et aussi T sont fermés.

¢

Remarque 1.2.3. SiT € C(H) tel que |Tz|| > C||z||, VC >0, Vz € D(T);

alors Im T est fermée dans H.
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En effet, siy =lim, 100 Yn 00y, = Txy,x, € D(T),Yn € N, on a

[n = Ymll = T (20 = 2| = Cllazn = 2m]|-

Or

n,m—-+oo

donc (xy,), est de Cauchy dans H est alors convergente vers x € H. Comme T

est fermé, alors x € D(T) et Tr =y € Im T.

Proposition 1.2.4. Soient E et F' deux espaces normés. Si S : E — F est un
opérateur borné de domaine D(S) = E et T : D(T) C E — F un opérateur
fermé, alors T + S est un opérateur fermé de domaine D(T + S) = D(T).

Preuve
Soit (z,,) une suite dans E qui converge vers x, tel que la suite y, = (T +5)(x,)

converge vers y € F'.
Comme S est continu (S(x,) converge vers S(z)), alors la suite T(x,) = yn —

S(xy,) converge vers y — S(x)

Ty — T
et
T(x,) =y —S(x)

Puisque T est fermé on obtient :

x € D(T)
et
T(z) =y — S(z)
donc
x, € D(T+9)
et
T(x) = (T + )(x)
d’ou T + S est fermé. ¢

Remarque 1.2.4. Dans le cas général la somme de deux opérateurs fermés n’est

pas nécéssairement un opérateur fermé.

Proposition 1.2.5. Soient E, F et G des espaces normés. si S : E — F est
un opérateur borné de domaine D(S) = E et T : D(T) C F — G un opérateur
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fermé, alors lopérateur de composition T'S est fermé.
Si de plus E et F' sont de Banach et S(E) C D(T) alors T'S est borné.

Preuve
soit (z,) une suite qui converge vers x dans E, telle que la suite z, = T'S(x,)

converge vers z dans G. On pose
Yn = S(xn) et y=5(x)

Comme S est borné alors

Puisque T est fermé on obtient :

y € D(T)
et
z=(T)(y)

par conséquent
y=S(z) € D(T) =z € D(TS)
et
2 =T(y) = TS()
d’ou TS est fermé.
Si E et G sont de Banach et S(E) C D(T), alors D(T'S) = E et TS : F — G
est un opérateur fermé. D’aprés le théoréme du graphe fermé, on déduit que T'S

est borné. ¢

Un opérateur non fermé peut ou non avoir une extension fermée.
Définition 1.2.3. Soient E et F' deux espaces vectoriéls normés et T : E — F
un opérateur linéaire. Si S est un autre opérateur dans H tel que G(T') C G(S),
alors S est appelé extension de T'. Dans ce cas, on écrit T C TS . Il est clair
que S est une extension de T si et seulement si D(T) C D(S) et Tu = Su pour
ue D).

1.3 Opérateur fermable

Définition 1.3.1. T sera dit fermable si l’adhérence de son graphe G(T') dans

H x H est le graphe d’un opérateur non borné que lon notera T de domaine

D(T). (T,D(T)) est appelé la fermeture de T.
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En particulier, T est la plus petite extension fermée de Uopérateur T. Donc

si T est fermable alors :

D(T) = x € H; il existe une suite (x,), € D(T) telle que (x,)n
| converge vers x et (Tzy,), a une limite dans H '

et

Tr = lim Tx,, pour x € D(T)

n—-+o0o

En utilisant la linéarité de T on peut reformuler la définition de la fermeture T

de T" de la manieére suivante :
T est fermable si et seulement si pour toute suite (x,), € D(T) converge

ausst dans H, alors
lim Tz, =0

n—-+4o0o

On remarque alors que fermer un opérateur c’est, en quelque sorte, le prolon-
ger au mazimun par des procédés purement topologiques et que, pour aller plus

loin, on doit utiliser des propriétés algébriques.

Proposition 1.3.1. /5/

1. Tout opérateur (T, D(T)) borné est fermable, D(T) = D(T) et T est borné
sur D(T).

2. Si (T, D(T)) est fermable injectif, alors T~ est fermable si et seulement
si T est injectif. On a dans ce cas T—' = T ' Si de plus T est borné

alors Im (T) = ImT

Preuve

1. Soit (), une suite de D(T') convergente vers 0 et (T'z,), convergente

vers y dans H. Alors
[Tzl < T\l 2aollznll =0

d’o,

y=0= lim Tx,.

n—-+o0o

Ainsi T est fermable. Par définition, on a toujours

D(T) ¢ D(T) c D(T) (1.4)
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Inversement, si x € D(T) alors x = limy, s 00(®p)n, (Tn)n € D(T).

Comme T est borné sur D(T), (T'xy,), devient de Cauchy donc convergente

dans H, alors v € D(T) et lim, oo T, = Tx. T est bien borné sur D(T)

en utilisant le lemme (1.5.1).

2. Si T est injectif, alors T ' est une extension fermée de T—' d’aprés la

proposition(1.2.3). Si T~ est fermable, alors

W(G(T)) =W(G(T)) =G(IT) =g(T") (1.5)

Soient y,z € D(T) tels que Ty = Tz, alors (Ty,y) € G(T1) et (Tz,z) €
G(T-1) d’ow a fortiori y = z. T est injectif et on a T ' =T-1. Si main-

——1 ) . .
tenant T~ est borné sur son domaine, on a d’aprés 1),

— —1

Remarquons que tout opérateur fermable de rang fini est borné. Par consé-

quent, une forme linéaire non bornée n’est jamais fermable.

Lemme 1.3.1. [21]
Soit T' un opérateur borné sur son domaine D(T') d’un espace de Banach By

dans un autre espace de Banach By. Alors il existe une unique extension bornée

B de T définie sur D(B) = D(T) telle que ||T||zcn) = | Blleow) -

1.4 Opérateur non borné

Définition 1.4.1. Un opérateur non borné sur un espace Hilbert H est un couple
(D(T),T) ouD(T) est un sous espace vectoriel de H et T est un opérateur linéare

défini de D(T) dans H. On dit que T' est un opérateur non borné de domaine
D(T).
1.4.1 Adjoint d’un opérateur non borné

Soit (T, D(T")) un opérateur linéaire non borné sur 1 de domaine D(7") dense

dans H. Si lapplication D(T) 5 x — (Tz,y) est continue sur D(T") munie de
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la topologie induite par celle de H, elle posséde d’aprés le théoréme de Hahn-
Banach une extension a H, il existe alors en vertu du théoréme de représentation

de Riesz un vecteur unique a(y) dans H tel que :
Ve € D(T), (Tz,y) = (z,a(y)) (1.7)
On définit 'adjoint 7% de T sur H par T*y = a(y) de domaine :

y € H; Uapplication D(T) 3 x — (Tx,y)
admet une extension continue a H '

D(T*) = {
Vo € D(T), Vy € D(T7), (Tz,y) = (z,T"y)
Notons que si T € L(H) alors D(T*) =H et on a :
(1) T" € L(H), 1T"lcon = [Tleo
(ir) T =T
(4ii) (aT + BS)* = aT*BS*, a, B€C
(iv) (TS)* = (S*T™)
(v) Si Test inversible, T* l'est aussi et on a (T*)™! = (T~1)*

L (vi) Im T)* = Ker T*, (ImT) = (Ker T*)*

Toutefois, si D(T') n’est pas dense dans H alors T*y n’est pas défini de fagon

unique par la formule précédente car si z est orthogonal a D(T') et xg # 0, on
a:
Ve e D(T), (x,T"y + xo) = (T'x,y)

Afin d’éviter cet inconvenient il faut pour pouvoir définir 'adjoint 7% de T que
D(T)* = {0} donc D(T) soit dense dans H.

Etant donnée I'importance des opérateurs adjoints dans les applications phy-
siques, 1’étude des opérateurs non bornés dont le domaine est dense dans H
occupe une place importante dans la théorie spectrale. Le domaine D(T™) de
I’adjoint 7™ de T n’est pas forcément dense dans H, ce qui ne garantit pas l’exis-
tence de T™* contrairement aux opérateurs bornés. On perdra aussi, a cause des
problémes des domaines, presque toutes les propriétés de ’adjoint connues dans

le cas continu, sauf (iii) pour « = 0 ou g = 0 et (vi).
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Définition 1.4.2. Soit (T, D(T)) un opérateur non borné sur un espace de Hil-
bert H de domaine D(T) dense dans H.

1. T est dit symétrique si
(Tw,y) = (x,Ty), Ve, y € D(T)

Cela signifie que T* est une extension de T car siy € D(T), alors appli-
cation
Ta = (Tz,y) = (2. Ty)

est continue sur D(T) et ||T| < [Ty, elle posséde alors une extension

continue a H, doncy € D(T*). D’ou, D(T) C D(T*) et T* =T sur D(T).
2. T est dit auto-adjoint si T* = T, c’est-d-dire D(T) = D(T*) et Tx =

T*x, YD(T). Par conséquent, T est auto-adjoint si et seulementn si T est

symétrique et D(T*) C D(T).

Remarquons que dans le cas des opérateurs linéaires bornés ces deux notions sont
identiques. Dans le cas non borné un opérateur auto-adjoint est symétrique par

contre un opérateur symétrique n’est pas forcément auto-adjoint.

Proposition 1.4.1. Si (T, D(T)) est un opérateur auto-adjoint sur un espace de

Hilbert H et U un opérateur unitaire sur H, alors S = UTU™! est auto-adjoint
sur H de domaine D(S) = UD(T)

Preuve
S est symétrique car

(UTU f,g) =(TU ' f,U'g)

= (U'f, TU gy = (f,UTU 'g)
= (f,S9), ¥ f, g € D(9),

(Sf.9)

donc S* est une extension de S. Vérifions que D(S) = D(S*).
En effet, si g € D(S*), Uapplication D(S) > f — (Sf,g) = (TU L f, U 1g)
admet une extension continue a H et alors U~'g € D(T*) = D(T) car lorsque

f parcourt D(S), UL f parcourt D(T) ¢

Pour établir les relations entre I’adjoint et la fermeture des opérateurs nous
introduisons un opérateur unitaire qui pérmet de fournir une description remar-

quable de la notion de I’adjoint de la facon suivante :
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Lemme 1.4.1. Soit (T,D(T)) un opérateur non borné dans H, de domaine
D(T) dense dans H.

1. V(x,y) = (—y,x) est un opérateur unitaire sur HxH, tel que V = — Iy
et pour tout sous-espace vectoriel E de H x H, on a V(EL) = (V(E))*.

2. G(T%) = [V(G(T)}*.
3. 81T € C(H), alors Hx H=V(G(T)) ® G(T*).

Preuve
La propriété 1) est évidente car V' est une isométrie surjective.
La propriété 3) provient de 2) et du fait que G(T') et alors V(G(T)) sont fermés
dans H X H.
2)

(z,y) € V(G(T))) & [(,y),(=T22)uxn =0, V2 € D(T)]
& [(z,Tz2) =(y,z), Vz € D(T)]
& [z eD(T") et T =y
& (z,y) €G(T7)

d’ou

¢

Théoréme 1.4.1. [6] Soit (T, D(T)) un opérateur non borné dans H, de do-
maine D(T) dense dans H. Alors :

(i) T* est fermé. En particuliér, tout opérateur auto-adjoint est fermé.

(ii) T est fermable si seulement si D(T*) est dense dans H, et dans ce cas

T = T**. En particuliér, si T est fermé alors D(T*) est dense dans H et
T =T

(iii) Si T est fermable, alors (T)* = T*.
Preuve

(i) On définit un opérateur unitaire V : H X H — H X H par :

V(u,v) = (—v,u).
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1l est facile a vérifier que :
V(EY) =V(E)*

pour tout sous-espace E C H X H. La définition de [opérateur adjoint

mmplique que

G(T") =Vg(T)* (1.8)
Comme VG(T)* est toujours fermé, on conclut que T* est fermé.

(ii) Supposons que D(T*) est dense. Alors

G(T) = (G(T)")" = (V*G(T)")" = (VG(T)" = G(T™) (1.9)
ot on a utilisé la relation (1.8). Implique que T = T**.
Réciproquement, si D(T™*) n’est pas dense dans H, alors il existe un vecteur
w # 0 tel que w € D(T*)*. Dans ce cas, (w,0) € G(T*)* d’ot on voit que
(0,w) € VG(T*)*. La relation (1.9) montre maintenant que (0,w) € G(T),

et donc T n’est pas fermable.

(iii) Si T est fermable, alors D(T) est dense dans H et

¢

Remarque 1.4.1. 1. Si (T,D(T)) est symétrique sur D(T) dense dans H,
alors T* est une extension fermée de T et puisque D(T) C D(T*) alors

D(T*) est dense dans H, T est fermable et on a T = T**, mais comme T

est la plus petite extension fermée de T, on a

TCcT*CTr

2. Si T est symétrique alors T est aussi symétrique, Yo,y € D(T), il existe
deuz suites (xy,)n et (yn)n dans D(T') convergentes respectivement vers x

et y dans H telles que les suites des images (Tx,), et (Ty,)n convergent

aussi dans H vers Tx et Ty respectivement. Comme T est symétrique, on
a:
(Tx,y) = lim (Tx,,y,) = lim (z,,Ty,) = (v, Ty) (1.10)

n—-+o0o n—-+o0o

Puisque D(T) est dense dans H, Uopérateur T est aussi symétrique
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5.

S1T est fermé symétrique, on a
T=T"CT"
S1T est auto-adjoint, alors
T=T"=T"

On en déduit qu’un opérateur fermé symétrique est auto-adjoint si et seule-

ment si son adjoint est symétrique.

Si T C S alors S* CT*

Théoréme 1.4.2. [6] Soit (T, D(T)) un opérateur non borné symétrique sur
D(T) dense dans H. Alors :

1. SiD(T)=H, T est auto-adjoint et T € L(H).

2. SiT est auto-adjoint bijectif, alors Im T est dense dans H et T~ est aussi
auto-adjoint.

3. St Im T est dense dans H, alors T est bijectif.

4. St Im T =H, alors T est auto-adjoint et T~ € L(H).

Preuve

1. On a par hypothése T C T*. Si D(T) = H alors D(T*) = H et T = T*.
De plus, T est fermé et alors borné sur H d’aprés le théoréme du graphe
fermé (voir aussi la proposition (1.2.1)).

2. Soit y € (Im T)*, alors Uapplication D(T) > x — (Tx,y) = 0 est conti-

nue, donc
y € D(T") = D(T)
et
(#,Ty) = (T'x,y) =0, Vz € D(T)

d’on, Ty = 0, comme T est bijectif alorsy = 0. Par conséquent, (Im T)* =
{0} et alors : Im T est dense dans H. T~ est défini sur D(T-')=Im T

dense dans H et alors (T~')* existe.

On a facilement,
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Comme T et (—=T') sont auto-adjoints, on a en vertu du lemme (1.4.1),

HxH=V(G(T)eG(T™))
et
HxH=V(G-T)@G(-T)=G(THaV(GT™)

Par conséquent,

d’ot
(Tfl)* — Tfl

8. Si Tx =0, alors (z,Ty) = (Tz,y) =0, Vy € D(T). Donc xz € (Im T)*
et alors v = 0. T est par conséquent inversible de D(T') dans Im T.

4. Puisque Im T = H, 8) implique que T est inversible de D(T) dans H et
D(T) = H.
Six,y € H, alorsx =Tz et y =Tw pour z,w € D(T) et

(T '2,y) = (2, Tw) = (Tz,w) = (x, T 'y)

d’on, T~ est symétrique, 1) implique que T~ est auto-adjoint borné, il

en découle aussi de 2) que T = (T—)7! est aussi auto-adjoint. ¢

Il provient notamment du résultat 3) que si T est fermé injectif et d’image

dense alors il est de méme pour T~ et T* et on a
D((T™)") =T"(D(T")) et (T7') =(T")""

Théoréme 1.4.3. [6] Soit (T, D(T')) un opérateur symétrique dans H. Alors les

propri€tés suivantes sont équivalentes :
(i) T est auto-adjoint.

(ii) T est fermé et Ker(T* £1il) = {0}.
(iii) Im(T +il)="H

Preuve
(1) = (ii) Comme lUopérateur T' est auto-adjoint, il est fermé.

Si T*u = +iu, alors Tu = +iu. Comme (Tu,u) est réel, on conclut que u = 0.
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(1i) = (i4i) Montrons d’abord que Im(T — i) est dense dans H. Supposons que
v e Im(T —i)t. Alors (T — i)u,v) = 0 pour tout u € D(T). Donc,

(Tu,v) = (u, —iv) pour tout wu € D(T),

d’ot on voit que v € D(T*) et T*v = —iv. Comme Ker(T*+1i) = {0}, on conclut
que v = 0.
Montrons maintenant que Im(T — i) est fermée. Soit {u,} C D(T') une suite

telle que (T — i)u,, — g. On veut montrer que g € Im(T —i). Comme
(T = dyull* = | Tull* + [ful|*

on voit que la suite {u,} converge vers un élément u et T, converge g+ iu.
En utilisnat le fait que T est fermé, on conclut que uw € D(T) et Tu = g+iu.
Done, (T —i)u = g.

L’espace vectoriel Im(T — i) étant dense et fermé, il est confondu avec H.
La démonstration de la relation Im(T + i) = H est analogue.
(t3i) = (i) 1l faut montrer que D(T*) C D(T). Soit u € D(T'). Alors il existe
v e D(T) tel que (T —i)v = (T* — i)u. Comme A C T*, on voit que

(T* —i)(u—v) =0 (1.12)

L’argument utiliés dans la démonstration de l'implication (ii) = (iii) montre
que si Im(T +1i) = H, alors Ker(T* — i) = 0. Il résulte de (1.12) que u = v €
D(T). Donc, D(T*) C D(T), et lopérateur T est auto-adjoint.

On rencontre aussi des opérateurs symétriques qui ne sont pas fermés et dont la

fermeture est auto-adjoints. ¢

Définition 1.4.3. (Essentiellement auto-adjoint )

Soit (T, D(T)) un opérateur non borné symétrique sur ’espace de Hilbert H
avec D(T) dense dans H. T est dit essentiellement auto-adjoint si T est auto-

adjoint ou bien (T)* =T =T*

Lemme 1.4.2. Si T est essentiellement auto-adjoint, alors T a une unique
extension auto-adjointe.
Preuve

S est une extension auto-adjointe de T, comme S est fermé alors T C S donc
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S*C(T) et S=T,5" =S est(T)*=T, et on aT CS. Montrons que S C T

S* est auto— adjoint = S* =S5 (1.13)
S est ferme = S*=85=35
Dautre part :
S* c (T), (1.14)

et comme T est essentiellement auto-adjoint alors

S = (T)* (1.15)
et donc
(1.14) et (1.15) = S* C T est de
(1.13) et (1.15) = S=5"
= ScT
¢

Remarque 1.4.2. Tout opérateur auto-adjoint est essentiellement auto-adjoint

mais la réciproque est fausse.

Remarque 1.4.3. Si T est essentiellement auto-adjoint, alor T est la plus

petite extension fermé de T

Remarque 1.4.4. Si T et S sont deux opérateurs auto-adjoints et T C S alors
T=S5

Définition 1.4.4. (Opérateur de projéction )

Soit H un espace de Hilbert, si P € L(H) et P> = P, P appellé un opérateur
de projéction, si P est un opérateur de projéction hérmitien (i.e. P> = P) alors,
P est appelé un projéction orthogonal.

Définition 1.4.5. Soit T' un opérateur borné sur un espace de Hilbert H. On

dit que :

(i) T est une projection (respectivement projection orthogonale ) si T? = T
(respectivement T?> =T et T =T*).

(ii) T est normal (respectivement auto-adjoint) si TT* = T*T (respectivement
T =T).

(iii) T est isométrique (respectivement unitaire) si T*T = 14, (respectivement
T*T =TT* = 14).
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1.5 Opérateur matriciel

Définition 1.5.1. Soient H,, Hs deux espaces de Hilbert, C', A, B, et D des

opérateurs linéaires tels que :

C:Hi — H
A:Hy — Hy
B:H — Hy
D:Hy, — Ho

On définit Uopérateur matriciel T par :

T2H1><H2 — H1XH2
(z,y) — Tl(x,y) = (Clx) + Aly), B(z) + D(y))  (1.16)

ren-(58)(2)

avec D(T) = (D(C)ND(B)) x (D(A) N D(D))

On le note par :

Proposition 1.5.1. On suppose que (D(C) = D(B)) et (D(A) = D(D)). Alors
lopérateur matriciel T est borné si et seulement si les opérateurs C', A, B et D

sont bornés.

Preuve : Soient Py et P, deux projections canoniques tels que :

P12H1><H2 — 7‘[1

(z,9) T

—
Py:Hy xHy — Ho
—

(z,9)

et Ji et Jy les injections canoniques tels que :

J12H1
T

JQIHQ

Hi x Ha
(z,0)
Hy x Ho
(0,9)

LD

Y
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alors on a :

T(x,y) = T(x,0)4+T(0,y)
= (PlT(I, 0) + PlT(O, y), PQT(ZL', O) + PQT(O, y))
= (PhoTolJi(zx)+PioToldy(y),PooT oJi(x)+ ProTo)ls(y)

par suite on déduit que :

= PioTolJ
= PoTol, (1.17)
= PyoTolJ
= P,oTol,

O @ = Q
|

et

T_ PioTolJ, PoTolds
 \ PBoTolJi P,oTolJ,

Comme Py, Py, Jy et Jo sont des opérateur bornés, des formules (1.16) et (1.17),

on déduit que T est borné si et seulement si C', A, B et D sont bornés. ¢

1.6 Spectre et résolvante

1.6.1 Ensemble résolvant
Définition 1.6.1. Soint (T, D(T)) un opérateur non borné sur un espace de
Hilbert H de domaine D(T') dense dant H.

On appelle ensemble résolvant de lopérateur (T, D(T)) l’ensemble p(\) des
A complexes telle que :
(i) Im(T — \) est dense dans H.

(i) (T"— A) est inversible de D(T) dans Im(T — X) d’inverse borné. On note
R\(T) = (T — N)7! pour tout X € p(T). RA\(T) est appelé lopérateur

résolvant ou résolvante de T'.

Remarque 1.6.1. R)\(T') est borné sur Im(T — \) dans D(T), signifie que :

30 >0, Vue Im(T = N); [Ra(Dullx < C llullsd.
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Remarque 1.6.2. Si (T, D(T)) est un opérateur fermé sur H, alors :

p(T) = {\ € C\R\(T) existe et est dans L(H)}

Preuve :
Montrons Unclusion suivante : 7 C 7 Soint X € p(T) = Im(T —\) = H et

R\(T') bornée sur
Im(T — X)) = 3C >0,YVu € Im(T — \) : ||Rx(T)ul|n < Cllul|n
i.e Vv € D(T)
[0l = IBA(T)(T = Nolly < C (T = Avll (1.18)

Montrons U'nclusion inverse : 7 27 Soint w € H puis que Im(T — \) =H = il
existe (v;); dans D(T') tel que ((T'— N)v;); converge vers w dans H.

L’estimation (1.18) appliquer a v = (v; — vy) donne
[v; = vkl < C (T = Moy = (T = Nkl =jp—00 0

d’ou (v;); est de Cauchy dans H donc elle converge vers v dans H. En particulier
(vj, (T'— N)v;) converge dans H x H vers (v,w) de méme (v;,Tv;) est dans le

graphe de T et converge dans H x H vers (v, w+ Iv) puisque T est fermé on a :

w+ITv="Tv
i.e
w=(T—-NvelIn(T-\)
donc
HCIm(T — N
d’ou

Im(T — \) = H = Ry\(T) € L(T)
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1.6.2 Identité de la résolvante

Lemme 1.6.1. Soient T': E — E un opérateur linéaire et A\, € p(T), alors
(T—p) =T =N+ (=T =) (T=N"
Preuve : On a

(T—p)™ =

1.6.3 Spectre

La notion de spectre se d’efinit bien pour les opérateurs fermés. Soit 7' un
opérateur linéaire fermé. Alors D(T) muni de la norme du graphe : ||ul|z :=
|Tu|| + ||u]| est un espace de Hilbert, et on peut considérer T' : D(T) — H

comme un opérateur non borné entre deux espaces de Hilbert.

Définition 1.6.2. Soit T' un opérateur d’un espace de Hilbert H dans lui méme.
On appelle l’ensemble du spectre de T' le complémentaire de p(T) dans C, noté
o(T)

o(T) = C\p(T)
avec

o(T)=0,(T)Uo.(T)Uo.(T).
O
o(T)={Xe€C; (T — \y) non inversible}. (1.19)
Alors on peut trouver trois types de spectres distincts.
1. o,(T)={X € C: (T'—=X\) est non injectif} est le spectre ponctuel de
T,
2. 0.(T)={NeC: (T—-N""' existe, de domaine non dense dans H}.

est le spectre residuel de T,

3. 0. (T)={NeC: (A=T)""! existe, et non born de domaine dense dans H} .

est le spectre continu de T.
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1.6.4 Spectre discret- spectre essentiel

La notion de spectre essentiel et de spectre discret est d’une trés grande
importance. Nous verrons que le spectre de certains opérateurs s’interpréte a
I’aide des états stationnaires du systéme.

Afin d’éviter toute confusion entre les spectres discret et ponctuel, rappelons
que le spectre ponctuel est par définition I’ensemble des valeurs propres de T,

c’est-a-dire I'ensemble des A € C tels que (T'— \) n’est pas injectif.

Définition 1.6.3. On appelle spectre discret d’un opérateur (T, D(T)) len-
semble des valeurs propres de multiplicité finie qui sont isolés dans o(T) (c’est-
a-dire telles qu’il existe € > 0 tel que [N — ;A + €[Na(T) = {\}),et on le note
oq4(T).

On appelle spectre essentiel de T le complémentaire du spectre discret dans
(o(T)), et on le note par oess(T) :

Oess (T) =0 (T) \Od (T)

Le spectre discret est inclus dans le spectre ponctuel défini plus haut, mais
I'inclusion inverse est fausse en général. De méme, le spectre continu est inclus
dans le spectre essentiel sans que la réciproque ne soit pas toujours vraie.

On voit que A\g € 0ess(T) si et seulement sl existe € > 0 tel que le projecteur
P(JAo—¢, Ao +¢[) est de rang fini. De méme, Ay € 0.45(T) si et seulement si pour

tout € > 0, le projecteur P(]A\g — &, Ao + €[) n’est pas de rang fini.

Remarque 1.6.3. Il convient de noter que le spectre non discret ,4(T) coincide
avec le spectre essentiel o.ss(T) pour les opérateurs auto-adjoints T dans les

espaces de Hilbert.

1.6.5 Spectre et résolvante des opérateurs fermable

Définition 1.6.4. (voir [15] page 92)
Soit T un opérateur linéaire fermable sur un espace Hilbert H. L’ensemble ré-

solvant et le spectre de T sont définis comme suit :
p(T)={XA € C:T — X est injective; (T — ) € L(E)}

a(T) = C\ p(T)
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et le spectre ponctuel le spectre continu et le spectre residuel :

o,(T) = {ANeC : (T'—\) nlest pas injectif}

o.(T) = {)\ €C : (T =)\ est injectif, Im(T —\) =H, Im(T — \) # 7—[}
o (T) = {)\G(C : (T —N) est injectifm#’}{}

Notons que; si p(T) # 0 implique que T' est fermé; en fait, si A € p(T'), alors

(T — N7t est fermé et donc aussi T — X est fermé Alors, par le théoréme du

graphe fermé, on a :

p(T)={ e C:T -\ est bijectif} (1.20)
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Chapitre 2

Etude spectrale d’un opérateur
matriciel 2 x 2 anti-diagonal non

borné de type 7 = (%%)

2.1 Introduction

Dans cette partie; on montrera que les propriétés spectrales d'un tel opéra-
teur sont étroitement liées a celles des produits d’opérateurs AB et BA ou A,

B sont des opérateurs non bornés ; plus exactement on va montrer :

p(T)\{0} ={A € C;\* € p(AB)

J\ {0} o
p(T)\{0} = {A € T2 € p(BA} {0} |

}
! (2.2)

on va envisagé trois cas :
( . p(T)={ eC; N\ €p(BA)Np(AB)}
Etape.1 : o(T)={ e C; N ecd(BA)Uc(AB)}

(p(BA) N p(AB) #0) = o(BA)\ {0} = o(AB) \ {0}
= p(BA)\ {0} = p(AB) \ {0}

| Etape.3 :  [(p(BA) # 0) et (p(AB) # 0)] = (p(BA) N p(AB) # 0)

Etape.2 :
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0 A)
B0

2.2 Etude spectrale de l'opérateur 7 = (

Premiére étape
Montrons les résultats suivants :
p(T)={reC; X € p(BA)Np(AB)}
o(T)={ e C;\* € s(BA)Uc(AB)}
Lemme 2.2.1. [9] Soit A € C tel que A # 0, alors
(T — \) est injectif < (BA—\?) est injectif.
& (AB — \?) est injectif.
Preuve : Montrons qu’on a :
(T — \) est injectif < (BA—\?) est injectif.
& (AB — \?) est injectif.

Démontrons” <7 Supposons (BA — N?) (ou (AB — \?) ) est injectif.
Soit (z,y) € ker(T —\), on a :

T-nen=0=( 3 A)(5)= ()

B Ay = Iz
(T = N)(x,y) =0= { B = Ay (2.3)
Comme \x € D(B) de la premier équation de (2.3), on déduit que Ay € D(B)

et donc y € D(BA) de méme de la deuziéme ’équation de (2.3), on déduit que
Bz € D(A) et donc x € D(AB) alors :

(T+mnxmxum=o:(/wgk2B;lv)(§>:(8>

(AB — \?)(z) = 0
=0

(BA— 2)(y) (24)

(THNT M) 0= {

Si (BA—M?) (resp (AB —\?)) est injectif, des équations (2.3) et (2.4), on déduit
r=0ety=0.
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Démontrons” = 7 Inversement, on suppose (T —M\) injectif. Soit x € ker(AB—
), on a :

AB(z) = Mz
1 :
en posant y = XB(:L‘) on obtient Ay = Az, et on a

x € D(AB) C D(B)
et

y = %B(x) € D(A)

d'oi (z.y) € D(T) et
(T—A)(z)=<_gfjgy>=(_AZx_+AAyx)=<8) (2.5)

Comme (T — \) est injectif de 'équation (2.5), on déduit ( ;j ) = ( 8 ) De

la méme fagon on peut montrer que ker(BA — \?) = {0}. Donc on a bien :

(T — ) est injectif < (BA— \?) est injectif.

& (AB — \?) est injectif.

donc
T est injectif < BA et AB sont injectifs.

Remarque 2.2.1. Pour A=0, on a

T? est injectif < T est injectif

donc
BA et AB sont injectifs < T est injectif

Lemme 2.2.2. [9] Soit A € C tel que A # 0, alors
(T — \) est surjectif < (BA—M\?) et (AB — \?) sont surjectifs .

Preuve : 7 <" On suppose que : (BA — \?) et (AB — \?) sont surjectifs
Soit (z1,22) € H1 X Ha, il existe x1 € D(AB) et x5 € D(BA) tels que :

(AB — )\2)1‘1 =21

(BA — )\2)$2 = 29
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(2 ) — (T = M)(T+\) ( 2)

(3)-ma(z)

Comme x1 € D(AB), alors 1 € D(B) et Bxy € D(A), de méme xo € D(A) et
Azy € D(B), d'ou

donc

On pose

Y1 = >\$1 + AJTQ c D(B)
Yo = )\LCQ + BCCl € D(A)

Ainsi il eziste (y1,y2) € D(T) = D(B) x D(A) tel que

(21, 22) = (T = A) (Y1, v2)

donc (T — \) est surjectif.
Inversement : 7 =7 Soit zy € Hy1, comme (T — \) est surjectif alors il existe
(x1,22) € D(T) tel que

(T = A)(1,22) = (21,0)

du systeme
—/\5(]1 —+ AIQ =21
BZL‘l = )\172
on obtient
T € D(AB)
et

21 = (AB = X*)(521)

donc AB — \? est surjectif.
De méme soit zo € Ha, comme (T —\) est surjectif alors il existe (x1,x2) € D(T)

tel que
(T = M (@1,22) = (0, 22)

du systeme

AB = )\[L’1
BA — )\ZEQ = 29
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on obtient
T9 € D(BA)
et
Z9 = (BA — )\2)(§$2)
donc BA — \? est surjectif. ¢

Remarque 2.2.2. De méme on peut montrer que
T?2est surjectif < Test surjectif

car remarquons que D(T?) C D(T), on déduit que si T* est surjectif alors T
est surjectif. Inversement, si T est surjectif, soit z € H, il existe T € D(T) tel
que z = T(T), de méme il existe x € D(T) tel que T = T (x), et par suite on

obtient :

x€D(T?) et z=T?*(x)
d’out T? est surjectif.
Remarque 2.2.3. Pour A=0, on a
T? est surjectif < T est surjectif

donc
BA et AB sont surjectifs < T est surjectif

Des lemmes (2.2.1), (2.2.2),et la remarque (2.2.3) on obtient

Corollaire 2.2.1. Soit T, un opérateur de type (1)

(T — \) est bijectif < (BA — \?) et (AB — \?) sont bijectifs

ou A € C.
Preuve : C’est une conséquence directe des lemmes (2.2.1), (2.2.2) et la
Proposition (2.2.3). ¢

Corollaire 2.2.2. pour A€ C on a :
(BA — )\?) et (AB — \?) sont bijectifs = (T — \) est inversible

c’est a dire X € p(T)

Preuve : En effet; Si (BA — \?) et (AB — \?) sont bijectifs, alors du corol-
laire (2.2.1), on obtient que (T — \) est bijectif de D(T) sur Hy x Ha. Comme
T est fermé alors (T — \)™! est fermé de domaine D(T — \)™' = Hy x Ho. En

1

vertu du théoréeme du graphe fermé, on déduit que (T — \)~' est borné. ¢
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De corollaire (2.2.2), on obtient
Proposition 2.2.1. pour A € C on a :
A € p(BA)YN p(AB) = X € p(T)
Preuve : C’est une conséquence directe du corollaire (2.2.2). ¢

Proposition 2.2.2. pour tout A # 0 compleze
A€ p(T) = N € p(BA) N p(AB)
Preuve : Soit A € p(T) \ {0}. Calculons (T — X\)~'. Posons :

(T_)\)_13H1><H2 — Hi X Hs

o (14)()

alors
-\ A a b\ (10
B - c d) \0 1
on a
§
b= —Ad
Ac—)da=1 1
Ad—Xb=0 N C:XBCL
Ba— =0
Bb—)Xd=1 (AB—)\Q)a:)\
k(BA—)\Q)d:)\
d’ou

(o= \NAB — \?)71

d=A(BA—\*)"!

(2.6)
b= A(BA— \2)~!

¢c=B(AB -\~

et par suite
AMAB —\?)"1 A(BA - \*)™!

B(AB — \2)~1 X\(BA — X\?)~!



2.2 Etude spectrale de 'opérateur 7 = (% ‘g) 45

Du corollaire (2.2.1) et la proposition (1.5.1), on déduit donc que (BA — \*)™!
et (AB — N2~ sont bijectifs et bornés. ¢

Remarque 2.2.4. Si 0 € p(T), alors T est bijectif et T ' est borné, on déduit
donc que T2 est bijectif, et que

== (YT s )

est un opérateur borné, par suite BA et AB sont bijectifs, et (BA)™ et (AB)™!

sont bornés.

et _ 0 (AB)"'A
D(B)xD(A) (BA)le 0

Des propositions (2.2.1), (2.2.2) et la remarque (2.2.4), on déduit le théoréme

sutvant

Théoréme 2.2.1.
p(T) ={X € C;\* € p(BA) N p(AB)}
o(T)={\ € C;\* € 0(BA) U (AB)}.
d’ot
p(T) C p(BA) (2.7)
Deuxiéme étape

Montrons que si p(BA) N p(AB) # (0 alors o(BA) ~ {0} = 0(AB) \ {0} et
p(BA) ~ {0} = p(AB) ~ {0}

Lors de I’étude de Popérateur résolvant (7 — A)~! on a besoin des confirma-

tions suivantes, soit A € p(7) alors

o (AB — X\?)"! borné¢ (par définition de I'inverse d'un opérateur )
e (BA—)?)"! borné (par définition de I'inverse d’un opérateur )

e B(AB — \?)~! borné (fermé partout défini)
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e A(BA — )\?)7! borné (fermé partout défini)

Soit A € p(T) \ {0} alors l'injection canonique

(T —X)"HT —A):D(T) =D(B) x D(A) = H1 x H

est bornée sur D(T)
a b -2 A\ (10
c d B —-Xx) \01

—Xa+bB =1
aA—Xb =0
—Xc+dB =0 (2.8)
cA—Xd =1
de systémes (2.8), on déduit que sur D(T), on a
(a=ANAB - )" =—-1+ ABA-N)"'B
d=XBA—-X)"! —s+1B(AB—-\?)"'4
(2.9)
b=A(BA—-X\)"! =(AB-)\)"'4A
| c=B(AB—-X*)"! =(BA-X)"'B
d’ou par prolongement borné sur H = H; X Hs, on a
(0=XAB-X)"' =14 LA(BA—)?)1B
d=ABA—-X)"! —1+1B(AB—-\?)"14
(2.10)

b= A(BA— )"\ =(AB— )24

| c=B(AB-X\)"' =(BA- ) 1B

ainsi

( —++1A(BA-X2)"1B A(BA-)?)"! )

(BA—\)-1B A(BA — A2)-1

( MAB — A2)~! (AB — )14 )

B(AB - X)™" —{+B(BA—-)?)"1A
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d’out le théoréme suivant

Théoréme 2.2.2. [10] Si p(BA) N p(AB) # 0, alors

o(T)\{0} = {AeC; N ea(BA)}\{0}
= {AeC; XNeco(4B)}\{0}
Preuve : D’aprés le théoreme (2.2.1), Uinclusion (C), est vérifiée.
Soit A # 0 tel que \* € p(AB), on a
(AB — /\2>_1 T H— Hy
B(AB — )7V Hy v Hy
On pose :
AMAB — \?)~t (AB — )\?)71A
R(A) =
B(AB—-X )71 —14+31B(AB—-X\)"'A
Si z € Hy, alors (AB — X*)7!(z) € D(AB) et donc B(AB — \*)7!(z) € D(A),
d’ot
R(A\) : Hi x D(A) = D(T) =D(B) x D(A) C Hy x Ha

Soit yu* € p(BA) N p(AB) (u#0), alors u € p(T) et on a

(T—pw "=

( p(AB — i)~ (AB — p?)~1A )

2\—1 1 1 _
B(AB — 1?) —5+ 3 B(AB —p?)1A
avec

et

(AB — p*)"tet B(AB — u?)™t sont borné sur H,
(AB — u?)7'A et B(AB — )71 A sont bornés sur D(A)

D’apres Uidentité de la résolvante (lemme 1.6.1), on a
(AB—X)"1'A=(AB - p*)"A+ (A — p)(AB — X\*)"Y(AB — p*)'A
et

B(AB—-X)""A=B(AB - p*)'"A+ (A= p)B(AB = \*)"'(AB - p*)'A
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Ce qui montre que (AB —\*)"'A et B(AB — \?)"' A sont bornés sur D(A). Par
suite R(X) : Hy xD(A) — D(T), est un opérateur défini et borné sur Hi x D(A).
Comme Hi x D(A) est dense dans Hi x Ha, alors R(\) posséde un prolongement

borné sur Hy x Ha que l'on note par R(N) :

AAB — \2)~! (AB — \2)14
ROV = -
B(AB—X)""  —+ {B(AB - N4

Puisque (AB — A\?) est injectif, alors d’apres le lemme (2.2.1), on a T — X et
(AB — \?) injectifs. On peut vérifier facilement que
(T - A)RO\) - I?-h xD(A)
Donc
V(z,y) € H1 x D(A) = (T — AR\ (z,y) = (z,y).
Soit (x,y) € Hy X Ha, de la densité de D(A) dans Ha, il existe dans D(A), une

suite (Yn)n qui converge vers y dans Ho. On pose

(an, bn) = R(A)(z,yn) = R(A)(z,yn) € D(T)

Soit (a,b) = R(\)(z,y) € Hi X Ha, de la continuté de R(X\), on a

(a,b) = R(\)(z,y) = lim R(\)(z, y,) = lim(ay,, by,)
D’autre part on a

{ D(T) > (an, by) — (a,b) € Hy X Hy

(T_ )‘)(ambn) = (xayn) — (x,y)

comme (T — \) est un opérateur fermé, on déduit que

{ (a,b) € D(T)

et
(T = M(a,b) = (z,y)

Par suite (T — \) est surjectif (donc bijectif ), et on a

R(\)(H1 x Ha) € D(T)

(T - )‘)R()‘) = Iy, xm,

(T =\t =R\
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d’ou (T — ) est inversible (A € p(T)), du théoréeme (2.2.1), on déduit que
A2 € p(BA)

{AeC N ep(AB)P\{0} S p(T)\{0} S{ e T N € p(BA)}\ {0}
De la méme fagon, on démontre

INET A2ep(BAI\{0} Cp(T)\ {0} C A e X e p(AB)} {0}
d’oi

{(AeC NepBAI\{0}=p(T)\{0} ={xeC* I epAB)}\{0}
Ainsi

AeCr NeaBAI\{0}=a(T)\{0}={1eC* XN eco(AB)}\ {0}

¢

Lemme 2.2.3. Si u € p(BA) \ {0}. Alors (AB — p) : D(AB) — H1 X Ha
admet un inverse algébrique (AB — )™, et les opérateurs (AB — p)™'A et

B(AB — u)™*A sont bornés sur D(A) tels que leurs extensions bornées sont

données par

(AB—pu)tA = A(BA-p)™* (2.11)

B(AB — u)™'A = 13, + w(BA—p)™! (2.12)
Preuve :

Du lemme (2.2.1), on déduit que (AB—p) est injectif, donc bijectif son image
Im(AB — ), soit alors

(AB — p)™ ' Im(AB — p) — H,
de plus si x € D(A) il existe y € D(BA) tel que x = BAy — uy donc
Ax = ABAy — pAy = (AB — p) Ay
on déduit que Az € Im(AB — i), et donc Im(A) C D((AB —u)™"). Ona

A(BA —p) = (AB —p)A
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en composant o droite par (BA — )™, on obtient

A= (AB — n)A(BA — 1) |p(a
et en composant & gauche par (AB — )™, on obtient

(AB — ) A = A(BA - ) o (2.13)
Par composition a gauche par B, on obtient

B(AB — p) ' A= BA(BA — 1) 'p) = (L + 1(BA— 1) Dlpay  (2.14)

des équations (2.2.3) et (2.14), se déduit le lemme (2.2.3). ¢
Troisiéme étape

Lemme 2.2.4. [10] Supposons que X € p(T)\{0}. Alors les opérateurs BA et

AB sont fermés et A2 appartient & leurs résolvante. De plus les opérateurs.
(BA—))"'B, ABA-))'B (2.15)
sont bornés sur D(B) et les opérateurs
(AB — \?)7' A, B(AB — \?)7'A (2.16)

sont bornés sur D(A).

Preuve :
i Nous définissons l'opérateur R°(\) sur Hy x Hy par
R (A) Ria(A)

RY(\) =
Ry (A) Raa(N)

et donc,
—1 4 1A(BA-))"'B A(BA-\»)7!
R°(\) := (2.17)
(BA—X)"'B AMBA — \?)~!

alors D(R*(\)) = D(B) x Ha
On sait que N> € p(BA)\{0}, par conséquent, l'opérateur R°(\) est bien



2.2 Etude spectrale de 'opérateur 7 = (% ‘g) 51

défini et R12(\) et Roa(N) sont des opérateurs bornés. Soit (x,y) € D(B) X

Ho, nous fixons

(1) = ro ()

—32 4+ 3A(BA—X)"'Bx + A(BA— X))ty

(BA—=X)"'Bx+ AN(BA—-X*)"1y

Puisque Im((BA — X?)~1) = D(BA) C D(A), ou Im désigne l'image d’un
opérateur, et x € D(B), il est evident que (f,g) € D(B) x D(A) = D(T).
Donc nous pouvons appliquer T — X a R°(\)(z,y) et obtient

(T - )\)RO(A)(ZL‘, y) = (l’, y)
Pour (z,y) € D(B) x Hy et A € p(T)\{0} on a :
RO(\) = (T — /\)_1|D(B)><H2

Parce que B est densément défini nous concluons que 'opérateur R°(\)
a une extension unique bornée sur l’espace Hy X Ho qui est donnée par

(T — M)~ Nous noterons cette extension par R(\) :

Ri1(A)  Ria(N)

R(\) = ( Ror(A) Ba()) ) = RO(\) = (T —\)! (2.18)

Particulierement les opérateurs
RO\ =21+ XN TABA-M)'B

Ry (N) = (BA=X)"'B
sont bornée sur le domaine D(B) et ont une extension bornée sur l’espace
tout entier H,.
it Si on définit opérateur S°(\) € Hy X Ha par
S1(A) Sp(A)

SO()\) =
Sa1(A) 9% (M)
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et

MAB — M)~ (AB —)\)7'A
SO(N) = ( ) (2.19)
B(AB —\)7' —1+ 3B(AB— XA

alors D(S°(N)) = Hy x D(A).
Il en résulte que S°(N\) est borné sur son domaine et posséde une unique
extension bornée sur l’espace Ha x Hy qui est donnée par (T — N\)~L. Nous

noterons cette extension par S(\),

S(A) == SO\ = (T =N~
En particulier les opérateurs
S%H(A) = A1+ XIB(AB - \)tA
S%(N) = (AB—2?)7'A
et donc également [’opérateur
B(AB — \)7'A

sont bornés sur le domaine D(A) et ont ainsi des extensions bornées sur

Uespace tout entier Hq qui compléte la preuve de lemme (2.2.4). ¢

Lemme 2.2.5. [9] Si p(BA) # 0 et p(AB) # 0 alors p(BA) N p(AB) # ()

Preuve : Soient A € p(AB) \ {0} et u € p(BA) \ {0}, de lidentité de la

résolvante on obtient

et

(AB=MNT'A=(AB — )" A+ (A = p)(AB = N\)7)(AB — p) 1A

B(AB—A)"1'A=B(AB—pu)'"A+ (A= u)B(AB - X)) (AB —u) HA

du Lemme (2.2.4), (AB — \)"'A et B(AB — \)"'A sont bornés sur D(A) par
conséquent si \* € p(AB) \ {0}, alors

AAB — A2)~! (AB — \2)"'A

R(\) = -
BAB-XN)"'  —1 4+ B(AB - XA
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est un opérateur matriciel borné sur Hy X D(A), qui a pour extension bornée

A(AB — A2)~! (AB—= X214

B(AB — \2)~! —%+%BMB—A%1A

Par un raisonnement analogue a la démonstration faite du Théoréeme (2.2.2), on
déduit que X € p(T) et \* € p(BA). ¢

Remarque 2.2.5. Si 0 € p(AB) on considére alors

0  (AB)'A

défini sur D(B) x D(A). On a
B(AB) = (BA)B = (BA)'B = B(AB) '|p(5

donc (BA)™'B borné sur D(B). De l’équation de la résolvante et du lemme
(2.2.3), on obtient

(AB)""A = (AB — )" A — y(AB)™")(AB — p) ") A

borné sur D(A). Ce ci montre que R(0) est borné sur D(B) x D(A), et par suite

admet un prolongement borné

0 (AB)"1A
(BA)B 0
Le méme raisonnement du Théoreme (2.2.2), donne 0 € p(T) et 0 € p(BA).
Corollaire 2.2.3. Soient les hypothéses a) et b) satisfaites; Alors :
p(T) C{NeC: N € p(AB)Np(BA)}.
De plus on a :

0€ep(T) & 0€p(AB)Np(BA)}.
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Preuve : A partir du lemme (2.2.4) on sait que :

p(T)\N{0} € {A € C: A € p(AB) N p(BA)}\ {0}

de plus les propriétés concernant le point O proviennent directement de la re-

marque (2.2.3) et le fait que :

T est inversible < T?2est inversible

2.2.1 Contre exemple

Soient H1 = Hy = H X H ot H est un espace de Hilbert de dimension infinie.

Soit S un opérateur fermé non borné et densément défini, tel que 0 € p(S). On

pose
IS I 0
B_(o S) ct A‘(o Sl)

Il est ciair que B est un opérateur fermé dans H x H avec D(B) = H x D(S) et

A est un opérateur borné sur H x H.

I 1 I S
pas (11w an- (1 %)

Il est evident que BA est borné sur H x H et AB est fermé non borné sur H x H
avec D(AB) = D(B) = H x D(5). Il est facile de vérifier

o(BA)={1} et o(AB)=C
En effet (AB —1) n’est pas injectif et pour A # 1 Popérateur (AB — \) est bijectif
et on a
_ 1 I —(1=-X"18
. 1 _
AB=N" =123 ( 0 I
donc (AB — X\)~! est non borné et o(AB) = C.

Remarque 2.2.6. Notons qu’on peut construire facilement l’ezemple suivant.
Soit By = By = B, ot B est un espace de Banach de dimension infinie.

Soit A un certain opérateur fermé non borné et B = 0. Alors AB = 0 et
o(AB) = {0}.

D’autre part BA = 0|p(a). Il en résulte que BA est un opérateur non fermé

et o(BA) = C. Néanmoins, cet ezemple n'est pas trés intéressant parce que

BA=0=AB et o(BA)=0(AB)



Chapitre 3

Etude spectrale des opérateurs
anti-diagonaux non bornés de type

T = (?43B 0)

3.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I’étude du spectre discret des opérateurs auto-

adjoints (resp. non auto-adjoint) des matrices d’opérateurs de la forme

T _ 0 B*

(& 7)

ou les opérateurs sont pas nécessairement bornés dans leurs espaces, ou entre
eux, respectivement. Des déclarations générales sur le spectre discret de T* et
de ses points d’accumulation sont prouvés. Le point clé de la preuve, c’est 'idée
d’envisager un inverse algébrique densément défini de 'opérateur linéaires 7 — A
et montrons qu’il a une extension bornés de I’ensemble de ’espace de Banach

B x By qui est 'inverse topologique de 7 — A. Nous discutons les propriétes

spéctrale 7™ dans le :

1- Cas non auto-adjoint dans un espace de Banach et sur certains hypothéses

nous montrons l'inclusion inverse du deuxiéme chapitre i.e
{A e C: N € p(BAI0} € p(T)\{0}

2- (Cas auto-adjoint sur un espace un Hilbert et sur certains hypothéses nous

montrons qu’on a :

Oess MO} = {A € C: X € 0y (BA) I {0);
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de plus si AB est essentiellement auto-adjoint et AB = A B; alors on a :

Oess(BAN\{0} = 055 (AB)\{0} = 0css(A B)\{0}.

Puis conclure ce chapitre des applications sur & un systéme d’opérateurs diffé-
rentiels ordinaires et sur 'opérateurs de Schrodinger iso-spectrale uni-dimensionnelle

avec des potentiels complexes

3.2 Etude spectrale des opérateurs anti-diagonaux
non bornés non auto-adjoint de type

* 0 B*
T = (A* 0)
3.3 Cas de 'espace de Banach

Soient By et By, deux espaces de Banach, I'opérateur 7 et est densément

défini alors 'opérateur adjoint 7* est bien définit sur I'espace dual B = B} x B},

., (0 B
T )

et est donné par :

Lemme 3.3.1. [10]

Soient A, B deux opérateurs linéaires fermés densément définis. Supposons
que X € p(T) \ {0}. Alors les opérateurs A*B* et B*A* sont fermés et \* €
p(A*B*) N p(B*A”).

De plus les opérateurs :
(A*B* — 2\ 1A* B*(A*B* — \*)7tA*

ont des extensions bornées a l’espace B tout entier si A* est densement défini;

sous ces conditions additionelles on a :

_1 1 s AxRx _ \2\—1 Ax ¥ A* R* _ \2\—1
(T — a7t = ( Tx BB - A)TAT B ATET - X
(B — )4 MNA*B* — 22)

De maniére analogue, les opérateurs :

(B*A* o )\2)713*, A*(B*A* o )\Q)le*
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ont des extensions bornées a l’espace B, tout entier si B* est densément défini;
sous ces conditions additionelles on a :

(7-* . )\) 1 _ )\(B*A* — )\2)71 (B*A* _ )\2)—1B*
A (BP AT = 22)70 L LA (B A — N2) 1B

Preuve : La preuve de ce lemme est completement analogue a ce lui du

lemme (2.2.4) en prenant en compte le fait que p(T*) = p(T)
(i) Soit A € p(T)\ {0} alors Uinjection canonique

(T =AY T* =X\ : D(T*) = D(B*) x D(A*) — B}, x B,

est bornée sur D(T*)

(o) (3 5)-(v)

—Aa +bA* =
aB*—Xb =0
“Ae+dA* =0 (3.1)
cB*—\d =1
Des systemes (3.1), on déduit que sur D(T™), et on a
a = )\(B*A* — )\2)_1 — _% 4 %B*(A*B* _ )\2)_1A*
d= /\(A*B* — )\2)_1 — _% + %A*(B*A* - )\2)—13*
) (3.2)
b=B'(A"B" = X)" = (BA" = \)"' B
| cm A (@A =) = (A - )
Alors
_% + %B*(A*B* . )\2)_114* B*(A*B* . )\2)_1
(T =Nt =
(A*B* o )\2)—1A* )\(A*B* i )\2)_1
d’ot par prolongement borné sur B = By x B, on a
((a=ABA =M = L BAB - W) A
= NAB X 3 B ) B
(3.3)

b=B*(A*B* = \)" = (BA - N) 1B

[ c=AN(BT AT = W) = (A"Br — W) A
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ainst, si A* est densément défini on a les extensions bornées a tout ’espace

B.. Dans cette hypothése supplémentaire on a :

S —++ 1B (A*B* — X?)71A* Bf(A'B* — \%)7! o
(A*B* — \2)~ 1A~ A(A*B* =A%)~

Et si B* est densément défini on a les extensions bornées a l’espace Bj.

Dans cette hypothése supplémentaire on a :

A(B*A* — \2)-! (B*A* — \2) 1B
(T =N = (3.5)
A(B*A* = )21 1 4 UA(B* A — )2) 1B~

(ii) Pour A € p(T™), alors :

Montrons qu’on a :

(T* — \) est injectif < (A*B* — \?) est injectif.
& (B*A* — \?) est injectif.

o Supposant (A*B* — \?) (ou (B*A* — \?) ) est injectif.
Soit (x,y) € ker(T*—X), on a :

romn-a = (2 5)(1)-(0)

S 36)

Comme \x € D(A*) de la premiére équation de (3.6), on déduit que B*y €
D(A*) et donc y € D(A*B*) de méme de la deuziéme équation de (3.6),
on déduit que A*x € D(B*) et donc x € D(B*A*) alors :

(T4 N(T* =N, y) =0 = (2 i)(;l)\ i)(i):(g)
= (B*Ag_v A*BP—A2><§>:(8)

(B*A* — \)(z) = 0
(AB* = X2)(y) = 0

(T + N(T* = N(x,y) = 0= {
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Si (A*B* — \?) (resp (B*A* —\?)) est injectif, des équations (3.6) et (3.7),

0ndéduit<x):<0).
Y 0

Inversement, on suppose (T* — \) injectif. Soit y € ker(A*B* — \?), on
a:

A*B*(y) = Ny
1 ‘
en posant x = XB*(y) on obtient B*y = \x, et on a

y € D(B*A*) C D(A*)
et

v = 1B(y) € D(B)

d’ou (x,y) € D(T*) et

. zr\ [ —Xx+By\ [ —Xx+Xlx\ [0
7 _A)(y>_( At = Ny )_( Ay = Ay >_(0> (38)
Comme (T* — \) = et Uéquation (3.8), est injectif, on déduit que x =0 et

y = 0. Donc ker(A*B*) = {0}

Montrons qu’on a :
(T* — A) est surjectif < (A*B* — \?) est surjectif.
& (B*A* — \?) est surjectif.

supposons que (T* — X\) est surjectif i.e

{nm et - ()= (%) () e D) x D57}

g2
alors
. T G —A B S G
T — A = B =
() (8)= 3 5)(5)- ()
B fy=Afi=g&
3.9
A*fi = Afa =g (39)
ot (f1, f2) € D(A*) x D(B*) est un solution unique pour n’importe quel
vecteur donné (gi,g2) € By X By. Particulierement, pour gy = 0 nous
obtenons
B*fa = Af1=0

A fi = Ao =g (3'10)
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Pour A # 0 et fi € D(A*), la premiére équation dans (3.10) montre que
fo € D(A*B*). Supposons que fi = \"LB* fy alors

%(A*B* - /\2)f2 = 22 (3.11)

a pour n’importe quel go € By la résolution est unique pour un certain

f2 € D(A*B*) d’ot
fo=MA*B* — \*) g, (3.12)

L’inverse algébrique dans (3.12) peut étre réprésenté par la résolvante de

T a N, c’est-a-dire
1
(A*B* = \3)7! = XP2(T* — N7, (3.13)

ou Ji est la fixation canonique de B; dans B et P désigne la projection de
B sur By (I =1,2). Il résulte que l'inverse algébrique (A*B* — \?)~! est un
opérateur borné d’ou A*B* est fermé et \*> € p(A*B*).

(iii) De Fagon analogue nous concluons que B*A* est un opérateur fermé, \* €
p(B*A*) et

(B*A* = X371 = %Pl(T* - N7 (3.14)

(iv) Nous définissons l'opérateur R°(\) sur By x B} par

et

_% + %B*(A*B* _ )\2)—1A* B*<A*B* _ )\2)—1

R°()\) := (3.15)
(A*B* o )\2)—1A* )\(A*B* o )\2)—1

Alors D(R°()\)) = D(A*) x B}
On sait par i) que \*> € p(A*B*)\{0}, par conséquent, l’opérateur matriciel
RO(\) est bien défini et Ri(\) et Roa()\) sont des opérateurs bornés. Soit
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(z,y) € D(A*) x By. Nous fizons

(1) = ()

—%.Z‘ + %B*(A*B* _ )\2)_114*.17 + B*(A*B* _ )\2)—13/
(A*B* — X)L Az + \(A*B* — \2) 1y

Puisque Im((A*B* — \?)~™') = D(A*B*) C D(B*), ou I'm désigne ['image
d’un opérateur, et x € D(A*), il est evident que (f,g) € D(A*) x D(B*) =
D(T*). Donc nous pouvons appliquer T* — X a R°(\)(z,y) et obtenir

(T" = VR N)(2,y) = (2,y)
Pour (xz,y) € D(A*) x B} et A € p(T*)\{0} il résulte que :
RY(N) = (T" = N p(asyxs

puiceque A* est densément défini mnous concluons que 'opérateur R°()\)
a une extension unique bornée sur l'espace By x B} qui est donnée par

(T* — A\)~. Nous noterons cette extension par R(\) :

R(\) = ( AT ) BN =(T-N" (310

Particulierement les opérateurs
RY(\) = -2t AIB(A* B — \3) A
R, (\) = (A*B* — \?)~tAr
sont bornés sur le domaine D(A*) et ont une extension bornée a [’espace
B/
1-
(v) Si on définit Uopérateur S°(\) € By x B, par

oy Su(A) SH(A)
S '—(sﬂm sgzm)

et

)\(B*A* _ )\2)71 (B*A* _ )\2)713*
SO(N) = (3.17)

A(BA® =N —L 4 Lar(BrAT — N B
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Alors D(S°(\)) = D(B*) x B
il résulte que S°(N\) est borné sur son domaine et posséde une extension
uniques bornée sur l'espace B} x Bl qui est donnée par (T* — X\)~'. Nous

noterons cette extension par S(\) c’est a dire

En particulier les opérateurs
SO\ = A1 AT1AY(Br AT — \2)7IBT
S%(\) = (B*A* — X))~ 'B*
et donc également l’opérateur
AY(B*A* — \3)71B*

sont bornés sur le domaine D(B*) et ont ainsi des extensions bornées a

Uespace Bl qui complete la preuve de lemme (3.3.1). ¢

Remarque 3.3.1. Soient By et By deuz espaces de Banach réflexives, alors les

opérateurs A* et B* sont densément définis.

Corollaire 3.3.1. Supposons que les hypothéses a) et b) sont satisfaites si de
plus p(T) # 0, et si BA est densément définit, alors (BA)* = A* B*.

Preuve : Soint A € p(T)\{0} et supposons que BA est densément défini;
et a partir du lemme (2.2.4), \*> € p(BA) et donc aussi pour \* € p((BA)*).

a partir du lemme (3.3.1) on sait que :
N € p(A*BY).

amnst :

N* € p((BA)") N p(A"B")

qui implique immédiatement que :

(BA)* = A*B".
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I’inclusion inverse DO

On a déja montré dans la section précédente Linclusion C ( voire théorém(2.2.1)

I'equation (2.7)). Montrons que :

{Xe C: N e p(BA{0} C p(T)\{0}

Pour ce la introduisons les hypothéses supplémentaires suivantes :
a) A:D(A) C By, — By un opérateur linéaire fermé densément défini.

b) B:D(B) C B; — By un opérateur linéaire fermé densément défini.

c) BA est densément défini dans Bs.

d) L’opérateur A(BA — u)~'B est borné sur son domaine D(B) pour certain
1€ p(BA).
e) (BA)* = A*B*.
f) A* est densément défini dans 'espace dual Bj.
Notons que, sous les hypothéses a) ,b) et ¢) les conditions d) et e) sont

satisfaites si p(T) # () (voire le corollaire (3.3.2))

Lemme 3.3.2. [10]
Si les hypothéses a),..., f) sont satisfaites alors :

{IAeC:\e€p(BAIN{0} Cp(T)
Si en plus AB et B* sont densément définis ,alors on a aussi :
{IAeC: N ep(AB)}\{0} C p(T)

Preuve : Soit A € C\{0} tel que \* € p(BA). Nous considérons l'inverse

algébrique de (T—N)"1, autrement dit, nous définissons l'opérateur R°(\) comme
dans (2.17). Par Uhypothése e) on a :

Im((BA—X\)"Y*) =D((BA)*) = D(A*B*) C D(B*)

Donc, il s’ensuit que lopérateur RS, (\) = (BA — \*)7'B est bornée sur D(B).
et puisque B est densément défini, cet opérateur a une unique extension bornée

dans l’éspace By tout entier que le notée par :

Roi(\) := R3,(\) = (BA—)\2)1B
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En outre on choisit u € p(BA), qui vérifie ’hypothése d) et a partir de [’égalité :
ABA-=X)"'B=ABA—u)'B+ (\ — p)A(BA—p) 'Ry (\)  (3.18)

On conclut que A(BA — X*)"'B et donc RY,(\) sont des opérateurs bornés sur
D(B). Comme dans la section précédente nous désignons son extension bornée

a léspace tout entier By par Ry1(\) ¢’est-a-dire

Ri(\) == R}, (\) = A1+ X TA(BA - )\)-'B

Il s’ensuit que R°(\) a une extension bornée a l'espace B tout entier que 'on
note R(\). De la méme maniére et par un calcul simple que la section précédente

on obtient la relation :
(T — )\)R()\)|D(B)X32 = (T — )\)RO()\) = idB|D(B)X32 (3.19)

Comme B est densément défini dans By, T est fermé et R(\) est borné, alors il

est facile de voir que

(T — MR = ids

c’est-a-dire, T'— \ est surjective et ouverte.
Il reste a montrer que T — X\ est injéctif.

Par lidentité
ker(T — )\)L =Im(T" =\

ot le complément orthogonal est estime en respectant la paire dual (B,B'), l'in-
jectivité de (T — \) est équivalente a la surjectivité de (T* — ).
On sait que T* est un opérateur fermé dans 'espace de Banach B'= By x B,

avec D(T*) = D(A*) x D(B*) et posséde la représentation matricielle suivante :

0 B~

A0
Puisque N> € p(BA) et a partir de e), c’est-a-dire, (BA)* = A*B*, \* €
p((BAY) = p(A"B").



3.3 Cas de ’espace de Banach 65

Il résulte que linverse algébrique de T* — X\ est bien défini est donné par :

—L 4 LB (BA) - X)7AT B (BA) - X))

(BA)* — \?)~tAx A(BA)* — 231

N BB - R)A BB )
(3.20)
(A*B* _ )\2)—1A* )\(A*B* _ )\2)71
Dans l’étape suivante on montre que :
R(\)*|pasyxny = R°(N) (3.21)

avec R(N) et aussi R(N)* opérateur borné et possédant la représentation matri-

RH()\)* Rgl()\)*
R(\)* = ( ) (3.22)
ng(/\)* RQQ(A)*

cielle suivante :

a partir des équations (2.17), (2.18), (3.20) et (3.22),et par un calcul simple en

utilisant les regles, bien connues, pour les opérateurs adjoints on obtient
Rop(N)* = (M(BA = X)) = M(BA)* = A*)™ = Rya()
et, puisque (BA — X\?)~ est borné, alors
Ru(N)" = Ry(\)

= ((BA—X)"'B)*

= B((BAYy - X

= Riz())
D’autre par, x € By et ' € D(A*) C By, on obtient :

<ZL’, RIQ(A)*I,> =
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et, par conséquent, Ri2(\)*|pax) = RY,(N).
Et par le méme argument, pour x € D(B) et 2’ € D(A*) on obtient :

<$,R11()\>*SL’/> =
(=X 4+ AN TA(BA - X)) 'B)x,2)
o, (=A"PH ATIBH((BA)T — AT AN

z, Ry, (\)2)

et puisque Im(((BA)* — A\)"1A*) C D(B*), alors Ri1(\)* |pasy= BRI (N), ceci

*

achéve la prewve de la relation (3.21). Et comme R(\)* est bornée et A* est
densément défini dans By par hypothese f), on conclut de fagon analogue a celle
de T =M\, que T*—\ est surjective ce qui achéve la preuve de la premiére inclusion
du lemme (3.3.2).

Pour la preuve de la deuziéme inclusion du lemme (2.2.4) on peut montrer
que les hypothéses oc) — of) restent vraies si on interchange les roles de A et
B ; Les opérateurs AB et B* sont densément définis par hypothése; Puisque
p(T) # O par la premiére inclusion : il s’ensuit par le lemme (2.2.4) que :
p(AB) # 0, (AB)* = B*A* et l'opérateur B(AB — A\*)™'A est borné sur son
domaine D(A). ¢

Remarque 3.3.2. Dans la démonstration du lemme (3.3.2) nous avons vu que

I’hypothese e) entraine la bornitude de 'opérateur

RY,(\) = (BA—=X)"'B  sur D(B) ¥\ € p(BA)
et que U’hypothése d) est vérifiée VA € p(BA)
Corollaire 3.3.2. Sous les condutions a), ..., f) on a :

p(TI0} ={A e C: A € p(BA)}\ {0}

Si de plus AB et B* sont densément définis, alors on a aussi

p(TI\{0} ={X e C: )\ € p(AB)} \ {0}

et ainst

p(BA)\ {0} = p(AB) \ {0}
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D’autre par, pour tout X € p(BA) \ {0} = p(AB) \ {0}, on a les relations

sutvantes :

1 1
—X+XMBA—MABZQB—Ar1 (3.23)
et
11 B
- T XB<AB —AN)TA=(BA-)) (3.24)
posséde.
Preuve : Les relations (3.23) et (3.24) découlent directement de la repré-
sentation matricielle de (T — X\)™! dans le lemme (2.2.4). ¢

Notre prochain objectif est de donner une condition suffisante pour la condi-
tion d). Soit S un opérateur dans un espace de Banach B.
Nous disons que la résolvante de l'opérateur S a un rayon de croissance

minimal s’il existe un certain 6 € [0, 27) et une ¢ty > 0 tel que
Yo ={AeC: A=t t >t} C p(9) (3.25)
et il ya une constante M telle que

M
1+ |l

IS =27 < (3.26)
est valable pour tous A € vy

L’opérateur S est dit de type positif si Pestimation (3.26) est valable pour
tous A € R™.

L’opérateur e/~ (S — 1) est de type positif si 7 est un rayon de croissance
minimal de la résolvante de S. Pour les opérateurs de type positif puissances

fractionnaires sont définis.
Par conséquent les puissances fractionnaires peuvent également étre définis

pour les opérateurs dont résolvante ont des rayons de croissance minimale.

Lemme 3.3.3. Sous hypothéses a), b) et c) nous Supposons que la résolvante
de lopérateur BA a un rayon 7y de croissance minimale.

Soit 0 < 17 < 1 et supposons que le inclusions
D(B") 5 D(((BA = p0)")") = D(((BA = 110)")") (3.27)

et
D(A) > D((BA — p10)'™") (3.28)
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posséde, ot py = toe? est choisi parmi le rayon . Alors la condition d) est
satisfaite.

Preuve : D’abord notez que pg € p(BA). 1l résulte que les possibilités
A(BA = 1o)'B = [A(BA— i) "|[(BA— ) "B]  (3.29)
Les efficacités de linclusion (3.28)
A(BA = pg)~77
est un opérateur borné sur By, nous concluons de (3.27) que
(BA— 1) "B

est un opérateur borné sur D(B). Ainsi l'opérateur A(BA — pg) 1B est borné

sur D(B) et son extension bornée a l’espace entier By est donnée par :

A(BA — 1) 'B = A(BA — puo)" """ (BA — 1) " B (3.30)

i.e, 'hypothese d) est réalisé. ¢

3.4 Reésultat principal

A € o(T) est une valeur propre de 7T s'il existe un vecteur f # 0 dans D(T)
tel que (T — \)f = 0. f est appelé vecteur propre de 7T corréspondant a A.

L’ensemble des valeurs propres de T est appelé le spectre ponctuel de T et
est désigné par o,(7). Si A € 0,(7T),

LA(T) ={zx e B:3necker(T —\)"x =0}

est appelé le sous-espace principal de 7 correspondant & A et dim £,(7) est
appelé le multiplicité algébrique de A.

On désigne 'ensemble des valeurs propres de 7 qui sont isolées dans o(7T)
et ont fini par multiplicité algébrique o4(7) et d’appeler cet ensemble le spectre

discret de 7. De plus nous avons.
0na(T) = o(T)\ou(T)

Enfin, un £(B)-fonction a valeur de G est appelé mésomorphe a \q si G a un pole
a Ag et les coefficients de la partie principale de son developpement de Laurent

Ao sont les opérateurs de rang fini.
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C’est-a-dire, dans un voisinage de perforation Ay, nous avons un développe-

ment.

(e 9]

G =D (A= X)"G,

v=—q

qui converge dans la norme opérateur sur £(B), de telle sorte que G_1, ..., G_,
est un opérateur de rang fini.
Il est bien connu qu’une valeur propre Ay de 7 appartient a I’ensemble o4(7)

si et seulement si (7 — A\)~! est finiment méromorphe & Ag.

Théoréme 3.4.1. [20]

Supposons que les hypothéses ® a)-e f) sont vérifiées; alors on a les relations :
(i) o(T\{0} ={A € C: )\ € o(BA)}\{0}

(i) 7a(TI\0} = {A € C: X € ra(BAYN{0}.

Si de plus, AB et B* sont deuz opérateurs densément définis, alors on a

aussi les égalités suivantes :
(iii) o(T)\{0} ={A € C: \? € 6(AB)}\{0}
(iv) 0na(T)\{0} = {A € C: \* € 0,a(AB)}\{0}

Preuve :
Les relations (i) et (iii) sont des conséquences directes de corollaire (3.3.2).

Soit p € o4(T)\{0}. Alors (T —N\)~! est finiment méromorphe en .
De la représentation de R(\) = (T —\)~! (voir (2.17) et (2.18)) on obtient :

(BA—= X))t = \"1R(T — N1,

Par conséquent (BA — \?)~1 est également finiment méromorphe en p?, c’est-a-
dire, u* € o4(BA). Inversement :

Soit u? € oq4(BA)\{0}. Alors (BA—X*)"1 (et donc Raa(\) = A(BA—X?)"1) est
finiment méromorphe en .

Pour \g € p(T)\{0}

Rix(A) = A(BA- )‘2)71
= ABA-XN)""+ (V= )ABA- X)) (BA-X)"!
= Ris(Ao) + (A2 = A§) Riz(Xo) (BA — A*) 7
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Comme (BA — X?)7! est finiment méromorphe en u, alors aussi la fonction

d’opérateur Ria(N) est finiment méromorphe en p de plus, pour Ao € p(T)\{0}
on a;

Ry (N) = (BA-X)"'B
= (BA=X)T'B+ (X = X)(BA-X)""(BA-X)'B
= By (M) + (X = A0)(ho)(BA = X*) Ry,

comme RY,(X\g) est borné sur D(B), alors on a :
Roi(\) = Ror(Ao) + (V2 = A2)(BA — M) Ry (\o) (3.31)

et on conclut que Ro1(\) est finiment meromorphique en ji .

Et d’une maniere analogue, on obtient que :

RO\ = X'+ AABA- )T
FATTO = AYA(BA - X)) H(BA - \3)7!
= AT NTABA - A2
AT = ADA(BA - 2N (BA - X3)7!
AT A2 = A)2A(BA — \)"HBA - X)) H(BA - 22!

Comme A(BA — )2)™'B et (BA — )\2)™'B sont bornés sur leur domaine D(B),
et A(BA — M2)7! est un opérateur borné sur By, on obtient la réprésentation

sutvante :

Rii(\) = A MoRii(Ao) + (A2 = A2 Ria(Ao) Rai (o)
(A2 = A2)2R12(M\o) (BA — M)t Ry1 ()]

Ce qui montre que Ry1(\) est également finiment méromorphe a p. D’apres le
lemme (2.2.4), on conclut que (T — X)~' est alors finiment méromorphe en
w, c’est-a-dire p € o4(T) ainsi, la formule ii) est prouvée. La formule iv) du

théoreme peut étre prouvée de la méme maniére. ¢
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3.5 Etude spectrale des opérateurs anti-diagonaux
auto-adjoints non bornés de type 7 = (§*50>

dans un Hilbert

Dans cette section on donne une démonstration de version d’un résultat ré-
cent de de M. Méller [25]. Soient H; et Hy deux espace de Hilbert. Supposons

que A un opérateur fermable densément défini avec D(A) C Hy vers Hy, et B

un opérateur fermable densément défini avec D(B) C H; vers Ha.

Théoréme 3.5.1. [20] Soient Hi, Hy deux espaces de Hilbert tels que :
T : Ho — Hi un opérateur linéaire fermé densément défini. Alors S*S et SS*

sont deux opérateurs auto-adjoints.
Preuve : L'opérateur T pour A =S8 et B = S* défini par la formule (1) est
auto-adjoint et, par conséquent, o(T) C R. Le Lemme (2.2.4) montre que S*S

et SS* sont des opérateurs symétriques fermés et donc auto-adjoints. ¢

Théoréme 3.5.2. [20]
Soient Hi et Ho deux espaces de Hilbert tels que : A : Ho — Hq et B : Hy — Ha
deux opérateurs linéaires fermés densément définis. Supposons que A C B* et

que BA est auto-adjoint. Alors les relations suivantes sont satisfaites :
(i) B A= BA;

0 A

(i) L’opérateur T = (B 0

) est essentiellement auto-adjoint, c’est-a-dire

T est auto-adjoint ;
(iii) o(T)\{0} ={\ € C: N2 € o(BA)}\{0};
(iv) 0ess(T\{0} = {X € C: \? € 00 (BA)F\{0} ;

St on a de plus, AB densément défini, alors les propriétés suivantes sont

aussi satisfaites :
(v) AB est essentiellement auto-adjoint et AB = A B:;
(vi) o(BAN\{0} = o(4 B)\{0} = o(AB)\{0};
(Vil) Gess(BA)\{0} = 0ess(A B)\{0} = 0cs(AB)\{0}.

Preuve : A partir de Uhypothése A C B*, il résulte que les opérateurs A,
B peuvent étre fermables et A C B*, B C A*. Donc T est fermable et T est
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symétrique. Alors,

T”—(ZE 0 > (3.32)

s/

est aussi symétrique ce qui donne que A B et B A sont deux opérateurs symé-

triqgues. Nous concluons que :
BAC B AcC (B A)*C (BA)
Puisque BA est auto-adjoint, on peut remplacer les inclusions ci-dessus partout

par l'égalité ce qui prouve l'assertion 1).

Clairement, les opérateurs A, B vérifient les hypothéses a), b), c) et f). En

outre
(BA)* = BAC A*B* C (BA)* (3.33)

qui, par l’assertion i), donne la relation

Tk ok

(BA)*=ADB
et donc la propriété e) pour A, B, Finalement nous montrons que [’opérateur

ABA— ) 'B=ABA-u)'B (3.34)

est borné sur le domaine D(B) pour u € p(BA) ce qui signifie que la propriété d)
est vérifiée relativement & A, B. Puisque BA est auto-adjoint et est la restriction

de Dopérateur A*A, il résulte que BA > 0 et donc (BA)% est bien défini.

On considére la forme sesquilinéaire par :
hlu,v] = (Au, Av) (u,v € D(A))

1l est évident que h est densément définie non négative fermée symétrique dans
’espace de Hilbert Hy. Nous concluons que, pour u € D(BA) et v € D(A) la
relation :

hlu,v] = (A" Au,v) = (BAu,v)

est vérifiée ce qui montre que BA est ['unique opérateur auto-adjoint associé€ a
la forme h. Par [25] la relation

D(A) = D((BA)?)
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s’ensuit ce qui implique que
D(B%) > D((BA)?) = D(((BA)")?)

Selon la démonstration du lemme (3.3.3) avec pg = 0 et 7 = L on obtient

2
la bornitude de l'opérateur (3.34) sur le domaine D(B). (Notez que nous avons
besoin du rayon de croissance minimale de la résolvante de BA du lemme (3.3.3)
seulement pour la définition des puissances fractionnaires de BA — g et de son
opérateur adjoint).

Nous avons montré que les opérateurs A, B réalisent les hypothéses a), ...,
f). Du lemme (3.53.1) nous concluons en tenant compte de la propriété auto-
adjoint de BA et la relation i) que ['opérateur symétrique T a indices de défaut
(0,0) et est donc auto-adjoint ce qui prouve l’assertion ii). Les assertions iii), iv)
et les premieres égalités dans vi), vii) s’ensuivent immédiatement du théoréme
(8.4.1). La relation AB = A B reste a prouver : Puisque T est symétrique, T >

est symétrique et donc de méme

72 _ AB 0 \ (AB 0
~\ 0 BA) 0 BA
Donc AB est symétrique. Soit A € p(T)\{0}; d’aprés le lemme (2.2.4) \* €

p(BA). Il est facile de montrer que pour p = \? Uopérateur (3.34) qui applique

D(A B) dans lui méme et la relation
(AB = X*)7" Ry (N)pas) = lpas

est vérifice ot RY,()\) désigne lopérateur défini dans (2.17) avec A et B, au lieu

de A et B, observons que

1 1
R (N)|ps) = 5 XA(BA - \)"'B

comme dans (2.18) désigne lextension bornée de RY;()\) par Rii()\). Puisque
D(AB) est dense dans H1, on obtient la relation

(AB — M) R;(\) =1

qui montre que AB — \? est surjectif. Il en résulte que AB posséde des indices

de défaut (0,0) et est donc auto-adjoint ce qui implique que AB = A B ¢
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3.6 Exemples

Exemple 3.6.1. Voir ([10])

Soit L2(0,1) un espace de Hilbert, on consideére les opérateurs non borné A et B

definis par :
a=-L Dy = {fec(0,)\f(0) =0},

B =~ D(B) = {f€C0,\()=F(2) =0)

On note par Hi(0,1) est l’espace de Sobolev d’ordre k tel que :

H,(0,1) = {f € Ly(0,1)\ f9 € Ly(0,1), j=0,1, ..., k}

Alors A et B sont fermables.
En effet :

Supposons que (f;g9) € G(T); il existe une suite (f,), € CL telle que

comp
fn = [ dans Ly(0,1) et fl — g dans L2(0,1). Quitte a passer a une sous-suite
on peut supposer qu’il existe E C [0,1] tel que [0,1]\E soit négligeable et tel que
fn(t) converge vers f(t) pour toutt € E. En particulier, E est non vide, et il est

méme dense dans [0, 1]. Fizons a € E, et soit t € E ; pour tout n on a

h@=h@+/ﬁ@m

et la convergence dans Lo(0,1) implique la convergence des intégrales sur les

segments bornés, donc compte tenu de tout

Il en résulte que f est continue, et qu’il existe une fonction g € Lo(0,1) telle que

Wt <u, S =10+ [ go)ds
On introduit 'ensemble

Ga = {(f, g) € Ly(0,1) X Ly(0,1) : Vt < u, f(u)=f(t)+ /ug(s)ds}
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c’est-a-dire 'ensemble des couples (f, g) tels que la classe f admette un repré-
sentant pour lequel. On vient de montrer que l'adhérence de G(T) est contenue
dans G4, pour savoir que A est fermable, il suffit de voir que G4 est un graphe :
c’est clairement un espace vectoriel, et si (0, g) € Ga, on aura ftug = 0 pour
tous t < u, ce qui signifie que g est orthogonale a toutes les fonctions en escalier,

qui sont denses dans L9(0, 1), donc g = 0, ce qu’il fallait démontrer. De la méme

facon on montre que B est fermable. Alors B admet une extention fermé B

d

B=——
dz’

D(B) = {f € Hi(0, )\ f(1) = 0}

B est essentiellement auto-adjoint si et seulement si B est auto-adjoint. Mon-
trons que B est auto-adjoint (i.e. B fermé symétrique). B est fermé, on montre

que B est symétrique. B est symétrique : Vf, g € D(B)

(Bf, g) = / B)(2)g@)dz

intégrons par partie :

U=g(x) = U= d‘zl(f)
/ - f(I)
Vie—— V=—f(z)
Bf. ) = @@+ / 7))

_ /O f(x)de)dm
[ o,

= (f, By)

Puisque f, g s’annulent en 0 et 1. (B, D(B)) est symétrique fermé donc B est

auto-adjoint c’est-a-dire B est essentiellement auto-adjoint, D(B) étant dense



Etude spectrale des opérateurs anti-diagonaux non bornés de type
76 T = (%*Bo)

dans L*(0,1) danc (B)* est bien defini et est une extension de B. Le calcul
précédent montre que

— d

B

= —%9(95),

ot g est la dérivée g au sense des distrubution, alors on a

T = (B)' = v D(BY) = {f € Hy(0. D\F(0) = 0}

Ainsi, A C A= B* il est clair que

BA= - DAy = (e =)= G =0

ap=-L pup = (e =ro=r=0
BA et AB sont fermables. Alors admets des extensions fermés.

Ba= - DEA) = (€ m0.\0) = F(1) =0},

AB= - D@D = (e m0 ) = r0) = £ =0)

Montrons que BA et AB est essentiellement auto-adjoint. BA est fermé, on

montre que BA est symétrique. BA est symétrique : Vf, g€ D(m)

(BAf, g) = / (BAf)(2)9(x)dz

intégrons par partie :

U=g(z) = U’_dZ(;)
r_ d2f($) o d
Vi=-— dr? = —%f(x)
BAf ) = gt [ 1D
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mtégrons par partie :

U:%M = U’:dij’;f)
,_df(a)
BAf ) = U@ga@h+ [ o0

[Pl

- | 0

[ P

= /Of(x) s dx

= (f, BAg)

Puisque f, g s’annulent en 0 et 1. (BA, D(BA)) est symétrique fermé donc BA
est auto-adjoint c’est-a-dire BA est essentiellement auto-adjoint.

De méme facon on montre que AB est essentiellement auto-adjoint.

Calculons maintenant o(AB)

Soit
c(AB) = ABf=M\f
d2
= ) = M)
> —f'(x) = M()
S —f(@) = Af(@) =0
= 4+ A=0
Alors
r= ZFZ'\/X

La solution de l’équation différentielle est donné par :
f(z) = Cjcos Vz + Oy sin \/Xa:, Ci, CLeR

f0) = C;=0= f(z) = CysinVz,

fl(x) = VACycosVAz, Oy, CreR
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(1) =VACyco0sVA=0, C, eR

= Cy=0VcosVA=0
SiCy=0= f=0 (carCy = 0) solution triviale. Si

02%0:>COS\/X:0

alors

\/X:g+k7r = /\:(g+kﬂ>2

7T2
= A= (142

Alors

0(AB) = {L}fwwz\k S N}

Calculons maintenant o(BA) Soit

o(BA) = BAf=\f
= @) = M)
= —f'(z) =Af(2)
= —f'(x) = Af(z) =0
= r’+1=0
Alors
r=FivV\

La solution de [’équation différentielle est donné par :

f(.%‘) = (| cos \/XJI—FCQ sin\/Xx, 01,02 eR

/

f(1) = Cy cos VA + CysinvVAz =0
{ £1(0) = Cov/A =0
f(x) = —Clx/Xsingx/Xas + Cg\/XCOS%\/X =0

f(l):CHCOS\/X 9
— >\:
{f/(g):—cl\/xsing\/xzo = Sln5\/_ 0
= g\/xzﬂ+2k7r
= )\:257r2(1 +427rk)
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Alors
o(BA) = {25(% —_ 1)27r2\k € N}
Notons par :
AB=T. D@B) = {f € MO\ = 0) = 0)
et

o(BA) = o(A B)

Exemple 3.6.2. Opérateurs de Schrodinger a une dimension
iso-spectrales avec potentiels complexes

Apres ([12]), nous donnons un exemple des opérateurs de Schrédinger iso-
spectrale uni-dimensionnelle avec des potentiels complexes. Définir P un opéra-

teur auto-adjoint dans Ls(0,1) par

P =i, D(P)={feM01\f(0)=f1)}

Considérons la fonction complexe b € C?[0,1] telle que

et
b(x) #0, xzel0,1].

Définissons des opérateurs fermés A et B dans Ly(0,1) par
A=b"'Pb, D(A) =D(P),

B=0bPb', D(B)=D(P).

1l est cleair que AB et BA sont des opérateurs fermés

AB - _dd_J% D(AB) = {f € Hy(0.D\F(0) = f(1). f'(0) = f'(1)}
d2 (b—l)//

BA
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Comme les opérateurs (AB) et (BA) sont des perturbations de l’opérateur auto-

. 2 L, . . L. . . .
adjoint —dd? avec des conditions aux limites périodiques par potentiels bornés

fize la resolvante de ces opérateurs ne sont pas vides. De toute évidence
ABb=0 et BAb' =0,

et 0 € 0,(AB) No,(BA). En outre, comme les résolvantes des opérateurs (AB)

et (BA) sont compactes, nous avons
0,(AB) = 0(AB) = 0(BA) = 0,(BA)

Notez que cette approche peut également étre appliquée a [’étude sur les opéra-

teurs de Schridinger la ligne.
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