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La déscription du mémoire

La particularité de la statistique non-paramétrique est que le paramètre
inconnu qu’on cherche à detecter, à estimer ou à classifier n’est pas supposé
d’appartenir à une famille indicée par un petit nombre de paramètres réels.

En général, dans la théorie non-paramétrique on suppose que le nombre
de paramètres qui décrivent la loi des observations est une fonction croissant
du nombre d’observations, ou encore que le nombre de paramètres est infini.

La tradiction de considérer le problème de l’estimation statistique comme
celui d’estimation d’un nombre fini de paramètre remonte à Fisher. Cepen-
dant, les modèles paramétriques ne fournissent qu’une aproximation, souvent
imprécise, de la structure statistique sous-jacente. Les modèles statistiques
qui expliquent plus précisement les données sont souvent plus complexes :
les inconnues de ces modèles sont, en général, des fonction possédant cer-
taines propriétés de régularité. Le problème de l’estimation non-paramètrique
consiste à estimer, à partir des observation, une fonction inconnue, élément
d’une certaine classe fonctionnelle assez massive.

La théorie de l’estimation non-paramétrique s’est développée considéra-
blement ces deux derniéres décennies.

Les progrés de l’outil informatique tant en capacitéde mémoire qu’en cal-
cul permettent d’enregistrer des données de plus volumineuses. Ainsi, un trés
grand nombre de variables peuvent être obsevées pour l’étude d’un même phé-
nomène. C’est notamment le cas lorsqu’on dipose d’une famille de variables
{X(θ)}θ∈Θ indexée par un paramètre θ variant dans un espace "continu" Θ
(par exemples, Θ ⊂ R ou Θ ⊂ Rp ou encore Θ ⊂ H avec H un hibertien,...).

Bien évidemment, il est techniquement impossible de mesurer X(θ) pour
tout θ dans Θ. Néanmoins, on dispose d’une discrétisation suffisamment fine
{θi}i=1,...,I de Θ pour pouvoir considérer que le comportement de {X(θ)}θ∈Θ
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est "proche" de celui de {X(θ
i
)}i=1,...,I . Une telle famille X = {X(θ)}θ∈Θ de

variable aléatoire sera appelée variable aléatoire fonctinnelle.

Dans ce mémoire, on c’est intéressé à l’estimation non-paramétrique de
la dencité conditionnelle pour des données fonctionnelles. Pour cela, notre
travail est structure de la manière suivantes :



Chapitre 1

Introduction générale

1.1 Donnée fonctionelles
La modélisation statistique de données fonctionnelles est liée à l’étude

d’ensembles de données dans les quels les observations peuvent être assimilées
à des courbes ou à des surfaces. L’importance de ce sujet est motivé par le
développement des outils informatiques et leurs capacités de stockage. De
ce faite un énorme potentiel en terme d’applications c’est considérablement
développé traitant ce type de données issues de domaines variés : tel que la
météorologie, la médecine et dans des nombreux autres domaines. Ainsi, de
part la richesse en applications et les problèmes théoriques soulevés, cette
branche de la statistique est devenue le centre d’intérêt de plusieurs études,
tant sur le plan pratique que sur le plan théorique.

Définition 1.1.1. On appelle modéle fonctionnel, tout modèle prenant en
compte au moins une variable aléatoire fonctionnelle (v.a.f).

Définition 1.1.2. Un modèle fonctionnel est dit paramétrique si C indexable
par un nombre fini de paramètres appartenant à f , ou C n’est qu’un sous-
ensemble de F l’ensemble des fonctions définies sur l’espace fonctionnel f et
à valeurs dans l’espace F . Un modèle fonctionnel est dit non-paramétrique
dans le cas contraire.

Historiquement, les premiers résultats considérant des observations sous
forme de trajectoires ont été obtenus par Obhukov(1960), Holmstrom (1961)
en climatologie, Deville (1974) en démographie, Molenaar et Boomsma (1987)
puis Kirkpatrick et Heckman (1989) en génétique. Dans ces derniers temps
la modélisation par la régression (paramétrique ou non-paramétrique) a fait
l’objet d’une littérature trés dense dans ce domaine de la statistique fonc-
tionnelle. En effet, dans le contexte paramétrique, la contribution de Ramsay
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et Silverman (2002,2005) offre un large éventail de méthode statistique pour
des variables fonctionnelles, en particulier pour des variables indépendantes.
Tandis que le monographe de Bosq (2000) traite des modèles fonctionnels
linèaires dépendants (modèles d’autorégression). Cardot et al. (1999) ont
construit un estimateur pour le modèle de régression linèaire Hilbertien en
utilisant l’analyse en composantes principales fonctionnelles. Cet estimateur
est construit à l’aide des propriétés spectrales de la version empirique de
l’opérateur de variance-covriance de la variable explicative fonctionnelle. La
convergence presque complète, ainsi que la convergence en norme L2 pour une
version régularisée ont été établi pour cet estimateur par les mêmes auteurs
(2000). Cardot et al. (2004), ont introduit un estimateur pour les quantiles
conditionnels vu comme forme linèaire continue définie sur un espace de Hil-
bert. En ce qui concerne le cas non-paramétrique, les premiers résultats sont
ceux de Ferraty et Vieu (2000), étendus en (2002) au cas non standard de la
régression telle la prévision en séries chronologiques.

En utilisant le développement récent de la théorie des probabilitès des
petites boules, Ferraty et Vieu (2003) ont obtenu des résultats trés fins et
qui offrent une solution originale pour le problème de flèau de la dimension.

Niang et Rhomari (2004) ont utilisé cet estimateur de la régression pour
établir la convergence en norme Lp, une application à la discrimination des
courbes a été proposée par ces auteurs.

Masry (2005), a étudié la normalité asymptotique de l’estimateur de la
régression dans le cas dépendant. L’ouvrage de Ferraty et Vieu (2006) consti-
tue une contribution de référence en la matière et fournit de plus amples
détails concernant le comportement asymptotique des estimateurs à noyau
pour plusieurs modèles fonctionnels à savoir la régression, le mode (avec ou
sans conditionnement),la médiane (avec ou sans conditionnement) ainsi que
les quantiles conditionnels. Notons, que cet ouvrage contient aussi de nom-
breux exemples de problèmes concret pour lesquels les données sont de nature
fonctionnelle. Nous renvoyons a Ferraty et al (2007) pour des résultats pré-
curseurs sur la vitesse de convergence asymptotiquement exacte en norme L2.
En utilisant ce résultat, Rachdi et Vieu (2007) construit un critére de choix
automatique du paramétre de lissage pour l’estimateur à noyau de la fonction
de régression à co-variables fonctionnelles. Récemment, Delsol (2007) géné-
ralise au cas dépendant les résultats de Ferraty et al. (2007) en donnant les
termes asymptotiquemant dominants des moments centrés et des erreurs Lq
de l’estimateur à noyau de la fonction de régression. Benhenni et al. (2007)
ont établi la consistance de l’estimateur de la fonction de régression pour
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des co-variables fonctionnelles sous conditions de longue mémoire. Tandis
que Burba et al. (2008) se sont intéressés à l’estimation de la régression via
a méthode des k plus proches voisins (kNN), ils ont obtenu la convergence
presque compléte de l’estimateur construit.

Un des premiers articles sur les modèles nonparamétriques conditionnels
avec variables explicatives fonctionnelles fût celu de Ferraty et al.(2006). Nous
renvoyonsàFerraty et al. (2005) pour l’utilisation de ces modèles conditionnels
fonctionnels à la prévision des séries temporels fonctionnelles. Ezzahrioui et
Ould-Saïd (2006, 2008a, 2008b, 2008c) et Niang et Laksaci (2007, 2008) ont
une contribution déterminante dans ce domaine. Le lecteur pourra également
se rapporter au travail de Manteiga et Vieu ( 2007) pour une bibliographie
récente et exhaustive en la matière. La littérature sur la statistique fonction-
nelle robuste est trés restreinte. En effet, les premiers résultats conséquents
dans le domaine ont été fournis par Cadre (2001). Ce dernier étudié l’estima-
tion de la médiane de la distribution d’une variable aléatoire à valeurs dans un
espace de Banach. Azzeddine et al. (2008) ont étudié la convergence presque
compléte d’une famille d’estimateurs robustes basée sur la mèthode du noyau,
en considérant des observations indépendantes. La vitesse de convergence en
norme Lp fait l’objet d’un travail de Crambes et al. (2008) en considérant
les deux types d’observations indépendantes et mélangeantes.

1.2 Champs d’application des données fonction-
nelles

En industrie alimentaire

Cet exemple concerne des données spectrométriques couramment utilisées
en chimie quantitative. On s’intèresse à un échantillon de 215 morceaux de
viandes finiment hachées contenant chacun un certain taux de matière grasse
(lipide). Pour chaque morceau, on obcerve le spectre dans le proche infra-
rouge pour 100 longueurs d’onde {λj}j=1,...,100 réparties entre 850 et 1050 na-
nométres avec un pas constant. On observe donc pour chaque morceau i, une
famille "discrète"Xd

i = {Xi(λj)}j=1,...,100 que l’on peut considérer comme une
version discrétisée de la variable fonctionnelle Xi = {Xi(λ)}λ∈[850,1050]. On
parle dans ce cas de courbe spectrométrique. Leurgans et al. (1993) conforte
cette idée en remarquant que "the spectra observed are to all intents and pur-
poese functional observations" alors que la représentation des 215 spectres
ci-dessous fait apparaitre clairement l’aspect fonctionnel :
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Figure 1.1 – Les courbes annuelles de consommation d’électricité aux USA

Données de pollution

Un autre exemple de variables aléatoires fonctionnelles dépendantes por-
tant sur l’étude de phénomènes liés à l’environnement est le problème de
pollution. Il s’agit d’étudier la courbe de concentration d’ozone au Pôle Nord
sur quatre années successives (de 2000 à 2004). L’objectif est de prévoir la
concentration de l’ozone dans une journée étant donné la courbe de concen-
tration de l’ozone de la veille. En procédant par un découpage journalier de
la courbe de concentration annuelle de l’ozone, on obtient les courbes re-
présentées dans Figure ??. Notons que plusieurs auteurs se sont intéressés
aux phénoménes liés à l’environnement, on peut citer entre autres, Damon
et Guillas (2002), Aneiros-Perez et al. (2004), Cardot et al. (2004, 2006),
Meiring (2005).
Bref, de nombreux autres domaines d’application où l’on peut être confronté
à des données de natures fonctionnelles existent et/sinon affluent. Vu le grand
nombre des exemples que l’on peut citer.

Consommation d’électricité aux USA

dans le cadre des données dépendantes, on peut considérer l’exemple d’une
série chronologique qui concerne la consommation annuelle d’électricité, aux
USA, par des secteurs résidentiels et commerciaux de janvier 1973 jusqu’en
février 2001 (338 mois). Le but de cette étude est de prévoir la consomma-
tion d’électricité de l’année suivante sachant la consommation d’électricité
de toute l’année précédente. L’échantillon se compose de 28 données comme
le montre la Figure 1.3. Cette série chronologique peut être regardée comme
étant un ensemble de données fonctionnelles dépendantes (c’està-dire, une
population de 28 courbes : chaque année correspond à 1 courbe).



Chapitre 2

Sur l’estimation non
paramétrique (méthode du noyau)

La statistique non paramétrique regroupe l’ensemble des méthodes sta-
tistiques qui permettent de tirer de l’information pertinente de données sans
faire l’hypothèses que la loi de probabilité de ces observations appartient à
une famille paramétrée connue.

2.1 Estimation à noyau de la densité
Définition 2.1.1. L’origine des la méthode des noyaux est due à Rosen-
blatt (1956). Celui-ci a propsé une sorte d’histogramme mobile ou la fe-
nêtre de comptage des observation se déplace avec la valeur de x. La densité
en x est estimée par la fréquence relative des observations dans l’intervalle
[x − h, x + h], donc centrè sur x, divisée naturellement par longeur de l’in-
tervalle 2h. On appelle h la longeur de fenêtre ( bien que cette largeur soit
en fait égale à 2h). Pour des raisons qui apparaitront plus loin nous écrivons
l’estimation ainsi obtenue à partir des observation x1, x2, ..., xn sous la forme
suivante(conservant encore la même notation f̂n) :

f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x− xi
h

)
ou

K(u) =
1

n
si u ∈ [−1,+1] et 0 sinon.

En effet xi ∈ [x − h, x + h] si et seulement si x−xi
h
∈ [−1,+1] et xi est

alors comptabilisé1
2
. Ainsi

∑n
i=1K(x−xi

h
) est égal au nombre d’observation
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2.1 Estimation à noyau de la densité 11

tombant dans [x − h, x + h] divisé par 2 pour obtenir la division de la fré-
quence relative par 2h. CommeK est discontinue en +1 et −1, f̂n(x) présente
des petits sauts de discontinunuité aux points x1±h, x2±h ,..., xn±h. Parzen
(1962) a proposé une généralisation de l’idée de Rosenblattant, entre autres,
de lisser davantage l’estimation. A la fonction K ci-dessus on substitue une
fonction que l’on pourra choisir continue ou dérivable partout, propriété qui
se transfère à la fonction f̂n. En d’autres termes on fera entrer ou sortir les
points xi quand on déplace la fenêtre. Toute fois la fonction K est soumise
aux conditions suivantes :

- K est positive (ou nulle).

- K est paire.

-
∫
R

K(u) = 1.

Une telle fonction est alors appelée noyau. La première condition garantit que
le poids K(x−xi

h
) de chaque observation xi reste positif ou nul, la deuxième

que ce poids soit identique autour de x, tandis que la troisième condition est
une normalisation des poids de façon que f̂n soit bien une densité. En effet,
avec le changement de variable u = x−xi

h
. on obtient :∫

R
f̂n(x)dx =

1

nh

n∑
i=1

∫
R
K

(
x− xi
h

)
dx =

h

nh

n∑
i=1

∫
R
K(u)du =

1

n

n∑
i=1

1 = 1.

Notons qu’une fonction noyau est, en fait, une fonction de densité symè-
trique autour de zéro, donc de moyenne nule (si elle existe).
Comme :

1

n

∫
R

K

(
x− xi
h

)
dx =

1

n

∫
R

K(u)du =
1

n
,

on peut donner une interprétation concréte de f̂n. Supposons, pour fixer les
idées, que K ait pour support [−1,+1]. Alors f̂n est obtenue en rempla-
çant chaque observation xi par une même petite «densité» (son aire étant
réduite à 1

n
de support [xi− h, xi + h], puis en sommant ces petites densités.

Cette vision correspond à un principe général de lissage de données discrétes
qui consiste à faire «bouger» chaque donée pour lui substituer un élément
continu. En pratique on impose comme condition supplémentaire que K dé-
croisse de part et d’autre de zéro, dans l’idée naturelle de donner un poids
plus faible aux observations au fur et à mesure qu’elles s’éloignent du centre
de la fenêtre x.
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Ainsi les noyaux les plus usuels sont :

K(u) = 1
2
si u ∈ [−1, 1] noyau de Rosenblatt.

K(u) = 1− |u| si u ∈ [−1, 1] noyau de triangulaire.

K(u) = 3
4
(1− u2) si u ∈ [−1, 1] noyau de d’Epanechnikov.

K(u) = 15
16

(1− u2)2 si u ∈ [−1, 1] noyau de Tukey ou biweight.

K(u) = 1√
2π

exp(−1
2
u2) u ∈ R noyau gaussien.

Les deux premiers ont l’avantage d’être simples, le noyau triangulaire étant
continu partout et conduisant à une estimation f̂n continue. Le troisième doit
sa notoriété à une propriété d’optimalité théorique mais sans grand intérêt
pratique . Le quatrième est, à notre sens, le plus intéressant car donnant une
estimation dérivable partout, tout en étant simple à mettre en oeuvre. En
fait il s’agit du noyau le plus simple parmi les noyaux de forme polynomiale
d’erivables partout. Ainsi il assure le lissage local de la fonction f̂n. Ce noyau
est d’une forme trés proche du noyau gaussien et est donc préférable, ce
dernier ayant un coût de calcul plus élevé du fait de son support infini (la
«largeur de fenêtre» h devenant conventionnellement l’écart-type de la loi de
Gauss). Notons que plus la valeur de h est élevée plus on élargit la fenêtre, ce
qui a un effet de lissage global de f̂n plus important. Ceci est à rapprocher du
choix de la largeur des intervalles pour l’histogramme.Et choix de la fenêtre
pour l’estimation a noyau.

2.1.1 Propriétés asymptotiques des estimateurs à noyaux

Il existe beaucoup de résultats à n fini et l’on doit se satisfaire de résultats
asymptotiques. Reprenons l’expression générale d’un estimateur à noyau pour
un échantillon aléatoire X1, X2, ..., Xn :

f̂n(x) =
1

nh

n∑
i=1

K

(
x−Xi

h

)
Pour calculer le biais et la variance en un point x fixé posons :

Zi =
1

h
K

(
x−Xi

h

)
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Ainsi la variable aléatoire f̂n est la moyenne des Zi qui, en tant que fonctions
respectives des Xi, sont des variables aléatoires i.i.d.. Soit Z = 1

n
K(x−X

n
) la

v.a. symbolisant la loi commune aux Zi comme X symbolise la loi mêre des
Xi de densité f .

calcul le biais

On a :

E(f̂n(x)) = E

(
1

n

n∑
i=1

Zi

)
= E(Z) =

1

h
E
(
K

(
x−X
h

))
=

1

h

∫
R
K

(
x− t
h

)
f(t)dt

=

∫
R
K(u)f(x+ uh)du en posant u =

x− t
h

.

Comme
∫
RK(u)du = 1 le biais peut s’écrire :

E(f̂n(x))− f(x) =

∫
R
K(u)[f(x+ uh)− f(x)]du.

On voit que le biais résulte de l’écart de la valeur de la densité dans la fenêtre
centrée sur x par rapport à sa valeur en x même. Si f était constante dans la
fenêtre le biais serait nul, et de même si f était parfaitement linéaire en raison
de la parité du noyau K. Comme pour l’histogramme le biais ne dépend pas
de la taille de l’échantillon et ne peut être réduit à zéro qu’en faisant tendre
h vers zéro. Prenons un développement de Taylor de f au voisinage de x :

f(x+ uh) = f(x) + uhf ′(x) +
u2h2

2
f ′′(x) + o(h2)

Le biais s’écrit :

E(f̂n(x))− f(x) = hf ′(x)

∫
R
uK(u)du+

h2

2
f ′′(x)

∫
R
u2K(u)du+ o(h2)

=
h2

2
f ′′(x)

∫
R
u2K(u)du+ o(h2)

puisqueK est paire. Pour h petit le biais dépend donc de f ′′(x) et du moment
d’ordre 2 du noyau. Le biais est du signe de f”(x) : si f est concave en x le
biais est négatif, si elle est convexe le biais est positif. En particulier si x est
un point où f est à un maximum le biais sera n’egatif. On sous-estime donc
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(en moyenne) la hauteur du maximum, ce que l’on peut comprendre intuiti-
vement : la densité au voisinage de x étant plus faible il y a n’ecessairement
un déficit de points dans la fenêtre. A l’inverse les minima éventuels seront
surestimés. Par conséquent la méthode tend à écrêter les creux et les pics de
la densité ce qui est un inconvénient majeur.

calcul de la variance

On a :

V (f̂n(x)) = V

(
1

n

n∑
i=1

Zi

)
=

1

n
V (Z) =

1

n

{
E(Z2)− [E(Z)]2

}
avec :

1

n
E(Z2) =

1

nh2

∫
R

[
K

(
x− t
h

)]2

f(t)dt.

=
1

nh

∫
R
[K(u)]2f(x+ uh)du (en posant u =

x− t
h

)

et :

1

h
[E(Z)]2 =

1

n

[∫
R
K(u)f(x+ uh)du

]2

.

Alors que le terme 1
n
[E(Z)]2 tend bien vers zéro quand n → ∞ on voit

que le terme 1
n
(E(Z)2) ne tend vers zéro que si nh→∞.

Par conséquent, pour que f̂(x) converge vers f(x) en moyenne quadra-
tique les mêmes conditions sont n’ecessaires que pour l’histogramme :

n → ∞ ,h → 0 , nh → ∞ le terme 1
n
[E(Z)]2 est d’ordre 1

n
,ce que l’on

note o( 1
h
). En utilisant le d’eveloppement de Taylor :

f(x+ uh) = f(x) + uhf ′(x) + o(h), on obtient :

1

n
E(Z2) =

1

nh
f(x)

∫
R
[K(u)]2du+ o(

1

n
)

d’où :

V
(
f̂n(x)

)
=

1

nh
f(x)

∫
R
[K(u)]2du+ o(

1

n
)
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Finalement l’erreur quadratique moyenne en x fixé est :

MSE(f̂n) =
h4

4
[f ′′(x)]2

[∫
R
u2K(u)du

]2

+
f(x)

nh

∫
R
[K(u)]2du+ o(h4) + o(

1

n
)

Faisant abstraction des termes o(h4) + o( 1
n
) négligeables dans les conditions

de convergence, on voit que plus la largeur de fenêtre h est faible plus le biais
diminue mais plus la variance augmente et, inversement, l’élargissement de
la fenêtre augmente le biais et diminue la variance. Il existe un optimum
(mais valable uniquement pour le point x) qui, comme pour l’histogramme,
est obtenu en d’erivant par rapport à h, soit :

hopt =

[
f(x)

∫
R[K(u)]2du

[f ′′(x)]2[
∫
R u

2K(u)du]2

]1\5

n−1\5

et, en substituant hopt dans la formule de l’expression asymptotique de
l’MSE,celle-ci prend la forme k(x)ν(K)n−4\5 où ν(K) est une expression qui
ne d’epend que du choix du noyau et k(x) est fonction de f(x) et de f ′′(x).
Ainsi la convergence est plus rapide que pour l’histogramme, étant d’ordre
n−4\5 lieu de n−2\3 .
Jusqu’à présent nous avons raisonné à x fixé. Il est clair que ce qui nous in-
téresse est de connaître le comportement de l’estimateur f̂n(x) de la fonction
f globalement sur tout R. Pour cela on considère, pour une réalisation don-
née, son écart à f intégré sur tout R ce qui conduit, en prenant l’espérance
mathématique de cet écart intégré, au critère d’erreur quadratique intégrée
moyenne :

MISE(f̂n) = E
(∫

R

[
f̂n(x)− f(x)

]2

dx

)
.

Celle-ci se calcule aisément à partir des résultats précédents car, étant
donné les conditions de régularité imposées à f et àK, il est licite d’intervertir
les intégrations (l’une explicite, l’autre implicite dans le calcul de l’espérance
mathématique) ce qui conduit à intégrer l’expression de MISE. en x fixé :

MISE(f̂n) =

∫
R
E
([
f̂n(x)− f(x)

]2

dx

)
=

∫
R
eqim(f̂n(x))dx.

D’où

MISE(f̂n) =
h4

4

∫
R
[f ′′(x)]2dx

[∫
R
u2K(u)

]2

+
1

nh

∫
R
[K(u)]2du+o(h4)+o(

1

n
)
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Comme précédemment on trouve un h optimal qui est en n−1\5 et une MISE
de la forme g(f ′′)ν(K)n−4\5. Le même critère aurait pu être appliqué à l’his-
togramme, la vitesse de convergence étant également conservée en n−2\3.

2.2 Estimateur à noyaux de la densité condi-
tionnelle

Dans ce pragraphe, nous présentons un estimateur à noyau de la dérivée
d’ordre j de la densité conditionnelle .

Cet estimateur f̂x(j) de fx est donnée par :

f̂x(j)(y) =
h−j−1
H

∑n
i=1K

(
d(x,Xi)
hK

)
H(j+1)

(
y−Yi
hK

)
∑n

i=1K
(
d(x,Xi)
hK

) , ∀y ∈ R

.

Notons que, cet estimateur est analogue à celui introduit par Rosenblatt
(1969) dans le cas où X est une variable aléatoire réelle. Il est aussi largement
étudié depuis ce temps (cf.Youndjé, 1996, Madani 2012).

2.3 Estimation par polynôme locaux
L’etimation non paramétrique par polynôme locaux découle de l’esti-

mation non paramétrique à noyau, et plus précisement de l’estimastion de
nadaraya-waston.

Si k ≥ o l’estimateur de Nadaraya-waston fnwn vérifie :

fnwn (x) = arg min
θ∈R

n∑
i=1

(yi − θ)2K

(
Xi − x
h

)
Donc, fnwn est obtenu par approximation des moindre carrée localement
constante des valeurs Yi.
Plus généralement définissons l’approximation des moindre carrée localement
polynomiale si

f ∈
∑

(β, L), β > 1, ` = [β]

alors pour z suffisamment voisine de x.
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f(z) ≈ f(x) + f̀(z − x) + ....+
f (`)(x)

`!
(z − x)` = θT (x)U

(
z − x
h

)
où

U(u) = (1, u,
u2

2!
, ...,

u`l

`
)T

θ(x) = (f(x), f ′(x)h, f ′′(x)h2, ..., f (`)hh
(`)

)T

Définition 2.3.1. Soient K : R → R un noyau,h > 0 une fenétre et ` ≥ 0
un entier. Le vecteur θ̂n(x) ∈ R`+1 défini par

θ̂n(x) = arg min
θ∈R`+1

n∑
i=1

[
Yi − θTU

(
Xi − 1

h

)]2

K

(
Xi − x
h

)
est appelé "estimateur localement polynomial d’ordre `" de θ. La statis-

tique
f̂n(x) = UT (o)θ̂n(x)

est l’estimateur polynomial d’ordre ` de f(x).
Fan (1993) étudie l’optimalité des vitesses dans cas variables alétoires x
réelles. Dans le cas de la dimension infinie (dim(H) = +∞) un estimateur
à proposé par Ferraty. Vieu (2006) Fenaty. Mas ,Vieu(2006) on montré la
normalité asympototique de cet estimateur de m par une autre méthode et
ensuite.

2.3.1 Expression matricielle

On observe un ensemble de points (xi, yi)1≤i≤n. Les valeurs de fNWn . aux
point xi s’obtinnent par lissage des valeurs yi de la façon suivant

 r̂NWn (x1)
...

r̂NWn (xn)

 =


Kh(0)∑

ιKh(xι−x1)
. . . Kh(x1−xn)∑

ιKh(xι−x1)
... Kh(xi−xj)∑

ιKh(xι−xj)
...

Kh(xn−x1)∑
ιKh(xι−x1)

. . . Kh(0)∑
ιKh(xι−xn)


 y1

...
yn



2.4 Quelques résultats
• Dans Gilles R. Ducharme, Mariem Mint El Mouvid(2001) L’estimateur

local linéaire de fonction de répartition conditionnel est représentée par
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à rapport de deux U-statistiques. En utilisant les résultats de la théo-
rie des U-statistiques, ils présentent deux résulats sur la convergence
ponctuelle et uniforme de l’estimateur en question. Ces résultats l’ont
permet de démontrer la convergence presque sûre de l’estimateur li-
néaire local de quantiles conditionnels.

• Amparo Baìllo (2008) a introduit une nouvelle technique de régression
non paramétrique dans le contexte de la covariable fonctionnelle et la
réponse scalaire. il propose un estimateur de régression locale linéaire et
étudie son comportement asymptotique. Son échantillon fini est com-
paré avec un estimateur à noyau de la régression de type Nadayara-
Watson et avec l’estimateur de régression linéaire à travers une étude
de simulation avec la méthode Monte Carlo. Il a conclu que l’estimateur
locale linéaire de la regression est plus performant que l’estimateur à
noyau dans le sens que l’erreur quadratique moyenne est inférieure.

• André Mas(2009) aborde le problème de la régression non paramétrique
locale avec des variables fonctionnelles. En premier lieu, il propose un
estimateur de la fonction de régression inconnue. La construction de
cet estimateur est lié à la résolution d’un problème inverse linéaire.

En utilisant une méthode classique de décomposition, il établit une
borne pour l’erreur quadratique moyenne. Cette borne dépend de la
probabilité des petites boules de la variable explicative qui est supposé
appartenir á la classe des fonctions gamma.

• J. Barrientos-Marin (2009), son travail traite de la régression non pa-
ramétrique d’une variable réponse scalaire sur une variable explicative
fonctionnelle. Il propose de modéliser le comportement locale de l’opé-
rateur de régression (i.e le lien entre la variable réponse scalaire et la
variable explicative fonctionnelle). Après l’écriture explicite de l’estima-
teur, une étude des propriétées asymptotiques est instalées et justifier
par des simulation à travers des données simulés.



Chapitre 3

Estimation local linéaire de la
densité conditionnelle.

Dans cet chapitre, nous introduisons une nouvelle alternative d’estimation
non paramétrique de la densité conditionnelle de variable de réponse scalaire
donnée une variable aléatoire à valeurs dans un espace semi-métrique. Sous
certaines conditions générales, nous établissons les consistances presque com-
plets ponctuelles et uniformes avec les vitesses de convergence.

3.1 Introduction
Dans ce paragraphe, on présente une nouvelle technique d’estimation non

paramétrique IL s’agit de la modélisation polynomiale locale de la fonction de
la densité conditionnelle lorsque la variable explicative est de type fonction-
nel. Il est bien connu qu’un lissage polynomiale locale a plusieurs avantages
par rapport à la méthode du noyau, à savoir les propriétés de la polarisation.

Notons que, les questions dans les espaces de dimension éventuellement
infinie sont particulièrement intéressante, à la fois pour les problémes fonda-
mentaux qu’ils formulent, mais aussi pour de nombreuses applications qu’elles
ouvrent. En outre, la méthode du noyau est connu d’être un cas particulier
de la méthode de polynômes locaux.

Nous signalons que, la densité conditionnelle joue un rôle important dans
la prédiction non paramétrique, il existe plusieurs outils en statistique non
paramétrique, tels que le mode conditionnel, la médiane conditionnelle ou
les quantiles conditionnels, qui sont basées sur l’estimateur prééliminaire du
"paramètre" fonctionnelle proposée dans cet chapitre. Dans la statistique non

19
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paramétrique fonctionnelle, les premiers résultats sur la consistance presque
complète ont été obtenus par Fan, J. and Gijbels, I. (1996), pour l’estimation
des densité conditionnelles / distribution lorsque les données sont indépen-
dantes et identiquement distribuées. La cas de mélange fort a été étudié par
Ferraty, F. et al (2008)

D’autre part, la convergence en norme Lp de l’estimateur du noyau du
mode conditionnel a été traité par Ezzahrioui, M et Ould-Saïd, E (2008), et
certains propriétees asymptotiques du quantile conditionnel et estimateurs
de mode par Fan, J. and Gijbels, I. (1996).

Pour certains progrés les plus récents dans les statistiques non paramé-
triques pour les données fonctionnelles nous référons à Benhenni, K et al
(2007), Baìllo, A. and Grané, A. (2009) et Youndjé, E. (1993).
Dans ce travail, nous introduisons une nouvelle estimation non paramétrique
de la densité conditionnelle des données fonctionnelles. Notre estimation est
basée sur l’approche linéaire local. Notons que l’estimateur linéaire local de
la densité conditionnelle a été largement étudiée, lorsque le la variable expli-
cative prend ces valeurs dans un espace de dimension finie.
Nous nous intéressons à prouver, sous certaines conditions générales, la conver-
gence presque complète avec vitesse de convergence. L’intérêt de la consis-
tance uniforme vient principalement du fait que l’exécution ponctuelle de
tous les estimateurs n’est pas suffisante pour quantifier son efficacité, mais,
une certaine stabilité est nécessaire.

Signalons ici que, dans la statistique fonctionnelle, la convergence uni-
forme n’est pas un prolongement direct des résultats ponctuelles précédentes,
mais elle nécessite quelques outils supplémentaires et conditions. finalemant
nous mettrons l’accent sur les conséquences des résultats précédents àl’esti-
mation du mode conditionnel.

3.2 Modèle
Nous introduisons n paires de variables aléatoires (Xi, Yi) pour i = 1, ..., n

du couple (X, Y ) à valeur dans F × R, où F est un espace semi-métrique
équipé de la semi-métrique d.

En outre, nous supposons qu’il existe une version régulière de la probabi-
lité conditionnelle de Y donné X, ce qui est absolument continue par rapport
à la mesure de Lebesgue sur R et a densité bornée, notée fx. Lissage poly-
nomiale locale est basée sur l’hypothèse ce paramètre fonctionnel est assez
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lisse pour être localement bien approchée par un polynôme. Dans la statis-
tique fonctionnelle, il existe plusieurs moyens pour étendre les idées linéaires
locales.

Ici, nous adoptons une modélisation fonctionnelle locale , c’est à dire nous
estimons la densité conditionnel fx par â qui est obtenue en minimisant la
quantité suivante :

min
(a,b)∈R2

n∑
i=1

(h−1
H H(h−1

H (y − Yi))− a− bβ(Xi, x))2K(h−1
H δ(x,Xi)) (3.1)

où β(., .) est une fonction connue à partir de F2 dans R telle que, ∀ξ ∈
F , β(ξ, ξ) = 0, avec K et H sont des noyaux et hK = hK,n(resp. hK = hK,n)
est choisi comme une suite de réels positifs δ(., .) est une fonction de F × F
tel que d(., .) = |δ(., .)|. De toute évidence, par une simple algèbre, on obtient
explicitement la définition suivante de f̂x :

f̂x =

∑n
i,j=1Wij(x)H(h−1

H (y − Yi))
hH
∑n

i,j=1 Wij(x)
(3.2)

où

Wij(x) = β(Xi, x)(β(Xi, x)− β(Xj, x))K(h−1
K δ(x,Xi))K(h−1

K δ(x,Xj)).

Remarque 3.2.1. Évidemment, si b = 0, alors on obtient à partir de (3.1)
l’estimateur Nadaraya-Watson a étudié, dans le cas fonctionnel.

La minimisation de (3.1) peut être réalisée par un b̂ "ondulée" qui oblige
f̂x de s’adapter à tous les points de données dans un voisinage de x .

3.3 convergence presque complète
Dans ce qui suit x désigne un point fixe dans F , Nx désigne un quartier

fixe de x, SR être un compact fixe de R, et φx(r1, r2) = P(r2 ≤ δ(X, x) ≤ r1).

Notez que notre modèle non paramétrique sera assez générale dans le sens
que nous avons juste besoin des hypothèses suivantes :
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(H1) pour toute r > 0, φx(r) := φx(−r, r) > 0

(H2) fx La densité conditionnelle est telle que :il existe b1 > 0, b2 >
0,∀(y1, y2) ∈ SR2 et ∀(x1, x2) ∈ Nx ×Nx

|fx1(y1)− fx2(y2)| ≤ Cx
(
db1(x1, x2) + |y1 − y2|b2

)
,

où Cx est une constante positive dépendant de x.

(H3) β(., .) la fonction est tel que :

∀x, x′ ∈ F , C1d(x, x′) ≤ |β(x, x′)| ≤ C2d(x, x′), o, C1 > 0, C2 > 0.

(H4) K est une fonction positive, différentiables avec support [−1, 1]

(H5) H est une fonction positive bornée, lipschitzienne en continu, de
telle sorte que :∫

|t|b2H(t)dt <∞ et

∫
H2(t)dt <∞.

(H6) La bande passante hK satisfait : il existe un n0 entier, tels que

∀n > n0,−
1

φx(hK)

∫ 1

−1

φx(zhK , hK)
d

dz
(z2K(z))dz > C3 > 0

et

hK

∫
B(x,hK)

β(u, x)dP (u) = o

(∫
B(x,hK)

β2(u, x)dP (u)

)
où B(x, r) = x′ ∈ F(.x, x

′) ≤ r désigne la boule fermée de centre x et
de rayon r, et dP (x) est la distribution cumulative de X.

(H7) Le paramètre de lissage hH satisfait :

lim
n→∞

nγhH =∞ pour certains γ > 0 et lim
n→∞

lnn

nhKφx(hK)
= 0.

Remarquez que ces conditions sont trés standard dans ce contexte. Les condi-
tions (H1), (H3), et (H6) sont les mêmes. Hypothèses (H2) est une condition
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de régularité qui caractérise l’espace fonctionnel de notre modèle et il est
nécessaire d’évaluer le terme de biais dans les résultats asymptotiques de ce
travaille. Les hypothèses (H5) et (H7) sont des conditions techniques et sont,
aussi, similaires.
Le théorème suivant donne la convergence presque-complet (a.co.) de f̂x.

Théorème 3.3.1. Sous les hypothèses (H1), (H2), (H3), (H4), (H5), (H6)
et (H7), nous avoir que :

sup
y∈SR

|f̂x(y)− fx(y)| = o(hb1K + hb2H) + o

(√
lnn

nhHφx(hK)

)
, a.co.

Nous remarquons que la démonstration du théoréme 3.3.1 est une consé-
quence directe de la décomposition :

∀y ∈ SR, f̂
x(y)−fx(y) =

1

f̂xD

{
(f̂xN(y)− E[f̂xN(y)])− (fx(y)− E[f̂xN(y)])

}
+
fx(y)

f̂xD
(1−f̂xD),

(3.3)
où

f̂xN(y) =
1

n(n− 1)hHE[W12(x)]

∑
i 6=j

Wij(x)H(h−1
H (y − Yi)).

et

f̂xD =
1

n(n− 1)hHE[W12(x)]

∑
i 6=j

Wij(x)

Lemme 3.3.1. Sous les hypothèses (H1), (H3), (H4) et (H6), nous avons
ce qui suit :

1− f̂xD = o

(√
lnn

nφx(hK)

)
, a.co

et

∃δ > 0, de telle sorte que

∞∑
i=1

P(f̂xD < δ) <∞.

Lemme 3.3.2. Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H4), on obtient :

sup
y∈SR

|fx(y)− E[f̂xN(y)]| = o(hb1K + hb2H)

Lemme 3.3.3. Sous les hypothèses du théorème 4.2.1, nous obtenons :

sup
y∈SR

|f̂xN(y)− E[f̂xN(y)] = o

(√
lnn

nhHφx(hK)

)
, a.co
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3.4 convergence uniforme presque complète
Cette section est consacrée à la version uniforme du théorème 4.2.1. Plus

précisément, notre objectif est d’établir la convergence uniforme presque com-
plète de f̂x sur un sous-ensemble de F de F , comme

SF ⊂
dn⋃
k=1

B(xk, rn),

où xk ` F et rn (resp. dn) est une suite de nombres réels positifs.
Dans la pratique, la consistance uniforme a une grande importance car

elle nous permet de faire la prédiction, même si les données ne sont pas par-
faitement respectées. Par ailleurs, les résultats de la convergence uniforme
sont des outils indispensables pour certains problèmes de données non para-
mètrique comme pour le choix du paramètre de lissage. Il est intèressant de
noter que, dans le cas multivarié, la consistance uniforme est une extension
standard de la consistance ponctuelle, cependant, dans notre cas fonctionnel,
quelques outils supplèmentaires et des conditions topologiques sont néces-
saires. Ainsi, en plus des conditions présentées dans la section précédente,
nous avons besoin des hypothèses suivantes :

(U1) Il existe une fonction φ(.) différentiable, tel que :

∀x ∈ SF , 0 < Cφ(h) ≤ φx(h) ≤ C ′φ(h) <∞ et ∃η0 > 0,∀η < η0, φ
′(η) < C,

où C et C ′ sont des constantes strictement positives et où φ′ représente
la dérivée première de φ.

(U2) La densité conditionnelle fx satisfait, pour une constante stricte-
ment positive C, ce qui suit :

∀(y1, y2) ∈ SR × SR,∀(x1, x2) ∈ SF × SF

|fx1(y1)− fx2(y2)| ≤ C(db1(x1, x2) + |y1 − y2|b2).

(U3) La fonction β(., .) satisfait (H3) et, pour une constante strictement
positive C ′ , la condition de Lipschitz suivante :

∀(x1, x2) ∈ SF × SF |β(x1, x
′)− β(x2, x

′)| ≤ Cd(x1, x2)

(U4) le noyau K satisfait (H4) et, pour certains constante C strictement
positive, la condition de Lipschitz suivante :

|K(x)−K(y)| ≤ C||x| − |y||
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(U5) pour certains γ ∈ (0, 1), lim
n→∞

nγhH = ∞, et rn = o

(
lnn

n

)
la

séquence dn satisfait :

(lnn)2

n1−γφ(hK)
< ln dn <

n1−γφ(hK)

lnn
,

et
∞∑
n=1

n(3γ+1)|2d1−β
n <∞

pour certains β > 1.
Notez que les conditions (U1) et (U2) sont, respectivement, les versions uni-
formes (H1) et (H2). En effet, les conditions (U1) et (U5) sont liés àla
structure topologique de la variable fonctionnelle. Par conséquent, comme
dans le cas ponctuel, le choix de la structure topologique, contrôlé ici par le
biais de la fonction δ(., .), Joue un rôle crucial.Donc, un bon choix de cette
fonction améliore la vitesse de convergence de l’estimateur.Plus précisément,
nous verrons par la suite, qu’un bon semi-métrique est que l’augmentation
de la concentration de la mesure de probabilité des variables X fonctionnels
ainsi que minimise dn. Il faut noter que les deux conditions (U1) et (U2) sont
vérifiées pour plusieurs-processus en temps continu.

Théorème 3.4.1. Sous les hypothèses (U1), (U2), (U3), (U4), (U5), (H5)
et (H6), nous avoir que :

sup
x∈SF

sup
x∈SR

|f̂x(y)− fx(x)| = o(hb1H) + o(hb2H) + oa.co.

(√
ln dn

n1−γφ(hK)

)
(3.4)

Lemme 3.4.1. Sous les hypothèses (U1), (U3), (U4), (U5) et (H6), on
obtient que :

sup
x∈SF

|f̂xD − 1| = oa.co.

(√
ln dn
nφ(hK)

)
Preuve :

En effet,

f̂xD = T1


(

1

n

n∑
j=1

Kj(x)

φx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S1(x)

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)β2
i (x)

h2
Kφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S2(x)
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−

(
1

n

n∑
j=1

Kj(x)βj(x)

hKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S3(x)

(
1

n

n∑
i=1

Ki(x)βi(x)

hKφx(hK)

)
︸ ︷︷ ︸

S4(x)


et de la même façon, tout ce qu’il reste à montrer les convergences sont
uniformes suivantes :

sup
x∈SF

|Sk(x)− E[Sk(x)]| = o

(√
lnndn
nφx(hK)

)
, a.co. pour k = 2, 3, 4, (3.5)

et supx∈SF |E[S2(x)]E[S4(x)]E[S2(x)S4(x)]−var[S3(x)]| = o
(√

lnndn
nφx(hK)

)
, a.co.

et , également que, de façon uniforme sur x ∈ SF : T1 = o(1) et |E[Sk(x)]| =
o(1), pour k = 2, 3, 4.

De toute évidence, les deux dernières équations sont des conséquences di-
rectes de l’Assomption (U1) . En effet, en notant : j(x) = arg minj∈{1,2,...,dn} |δ(x, xk)|,nous
considérons la décomposition suivante :

supx∈SF |Sk(x)− E[Sk(x)]| ≤ sup
x∈SF

|Sk(x)− Sk(xj(x))|︸ ︷︷ ︸
Fk1

+ sup
x∈SF

|Sk(xj(x))− E[Sk(xj(x))]|︸ ︷︷ ︸
Fk2

+ sup
x∈SF

|E[Sk(xj(x))]− E[Sk(x)]|︸ ︷︷ ︸
Fk3

.

Nous avons , ensuite , d’ évaluer chaque terme F k
j , j = 2, 3, 4. depuis F k

1 et
F k

3 avoir presque le même traitement, nous allons examiner les deux points
suivants : Traitement des termes F k

1 et F k
3 . Tout d’abord, nous analysons

le premier terme F k
1 pour k = 2, 3, 4. Comme K est pris en charge [−1, 1] ,
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nous pouvons écrire pour tout k = 2, 3, 4, que :

F k
1 ≤ 1

nhk−2
K φx(hK)

sup
x∈SF

n∑
i=1

|Ki(x)βk−2
i (x)1B(x,hK)(Xi)

−Ki(xj(x))β
k−2
i (xj(x))1B(x,hK)(Xi)|

≤ C(k − 2)

nhk2Kφx(hK)
sup
x∈SF

n∑
i=1

Ki(x)1B(x,hK)(Xi)

+
1

nhk−2
K φx(hK)

sup
x∈SF

n∑
i=1

βk−2
i ((xj(x)))1B(xj(x),hK)(Xi)

×|Ki(x)1B(x,hK)(Xi)−Ki(xj(x))|.

F k
1 ≤ 1

nhk−2
K φx(hK)

sup
x∈SF

n∑
i=1

|Ki(x)βk−2
i (x)1B(x,hK)(Xi)

−Ki(xj(x))β
k−2
i (xj(x))1B(x,hK)(Xi)|

≤ C(k − 2)

nhk2Kφx(hK)
sup
x∈SF

n∑
i=1

Ki(x)1B(x,hK)(Xi)

×|βk−2
i (x)− βk−2

i (xj(x))1B(xj(x)), hK)(Xi)|

+
1

nhk−2
K φx(hK)

sup
x∈SF

n∑
i=1

βk−2
i ((xj(x)))1B(xj(x),hK)(Xi)

×|Ki(x)1B(x,hK)(Xi)−Ki(xj(x))|.

La condition de Lipschitz sur K nous permet d’écrire directement

1B(xj(x),hK)(Xi)|Ki(x)1B(x,hK)(Xi)−Ki(xj(x))|

≤ Cε1B(x,hK)
⋂
B(xj(x),hK)(Xi)C1B(xj(x),hK)

⋂
B(x,hK)(Xi).

De la même manière, la condition de Lipschitz sur β donne

1B(xj(x),hK)(Xi)|β2
i (x)− β2

i (xj(x))1B(xj(x)), hK)(Xi)|

≤ εhK1B(x,hK)
⋂
B(xj(x),hK)(Xi)h

2
K1B(x,hK)

⋂
B(xj(x),hK)(Xi).

ce qui implique que, pour k = 3, 4

1B(x,hK)(Xi)β
k−2
i (x)− βk−2

i (xj(x))1B(xj(x)), hK)(Xi)

≤ εhk−3
K 1B(x,hK)

⋂
B(xj(x),hK)(Xi)h

k−2
K 1B(x,hK)

⋂
B(xj(x),hK)(Xi).
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ainsi,
FK

1 ≤ c sup
x∈SF

(F k
11 + F12 + F k

13 + F14),

où

F11 =
C(k − 2)

nφx(hK)

n∑
i=1

1B(x,hK)
⋂
B(xj(x),hK)(Xi).

F12 =
Cε

nφx(hK)

n∑
i=1

1B(x,hK)
⋂
B(xj(x),hK)(Xi).

F13 =
C(k − 2)ε

nhKφx(hK)

n∑
i=1

1B(x,hK)
⋂
B(xj(x),hK)(Xi).

F14 =
C

nφx(hK)

n∑
i=1

1B(xj(x),hK)
⋂
B(x,hK)(Xi).

Maintenant, pour évaluer ces termes FK
11 ,F12,F k

13 et F k
14, nous appliquons une

inégalité norme pour des sommes de variables aléatoires bornées avec Zi est
identifié de telle sorte que :

Zi =



1
φx(hK)

supx∈SF [1B(x,hK)
⋂
B(xj(x),hK)(Xi)] pourFK

11

ε
φxhK(hK)

supx∈SF [1B(x,hK)
⋂
B(xj(x),hK)(Xi)] pour F12 F

K
13

1
φx(hK)

supx∈SF [1B(xj(x),hK)
⋂
B(x,hK)(Xi)] pour F14

De toute évidence, dans la deuxième partie de (U1), nous avons pour le pre-
mier et le dernier cas :

Z1 = o

(
1

φ(hK)

)
,E[Z1] = o

(
ε

φ(hK)

)
etvar(Z1) = o

(
ε

(φ(hK))2

)
Ainsi, nous obtenons :

F k
11 = o

(
ε

φ(hK)

)
+ oa.co.

(√
ε lnn

nφ(hK)2

)
.

De la même façon, l’hypothèse (U5) permet d’obtenir, pour F12 ou F k
13 cas

Z1 = o

(
ε

hKφ(hK)

)
= E[Z1] = o

(
ε

hK

)
et var(Z1) = o

(
ε

h2
Kφ(hK)

)
,
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ce qui implique que :

F k
12 = oa.co.

(√
ln dn
nφ(hK)

)
.

Pour réaliser l’étude de la F1 terme, il suffit de mettre l’ensemble des résultats
intermédiaires et à utiliser (U5) pour obtenir :

F k
1 = oa.co

(
ln dn
nφ(hK)

)
. (3.6)

En outre, depuis :

F k
3 ≤

[
sup
x∈SF

|Sk(x)− Sk(xj(x))|
]

nous avons également :

F k
3 = o

(√
ln dn
nφ(hK)

)
.

Le traitement de la terme F k
2 . Pour tout η > 0, on a que :

P
(
F k

2 > η
√

ln dn
nφ(hK)

)
= P

(
maxj∈1,...,dn |Sk(xj(x))− E[Sk(xj(x))]| > η

√
ln dn
nφ(hK)

)
≤ dn max

j∈1,...,dn
P|Sk(xj)− E[Sk(xj)]| > η

√
ln dn
nφ(hK)

définir

∆ki =
1

nhk−2
K φ(hK)

(
Ki(xk)β

k−2
i (xk)− E[Ki(xk)β

k−2
i (xk)]

)
, pourk = 2, 3, 4.

nous obtenons pour tout j = 1, ..., dn et i = 1, ..., n qui :

E = |∆ki|m = o(φ(hK)−m+1), pourk = 2, 3, 4.

Ainsi, on peut appliquer une inégalité de type Bernstein pour obtenir direc-
tement :

P = |Si(xk)− E[Si(xk)]| > η

√
ln dn
nφ(hK)

P =

(
1

n
|

n∑
i=1

∆ιki| > η

√
ln dn
nφ(hK)

)
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≤ 2 exp{−Cη2 ln dn}
Ainsi, en choisissant η telle que Cη2, on obtient :

dn max
k∈1,...,dn

P = |Si(xk)− E[Si(xk)]| > η

√
ln dn
nφ(hK)

≤ C ′d1−β
n (3.7)

depuis
∑∞

i=1 d
1−β
n , nous obtenons que :

F2 = oa.co

(√
ln dn
nφ(hK)

)
.

�

Corollaire 3.4.1. Sous les hypothèses du lemme précidant, nous avons ce
qui suit :

∞∑
n=1

P( inf
x∈SF

|f̂xD <
1

2
|) <∞.

Preuve :
De toute évidence, nous avons ce qui suit :

inf
x∈SF

f̂D(x) ≤ 1

2
⇒ ∃x ∈ SF , de telle sorte que 1−f̂D(x) ≥ 1

2
⇒ sup

x∈SF
|1−f̂D(x)| ≥ 1

2
.

on obtient :

P

(
inf
x∈SF

f̂D(x) ≤ 1

2

)
≤
(
P sup
x∈SF

|1− f̂D(x)| ≥ 1

2
.

)
En conséquence :

∞∑
n=1

P

(
inf
x∈SF

|f̂(x)| < 1

2

)
<∞.

�

Lemme 3.4.2. Sous les hypothèses (U1), (U2) et (H5), on obtient ce qui
suit :

sup
x∈SF

sup
x∈SR

|fx(y)− E[f̂xN(y)]| = o(hb1H) + o(hb2H)

Preuve :

Il suffit de combiner les preuves des lemmes précédents, et en supposant
que l’état du Lipschitz uniformément sur (x, y) dans SF × SR.
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�

Lemme 3.4.3. Sous les hypothèses du théorème précidant, nous obtenons
que :

sup
x∈SF

sup
x∈SR

|f̂xN(y)− E[f̂xN(y)]| = oa.co.

(√
ln dn

n1−γφ(hK)

)
Preuve :

La preuve de ce lemme suit les étapes que pour prouver le lemme précé-
dant, où S2(x) et S4(x), sont remplacées par :



T x2 (y) = 1
n

∑n
j=1

Ki(x)Hj(y)

hHφx(hK)

T x3 (y) = 1
n

∑n
j=1

Kj(x)βjHj(y)

hKhHφx(hK)

T x4 (y) = 1
n

∑n
j=1

Kj(x)β2
jHj(y)

h2KhHφx(hK)

Pour ce faire, nous gardons les notations utilisées précédemment, à savoir,
les définitions de j(x), ty et ιn. La preuve est basée sur la décomposition sui-
vante qui sera utilisée pour les trois termes :

|T xi (y)− E[T xi (y)]| ≤ sup
x∈SF

sup
x∈SR

|T xi (y)− T xj(x)i (y)|︸ ︷︷ ︸
E1

+ sup
x∈SF

sup
x∈SR

|T xj(x)i (y)− T xj(x)i (ty)|︸ ︷︷ ︸
E2

+ supx ∈ SF supx ∈ SR|T
xj(x)
i (ty)− E[T

xj(x)
i (ty)]|︸ ︷︷ ︸

E3

+ sup
x∈SF

sup
x∈SR

|E[T
xj(x)
i (ty)]− E[T

xj(x)
i (y)]|︸ ︷︷ ︸

E4

+ sup
x∈SF

sup
x∈SR

|E[T
xj(x)
i (y)]− E[T xi (y)]|︸ ︷︷ ︸
E5

.
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De même que pour l’étude de la F1 terme, nous obtenons

E1 = oa.co.

(√
ln dn

n−1−γφ(hK)

)
et E5 = o

(√
ln dn

n−1−γφ(hK)

)
(3.8)

Concernant le E2 terme, en utilisant l’état de la Lipschitz sur le noyau H,
on peut écrire :

T
xj(x)
i (y)−T xj(x)i (ty) ≤ C

1

nhιKφ(hK)

n∑
i′=1

ki′(xj(x))β
ι
i′(xj(x))|Hi′(y)−Hi′(ty)| ≤

ιn
h2
H

Si(xj(x)),

Si(.) pour i = 2, 3, 4, Ainsi, en utilisant les faits que limn→+∞ n
γhK = ∞ et

ιn = n−
3
2
− 1

2 , nous obtenons :

E2 = oa.co.

(√
lnn

n1−γφ(hK)

)
et E2 = o

(√
lnn

n1−γφ(hK)

)
. (3.9)

Enfin, pour toute η > 0,

P

(
E3 >

√
lnn

nhHφ(hK)

)
.

= P

(
max

j∈{1,2,...sn}
max

k∈{1,...,dn}
|T xki (tj)− E[T xki (tj)]| > η

√
lnn

nhHφ(hK)

)

≤ sndn max
j∈{1,2,...sn}

max
k∈{1,...,dn}

P

(
|T xki (tj)− E[T xki (tj)]| > η

√
lnn

nhHφ(hK)

)
Cette dernière probabilité peut être traitée à l’aide de l’inégalité de Bernstein
classique, avec an = (hHφx(hK))

−1
2 .Rappelons que, le choix d’un est motivé

par moment d’ordre m de Zι,k
i ,en fin , on a

∀j ≤ sn,P

(
|T xki (tj)− E[T xki (tj)]| > η

√
lnn

nhHφ(hK)

)
≤ 2 exp{−Cη2 ln dn}.

Par conséquent, depuis sn = o(ι−1
n ) = o(n

3
2
γ+ 1

2 ) ,et en choisissant Cη2 = β
on :

sndn max
j∈{1,2,...sn}

max
k∈{1,...,dn}

P

(
|T xki (tj)− E[T xki (tj)]| > η

√
lnn

nhHφ(hK)

)
≤ C ′snd

1−Cη2
n .
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En utilisant le fait que limn→∞ n
γhH =∞ et la seconde partie de la condition

(U5),on obtient :

E3 = oa.co.

(√
ln dn

n1−γφ(hK)

)
. (3.10)

�

3.5 Application
Etudions maintenant la convergence presque complète de l’estimateur à

noyau du mode conditionnel de Y sachant X = x, noté θ(x), uniformément
sur un sous-ensemble fixe "compact" SF de F . Pour ce faire, nous supposons
que θ(x) satisfait, le SF , la propriété d’unicité uniforme suivant :

(U6) ∀ε0 > 0,∃η > 0,∀r : S → SR, nous avons ce qui suit :

sup
x∈SF

|θ(x)− r(x)| ≥ ε0 ⇒ sup
x∈SF

|fx(r(x))− fx(θ(x))| ≥ η.

En outre, nous supposons, également, qu’il existe une j > 1 tel que
∀x ∈ SF , la fonction fx est J-fois continûment différentiable sur l’inté-
rieur (SIR) par rapport à y et entier que :

(U7)


fx(ι)(θ(x)) = 0, si 1 ≤ ι < j,

et fx(j)(.) est uniformément continue sur R

de telle sorte que fx(j)(θ(x))| > C > 0,

où fx(j) désigne la dérivée d’ordre j du fx de densité conditionnelle.
Nous estimons que le mode conditionnel θ(x) par la variable aléatoire
θ̂(x) définie par :

θ̂(x) = arg sup
y∈Sr

f̂x(y).

Ainsi, d’aprés le théorème 3.4.1, on déduit le corollaire suivant.
Corollaire 3.5.1. Sous les hypothèses du théorème 3.4.1, et si la densité
conditionnelle fx satisfait les hypothèses (H9) et (H10), nous obtenons :

sup
x∈SF

|θ̂(x)− θ(x)|j = o(hb1H) + o(hb2H) + oa.co.

(√
ln dn

n1−γφ(hK)

)



conclusion

nous avons abordé une étude globale de l’estimation de la densité condi-
tionnelle quand la variable explicative est fonctionnelle. LA méthode d’esti-
mation concerne la méthode d’estimation par polynômes locaux.

Nous avons considéré une approche pour l’estimation de la densité condi-
tionnelle quand les données sont fonctionnelles. L’estimateur proposé est une
généralisation, au cas fonctionnel, de l’estimateur local linéaire introduit par
Fan et Gijbels (1996). Comme résultats asymptotiques, nous avons établi la
vitesse de convergence presque complète (ponctuelle et uniforme).

Les expressions des vitesses de convergence obtenues ont la même forme
que l’estimateur à noyau, dont les deux structures fonctionnelles sont bien
exploitées. Plus précisément, la dimensionalité du modèle dans la partie biais,
alors que la dimensionalité de l’espace fonctionnel de la variable explicative
a été explicitée dans la partie dispersion.
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