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Introduction

Les concepts de base du calcul fractionnaire (opérateur intégral et différentiel d’ordre
non entier) ont été développés il y a longtemps par Leibniz (1695), Liouville (1832),
Riemann (1892) et d’autres. Ce fut Oliver Heaviside dans les années 1890 qui introduit
ce calcul dans le monde de l'ingénierie, et c’est en 1974 que le premier livre sur
ce sujet fut publié par Oldham et Spanier. Recents travaux ont mis en evidence
I’application du calcul fractionnaire a la physique, la mécanique, le traitement de
signal et a l’electromagnitisme.

Il est important de signaler que la premiére application du calcul fractionnaire a été
faite par Niels Henrik Abel (1802-1829) dans la résolution d’'une équation intégrale
qui se posée sur un probléme de mécanique. En 1823, Abel a considéré le probléme
suivant : Soit T'(h) le temps que prend une particule a glisser le long d’une courbe
x = ¢(y). La relation entre les fonctions T'(h) et ¢(y) est donnée par 1'équation

intégrale suivante :

/:'(y 2 V2u(2)dz = v/2gT(y), y € (0.1 (1)

ot u(z) = /1 + ¢?(2)
La solution de cette équation a été faite par Abel dans les travaux suivants [1, 2|. En

fait, il a traité une équation beaucoup plus générale, en remplacant
(y — 2) Ypar(y —2)*7', 0<a<1
Pour ces raisons, une équation de la forme

1

J% = m/o (x —t)*u(t)dt = f(z), 0<a<l (2)
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ou I' est la fonction gamma d’Euler, est appelée équation intégrale d’Abel.
L’équation(2) est l'une des premiéres équations intégrales traité dans I’histoire des
équations intégrales. Un autre type plus général d’équation intégrale

Ayu(z) = /0 %dt — @), O<a<l (3)

est appelé "équations singuliéres de Volterra du premiére espéece".

L’intéret dans I’étude des opérateurs d’Abel u — A, u et des équations d’Abel est
motivé par les questions suivantes :

(A) Des problémes physiques qui conduisent & une équation intégrale d’Abel.

(B) La relation des opérateurs d’Abel, en particulier de 'opérateur J* , a d’autres
opérateurs intégraux.

(C) Propriétés de la continuité et la compacité de A, sur certains cas espaces
fonctionnels (LP; C9; C?; ...).

(D) Les questions d’existence et d’unicité.

Les équations intégrales d’Abel (et pas seulement de type (3), mais aussi beaucoup
plus générales, linéaires ou non linéaires, de premier type ou de deuxiéme type) ont

des applications de la physique et les problémes dans la mécanique,

L’opérateur Abel J* de (2) est un exemple simple d’une puissance fractionnaire d’un
opérateur : en particulier, si o« = 1, alors J* = .J est 'opérateur d’intégration, donnée
par Ju(z) = [, u(t)dt. aprés le remplacement de a € (O, 1) par un nombre entier po-
sitif, J%u n’est autre que la o — fois répété intégrante de u. L’opérateur de dérivation
inverse de J* est p

D%u(x) = %Jl’au(:c). (4)

Dans le premier chapitre, nous présentons quelques notions et définitions sur

I’équation d’Abel, nous donnerons quelques exemple.

Dans le second chapitre, on s’intéressera en premier lieu a la propriété de
continuité dans l'espace LP ensuite dans un espace de Holder C*, ensuite on étudiera

la notion de compacité.
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Dans le troisieme chapitre, nous étudions l’existence de solutions de 1’équation

d’Abel dans le cas linéaire et non-linéaire.
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Chapitre 1
L’opérateur Intégral d’Abel

Le but de ce chapitre est de définir 'opérateur d’Abel et les équations intégrales
d’Abel. Nous allons aussi donner quelques formules de base que nous utiliserons fré-

quemment plus tard.

1.1 Définitions et notations

Définition 1.1.1. La transformée d’Abel d’une fonction u est défini par

Jiu(z) = T(a) /:(x —t)* tu(t)dt, a<z<b (1.1)

ot —0<a<b<+o0,0<a<let]l estla fonction gamma d’Euler définie par

['(x) :/ t"te7tdt, x>0 (1.2)
0

Dans le cas ot @ = 0, on notera la transformée d’Abel de la fonction u par J%u(z).

Remarque 1.1.1. (a) Actuellement, L’opérateur J& est défini pour tout a > 0 et
est appelé opérateur integral fractionnaire.

(b) Si on remplace o par un entier naturel positif n alors

Jru(z) = ﬁ / (= O a(t)dt = oo Ty u(x)

nfois
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est l'intégrale répétée n- fois, ou
Jov(z) = / v(t)dt, a<x<b
a

Exemple 1.1.1. Calcul de la transformée d’Abel d’un polynéme pour le cas particulier

a=0. Soit

Par la linéarité de J* nous avons

o - ag [T thdt
P = Y ) o

En utilisant la formule suivante

oMday o T(B4+DI(a)
/0 (1—Nte T(B+1+a)

B> —1. (1.3)

on trouve
k4o

JYP(x) = —
ZT(k+1+a)

En particulier si a« = 1, on obtient le polynome primitive de P

n k+1
JP(z) = a]jx -
k=0 +

Exemple 1.1.2. Calcul de la transformée d’Abel d’une fonction caractéristique. Soit

[c,d] un intervalle de R et soit X[cq la fonction caractéristique définie sur [c,d] par

1, x€legd],
X[C,d](x) =

0, stnon ,

Si [c,d] C |a,b] alors

1

I Xfe.q) () = m[(l’ = )" X(et) () — (2 — d)* X2, ()]
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On remarque sur cet exemple que la transformée d’Abel d’une fonction discontinue est
une fonction continue, 'inverse est impossible. Or, il existe des fonctions discontinues

qui ont leurs transformées d’Abel aussi discontinues.

Exemple 1.1.3. Considérons —1 < A < —a«, la transformée d’Abel de la fonction u

0 0<z<
w(@) =4 == (1.4)
(x — 20)?, To < x <1.

définie par

est donnée par

0, 0<z<
Jo‘u(x):{ ==

C(1+)) A
T(1+A+a) (. —20)™™, @< <1

Remarque 1.1.2. La formule (1.3) est un cas particulier de la formule générale

! r—1ys—1 _ F(T)F(‘S) _
/0(1—)\) A d)\—m—B(r,s), r>0, s>0,

pour la fonction beta d’Euler. Par des changements de variables on obtient deux for-

mules sutvantes aussi :

/ (x — )"t = 2" B(r,s), r>0, s>0, x>0,
0
q 1
/ﬁwﬂrwpmTﬁ:/fyaylwaznmwpﬂ,r>q o0 < p< <40
p 0

1.2 Formules de solutions

Nous allons tirer quelques formules de représentation des solutions des équations
intégrales d’Abel.

Définition 1.2.1. Considérons pour a € (0,1); —o0 < a < b < oo ['équation clas-

stque
1

W/a (z —t)*  u(t)dt = f(z), a<xz<b (1.5)

est appelée équation intégrale d’Abel.
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Afin de résoudre (1.5), nous multiplions les deux cotés par gy(;fl; a <x<y<ob

L’intégration sur (a,y), nous donne

1 Y [T . B 1 y e
F(a)F(l—a)/a {y=2) /a(”“"_t) “(t)dt}dfc——r(l_a)/a {(y—a) " f(x)da.

Interchangeant I'ordre d’intégration sur la gauche entraine

1 vy ooy . - - 1 y e
i L e o = s [o—a @

Maintenant, en substituant x = ¢ + A(1 — t) et en utilisant (1.3) nous obtenons

/t "y — o) — ) — /0 Ao(1 — AL, (1.6)

En utilisant cette formule, nous avons

y 1 y
t)dt = —— —x) dz. 1.7
R e ) R URERIC (1.7)

Si le coté droit de (1.7) est dérivable, on obtient la formule

1 d

u(zx) =

Par analogie avec 'opérateur intégral fractionnaire, On définit 'opérateur dérivative

par

Définition 1.2.2. On appelle l'opérateur dérivative fractionnaire de u

d 1 Tou(t)dt d 1
il — — Jlmey = (@
UdeP(l—a)/a (x —t)r  dx ° u=(Ja) "

Il est noté par L Ji=o (J*)=1 D2

dx“a

Exemple 1.2.1. , nous calculons la dérivée fractionnaire d’un polynome

n

P(z) = Z apx”

k=0

pour le cas particulier d’un a= 0. On a (voir (1.1)),
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n

d d a Dk + 1) B
_Jl ap - k+l—«a
dz (@) = & ZTh+t2—a)
o al(k+1) ha
—T(k+1-a)

Donc

n

«a - akr(k + 1) —a
D°P(z) = ; m‘”k

Nous observons que si nous posons o = 1 dans la derniére formule, nous n’avons pas

aol'(l) —«

J
Fi—ay? © ma pas de sens

généralement D' P(x) = L P(x). En fait, le premier terme

sta=1

La formule (1.8) peut s’écrire sous différentes formes. En fait, un intégration par

parties donne (nous supposons a € R)

/x(ac — )" f(t)dt = f(a)(lm__of) - +1 i - /m(:p — )1 f! (t)dt.

Par conséquent, la solution u de (1.5) peut étre écrite comme

) = sy U@ =07+ [ @ = 0o (19

A partir de la formule de représentation pour la solution de (1.5) nous pouvons
trouver, par un changement de variables facile, la solution de plusieurs autres types
des équations intégrales d’Abel.

Considérons I'équation d’Abel

1

’ -1
m/m(x—t) u(t)dt = f(z), a<z<b. (1.10)

En substituant & = b+ a — ¢ on obtient

1 b+a—x o1 B
m/a (b+a—8"ulb+a—&)dé = f(x), a<z<b. (1.11)

Une seconde substitution X =b+a—xz, U(§)d§ = u(a+b— &) on obtient I'équation
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1 X

—/ (X — ) 'U(€)de = f(b+a—X), a<X <b. (1.12)
I'(a) Jo

qui peut étre résolu par la formule de représentation (1.8). En inversant la substitu-

tion, nous trouvons

1 d

£ /b(t —x)"f(t)dt, a<x <b. (1.13)

u(z) = Il —a)dx

1.3 Existence et unicité de solutions dans L*

Théoréme 1.3.1. Supposons que a,b € R,a < b. Alors il existe au plus une solution
de l’équation (1.5) dans L'(a,b). En outre, si la fonction f est a variation bornée et

continue alors 'équation (1.5) admet une solution dans L'(a,b), donnée par

u(z) = T(ll—a) /jo(df(t)a. (1.14)

x —1t)
ou lintégrale dans 1.14 est au sens de Lebesgue.
Preuve.

(a) L’unicité.

Soit u € L'(a,b) une solution de

1 T u(t)dt
— = b. 1.15
u(x) F(l—a)/a TS 0, a<z< (1.15)
On considére, pour y fixé dans (a,b), la fonction

u(t)

@0y =2

définie sur le domaine T, = {(z,t)/a <t <z <y}
En utilisant le théoréeme de Tonelli (voir [3]), La fonction (1.16) est dans L'(T},), car

/Ty|(x—t)1zit2y—x)a|dtdx = /{|U I/ )1—a}dt

= )Fl—a/\u )|dt < +o0.

(1) — : (1.16)
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Maintenant par le théoréme de Fubini (voir [Royden, 1968|) et (1.15), nous avons,

pour tout y € (a,b)

Yy Yy 1 Yy dx
RGN {“(”rm)r(l—a)/t e LRk
1 T ou(t)dt dx B
- /a{wa)/o oI T o)y o

Donc u(y) =0 pour a <y <b.
(b) Existence.

Soit f une fonction a variation bornée et continue. Alors il existe deux fonctions f;, fa,
croissante, a variation bornées, continues a partir de la droite, de telle sorte que
f = fi— fa et donc df = df;, dfs. Par conséquent, si u est donnée par (1.A.1), qui est

o O 20
w0 =mrat e L (L.17)

nous avons

L di) [t dh()
u(t)] < I'(l—a) /aO (x —t)~ * /at) (x =)

Pour montrer que u € L'(a,b), il suffit de prouver que

N /a: de(t)

(z —1)°

est dans L'(a,b) pour chaque fonction ¢ croissante, bornée, continue & partir de la

droite de [a, b], et prolongeable par 0 sur la gauche en a. Nous avons

s dp(§) o b booat —L b  ea
// o=~ //5 (=P =14 ), 08 )
_al—a b _al—a
< %/aod¢(f)§%¢(b)<+oo.

D’ot u € L'(a,b). Maintenant, la fonction
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1
(z =)=t = &)
est dans LY(T,,dt @ dp(€)) pour a < x < b et tout ¢ ayant les propriétés citées

(t,§) —

plus haut.

En effet, par le théoréme de Tonelli,

1 /”” v dt
Tl —a) oo™ ) Gopre—gr 7
Maintenant, on utilise (1.A.4) pour conclure la preuve. O

Remarquons que si f est absolument continue sur [a, b] alors df (x) = (f(a)d(x —a) +
f'(z))dx, ou ¢ est de Dirac "fonction delta". le Théoréme (1.5) et la formule (1.9)
sont des conséquences du Théoréme (1.14) et la formule (1.14).

Il est utile d’observer que la formule (1.8) est plus général que les formules (1.9) et
(1.14). En effet, considérons la fonction

N 0, 0<x<x
Ju(z) :{ D(1+))

T(1+A+a) (. —z)™*, @<z <1
ou z, € (0,1) et —1 < A < —a. Cette fonction n’est pas a variation bornée dans

[0,1], d’ot la formule (1.14) ne peut pas étre utilisée, mais, comme nous l'avons vu

dans Exemple (??) de la fonction

0, 0<x<x
u(r) =
(x —zo)M, zo<a <1,

est une solution de

1 Tou(t)dt .
o / : ) (1.18)

xr —t)l-«

De plus u est dans L'(0, 1) et est donc 1'unique solution L' de (1.18). Nous observons

1 /x fiydt ] 0, 0<z<mx
M) Jo (& —=t) =™ gy <z <1

A+1 )

également que
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est absolument continue et

d 1 [t jwd
=T o =

La vraie raison de la différence entre les formules (1.8) et (1.14) ou (??) réside dans le

Donc z — a)f (I t

fait que 'ensemble des fonctions a variations bornées dans [a, b] est un sous-ensemble
propre de J*(L'(a,b)) pour tout o € (0, 1).

Théoréme 1.3.2. Soit —oco < a < b < +oo. Alors il existe une fonction u € L'(a,b)
tel que

1 Cou(t)dt 2 a<a
>/a< = f(z) a<z<b. (1.19)

N r—t)l-e

si et seulement si f € L'(a,b) et la fonction

T f(x) = (1 1_ a) / (xf_(ti)c?—a asrsh (1:20)

est absolument continue avec J'=*f(a) =0

Preuve.
S’il existe u € L'(a,b) vérifiant (1.19),alors

/ )l < ﬁ / s (f_“gf’fa _ / (ut)| / _dr

_ (b—t)*
N F(a)/a ! Ju <)|dt_F1—|— / fu(e)ldt.
ou f € L'(a,b). De plus, on a

= / (i(f)f;— DI —a)l / tu(¢ / _t)aff_ i /:U(f)df

Inversement, supposons que la fonction de (1.20) s’annule en x = a et on définit

1 d f(tyde
UT) = Tl oy dr o —




18 CHAPITRE 1. L’OPERATEUR INTEGRAL D’ABEL

Alors u € L'(a,b) et

v 1 Cfdt e, 1 Tf(t)dt
| = r<1—a>/a €t o= m—a)/a CEDTE

Maintenant
. o gt 1 [t u(E)de
/ “(5>d5‘r<l—a>/a <x—t>a(r<a>/a -0

Par conséquent, d’apreés (1.21),

i [ [ - et =0

Maintenant f € L'(a,b) et ﬁf; (;i(gldﬁa € L'(a,b) par ce qui précéde et par la

partie unicité du théoréme (1.14) nous avons

L[ u(©dg
T(a)/a (L=t




Chapitre 2
Propriétés de 'opérateur d’Abel

Ce chapitre est consacré a la description de I'une des plus importante propriétés de
lopérateur d’Abel

(J)(z) = ﬁ /Or(x —t)* tu(t)dt, 0<z<a

Nous étudions J* comme un opérateur agissant dans L¥(0,a) dans 3.1 et comme un
opérateur agissant dans des espaces de fonctions continues de Holder dans 3.2. En
3.3, nous donnons quelques résultats de compacité pour l'opérateur J* et aussi pour

des opérateurs plus généraux. Ces propriétés de base ont été trouvées dans [16].

2.1 Propriétés de continuité de opérateur d’Abel

dans ’espace L?

Définition 2.1.1. Soient f et g deux fonctions définies sur R, on appelle produit de

convolution f x g lintégrale suivante
(f *g)(x) = / flz = y)g(y)dy (2.1)
R

Pour plus de détails sur le produit de convolution voir [22], [14], [15].

Remarque 2.1.1. L’opérateur d’Abel J* agit sur une fonction f en effectuant une

convolution de celui-ci avec une puissance. En fait

JU = Xo*0 dans(0,a) (2.2)
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ol

a—1
?(a) pour x>0
0 pour x <0
et
u(x)  pour 0<z<a
(z) =

0 pour =<0 et z>a
Théoréme 2.1.1. Soit u € LP(0,a), 0<a<oo, 1<p<1l-—a,
et s=p/(1 —pla—c¢€)) avec € >0 alors
1 -«

(1- ) Nl oo (2.3)

17%u| T'(a) -

Ls(0,a) <

Preuve.

L’inégalité (2.3) est une conséquence immédiate de 'inégalité de Young.

Théoréme 2.1.2. (Inégalité de Young )

soit f € LYR), g€ LP(R), ou1<q<+oo, 1<p<+oo, %4—%21 alors
1 * gllr @y < 1 f [ 2o 9/l gy (2.4)
o
1 1 1
R | (2.5)
r prp dq

Pour la preuve de ce Théoréme, voir le livre [14].

Pour 1 < p < é, I'inégalité (2.3) peut étre améliorée. En fait, on a le théoréme

suivant :

Théoréme 2.1.3. Si0<a<+xxetl<p< é, on a linégalité suivante

177l a0 < Dl 0 26)

ot C(a, p) est une constante dépendant de « et p.

Preuve.

Pour une preuve directe le lecteur peut consulter [16] .
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Remarque 2.1.2. J* nlest pas un opérateur continu de L'(0,a) dans Lﬁ((),a),
méme si a est fini. Voici un contre-exemple.

Soit la fonction

a(a) = { g(log )8 pour 0 <z <1/2 27)

pour x >1/2

On remarque que v € L*(0,1) si 8> 1, en effet

! (log2)1—#
u(z)dr = ————
| ey = AL
Mazis
Jug LT(0,a) si 1<f<2—a.
En effet, pour x < 1/2, on a
B 1 1 291\ :L"”_l(log l)l—ﬂ
J%(x) = / - — > z
I(a) Jo A1 =N)t"2(log5;)? — (B—1)I(e)

Donc

L ) 1 V21 1 s
JU(x)|Tedr > —/ —(log —) Tedx
e s [ o)
. . . . -1
et ceci est égal a oo pour B € (1,2 — ). En fait, f_—a < 1 pour les valeurs de (3

comprises entre 1 et 2 — a.

Remarque 2.1.3. J* n'est pas un opérateur continu de Lz (0,1) dans L=(0,1). Nous
prouvons qu’il existe un fonction v € Lé(O, 1) tel que J*u & L>(0,1) . Supposons le
contraire, pour uw € L>*(0,1) on a J*u € L>®(0,1) . Alors pour tout p € L*(0,1) on
doit avoir

1
|/ JYu.pdr| < 400 (2.8)
0

On en conclut alors a partir de cette inégalité et comme

/01 Tupdr = ﬁ /0 () /1t () — 1) )
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que pour tout ¢ € Ll((), 1) et pour tout u € Lé(O, 1), nous avons

1 ! ! a—1
= /0 (u(t) /t (@) (@ — 1) \da)dt] < +oo (29)

ceci implique que (voir [3])

1

o /t (o) (x — 1) e € LT3 (0, 1) (2.10)

pour chaque ¢ € L*(0,1). Cependant pour ¢(z) = u(l — ), avec u définie dans

(2.1.7), la relation (2.10) (voir remarque 2.1.2) n’est pas satisfaite, contradiction.

Théoréme 2.1.4. Soit u € LP(0,a) avec p > X, alors J*u € C’a_%((), a) et

a—ir1q a—1
17l + %] 1 < a®Fe(or,p) [l oo (2.11)

ot c(a,p) est une constante dépendant de « et p et la semi-norme [u], est définie

pour 0 < v <1 par
[U] = sup |U<$C) B u(y)|
K z,y€[0,qa] |x - yl'y

Preuve.

De l'inégalité de Young pour produit de convolutions, on déduit

L(a) ()

Maintenant, pour y > z, nous avons (en utilisant I'inégalité de Holder avec %+I% =1

S =

|70 < T llullzeon (2.12)
P

aprés le deuxiéme signe <)

) - ) < g [ MO
/0 L )t

(y
— -
(y—t)—  (z—t)-
1 v dt Lol
= I'(a) (/x (y — t)(l—a)p’> [[ll 0,1

1 x 1 B 1 i §
i (@) [/o ((m—t)l—a (y_t)l—a)p dt]P |lull Lo o,1)-

)
()

—
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Utilisant U'inégalité (b — a)? < p? — a?, valable pour b > a > 0,¢q > 1 nous obtenons

T 1 1 N T 1 - 1 .
/0((x_t)1a EED R /o((x—t)““)p’ = paaw) 4

xlf(lfa)p’ o ylf(lfa)p’ + (y . x)lf(lfa)p’
1—(1—=a)y

par suite

O

Les Théorémes 2.1.3 et 2.1.4 peuvent étre étendus a un opérateur plus général A,

défini par

1 K (z,t)u(t)
) /0 dt (0<z<a) (2.13)

(Aqu)(z) = T(a (z — )@

ou K est une fonction définie sur I’ensemble

T={(zx,t) eR:0<t<z<a}.

Les deux prochains Théorémes généralisent le Théoréme 2.1.3.

Théoréme 2.1.5. Soit A, lopérateur défini dans (2.13) avec K € L>*(T). Alors, si
l<p< i, Vopérateur A, est continu de LY (0,a) dans L9(0,a) avec ¢ = ——, et

l—ap’
[Aatl|Lao,0) < er(a, p)[|[ K| ooy 1]l 2o (0,0) (2.14)
ot ¢1(a, p) est la méme constante que dans le Théoréeme 2.1.3
Théoréme 2.1.6. L’opérateur A, est continu de L'(0,a) dans Lﬁ_s(o,a) et de
Lé(O,a) dans L"(0,b) pour chaque € € (0,7%:],7 > 1, b€ [0,a], (b<+oo si a=
+00). De plus,

[ Aaull < co(a, b, )| K| oo () ull L1 0,0) (2.15)

1
LT=a"5(0b) —
ot co(av, b,€) est la méme constante comme dans le Théoréme 2.1.3, et

[Aaul[zro) < ea(e, by r) [ K| ooy [ull 117a0,0), (2.16)

ot co(a, b, r) = llil(g) [1+ (1= a)r]ots.
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La preuve de ce Théoréme est une conséquence immeédiate du le Théoréme 2.1.3

Pour p > 1/, le Théoréme suivant généralise le Théoréme 2.1.4.

Théoréme 2.1.7. si K € C*t); alors Aqu € CH([0,a]) pour u € LP(0,a) ou
p = min{a — ]lg, A} et p > 1/a. En outre pour A > 0, l'inégalité suivante

a1
1 Aaulloe + a*[Aauly < (o, p)a® > (|| K [l + a (K] Jull,, (2.17)
Lo N —1,1-1
est satisfaite ot c(a, p) = %(qu) P,

2.2  Propriétés de continuité de 'opérateur d’Abel

dans ’espace de Holder

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques résultats sur la continuité de I'opérateur

Abel agissant dans 'espace de Holder C*[0,a],0 < a < 1.

Définition 2.2.1. Soit Q un ouvert de R¢,BC(Y) l’ensemble des fonctions continues
et bornées
Pouruw e BC(Q) et 0 < B <1 soit

[ull = sup |u(z)|
zeN
et

() — uply

[u]s = sup { TP

Si [u]p < oo alors u est Hélder continue d’exposant (3.

L’ensemble des fonctions 5-Hélder continues sur ) est noté
CO%(Q) = {u € BC(Q) : [u]s < oo}

et pour u € C*(2), on a
lullese) = llulla + [uls

Théoréme 2.2.1. Supposons que

O<a<l 0<fB<l—-a (2.18)
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we CPl0,a], u(0)=0 (2.19)

Alors Jou € C*MA[0,a] et

[J*Uatp < (o, B)[uls (2.20)
ot c(a, B) est constant ne dépendant que de o, 5.

Preuve.

Pour 0 < h < x < a, nous estimons la différence
J%(x) — J%u(x — h). (2.21)

Utilisantfyx(t —y)ldt = @(m —y)* pour y=0 et y=h et fractionnement
fom = f0h+f}f, on trouve

T(0)[Ju(z) — J*u(z — h)] = /O "l — et — /h e — Bt — h)eldt

_ e pye] - /0 u(z) — ulz — e dt
_ /h @) — ule — O] — (¢ — h)*dt.

Nous désignons par A, B, C les valeurs absolues des trois termes de la derniére somme

et donner des estimations supérieures pour chacun d’eux :

A=1"Ope (@ pp) < M0t (@)

La concavité de la fonction x — 27 pour z >0, O <~y <1 (pour O <r <s ona

s7T =717 < (s—r)7), on obtient

(2% — (& = h)*] = [2” — (& = 1) )fa® — (2 = h)*] + (x — h)°[2" — (2 — h)*] <
hotP 4 (z — h)P[z® — (x — h)“].

Nous distinguons les deux cas © < 2h et x > 2h.

Dans le premier cas, nous avons

(x — h)P[z® — (z — h)*] < hotP
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dans le second cas, nous trouvons (en utilisant le fait que la dérivée premiére de =

est décroissante)
(x — h)Plz® — (z — h)?] < a(z — h)PT*Ih < ah™P,

Dans les deux cas

(x — h)%[z* — (x — h)*] < hoth.

donc
A S 2[“]5ha+ﬁ_
(6%
h
B :|/{M@—u@—wwxwﬂ
0
h

< ety = Yo _joss
< [U]B/O P

c = | / () - — [ — (¢ — By
< ot [T = 5= 1) s
< [u]gh*™” /OO At — (¢t — 1)1 dt.

Maintenant & partir dea + § — 2 < —1 etae — 1 < 1, nous concluons que

) :/ P11 — (¢ — 1)51|dt < oo,

1

Par conséquent, nous avons
¢ < erfa, B)[ulgh**’.
un l'estimations au A, B, C, entrainent

[ Ju(z) = Ju(z — h)| < c(a, B)[u]sh™ 7.
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avec

1 2 1

c(a, B) = m{a + ot d +

(o, )}
O

Théoréme 2.2.1 illustre certaines analogies et différences entre opérateurs intégrale
d’ordre fractionnaire et d’ordre entier.

En effet, on sait que u € C?[0,a],0 < B < 1, implique que la fonction primitive
Jou(z) = [Ju(t)dt € C**P[0,a] et Dintégrale répétée J™u, pour n € IN appartient
a C"P)0,a]. De maniére analogue, si u satisfait la condition u(0) = 0 et est en
CP10,a],0 < B <1 -« alors J%u € C**P[0, a).

Cependant, contrairement au cas de l'application de l'opérateur J = J! (Ou I'un
des opérateurs J" avecn € IN), on exige I'hypothése supplémentaire u(0) = Opour
0 < a < 1, si nous voulons J%u d’étre "plus normal" de u.

()

exemple simple d’une fonction u € C*°[0, a] transformée en une fonction qui n’est pas

En fait, pour la fonction v = 1, on obtient (J%u)(x) = et nous avons donc un
encore en C?[0, a] mais seulement en C%[0, a]. Donc, si u(0) # 0 il est une perte de la
régularité. Nous remarquons que le Théoréme 2.2.1 n’est pas vrai si a + = 1. (Voir
[16]) pour un contre-exemple éclairant.

Avant de terminer ce paragraphe, nous rappelons au lecteur qu’il existe une abon-
dante littérature sur les propriétés des opérateurs d’Abel dans des espaces d’ordre
fractionnaire. Dans [16], opérateur Abel est également étudiée pour les fonctions u

satisfaisant les conditions de Lipschitz "intégrés"
/a lu(z) — u(z — h)|Pdz = o(hP*) (2.22)
0
o 1 <p<oo,0<k<1Pour ces fonctions, ils montrent que si
O<a<l-—-k

alors
/0 |(J%u)(x) — (J%)(z — h)|Pdx = o(hPE+) (2.23)



28 CHAPITRE 2. PROPRIETES DE L’OPERATEUR D’ABEL

(En (2.22) et (2.23)du coté droit peut étre remplacé par 0).

2.3 Compacité d’opérateurs d’Abel

Dans ce paragraphe, nous présentons quelques propriétés de compacité d’opérateurs
Abel agissant dans des espaces de Holder de fonctions continues et dans les espaces
LP.

Nous avons d’abord la liste des pré-requis bien connus de l’analyse fonctionnelle.

Pour plus de détails nous renvoyons a [22],[30], [23].

Définition 2.3.1. Un opérateur linéaire T': X — Y, ou X et Y sont des espaces
de Banach, est dit "compact” (ou "complétement continue”) si l'image T(B) de la

boule B = {u € X|||u|]| < R}, est relativement compact dans 'Y ou T'(B) est compact
dans Y .

Nous allons utiliser dans la suite une importante propriété de la notion de compacité.

Propriété 2.3.1. Dans un espace de Banach V' un sous-ensemble U est relativement

compact si toute suite d’éléments (u,) dans U contient un sous-suite converge dans

V.

Théoréme 2.3.1. (Arzela-Ascoli)
Soit J un sous-ensemble de C°la, b, avec —oo < a < b < +o00. Alors J est relativement
compact dans C°[a,b] si et seulement si toutes les fonctions dans J sont equibornées

et équicontinues.

En disant "toutes les fonctions de J sont équicontinues et equibornées" nous voulons
dire qu’il existe un nombre réel M tel que |[u|coes < M, pour chaque u € J (equibor-
née), et que pour chaque € > 0, il existe un d. > 0 en fonction de € seulement, de telle
sorte que |z —y| < & implique |u(z) —u(y)| < €, pour chaque u € J (équicontinuité).
Le lemme suivant donne un exemple utile d’un ensemble compact dans C*[0, a],0 <
A <1
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Lemme 2.3.1. Soit J un sous-ensemble de C*[0,a], ot 0 < p < 1. Si toutes les

fonctions dans J sont equibornées et vérifiant
[ul, <L <oo pour chaque u e J (2.24)
alors J est relativement compact dans C*(0, a] pour chaque \ € (0, ).

Preuve.

Soit (u,), une suite de J. Comme toutes les fonctions de J sont equibornées et que la
condition (2.24) est vérifiée, alors I'equicontinuité est assurée , nous concluons que il
existe une sous-suite (uy,, ), de (uy,), et une fonction v € C°[0,a] de sorte que (u,, )k
converge vers u par C°[0, a]; et par (2.24)u € C*|0, al.

Maintenant, pour prouver que J est relativement compact dans C*[0,al, il suffit de
montrer que C*[0,a] C C*[0,a] pour0 < A < p et que (uy,) converge vers u dans
C*0, al.

Pour v € C*[0,a] et § > 0 on a

_ n=A —ql <
)~ o) _ [ oo pourle = y| < 5 225
|z — y 2||v|lcop,a0 ™ pour|z —y| >4
Minimiser le co6té droit par rapport a d donne
A 1= A
[l < 2775 [oll cofh o ([0]) = (2.26)

Par (2.26) C*[0,a] D C*[0,a], donc u € C*|0, a]
et

A 1-4
[y, = ]y < 2L |y, — tll cofo g

Par conséquent, puisque (uy, ), converge vers u dans C°[0, a], la suite (uy, ), converge

vers u dans C*[0, a). O

Maintenant, nous présentons quelques théorémes de compacité de 'opérateur d’Abel

(Aqu)(z) = Fl ) /0z Kz, ud) o,

(v (x —t)l—@

suivant
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Théoréme 2.3.2. soit K € CNT) tel que 0 < A< 1 etp > é . Alors lopérateur
Ay LP(0,a) — C* ([0, qa])
est compact pour chaque p' € [0, 1), ot pp = min{a — ]lj, A}

Preuve.

Soit A € (0,1) et Bg = {u € LP(0,a),/||ul|, < R}. Pour prouver que A,(Bg) est
relativement compact dans C*([0,a]) pour chaque /< j, nous utilisons le Lemme
2.3.1.

Si u € Bg nous avons, d’apres le Théoréme 2.1.7
[Acullo + a*[Aqul], < Cla,p)a® 7 (| K [l + a*[K]5) R

Par conséquent, du Lemme 2.3.1 , on déduit que 'ensemble A, (Bg) est relativement
compact dans C* ([0, a]) pour chaque ' < .
Soit A = 0. Par quelques manipulations similaires & celles faites dans le preuve du

Théoreme 2.1.3, nous obtenons pour chaque u € By

6 ,p—1
[(Aa) ()~ (Aaw) ()] < s (o

(2.27)
Comme K € C°(T), (2.27) donne l'équicontinuité de {A,u} et u dans C°([0,¢]). O

Maintenant, posons T = {(z,t),/0 <t <z <a} .

Théoréme 2.3.3. Soit K € C(T) et 1 < p < L. Alors A, est compact comme un
opérateur de LY (0,a) a L9(0,a) pour chaque q € [1,—2-) .

? 1—pa
La preuve de ce Théoréme est essentiellement analogue a celle du Théoréme 2.3.2 sauf
pour certains arguments techniques.

Les lecteurs intéressés peuvent se référer a [37|, voir aussi [25].

Remarque 2.3.1. Le Théoréme 2.3.3 n’est pas valable pour q = ﬁ, méme i
p € (1, é) (pour p = 1 et p = é, nous avons vu (voir les remarques 2.1.2 et 2.1.3),
que 'inclusion J*LP C LT plest pas valable). Nous montrons ceci par un exemple

donné par de [37]. Soit

() n'? pourd < x < %
Uy (x) =
0 pour% <zr<l1

K ely=a)"Fsup | (g, =K (2. ) -0 )R
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avec p € (1, é) Nous avons
nl/Pge 0 1
o () = M ita) pour() <x < =
n - nl/p a 1\ 1
fgay e — (@ = 3)°] poury <x <1
Par suite
[unllzeo,1) = 1,
et
(1—ap)r*
e @ —ap)r n 1/
||<] Uy — J Um||Ll+p(071) > w[l — (E) p] (228)

pour m > n. On voit que (J%uy),

. . _pb
ne peut pas contenir une sous-suite convergente dans Li=a» (0, 1).
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Chapitre 3
Théorémes d’existence et d’unicité

Dans ce chapitre, nous allons démontrer des théorémes d’existence et d’unicité pour

des équations d’Abel linéaires et non linéaires. Nous traitons I’équation linéaire

1 T K(z,t)u(t) o .
| R = @), 0<r<a

en 4.1 et ’équation non linéaire

1 T K(z,t,u(t))
I'(a) Jo (z—=0)'

en 4.2. Le lecteur peut se reférer aux travaux suivants [31], [34], [35], [29], [27], [31].

dt = f(x), 0<z<a,

3.1 Le cas linéaire
Dans les théoréemes suivants, nous utilisons les notations suivantes
CP10,a) = {u € C?[0,a]/u(0) = 0} pour 0 < B < 1,

ap 1 d [° f(t)dt
D f_—F(l—a)d:U/O (w—1)° pour 0 < o < 1.

Théoréme 3.1.1. L’équation

1 Cout)dt . 0 <a
| T - @, 0<aza (3.1)
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a une unique solution u € C? [0,a] avec 0 < B <1 — « si et seulement si
f € CoP0,al.

De plus u = D" f et
[ullcopa < Cle, B)(A +a”)[flats (3.2)

ot C(a, B) est un constante dépendant de o et 5.

Nous donnons ici seulement un résumé de la preuve.
Preuve.
L’unicité de la solution découle directement de I’équation, voir aussi [28|. En fait, en

posant f =0 dans (3.1), nous avons
/l‘ u(t)dt = J'*J%u(x) = 0, ce qui implique que u = 0 dans [0, al.
0
En outre, 8'il existe une solution u € C?[0, a] de(3.1), nous avons par Théoréme?2.2.1
f=J% € CP0,a]

Extension f € C%*80, a] par le paramétre f(x) = 0 pour —oo < x < 0, nous avons
u = D*f avec
Q X
Df(z) = — - — ol .
@) = iy | @) = F) @ = ar (33

L’équation (3.1.2) est due a I'intégration par parties suivante

ap _ 4 1 ©of@)dt 1 v f(t)dt
bif = @m—a)/_m(x—t)a_m—a)/ (z — t)°
1 v d dt flz
a F(l—a)/ooa(f(t)_f(x))(x—t) 1—a/ m—t”o‘

Pour plus de détails voir [16].

L’inégalité (3.2) peut étre prouvé par un argument analogue & celui utilisé dans la
preuve du Théoréme 2.2.1. O

En utilisant les résultats de [16], d’autres théorémes d’existence et l'unicité avec les

estimations de type (3.2)sont obtenus dans l'espace LP satisfaisant les conditions
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de Lipschitz .Par exemple, Hardy et Littlewood ont prouvé que si 1 < p < 400,
a<f<1let

Aﬂﬂm—f@—mmmsz% (3.4)

alors la solution u = D®f de 'équation J%u = f existe, avec u € L (0,a) et

/Oa lu(x) — u(x — h)|Pdz = o(hPP~)

Théoréme 3.1.2. Soit X un espace de Banach et A : X — X un opérateur linéaire
borné. Supposons que la série y - A"f est convergente dans X pour tout f € X.

Alors, pour tout g € X donné, ’équation
(I-Au=g , (3.5)

ou I est l'opérateur identité, admet une unique solution donné par

u = f:A”g . (3.6)
n=0

Preuve.

(a) Unicité :

Supposons que 1'équation (3.5) admet deux solutions wug, us. Pour u = us — uy, nous
avons u = Au, donc u = A™u pour tout n € IN. Or comme la série Y > A™u est
convergente alors on a lim,,__,.o A"u =0, donc u =0 et u; = uy

(b)_Existence :

uw=7 " A"g est une solution de (3.5) car

N—o0 N—00

N
(I —Au= lim (I —A) ZA”g = lim (g — ANtg) =g.
n=0

Remarque 3.1.1. Remarquons que si la série Z'ZO:O A™ converge en norme, alors

lullx <1 A" I1fllx (3.7)
n=0
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En utilisant le théoréme précédent, nous pouvons prouver l’existence et d’unicité de

solutions pour ’équation A,u = f, o

(Aqv)(x /Kx_tla, <z<a . (3.8)

Nous considérons cette équation avec les hypothéses suivantes sur K :

Kel%T), ou T = {(x,t) e R?/0<t<x<a}, (3.9)
K(z,z) =1 pour tout z € [0, d (3.10)
oK
e L>(T A1
o er=m) (3.11)

Théoréme 3.1.3. Si K € C%T) satisfait les hypothéses (3.9), (3.10) (5.11) et | est

une fonction vérifiant

D*f € LP(0,a) (3.12)
alors ’équation
1 CK(z, tu(t)
F(a)/o @1 dt = f(z), 0<z<a . (3.13)

admet une unique solution u € L¥(0,a), satisfaisant ’inégalité
[ullLr(0,0) < C(Ma, p)||[ D f| Lr(0,0) (3.14)
ot M = supy |25| et C(Ma,p) est une constante.

Preuve.

Supposons que K satisfait (3.10) alors
Aju=J(I — By,) (3.15)

ot I est 'opérateur identité dans L¥(0,a) et B, est définie par

sm7roz/{ t 8 H(t) ) d¢

Ak (3.16)

(Bau)()
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avec H(x,t) = K(z,t) — K(t,t). La formule (3.15) est une conséquence du calcul

suivant.

1 Tou(t)dt 1 * H(z,t) "
A00) = oy ) G i ), G e

e L[ HED
= St ) e

En appliquant 'opérateur D® on obtient, aprés un changement de 'ordre de I'inté-

gration,

(DYAy)u(z) = u(x)

smﬂa/{ t 8 H(t) ) d¢ Vit

( — ) (x =)~

donc la formule (3.15). Maintenant, nous prouvons que (3.13) est équivalente a 1’équa-

tion
(I — By)u = D*f (3.17)
Posons ‘ "5 H(E g
sin Tay ,
He=== ) sele-o—"-gr (315)

nous pouvons utiliser le Théoréme (3.1.2) pour résoudre 'équation (3.17). Nous de-

vons analyser la convergence de la série

u = iun (3.19)
n=0

o uy = D*f et u,, = Blluy pour n € IN.

Prenant la récurrence suivante
U, = Bat,_1 pour n € N (3.20)

et compte tenu de (3.18), commencant par donner une estimation pour |L(z,t)|. De

L(m, t) _ _sin e’

[ o € (E — " (o — 1)(E — ) HE) + Hel(6,0)}de

et

(@ = 1)(§ =) T H(&, 1) + He(&, )| < 2M
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qui découle de (3.11), on obtient

sin o

L(z.1)] < 2M / o &) — 1) de = 2M

ou l'intégrale ici représente la fonction béta (voir [36]). Ainsi, a partir de (3.18) et

(Bov)(z) = /O " L, Ou(t)dt,

on obtient N
|(Byv)(z)| < 2M/ lvo(t)|dt  pour v e LP(0,a) . (3.21)
0

La convergence de la série (3.19) et, par conséquent, la validité de Théoréme 3.1.3 est

une conséquence immédiate du lemme suivant.
Lemme 3.1.1. Pour0 <z <a etn €N nous avons

[unllzr(0.2) < en(p)(2M )" luol| Lr(0.2) (3.22)
avec c,(p) =pP(n)) VP si 1< p< +oo, c,(00)=1/n!.

Preuve.
Avec %}—1—% = 1 (en particulier % =0et q=1, sip=00) on obtient pour v € L¥(0, a)
et 0 <t <z <a,par (3.21) et l'inégalité de Holder,

_1
|(Bav)(t)| < 2M”U||Lp(07t)t1 P, (3.23)
en utilisant la formule de récurrence sur u,, et en posant v = ug on obtient,
lu1]| Lr(0,2) < 2M||u0||Lp(g,z)p_1/px pour 1 <p< oo

1] oo 0,2) < 2M |Jug || oo 0.0y pour p = oo

Ces inégalités montrent que I'inégalité(3.22) est valable pour n = 1. Supposant que

c’est vrai aussi pour un indice n =m > 1, on obtient par (3.23),
[t ()] < 2M [t | ooyt 7 pour 0 <t < v < a;

[ttt e 0,0y < (2M)™ e (p)|uol| o0,2)- 1wl Lo 0,2)
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1—1

avec w(t) =t"t ¥ et

xm—l—l

—————— dans le cas 1<p < oo.
(p(m +1))'/7 -

||w||LP(0,:c) =

Dans le cas p = oo nous utilisons (3.21)avec |v(t)| < [|v||r(. On obtient, compte

tenu de la définition de la ¢,(p), le résultat souhaité

st | zro) < (2M2)™ emia (p) o] oo

Le lemme étant démontré, nous voyons que 'unique solution de (3.13) est donnée
par (3.19) et nous pouvons identifier la constante ¢(Ma, p) dans la formule (3.14) du

Théoréme 3.1.2. La formule (3.22) nous permet de prendre

c(Ma,p) = ZC )(2Ma)"

En particulier, nous avons ¢(Ma, 00) = exp(2Ma). O
La condition (3.4) implique que D*f € LY (0,a) pour 1 < p < +o00. D’autre part, si
p=+4o00, f(0)=0et f € L"(0,a),r > ﬁ, alors D*f € L>(0,a).
En effet, une intégration par parties donne
x g
= ) G =
et d’apres le Théoréme 3.1.3, nous trouvons D° f € ¢l=o—7 0,al], d’ou D*f € L>(0,a)

Des résultats d’existence et d’unicité peuvent étre prouvés aussi dans les espaces

C™]0,1]. La preuve du théoréme suivant est analogue a celle de Théoréme 3.1.2.

Théoréme 3.1.4. Soit K € C™"10,a] avec T comme dans (3.9) et supposons que
K(x,x) =1 pour tout x € [0, a]. (3.24)
Soit f une fonction définie sur [0, a] avec
D*f e C™([0,a)). (3.25)

Alors 7 équation
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admet une unique solution u dans C™|0,a] et

[ullem (o)) < (M1, ) [ D flem 0.a) (3.26)

ot Myy1 = || K||emi1j0,q) €t c(Myq1,a) un constante dépendant de M, et a.

3.2 Le cas non-linéaire

Nous allons maintenant dans cette partie étudier 'existence et I'unicité de solution
d’une équation d’Abel non linéaire. Cette équation est du type général (voir aussi

[15], [35])
1 T K(x,t,u(t))
Lla) Jo  (z—t)t=e
ou K :TxR— Ret f:]0,a] — R sont des fonctions données et u : [0,a] — R

dt = f(z), 0 <z <a. (3.27)

est inconnue. Le lecteur doit se rappeler la définition de T, a savoir T' = {(x,t)/0 <
t<z<a}avecO<a<l.
Dans le théoréme suivant nous aurons besoin de trois hypothéses sur la fonction

K(z,t,w), a savoir

K € CYT x R). (3.28)
— Il existe une constante M < +oo tel que
oK oK
—(x,t,w) — —(x,t,w)| < M|w —w| pour chaque(z,t) € T et pour w,w € R
0 0
x x
(3.29)
) 0K
a—(x, z,w) > ¢ >0 pour (x,w) € [0,a] x R avec ¢ constante (3.30)
w

Théoréme 3.2.1. Supposons que (3.28), (5.29), (3.30) satisfaites et f vérifiant la
condition

Jf € C0,a], JUTf(0) =0. (3.31)

alors U'équation (3.27) admet une unique solution continue. De plus, si (3.31) est
satisfaite pour f = f1 et f = fo et uy,uy sont les solutions correspondantes de (3.27)

alors linégalité

iy — sl (0 < 1) explea(@)Ma} | D*fi = D follimiow)  (332)
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est vraie avec c1(a), ca(v) des constantes ne dépendant pas de fi, fo.

Preuve.

En appliquant a (3.27) 'opérateur J'~“ nous obtenons 1’équation équivalente suivante

béwfﬂngu@»dt:Lﬂ_af@ﬂ (3.33)

ou

Hiw.tw) = sin Tov /x : Ky, t,w)dy
t

™ z—y)*(y —1)
Cette fonction a les trois propriétés suivantes :

— pour (z,t) e T,w € R (3.34)

He' (T x R). (3.35)

OH
e est Lipschitz-continue par rapport a w. (3.36)
x

avec la méme constante de Lipschitz que %—I; dans (3.29).

0H
—(z,z,w) > ¢(a) > 0 ou ¢(a) est une constante dépendant de a. (3.37)

ow

(3.36) et (3.37) peuvent étre facilement prouvées en utilisant la représentation para-

métrique

sinrae 1 1
H(z,t,§) = - /0 Na (1 = )\)O{K()\(yc — )+ t,t,&)dN. (3.38)

En dérivant des deux cotés de (3.33), on obtient I'équation intégrale (avec H, = 21 )

H(z,z,u(z)) + /033 H,(z,t,u(x))dt = D f(z) (3.39)

ce qui est équivalent a ’équation (3.33). Si u est une solution continue de (3.33), on
obtient (3.39) par la différentiation.

Inversement, si u est une solution continue de (3.39) nous obtenons par intégration

/Ox H(z,t,u(z))dt — J'"f(x) =0,

a l'aide de la continuité de H et de 'hypothese J'~f(0) = 0.

Maintenant, le théoréme de Dini pour des fonctions implicites donne l'existence
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d’une fonction ¢ ayant les trois propriétés suivantes

@ € CH[0,a] x I), ou I est l'image de [0,a] x R sous la fonction H(z,r,w). (3.40)

pour chaque z € [0,al] et z € I nous avons (3.41)
H(z,2,€) = 2, ssi £ = p(z, 2).
1
0 < p.(z,2) < —— pour chaque x € [0,a] et z € I. (3.42)

c(e)
Nous prouvons uniquement (3.42). Par (3.41) on a H(z,z, p(x, z)) = 2z et par diffé-

rentiation, on obtient
Hy(z,x,0(x,2))p.(x,2) =1
a partir de laquelle, en utilisant (3.37), on obtient (3.42).

Nous voyons que ’équation (3.39) est équivalente a
() = o, DOf / H, (2, £, u(z))dt). (3.43)

et cette équation peut étre résolu par la méthode des approximations successives en
posant
up(z) =0

un(z) = @(x, D* f(x / H,(z,t,u,_1(x))dt) pour n € IN.

Nous montrons que cette suite de fonctions converge vers une fonction continue wu

solution de (3.43). Pour n > 1 nous avons

(o) =@ < sl [ b)) = [ et @) <

/ [t (t) — wpn—1(t)|dt

ou M est la constante de Lipschitz de H,(x,t,w) qui est la méme que celle de K.

Par suite, par recurrence on a

|t 1 () = un(2)] < m(@)"llwlmm,a) (3.44)

pour chaque n > 0, et nous reconnaissons la convergence de la suite (u,) vers une

fonction continue u. Les propriétés de continuité de ¢ et de H font de u une solution
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de I’équation intégrale.
Pour obtenir 'unicité et l'estimation (3.32), nous considérons des fonctions f; et
fo satisfaisant (3.31) et les solutions u; et uy de (3.27) pour f = fi et f = fo

respectivement. Alors

1 o o x
Jur () = ua()] < @HD fi(z) = D fa(x)] +M/O |u(t) — ua(t)|di}

donc

ur(2) — uz(z)] < ﬁ{llmﬁ — D% fol | Loo(0,0) + M/O |ur(t) — ua(t)|dt}

Par l'inégalité de Gronwall (voir la remarque 3.2.1), on obtient I'estimation

Max
ecla)

c(a)

jur () = ua()] <

| D% fi — D fa|| Loo(0,a)

ce qui implique I'unicité et (3.32).

Dans la démonstration précédente, nous avons appliqué le Lemme de Gronwell suivant

Lemme 3.2.1. Lemme de Gronwall : Soit u et v deux fonctions continues définies

sur [0,a] et soit ¢ un nombre réel non négatif. Supposons pour 0 < x < a, l'inégalité

v(z) < c+/ u(t)v(t)dt.
0
est vérifiee. Alors,
v(z) < cexp(/ u(t)dt) pour 0 <z <a.
0

Pour une preuve de ce Lemme voir [25].
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