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Introduction

L’étude d’une certaine classe d’équations différentielles a pris un tel dévellopement et s’est
montrée si riche en conséquences qu’elle formera certainement dans 1’avenir un des beau axe de
I’analyse.

Pour traiter le probléme suivant

/ Na)els)ds (1)

il faut que I'intégrale définie ait un sens.

C’est une opération parfaitement déterminée si I’on se donne le chemin d’intégration et la
fonction N (zs) qu’on appellerons son (noyau). Cela posé, considérons une relation quelconque
entre p(s), ses dérivées de divers ordres et un certain nombre d’opérations telles que (1) et on
propose de trouver une fonction satisfaisant & cette relation.

C’est un nouveau genre d’équation, plus générales que les équations différentielles puis-
qu’elles contiennent une opération de plus. Qui dans le cas général en est essentiellement diffé-
rente ; nous les désignenrons sous le nom général d’équation intégrales.

D’aprés cette définition, une équation différentielle qui contient une opération intégrale sera
une équation intégrale; 'opération de différentiation s’efface devant la nouvelle opération, ab-
selument de la méme maniere que la résolution des équations ordinaires, algébriques ou trans-
cendantes, passe en seconde ligne devant I'opération de différentiation; il n’y a donc aucune
ambiguité & craindre.

Le probleme général que nous avons en vue est la résolution des équations intégrales.

Historiquement, la premiére équation intégrale résolue a été
 p(s)ds
/ (‘pL_F(x) 0<z<1)
0

rencontrée par d’ABEL dans un probléme élémentaire de mécanique.

Longtemps aprés, un matimaticien russe N. SONINE étudia une équation de la méme forme
que celle ’ABEL mais un peu plus générale. SONINE épuisait pour ainsi dire la portée de
Partifice de calcul employé par ABEL et la question semblait close, I'orsque en 1896, M. VITO
VOLTERRA dans une suite de notes présentées aux Académies des sciences de Turin et Rome,

aborda avec un succés complet et par une méthode directe, qui puisait aux sources méme de
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I’analyse, I’étude générale de I’équation intégrale.

/037 N(zs)p(s)ds = F(x).

Les beaux résultats quil obtient. Furent immédiatement suivis par un brillant travail de M.

IvAR FREDHOLM en 1900 sur I’équation intégrale

o@)+ [ Ns)pls)ds = F(a)

dont I'importance pour 'analyse, a été particulierement mise en évidence par I. FREDHOLM
lui-méme, D.HILLBERT et E. PICARD.

Dés lors, les travaux se succédent sans interrruption. Dans une suite de communications
présentées a la société scientifique de Gottingen, D. HILLBERT prend comme instrument de dé-
monstration, la résolution d’une certaine classe d’équations linéaires & une infinité de variables,
met en évidence par une étude approfondie le role de la symétrie du noyau et en étudie des
applications importantes.

En méme temps, M .E PICARD signalait I'importance de cette équation intégrale en mon-
trant les nombreuses applications dont elle est susceptible dans la Physique Matimatique.

On dit qu’une équation intégrale est linéaire, si elle est du premier degré par rapport aux opé-
rations intégrales qu’elle contient.

Les types

QKNWW@%—HM @)

ﬂ@ﬁKNWW@%=H@ 3)

dont 'opération intégrale a au moins une limite variable, seront appelés, équations intégrales de
Volterra ou plus simplement équations de Volterra : 'équation (2) sera dite de premiére espéce,

et (3) de seconde espéce.

ﬂ®+/NmW®%=ﬂ® (4)

b
| Nas)ets)as = Fa) (5)

seront appelées, équations intégrales linéaires de Fredholm ou plus simplement équations de



Fredholm ; d’une fagon analague (4) et (5) seront désignées respectivement comme équations
de premiére et seconde espece.

Ces types caractérisent les nouveaux éléments analytiques; autour d’eux on peut facilement
construire la théorie des autres cas linéaires rencontrés dans les applications et qui ont été
considérés succesivement par divers auteurs.

Notre travaille se compose de quatre chapitres.

Pour le premiére, il se compose des Préliminaires det des définitions nécessaires pour le reste
du travaille.

Dans le deuxiéme, on traite la résolution des équations intégrales de Fradholm dans le cas
linéaire par la méthode de Fredholm, les noyaux itérés et le cas des noyaux dégénérés.

Le troixiéme chapitre est conssacré au cas non linéaire. On donne les conditions d’existance
de la solution et on étudié les solutions des équations intégrales non linéaires de Fredholm suivant
des différent forme des fonctions non linéaires F' et @, des équations intégrales algébriques, des
équations intégrales du deuxiéme degré et les équations intégrales trancendantes

Au quatriéme et le dernier chapitre, On étudier les équations intégrales non linéaire de
Fredholm déduitent des équations différentielles et on se limite au cas d’équations du second

ordre.



Chapitre 1
Préliminaires

Dans cette section, on va faire un rappel nécéssaire pour la suite des chapitres.

Définition 1.1 Une fonction non négative sur l'interval réel (a,b) est dite sommable sur (a,b)
s1

b
/ f(z)dz < oo (finie)

Une fonction de signe arbitraire est dite sommable sur (a,b) si

/ab|f(x)ldl‘<oo

1.1 L’espace L,

On considere dans toute la suite les notations suivantes
1/ I = (a,b) l'intervalle fondamental.
2/ Iy est l'intervalle (0, a)
3/ L’ensemble Q = {x > a,t < b} est le carré fondamental.

4/ L’ensemble Qy = {x > 0,t < b}.

Définition 1.2 On dit qu’une fonction f est a carré intégrable sur (a,b) si

/ab 2(z)dx < oo.

on note par Ls(a,b) l’ensemble des fonctions a carré intégrable.



Propriété 1.3 Soient f,g € La(a,b) et A € R

1) fxg€ Ly ("" est le produit de convolution)

2) f+g€ L

3) A\ € Ly

) ([ fowyd) < [ (@ J! g?(x)da

5) Le produit scalaire est défini par (f,g) = fabf(a:) - g(x)dx

0) o/ 1f = VI 1) = (J; P(a)dw)?

b/ lf + gl < £+ llgll

7) Soient fi...fn € Lo, si Jirgo(f;(fn(m)—f(x))de) = 0, alors la suite (f,) converge en moyenne

quadratique vers f.

1.2 L’espace C'(a,b)

L’espace C'(a,b) est 'espace des fonctions dérivables jusqu’a l'ordre [ sur (a,b), sa norme

est donnée par
!
1£] =) max |f®(x)
k

€(a,b
— we(ad)

, Vf € Ca,b)

La convergence dans C! signifiée la convergence uniformement et de ces dérivées
I S T SN L
cs cu
(CS :converge simple, CU :converge uniformement)

Définition 1.4 (fonction holomorphe) Soient U un ouvert de C et f une fonction de U

vers C. f est dérivable au sens complexe en z € U si

v SR~ f(2)
f(z) =lim .

h—0

existe.

Si cette limite existe pour tout point z du U et de plus f est définie et continue sur U, alors,



on dit que f est holomorphe sur U. La condition de l’existance de la limite s’écrit aussi

fz4+h) = f(z) = f(2)h+a)h]
ot IILE% alh) = 0.
Définition 1.5 (Fonction analytique) Soient zy € U un ouvert de C' et une fonction f :
U— C . f est analytique en zy
- si existe un nombre r > 0 tel que le disque |z — zo| < r soit continu dans U
-8t existe une série entiere ano a,w™ de rayon de convergence p > r tels que, pour |z — zo| < r,

et on ait
n

£ =Y PO )z~ )

n=0

On dit que f est analytique sur U si elle est analytique en tout point de U.



Chapitre 2

Equations intégrales linéaires de

Fredholm

2.1 Equations intégrales linéaires de Fredholm

L’équation de Fredholm de seconde espéce fournit un exemple trés instructif de découverte
mathématique, elle en a tous les trés essentiels, tant par la nouveanté du résultat que par

hardiesse du passage a la limite consédérée comme un des plus beaux de I’analyse.

2.1.1 Définitions et exemples

Définition 2.1 On appelle équation intégrale linéaire de Fredholm du second espéce, I’équation

de la forme

b
o(r) + )\/ K(x,t)p(t)dt = f(x) (2.1)

ot @(x) est la fonction inconnu, K(x,t) est le noyau, f une fonction donnée et \ € R.
La fonction K (x,t) est définit sur le carré fondamental Q = {x > a, t < b}, de plus K(z,t) €
L2(92).

Remarque 2.2 o Si [ # 0 l’équation (2.1) est dite non homogéne.
e Si f =0 l’équation (2.1) est dite homogéne.
e [’équation intégrale de type fob k(x,t)p(t)dt = f(z) est dite équation de Fredholm du premiére

espéce ol @ est la fonction inconnue.



Exemple 2.3 Soit la fonction

. am
@(x) = sin o

montrer que ¢ est une solution de l’équation

s ! T
o) =T [ ket = (2.2
0
avec
kat) =< (2.3)
Co) t<z<i

(2.2) est une équation de Fredholm non homogéne (f(x) = §) de paramétre \ = %2 et de noyau
k(x,t)
(23) = plo) — 2L K@ 0pdt + [ K@, ()]

= sin(%) — %[for —t(Q_I) sin Zrdt + fl —$(2_t) sin Z'dt]
= sin(2) — T[E5L [ tsin Ddt + L f ) sin Zkdt]
- 3

Exemple 2.4 Selon la lio de l'optique géométrique, l'tmage d’un objet est semblable a [’objet,
st bien que tmage d’un sergment est un sergment, leurs longueurs étant en général différentes.
Etant donné le systéme optique d’un dispositif P, choisissons les unités de mesure sur l’axes Ot
et O's de fagon que pour deus points T(t) et S(s) qui se corespondent, on ait s =t .

Le point lumineuz T(t) de l'objet AB influe sur I’éclairement de tous les points de I'image A'B’,
mais celui du point S(s) est le plus grand. Ainsi, [’éclairement K est une fonction de s et de t,
i.e. K = K(s,t).

désignons par n(t) la luminance de l'objet en t. la quantité n(t)k(s,t)At donne alors une valeur
approchée de la luminance de l'image au point S(s) engendrée par l’élément At de ’objet lumi-
neuz. Ici k(x,t) est définie par les propriétés optiques du dispositif.

En vertu du principe de superposition, la luminance de ’image au point S(s) est approximati-

vement donnée par la somme

Zn tk S tk Atk, (24)

Ou la sommation s’étend sur tout l'objet (le sergment AB). Soit | la longueur de ce sergment.

Passant a la limite dans (2.4) pour max Aty — 0, on obtient une répartition de la luminance
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de l'image de la forme

!
g(s):/o k(s,t)n(t)dt. (2.5)

Selon la fagon dont on pose le probléme, on obtient & partir de (2.5) des équations intégrales de
divers types. La fonction connue k(x,t) est définie par le choiz du dispositif. Si on s’est donné
la luminance de l’image g(s) et qu’on cherche une répartition de la luminance de ’objet telle
qu’elle founisse la luminance donnée de l'image, alors g(s) est une fonction donnée et n(s) la
fonction inconnue, et I’équation (2.5) est donc une équation intégrale de Fredholm de premiére
espéce.

La question suivante est trés importante en physique dans quel les conditions, ['image est telle
qu’on ait, a part la similitude géométrique de l’objet et de 'image, la similutude de leurs lumi-
nances.

Dans ce cas g(s) et n(s) sont proportionnelles, i.e.

ols) = 1(5).

et en substituant ¢(s) a g(s) Uéquation (2.5) devient

Ozwﬂ—kékWQMWm

i.e. une équation intégrale homogéne de Fredholm de seconde espéce ot ¢(s) est la fonction
wmconnue. On se demande alors : le coefficient de proportionnalitité peut étre quelquonque, et,
dans la négative, pour quelles valeurs de X le probléme physique admet-il une solution,

Modifions la position physique du probléme et exigeons que la différence entre la luminance d’un
point de l'objet et celle du point correspondant de l'image ait partout une valeur f(s) donnée a

l'avance, i.e.

n(s) —g(s) = f(s). (2.6)

L’équation (2.5), ot on a porté g(s) de (2.6), devient alors

!
f®=M$jAMMM®ﬁ

c’est-a-dire une équation non homogene de Fredholm de seconde espéce, ou la fonction inconnue

11



est n(s).

2.2 Résolution de I’équations intégrales de Fredholm

Pour la résolution des équations intégrales de Fredholm, on proséde de deux méthodes la

premiere par les déterminant de Fredholm et la seconde par les noyaux itérés.

2.2.1 Meéthode de Fredholm

Soit I’équation de Fredholm est de seconde espece
b
o) =2 [ Koottt = 1 (o)
sa solution est donnée sous la forme
b
o) = f(a) 4 [ Rl NSt

ou la fonction
D(z,t; \)

R(z,t; \) = DOV

est la résolvante, sous une condition D(A) # 0 (A ne soit pas un poéle pour R(x,t; \))

Les déterminants sont donnés par les formules suivantes

Dl 3 = K ) + 3 T B (e

n
n>1

et

12



ot les fonctions B, (x,t) et C,, sont données par

By(z,t) = K(x,t)

K(z,t) K(z,t1) .. K(z,t,)
b K () Kt t) .. K(tit,
Bn(:c,t):/ / (_1 ) (? 2 ' <1_ by,
a ' a : : : .
MO K () Kb t)) e Kt 1)
et
o |Et) e K(tt)
nfois K(tnatl) K(tmtn)

Remarque 2.5 Le détérminant D(z,t; \) est appellé le détérminant de Fredholm.
D()) est appellé le détérminant mineur de Fredholm.
Les détéminants convergent si fab fab |k(z,t)|?dzdt est finie.

R(z,t; \) est une série analytique pour tout A et K € Lo

2.2.2 Méthode des noyaux itérés

Soit I’équation intégrale de Fredholm de type

b
o) =2 [ Koottt = (o) 2.7)

cherchons les solutions sous la forme

p(a) = f@) + Y ANp,(2) (2.8)

n>1

13



alors en remplage (2.8) dans I’équation (2.7), on aura

n>1 n>1

Z)\”gpn /f K(x,t)dt — X /thZA"gon

n>1

Z)\" /f K(z,t)dt — X /thZA"%

n>1

Z)\”gon /f K(x,t)dt — X /thZ)\”cpn

n>1

n>1 n>1

Zz\”(pn Z)\"H/ K(x,t)p,(t

n>1 n>1
S N, (1) — 30 A / K (2, ), ()t
n>1 n>1

S N, () — A / K(z, ), (1)dt)

n>1

/th@nl dt—l—)\/th
n>2

orlt) = / K () (1)t

oalt) = / K (. 1o (£)dt
ab

onlt) = / K (2, ) pn_y(£)dt

14

b
> N, (x) — A / K(z, t)p(t) + Y X'p,(t)dt

D N, (r) = A / K(z,)p(t) Y A, (t)dt



par comparaison, on obtient

b b
d N, (x) = Y (V" / K(z,t)p, ,(t)dt) + / K(xz,t)f(t)dt

n>1 n>2

wl) = [ s

oilt) = /ang(:c,t)f(ﬂdt

pslt) = /abm,(x,t)f(wd
Ko(z,t) = / K (o) K (2,112

oult) = / Koo, t)f(£)dt

Ko(z,t) = K(x,t)

La résolvante de ’équation de Fredholm est définie en fonction des noyaux itérés par

R(z, t;0) = Kn(w, )A"!

n>1
cette série est convergente pour un rayon

1 1
|>‘| <T="03
b 77 K2(x,t)dxdt

la solution du I’équation de Fredholm est donnée par

plz) = fla)+) ANp,(x)

n>1

o@) = fl)+ / R, t; \) f (£)dt

2.2.3 Meéthode dans le cas des noyaux dégénérés

On va voir maintenant une classe d’équations intégrales dont la résolution se rameéne a celle

d’équation algébrique de premier degré.

Définition 2.6 Une équation intégrale a noyau dégénéré est une équation ou k(x,t) est la

somme d’un nombre finie de produit de deux fonctions , des fonctions en x seul par des fonctions

15



en t seul ie :
n

k(w,t) =) ai(x)bi(t)

i=1
k(x,t) est appelé le noyau dégénéré, a; et b; sont des fonctions continues dans le carré fonda-

mental a <z ett <b

Soit I’équation integrale suivante :
px) = A | K(z,t)p(t)dt = f(x) (2.9)

de noyau dégénéré suivant

On aura
o) = [ TS s Ol = 1(2) (2.10)
P) 2> ai) [ B = 1(z)

posons

(2.9) & p(r) = A ai(x)C; = f(x)

n=1

p(x) = f(x) + 1) Ciai(w) (2.11)

O les C; sont des constantes inconnues.
- La résolution de I’équation intégrale (2.9) se rameéne a la recherche des constantes Cj,
1=1..n

-On remplage la solution (2.11) dans ’équation (2.10)

n

MY Ciaix) = A 11D ai(@)bi(t)] - [FE) + XY Crag(t))dt =0

n=1

MY Ciaim) = A [le(t) > ai(@)bi(t) + XD ag(x)bi(t) - > Crag(t)]dt = 0

n=1

16



n

n=1

puisque les a; sont linéairement indépendantes donc les A; = 0
A = Ci—fi= XY Crlix
k=1
b
fo= [ nosoa
ab
Alors

Ci— Y Cxlix = f; (2.12)

K=1

Pour résoudre le systéme (2.12) les C; sont données par

A
SR
et
Ci(1—=XJy1) —ACqJyg - —\CyJ1p
A(N) = —/\C?'1J21 Csy(1 — AJ2g) —Aqugn
“2\C,,J v Co(1 = Ayp)

d’ott la solution est donnée par
p(r) = f(z) + A Ciai(x)
n=1

Remarque 2.7 Les a; et b; sont des fonctions supposées continues pour que le noyau k(z,t)

soit continu dans le carré fondamental.
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Chapitre 3

Equations integrales non linéaires de

Fredholm

3.1 Préliminaires et définitions

Le premier type d’équations intégrales d’ordre supérieur, qui apparait d’une fagon naturelle,

est de la forme

& [, p(x)] + / Fla,y, o(y)] dy = 0

ou p(x,y) et F(x,y, z) sont deux fonctions données. Ce sont les équations intégrales non liniaires
ordinaires

M.E.Schmidt a considéré ’équation du type suivant

/N x,8)p(s)ds+- - +/N Ty 81, ey Sp)@(81)1h(51) 51 0(Sm) W (Sim) By dS1 ..d S = 0,

ol «y; et 3; étant des entiers positifs et les N et h des fonctions données. Ce sont les équations
non linéaires a puissances intégrales.
M.V .Volterra a imaginé des équations intégrales dans les quelles figurent des compositions

ou des puissances itérées de la fonction inconnue. Par exemple

= oy B, FORY D,

les coéficients a étant des constantes, les ®;(x,y) des fonctions données et la puissance itérée

18



F™ étant par définition 'intégrale multiple :

= /.../F(.T,Sl)F(Sl,SQ)...F(Sm_l,y)d81d82...d8m_1.

Ce sont les équations intégrales d’ordre itératif superieur.
Dans tous les cas, les limites des intégrales peuvent étre constantes ou variables.

On va étudier les équations intégrales non linéaires suivantes

Blog @)+ [ Floyp()dy=0. 3.1

Si les fonctions données @ (x, z) et F'(x,y, z) sont des séries entiéres en z, le probléme se raméne
a celui des équations a puisances intégrames.

En introduisant un paramétre A et en réduisant l'intarvalle (a, ) a l'intervalle (0, 1).

3.2 Equations intégrales non linéaires de Fredholm (&
est linéaire)

On considére I’équation intégrale (3.1) ot les fonctions ® et F' sont de type

D[z, 0 (x)] = p(z) et Flz,y,0 )] = k(z,y)F [y, o(y)]

respéctivement, ou la fonction k(z,y) est le noyau.

Alors (3.1) sera de la forme

ﬂ@—xﬁkmwwmw@wm (3.2)

On va étudier la résolution suivant les formes particuliéres de la fonction non linéaire F.
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3.2.1 F une série entiére

On suppose que la fonction F' est une serie entiére en puissance de @, elle est de la forme

F(y, ) =Y bu(@)g" =bo () + bi(y) + -+ ba(y)e" + -+, (3.3)

n>0

ol les coefficients b; étant des fonctions données, finies et intégrables, et la série étant réguliere

pour 0 <y < 1et|pl <p.

Existance de la solution en serie entiére

On cherche un développement en série ordonné suivant les puissances entiéres du parametre
A et satisfaisant a ’équation (3.2).

En posant

o(x) = Z an ()N = Xay (z) + May(z) 4+ -+ Nap () + -, (3.4)

n>1

en substituant cette exepréssion dans ’équation (3.2), on aura

Zan(x)/\" = )\/0 k(x,y)F

n>1

vy am(f)km] dy

m>1

en tenant compte de I’équation (3.4), I'équation (3.2) devient

1 n

Zan(m))\” = )\/ k(x,y) an(x) (Z am(:U)X") dy
n>1 0 n>0 m>1

et en identifiant les deux membres, en obtient les égalités

ar(z) = [, k(z,y)bo(y)dy,
as(x) = [ k(w,y)bi(y)a (y)dy, (3.5)

En général, le coefficient du terme en \" dans ¢?(y) (p < n) est

Anp = E ailaiz...aip,
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11,12, ..., %, étant un arrangement avec répétition des nombres 1,2,...,n pris p & p et tel que
21+12++7,p:n

On a, en particlier

Un1 = A (Y) , Apn = a} (y).

On trouve donc

1
apy1(x) = / k(x,y) [bran + baana + - - - + byanp + - - - byal] dy.
0

Convergence de la serie entiére

Démontrons que la série ainsi obtenue, et qui satisfait formellement a I’équation (3.2), est
convergente au voisinage de A = 0.

On remplage la série (3.3) par une série majerante

Bo+Bip+ -+ B+

B, > |b.(y)] pour 0<y<1,

et le noyau k(z,y) par une fonction ki(x,y) positive pour z et y compris entre 0 et 1 et telle

qu’on ait dans ce domaine

k(2 9)] < ka2, y).

On cherche & satisfaire la nouvelle équation

D) — A / ki(e,y) S Bug™(y)dy (3.6)

n>0
1
= [ ko) (B Buply) + -+ B )+ )y (3.7)
0
par une série de la forme
O(x) =Y A"An(z) = My (2) + N Az() + -+ + XAy () + -+, (3.8)

n>1
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en tenant compte de I’équation (3.8), I’équation (3.6) devient

> N An(x) = A/ ki(x,y) [Bo + Bip(y) + -+ + Bag"(y) + -] dy

n>1 0

On trouve, les équations

1
Am)z/ﬁmmaw
0

1
Avale) = [l )B4 By o+ BTy
0
d’ot, on conclut, de proche en proche,
Ai(z) = ar(z)], -+ An(2) 2 |an(@)], - -

La série (3.8) est donc majorante pour la série (3.4).
Si F(y, ) est holomorphe pour |p| < p, 0 <y < 1 et si N est le maximum de son module

dans ce domaine, on peut prendre comme majorante de F' la fonction est

p—¢

On suppose en outre que |k(z,y)] < M pour 0 < z, y < 1.

Tout revient a démontrer que I’équation intégrale
—L _dy (3.9)

admet une solution holomorphe en A autour de A\ = 0.
Or I'équation (3.9) montre que ® ne dépend pas de z. On peut donc poser & = C()\) et on

a I’équation
__ AMN,

p—c

Cc

d’ol1 on a une solution nulle pour A = 0, et

o_P- \/p2—4)\MNp'

2
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Cette solution étant holomorphe pour 4M N |A| < p, la série (3.4) est absolument et uniforme-

ment convergente pour

AN <—= e 0<z<l1, (3.10)

et le module de ¢(z) reste inférieur a p. Le dévelepment (3.3) est donc valable et convergent,
la somme de cette série ¢ représente dans tout le domaine (3.10) une solution de 1’équation

(3.1)(3.2).

3.2.2 F une fonction expnontielle
Maintenant, on suppose que la fonction non linéaire F' est de la forme

2 n

—~ " v v
F[y’@(y)]zzm:1+§0+§+"'+ﬁ+'”:€w<y) (3.11)
— n ! !

En tenant compt de 'équation (3.11), 'équation (3.2) devient

() = A/O E(z,y) ) W) gy

- n.
=0

Si F(y, ¢) est holomorphe pour |p| < p, 0 <y < 1etsi N est le maximum de son module dans

ce domaine, on peut prendre comme majorante de F' la fonction

p—ef

On suppose en outre |k(z,y)] < M pour 0 < z, y < 1.

Tout revient & démontrer que 1’équation intégrale

' MN,

O(x) =\
0
admet une solution holomorphe en \ autour de A = 0.
Or ’équation (3.12) montre que ® ne dépend pas de z. On peut donc poser ® = C'(A) et

I’on a I’équation

_AMN,
==

C
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d’ou la solution nulle pour A =0

o \/p?—4AXMNp

2

Cette solution étant holomorphe pour 4Me? || < p, la série (3.11) est absolument et unifor-

mement convergente pour

|)\|<4]\§¢:p, et 0<az<l, (3.13)
(&

et le module de ¢(x) reste inférieur a p. Le dévelepment (3.11) est donc valable et la somme

de cette série ¢ représente dans tout le domaine (3.13) une solution de I’équation (3.1)(3.2), p

peut étre pris aussi grand qu’on veut. Le rayon de convergence p est maximum pour p = 1.
Remarque aussi que 1’équation intégrale (3.2) admet une seule solution holomorphe autour

de A = 0.

3.3 Equations intégrales non linéaires de Fredholm non
homogénes

dans cette section , on va étudier deux cas d’équations non homogenes des équations inté-

grales non linéaires de Fredholm.

Définition 3.1 Une équation intégrale non linéaire de fredholm non homogéne est de type

b
B e (x)] = A / Fla.y. o ()dy + f(z), (3.14)

ot f étant une fonction donnée finie et intégrable dite le second membre et les fonctions ® et

F sont non linéaires.
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3.3.1 Cas ou @ est linéaire et [' dépent de K et ¢

L’étude autour du voisnage de zéro

dans cette partie I’équation (3.14) devient

o (z) = A / k(e ) F o () dy + f(2), (3.15)

pour étudier la solution on va poser

p(r) = V(r) + f() (3.16)

donc I’équation (3.16) sous écrit

() = A / k() F [ (1) dy (3.17)

comme F'(¢) une fonction entiére en ¢ ’équation (3.17) prend la forme

W)= A [ W) ()4 UF () 0 EO) o dy

n:

et 'on est ramené au cas de I’équation (3.2).

L’équation intégrale (3.15) admet donc autour de A = 0 une solution holomorphe et une
seule se réduit & f(x) pour A = 0.

Pour F(p) = ¢ on a I’équation linéaire de Fredholm.

L’étude autour du voisnage différent de zéro

Dans cette seconde partie 1 équation (3.14) devient

o(z) = A / k(e 9)F ly. o(y)] dy + £(2), (3.18)

On va étudier la solution autour d’une valeur quelconque de A, ou F(z,z) est une fonction
entiére en z.

On peut énoncer le théoréme fondamental suivant

Théoréme 3.2 Soit ¢ (x) une fonction réelle ou compléze, dont le module reste fini pour x

25



réel et compris entre 0 et 1. Si léquation (3.18) admet pour X = Ay la solution p = ¢, et si
le déterminant de fredholm D(\) formé avec le noyau k:(x,y)F:p [y, o(y)] est différent de zéro
pour A = Ao, © = @y, U'équation (3.18) admet une solution et une seule o(x,\) holomorphe en

A autour de Ay et se réduit a pq(x) pour X = Ag.

En effet, en posant ¢ = ¢, + ¥, A = g + p, ’équation (3.18) devient

v = [ 1) [F (o) + 08 (4 Jadira [ b [0 ()4 O )

(3.19)

car, par hypothése, on a

o(z) = Ao / Bz, 5)F(po)dy + f(2).

L’équation (3.19) admet pour p = 0 la solution ¢ (z) = 0. Cherchons si 'on peut satisfaire a

cette équation par une série de la forme

Y(x) =Y plan(x) = pay(z) + plag(z) + -+ plan(z) + - (3.20)

n>1

En remplagant ¢ par cette série dans 1’équation (3.19)

Swane) = [ M) [F ) + 0 (o) ooyt

n

Ao /Olk(x,y) [‘I’F'(%) o P () +} dy

et en identifiant les deux membres, on trouve

(3.21)

u, () étant une fonction connue si g, s, ..., a1 sont connus, car on a, avec les notations du
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paragraphe 3,

up(z) = /\0/ k(x,y) {?amg + 37 3 + - F Wa’f] dy + (3.22)
U . . .
! : I FO=D
/0 k(z,y) [F (p_1 + Sy dn-12 +oee T 1)!a1 } dy (3.23)

Si A\p n’est pas une racine du déteminant de Fredholm formé avec le noyau k(z, y)FS;(y, ©p) et

si I'(z,y, \) est le noyau résolvant correspendant, les équations (3.21) donnent

an(x) = Ao /O T2, 9, Nun (y)dy + n (x). (3.24)

On obtient ainsi, de proche en proche, tous les coefficients du developpement (3.20) déterminés
d’une maniére unique.

Il reste a démontrer que cette série est convergente pour p suffisamment petit. On va em-
ployer la méthode de M.Schmidt.

Avec les hypotheses faites sur F'(x, @), k(z,y) et Ao, toute les expressions

1
/MNMWm@<wmmm>
0

qui interviennent dans le développement (3.22), ainsi que la fonction I'(x,y, \), restent finies
pour voisin de A\g et 0 < z < 1.

On peut donc écrire pour ce domaine

1
/ k(z,y)FO(p)dyl <p (i=0,1,2,..), |D(x,y,\)| <M, (3.25)
0

P et M étant deux nombres positifs déteminés. On pose pour abréger

Y@ = g+

! n—1
A

doa(a) = apg+TFE A+ (n—1)!

et on désigne par @; le maximum du module de a;(y) pour 0 < y < 1. La formule (3.22) donne

up(x) < P

Mol Y (@) + Z(a)] (3.26)
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et d’aprés (3.24), (3.25) et (3.26),

|an ()| < P(1+ |Xo| M) [|>\0| > @+ Z(E)] : (3.27)

Ces remarques étant faites, la convergence de la série (3.22) se démontre facilement. Comme

I’équation

= P(1+ |Ao| M) {M+M\II+ZA°+“\W} (3.28)

admet une solution holomorphe autour de ;1 = 0 et nulle avec p,

Y= A" = At Ay o A (3.29)

n>1

en substituant ce développment dans ’équation (3.28) et identifiant les deux membres, on trouve

Ay = P(1+4 || M),
......................................... , (3.30)

@) <A Y @<y (A, D @< (A),

il résulte, d’aprés (3.27) et (3.30), qu’on a en général
lan(z)] < Ay

La série (3.20) est donc réguliere pour les valeurs de p intérieures au cercle de convergence de
la série (3.29) et le théoréme énoncé est démontré.

Si le déterminant de Fredholm D(\) formé avec le noyau k(z, y)Fg) (y, ) est nul pour A = A,
© = gy, équation (3.18) admet, en général, au voisinage de )y, deux branches solutions au
moins, qui se croisent pour A = A\g et 0 < x < 1. On dit, dans ce cas, qu’il y a ramification

autour de (.
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3.4 Equations intégrales non linéaires de Fredholm (&
non linéaire)

On considére I’équation intégrale (3.1) ot les fonctions ® et F' sont de type

D lx,p(2)] =[x, 0(x)] et Flz,y, o ()] = k(z,y)Fly, ¢(v)]

Ou la fonction k(z,y) est le noyau, alors (3.1) sera de la forme

B [, ()] = A / k(e 9)F [y, 0 (1) dy. (3.31)

Pour simplifier, on suppose le noyau k(z,y) une fonction continue et ®(x, z), F'(z, z) des séries
entieres en z pour 0 <z, y < 1.

Soit pour A = Ag, p = @y(z) une solution de cette équation finie et continue pour toutes
valeurs de x comprises entre 0 et 1.

En posant

)‘:)‘0+u7 90:§00+¢7

on a

@(l’,g@) = q’($7¢o)+¢¢/(%¢o>+'“7

F(x790> = F(ﬂfﬂpo)“‘wF/(%%)"’ )

les dérivées étant prises par rapport a .
En introduisant ces développements dans I’équation (3.31), on voit que la forme intégrale

linéaire en 1), indépendante de p, est

’

D (,00)0 () —Ao/0 E(z,y)F [y, o) ¥ (y)dy.

On distingue trois cas
— Si Pexpression q):p [z, po()] est déffirente de zéro pour 0 < x < 1, on dit que la solution
() est de seconde espéce.

- Si CIDZP [z, o (x)] s’annule pour des valeurs de x comprises entre 0 et 1, sans étre identique-
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ment nulle dans cet intervalle, la solution sera dite de troisiéme espeéce.

- Si <I>;, [z, pg(x)] = 0 pour 0 < z < 1, on dit que ¢,(x) est une solution de premiére espéce.

Dans le premier cas, le noyau de la forme intégrale linéaire peut s’écrire

! 1

koo (,y) = k(2,9)F [y, 0ol e o) (3.32)

On suppose d’abort ®(x,¢,) =0 pour 0 < z < 1.

L’équation (3.31) est satisfaite pour A = 0 et ¢ = ¢,; comme la fonction déterminante
de Fredholm D()\) est égale a 1 pour A = 0, il résulte, d’aprés le théoréeme de Schmidt, que
I'équation (3.31) admet une solution holomorphe et une seule ¢(x, \) se réduisant a ¢,(x) pour
A=0.

Il s’ensuit que, pour A = 0, I’équation intégrale (3.31) admet un nombre de solutions au

moins égal a celui des racines de ’équation ®(x, z) = 0, finies et continues pour 0 < z < 1.

On a le théoréme de M.Shmidt général suivant dans le plan de la variable complexe A, en

dehors de 'origine :

Théoréme 3.3 Si les fonctions ®(x,z) et F(x,z) sont entiéres en z pour 0 < x < 1 et si
I’équation

B [, (x)] = A / ke, y)F [y, ()] dy (3.33)

avec les hypothéses de ’équation (3.31) admet pour X = \g la solution finie et de deuxiéme espéce
© = @o(x) ; pour un déterminant de Fredholm D()) formé avec le noyau ky, (x,y) est déffirent
de zéro pour A = X\g. L’équation (3.33) admet une solution et une seule p(x,y) holomorphe en

A autour de \g et se réduisant identiquement & q(x) pour X = Ag.

Les deux premiéres conditions étant remplies, si le déterminant D(\) est nul pour A = A,
© = ¢y, le théoréme de Schmidt on apprend qu’il y a ramification autour de A\ et ¢,(x) est
une solution limite ou de croisement. Pour A voisin de \g, ’équation intégrale (3.31) admet au
moins deux solutions finies et deuxiéme espéce ¢, (), p,(z), qui tendent vers p,(x) Porsque A

tend vers \g.
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3.4.1 Cas ou K, est de type K(z,y)A(x)B(y))

Dans cette partie on prend la fonction K,(x,y) de la forme particuliere k(x,y)A(x)B(y),
sous laquelle se présente le noyau donné k(z,y) serait symétrique et défini. Le noyau (3.32)
est alors symétrisable et toutes ses constantes caractéristiques sont réelles. Donc si I’équation
(3.32) admet une solution finie ¢y(z) pour une valeur Ay en dehors de I’axe réel, cette solution
est réguliére autour de \g.

Le théoréme de M.Schmidt ne nous apprend rien sur les solutions de premiére ou troisiéme
espeéce.

On remarque que si ®(z,¢) est de premier degré en ¢, toutes les solutions de I’équation
(3.31) sont du méme espece.

Si k(x,y) = 0 pour y > x, on a l’équation de type de Volterra. Comme dans ce cas le noyau
(3.32) n’admet auccune constante caractéristique, I’équation intégrale ne peut pas admettre des

solutions limites ou de croisement.

3.4.2 Equations intégrales Algébriques

Définition 3.4 On appelle équation intégrale algébrique une équation de la forme

Py [z, ()] = A / ke, 9) P [0, 0 (1) dy (3.34)

dans laquelle

Pn = Ap(2)@™ 4+ Ap_1(z)@™ 4 -+ Ag(2),

Pn = Bn(y)gp" + anl(y)gonil T+t Bo(y)'

Si ces polynomes admettent une solution commune ¢(z), celle -ci est solution de I’équation
intégrale (3.34) quel que soit A.

De méme, si pour une racine ¢,(x) de P,, = 0, on a identiquement

/U k(x,y)Puly, ¢o (y)] dy = 0, (3.35)

@o(x) est une solution de I’équation (3.34) quel que soit A.
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En particulier pour ’équation linéaire de Fredholm, on a

Py = ¢(x) — f(), P = @(y)

et si les données k(z,y) et f(x ) sont liées par la relation

/0 k() f(y)dy = 0.

f(z) est une solution de I’équation intégrale quel que soit A ; c’est d’ailleurs la seule, dans le cas

ol A n’est pas une constante caractéristique du noyau k(z,y).

Définition 3.5 Sipour 0 < x <1 ona A;(z) =0 (i > 1) et Aj(x) # 0, léquation (3.34) est

dite de seconde espéce.

On suppose A, (x) # 0 pour 0 < x < 1 et considére les solutions ¢,(z) de deuxiéme espeéce,

c’est-a-dire telles que la dérivée

%pm 2, 01(2)]

ne s’annule pour aucune valeur de x comprise entre 0 et 1.
Si la fonction p,,(z, ) est un polynome en x et ¢ comme A,,(x) # 0, toutes les solutions
o0, 08, ..., 0 de I’équation

Pm(x790) - O

restent finies.
Pour avoir des solutions de deuxiéme espéce de ’équation (3.34), correspondant & A = 0, il
suffit de prendre les fonctions 9, 9, ..., ©0 (v < m), qui n’ont aucun point critique le long du
sergment (0, 1) de l’axe réel.

En général, si n est le nombre des solutions ¢?(x) de I’équation (3.34), finies et de deuxieme
espece, le théoréeme de Schmidt nous apprend que cette équation intégrale admet n solutions
o1(, A), ooz, A),..., @, (x, \) holomorphes en A autour de I’origine et qui tendent respectivement

vers 02, ©9,..., 0 lorsque A tend vers zéro.
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Equation intégrale Algébrique non homogéne

dans cette partie, on va étudier ’équation non homogeéne des équations intégrales non li-

néaires de Fredholm.

Définition 3.6 Une équation intégrale Algébrique non homogéne est de type

Py [, ()] = A / k()P [y 0 ()] dy + (2) (3.36)

ou f étant une fonction donnée finie et intégrable dite le second membre.

Cas o1 p,, est linéaire et K -p, de type A(x)B(y)¢*(y)

On considére ’équation intégrale (3.35) ot les fonctions ® et F' sont de type

P [z, 0(2)] = p(@) et Puly, ¢ (y)] = A(z) B(y)¢® (v)

alors I’équation (3.36) sera la forme d’équation intégrale élémentaire

o) = A / A@@) B )dy + f(). (3.37)

En posant

t= A/;B(y)sf(y)dy, (3.38)

I’équation (3.37) donne
() = tA(r) + f(z)

et I’équation (3.38) devient
t = Aat® + bt + ¢),

Ou les coefficients a, b, ¢ étant des constantes déterminées.

Soient t1(\) et ta(\) les solutions de cette derniére équation; I'une d’elles est holomorphe
autour de A = 0 et s’annule avec )\, admet ce point comme pole simple.

En dehors de 'origine les deux branches restent finies et admettent dans tout le plan deux

points critiques algébriques simples
1

T bt2ac
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Comme on a

az/o B(y)A*(y)dy, c=/0 B(y) f*(y)dy,

et d’aprés 'inégalité de Schwartz

1 2 1 1
{/ AB f dy} </ BA? dy/ B f* dy,
0 0 0

il résulte que les deux points critiques (3.39) sont réels.
Remarque 3.7 le noyau de [’équation (3.37) est symétrisable.

Pour ¢ = 0, les deux solutions sont holomorphes en dehors de A = 0.

Cas ot p,, est linéaire et F dépent de K et P,

On considére ’équation intégrale (3.34) ot les fonctions ® et F' sont de type

D [x, 0 (2)] = p(z) et Flz,y,0(y)] = A(x)B(y) Py, ¢(y)] dy
elle prend la forme X
o) =2 [ A@BP, )] du (3.40)

c’est une équation intégrale de seconde espéce de degré n > 1, dans laquelle

Py, ) = Ao(y) + Ar(y)p + - + An(y) ™.

En posant p(z) = tA(x), la fonction ¢ doit satisfaire & 1’équation algébrique adjointe
t = Mag+ agt + -+ apt”), (3.41)

dans laquelle

Q; = /0 Ai(y)B(y)A'(y)dy....(i = 0,1,...,n). (3.42)

La résolution de l’équation intégrale (3.40) se rameéne ainsi a celle de I’équation algébrique
(3.41).
Si o, # 0, pour chaque valeur A = A\ # 0 I’équation (3.42) détermine n valeurs ¢y, to, ..., t,

pour t, en général distinctes
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L’équation (3.40) admet donc en général et au plus n solutions distinctes de la forme
p(@ ) = iNA@)  (=,1,2,.m). (3.43)

holomorphes en A\ autour de Aq.

Sion a

%zéAmwww#a

la théorie des fonctions algébriques nous apprend que les différentes branches t;(A) ne peuvent
admettre comme pole que 'unique point A = 0. En ce point une seule solution de ’équation
(3.41) s’annule; toutes les autres sont infinies.

En posant t = %, cette équation devient
A" + Ay — D7 4o+ Ay, = 0. (3.44)

Pour A = 0, on a donc n — 1 racines 7 nulles. On peut voir facilement par la méthode de puiseux
la distribution de ces racines en cycles. Comme dans I’équation (3.44), les coefficients du terme
en \ et du terme en 7" ! sont déffirents de zéro, les n — 1 racines, nulles pour A = 0, forment

un seul systéme circulaire autour de 1’origine.

On en déduit pour les solutions (3.43), de I’équation intégrale (3.40), les résultats suivants :

— Autour de A = 0, une seule des branches @, (z, ) est holomorphe et s’annule avec A ; toutes
les n — 1 autres sont infinies a l'origine et admettent A = 0 comme point de ramification
et forment autour de lui un seul systéme circulére.

— Pour A # 0, les fonctions algébriques t¢;, définies par I’équation (3.41), ne peuvent admettre
comme points singulieérs que des points critiques algébriques. Pour les obtenir, on élimine

t entre les deux équations
t= Ao+ art+ -+ a,t"),

I=2)\ (041 + 200t + -+ + nant”_l) (3.45)
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Soit A le résultat ainsi obtenu; il est un déterminant d’ordre 2n — 1 et se réduit a
A=)\"1D,()\),
D,, étant un polynome de degré n. Si a,, # 0 et n > 1, on trouve
Dy(0) = (=1)" [(n — 1) c]" " # 0.

I existe donc n valeurs singulieres A\s(s = 1,2,...,n) différentes de zéro, distinctes ou
confondues.
Pour chaque valeur ), I’équation (3.41) admet au moins une racine multiple. ces valeurs

particulieres de t sont les racines de 1’équation
(n — Dapt™ + -+ agt? —ap =0, (3.46)

qu’on obtient en éliminant A entre les équations (3.41) et (3.45) .

Comme, d’aprés la théorie de I’élimination pour toute racine multiple de (3.46), les équations
(3.41) et (3.45) devraient avoir plusieurs racines communes en A, ce qui est evidemment absurde,
il résulte que I’équation (3.46) a toutes ces racines simples.

D’autre part, les dérivées par rapport a ¢ des équations (3.45) et (3.46) s’annulent pour les
mémes valeurs de t # 0 et différente des racines de ’équation(3.46). Par suite, si pour une

valeur de A, I’équation (3.41) a une racine multiple en ¢, cette racine est certainement double.

On a le méme résultat, Si 'on suppose g = a3 = -+ = ;-1 = 0 et a; # 0. D’ou la
conclusion :
Toutes les branches ¢;(x, A) et les solutions de I’équation intégrale (3.40) ont comme points
singuliérs, en dehors de A = 0, des points critiques de biramification dans tout le plan de la

variable complexe \.
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3.4.3 Noyau de M.Goursat.

On suppose maintenant le noyau k(x,y) de I’équation intégrale est de la forme

k(e.y) = 3 Xi(@)Yily). (3.47)

Ils ont été considérés pour la premiére fois par M. Goursat.
Le nombre de leurs constantes caractiristiques peut étre mis sous la forme (3.47), p étant
fini et au moins égal a n.

Soit I’équation intégrale
1
o) = [ k)Pl ] dy + 5@ (3.48)
0
dans laquelle k(z,y) a la forme (3.47) et
Py, @) = Ao(y) + Ar(y)o + - + An(y)e",

avec A, (y) # 0 pour 0 < x < 1.

En posant

t; = A/O Yi(y) Puly, (y)ldy,

la solution de 1’équation (3.48) prend la forme

p(z, ) = ZXi(fE)ti(/\) + f(z),

les fonctions ¢; étant solutions du systéme adjoint d’équations algébriques a coefficients constants
1 p
b= [ YRl - X0t + F)dy. (3.49)
0 .
7=0

Par suite, toute solution de ’équation intégrale (3.48) est fonction algébrique de A. Elle a un
nombre fini de points singuliers dans tout le plan et ces points sont des poles ou des points
critiques algébriques.

Comme pour A =0, on at; =ty =--- =1, =0, les équations (3.49) admettent un systéme
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et un seul de solutions ¢;(\), holomorphes autour de 'origine et s’annulant avec A. Toutes les
autres solutions, infinies a l'origine, ont A\ = 0 comme poéle au point critique 1’ordre négatif.

Pour A # 0 on sait, d’aprés le théoréme de Bezout, que les équations (3.49) admettent n?
systémes de solutions finies au plus.

En considérant encore les équations homogeénes formées a 'aide des groupes de degrés n de
chacune des équations (3.49), on voit que toute solution finie pour n valeurs Ag # 0 reste finie
dans tout le plan en dehors de l'origine. Les points singuliérs sont donc des points critiques
algébriques d’ordre positif.

Pour les obtenir, il suffit de former le déterminant fonctionnel A des équations (3.49) et de

résoudre I'équation

obtenue en éliminant t;, tq, ..., t, entre les équations (3.49) et I’équation algébrique de degrés p
en Aet p(n—1)ent
AN T, L, .., t,) = 0.

La régle de fouret donne une limite supérieure des nombres des valeurs singuliéres.
Remarquons encore que pour n > 1, les solutions holomorphes autour de A = 0 ne sont pas des
fonctions entiéres de A, les ordres de grandeur des deux membres de I’équation (3.48) n’aient
pas, en général, égaux pour ¢ infiniment grand.

On peut donc énoncer les conclusions suivantes :

1° Toute solution de ’équation intégrale algébrique (3.48), dans laquelle le noyau a la forme
(3.47), est une fonction algébrique de A;

2° Autour de A = 0, une solution et une seule est holomorphe; elle s’annule pour A = 0. Toute
les autres branches ont A = 0 comme péle ou point de ramification d’ordre négatif.

3° Pour A\ # 0, I’équation (3.48) admet en général et au plus n? solutions de la forme

p(r) = Xa(2)t(A) + - - + Xp(@)tp(A) + f(2).

4° Toutes ces solutions n’admettent comme points singuliers A # 0 que les points critiques de
deuxiéme ordre, c’est-a-dire qu’autour de toute solution limite ou de croisement ¢,(x,\) il y a
birimification.

5° Si n > 1, toute solution, holomorphe autour de l'origine, admet au moins un point de
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ramification dans le plan de la variable complexe .

Cas de p =00

Si le noyau de ’équation intégrale (3.48) a la forme

k(z,y) = ZXZ-(-’B)K-(?J),

en employant le méme procédé, on raméne la résolution de cette équation a celle d’'un systeme

adjoint d’équations implicites en nombre infini et & une infinité d’inconues
ti:ASi(tl,t27...,tm,...) (Z: 1,2,...,00),

les S; étant des polynomes de degré n par rapport a chacune des lettres t.

M.R.d’ahémar, en prenant pour simplifier le cas de I’équation intégrale de deuxiéme degrés

> (y)dy = f(z),

o(x) + )\/01 [iXiY;

et en employant la méthode des approximations successives de M.Picard, a démontré que cette
équation admet une solution holomorphe autour de A = 0.

On a démontré au paragrraphe 3, dans un cas plus général, & ’aide des majorantes.

3.5 Equations intégrales de deuxiéme degré

Une équation intégrale de deuxiéme degré est une équation intégrale de la forme

o(2) = A / k(e,y) @ (0) dy + f (), (3.50)

dans laquelle & (z,y) et f (z) sont des fonctions connues et intégrables.

Si f(z) # 0 pour 0 < z < 1, on peut tonjours ramener cette équation a la forme

p(z) = A/0 k() 0 (y) dy + 1, (3.51)
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et en posant

1
Stp:)\/ k’(l’,y) 902 (y)dy7 (S:S1)7
0
on a la suite des approximations successives
Yo = 17

v, = 14+ AS,
0, = 1+AS+2X288 +\*552

En général,

0, =14+aA+a X+ - +a,\"+ R, =P, + R,

les a étant des fonctions de x et R, un polynome en A de degrés 2" — 1, contenant A"** en

facteur.

Dans toutes les fonctions ¢;, pour ¢ > n, le groupe des termes de degrés au plus égal & n en
A est le polynome P, de ¢,,.

La proposition est visiblement vraie pour n = 1, 2, 3. Supposons-la vraie jusqu’a n, on a alors
Cpi1 =1+ AS(P, + R,)?,

et, puisque par hypothése,
Pn =rp1+ an)‘na

on peut écrire

Oni1 =1+ AS(Poq1 + a,\" + R,

Par suite, tous les termes de ¢, ; de degrés au plus égal 4 n en A se trouvent dans 1’expression

ASP2_| ; mais ceux-ci sont précisément les termes de degrés au plus égal a n dans ¢,,.

Quant aux termes en A\"*' de ¢, ;, ce sont ceux de ASP2. On les obtient tous en faisant

I’opération A\S sur la somme des produits

ap X1+ ap_1014+ -+ a1a0,-1+1 X a,
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des coeflicients des termes équidistants des extrémes dans le polynome P,.

La solution de I’équation intégrale (3.51) est donc donnée par le développement
o(z,\) =14+ AS +2)\°5S + N\*(455S + SS?) + - - (3.52)

uniformement convergent pour A suffisamment petit et 0 < x < 1.

Si le noyau k(x,y) est réel et positif pour x et y compris entre 0 et 1, tous les coefficients de
la série (3.52) sont réels et positifs, et on sait que le premier point singulier de ce développement
est sur ’axe réel du coté des \ positifs.

Dans le cas de f(x) quelquonque, on trouve la solution
o(x,\) = f(x) + oA+ a\? 4+ -+ ap N+ (3.53)

avec

1

0 = / ke, 9) 2 () dy = S,
0

1 — 25(fSf2).

et en général

ap = S(an—lf +ap—2a1 + -+ fan—l)y

comme on voit aussi par identification, en cherchant a satisfaire a I’équation (3.50) par un

développement de la forme (3.53).

3.6 Equations intégrales transcendantes

Définition 3.8 Dans l’équation (3.14), si on suppose que

Fly, ¢ (y)] =W,
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on définit I’équation transcendante par

o(z) = A / k(,9) *Ody + f (). (3.54)

qu’on l'appele une équation intégrale exponentielle.

3.6.1 Equations intégrales transcendeantes ou k (z,y) =1 et f(z) =0

Sion a

k(z,y)=1et f(z)=0

L’équation (3.54) prend la forme élémentaire

p(x) = A / 1 Wy (3.55)
0
Par suit, ¢ est fonction de A seul et on a
© = Ae” (3.56)
En construisant cette courbe, on voit qu’il y a deux cas

1/cas (A < 0)

Pour chaque valeur réelle et négative de A, I'équation (3.55) admet une seule solution réelle.

2/ cas (A >0)
Si A >0, il y a deux régions distinctes.
— Pour A < 1, I'équation (3.55) admet deux solutions réelles.
— Pour \ = %, on a la solution limite ¢ = 1.
— Pour A\ > %, les deux solutions deviennent imaginaires.
Toute valeur de \ # %, la solution ¢ est holomorphe en \. Autour de A = %, il y a ramifica-
tion.

On vérifie facilement le théoréme de Schmidt. la fonction déterminante étant dans ce cas
D(A\) =1-= e,
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A= % est bien une constante caractéristique du noyau

3.6.2 Equations intégrales transcendantes dégénérées

Dans cette partie on a

k(z,y) = A(x) B (y)

Si on prend

f(x)=0

L’équation (3.54) devient
1
@)= [ A By (3.57)
0

Ou les fonctions données A (z), B (y) étant réelles et intégrables.

En posont

1
t= /\/ B (y) e*Wdy,
0
la méthode des constantes indéterminées donne

v (z) = tA(z)

avec I’équation adjointe

t=\ / 1 B (y) e Wdy = AL (t). (3.58)

A(z) = B(z) (noyau symétrique) dans ce cas L' > 0, L > 0 et les fonctions L et L"
s’annulent pour une seule valeur réelle de ¢.

Soit L(1) =0, L"(#) = 0, et on suppose pour fixer les idées

T<0, L(0)= /1 A(y)dy > 0.

La courbe représentée par I’équation (3.58) admet, dans ce cas, deux asymptotes t = 7 et A = 0.
En prenant ¢ pour abcisse, A croit de 0 a 400 pour —oco < t < 7; pour t > 7, A croit de —oo,

s’annule pour ¢ = 0, passe par un maximum A;, pour t = t; > 0 et décroit ensuite jusqu’a 0
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pour ¢ > t;.

Par suite, ’équation exponentielle (3.57), avec A = B, admet

Pour A < 0, une seule solution réelle;

Pour 0 < A\ < Ay, trois solutions réelles;
— Pour A < Ay, une seule solution réelle.

— Pour A = )y, il y a une solution réguliére en A et une solution limite de biramification.

A(x) # B(z) (noyau non symétrique) Toutes les valeurs ¢; qui rendent A maximum ou

minimum sont données par les racines de ’équation

/0 B(y) [tA(y) — 1] 4@ dy = 0,

Soit A; la valeur de A correpondant & t = ¢;. Si L(0) # 0 et si 74,7, ..., T, sont les zéros réels
de L(t), la courbe( 3.58) admet les asymptotes A =0 et t = 7; (i = 1,2,...,p). A s’annule pour
t =0, —o0 et +00, et en supposant le plan dévisé en plusieurs région par asymptotes ¢t = 7;,
la courbe reste de méme coté de 'axe des t dans chacune de ces régions, sauf dans celle qui

contient 'origine.

D’ot les conclusions suivantes :

— Pour )\ voisin de zéro, I’équation intégrale exponentielle (3.57) admet une solution et une
seule s’annulant avec A;

— Pour A # 0, cette équation a en général plusieurs solutions ¢, (), @y(x), ..., ¢, (), toutes
de la forme t(\)A(x).

— Pour les valeurs singulieres A = );, est un maximum de I'ordonnée de la courbe (3.58),
lorsque A, en croissant, passe par la valeur \;, le nombre de solutions réelles de 1’équation
(3.57) diminue de deux unités, deux de ces solutions se confondent en une seule pour
A = \; et devient imaginaires pour A > \;. Au contraire, si )\; est un minimum, lorsque
A passe par \; en croissant, le nombre des solutions réelles de 1’équation (3.57) augmente
de deux unités.

— Pour A = +00 , on a une autre espéce de solutions limites ¢ = 7, A(x).

Si L(0) = 0, on peut avoir L'(0) = 0 ou L'(0) # 0. Dans les deux cas, il existe un nombre

positif h, tel que pour —h < A < +h l’équation (3.57) n’admet aucune solution réelle (sauf
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¢ =0 pour A =0).

o) = [ ' A@)B)F ()] dy

La méme méthode permet de résoudre 1’équation intégrale non linéaire

() = A / A@@)BW)F [p(y)] dy.

dans laquelle F' est une fonction entieére de ¢. La solution est

t(A\) étant la fonction implicite définie par I’équation adjointe
1
(= [ BO)FIA W) dy
0

3.6.3 Noyau de M. Goursat

Soi ’équation intégrale transcendante

o) =2 [ 30 ade) B e )l

dans laquelle F(¢) est une fonction entiére en ¢ et le noyau de M. Goursat est de type

En posant
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les fonctions ¢; étant définies par le systéme adjoint

{t; = A/O Bi(y)F [Ar(y)ts + Aa(y)ta + - + Ap(y)t,] dy (i=1,2,...p), (3.61)

dans lequel les seconds membres sont des séries entiéres, a coefficients constants, en ¢y, to, ..., 7).
Si 'on pose

1
Cij = / Bi<y>Aj(y)F<;(Alt1 + Aoty + - -+ + Apt,)dy,
0

le déterminant fonctionnel du systéme (3.61) est

MO —1  ANCe - ACp
D A9 MO —1 - ACop ' (3.62)
ACp1 ACp -+ A, —1
Les équations (3.61) sont vérifiées pour A = t; =t = --- = t, = 0 et pour ces valeurs on a

D = (—1)P. Ces équations admettent donc un systéme de solutions
tr =t1(N), ta=1a(N) , ty=1,(N) (3.63)

holomorphes en A autour de l'origine et s’annulant avec A\. Dans le méme domaine de A\, I’équa-

tion intégrale (3.59) admet la solution réguliére et nulle pour A =0 :
o) =t1(A\) A1 () +ta(X\) Ag () + - + 1, (N\) Ap () . (3.64)

En général , si pour A = X, le systéme (3.61) admet les solutions #,29, ) et si le jacobien
D = (A ty,1a, ..., t,) est différent de zéro pour ces valeurs, I’équation intégrale (3.59) admet une

solution réguliére autour de )y et se réduisant en ce point I’a

En éliminant ¢y,%s,...,t, entre les équations (3.61) et (3.62), on obtient une équation en A

donnant toutes les valeurs singuliéres.
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3.6.4 Nouvelle forme du jacobien

En posant

Xi = B;,....Y; = F (Ayty + Asto + - - - + Apt,) (3.66)
les fonctions Cj; prennent la forme
1
Cij = / X;Ydy,
0

et, d’aprés un calcul développé par M. Goursat dans le cas de ’équation de Fredholm . Le

déterminant (3.62) devient

P (_1)P—U 1 1
D=Y" . /0/0 Adzidzs...dz,,

v=0

A, étant un déterminant d’ordre v, dont la premiére colonne est formée par les éléments

\

et les autres colonnes s’en déduisent en remplacant dans les fonctions Y;, la variable z; par
T2,T3, ..., Ty .
D’aprés la forme (3.66) des fonctions Y;, on remarque que, dans la colonne de rang i du déter-

minant A,, on peut mettre en facteur I’expression
Fc,,o [Al (l’z) tl + A2 (l’z) tg + -+ Ap (ZEZ) tp]
et en employant la notation abrégée de M. fredholm, on peut écrire

T1, T2, ..., Ty -
A, =K v HFgo[Al(xl)tl+"'+Ap($i)tp]'

L1, T2y -5 Ty i=1
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En tenant compte de la formule (3.60), le jacobien (3.62) devient donc

P _U)\U 1 1 L1, T2y ceey Ty ! ,
D (At ty,nty) = 3 (—1)P W/ / K 17 (e ()] day...da,.
© U0 0 i=1

v=0 L1,X2y ...y Ty

Cette expression n’est que le déterminant de Fredholm correspondant au noyau K (z,y) Fy, [¢ (y)] -
On voit ainsi que le théoréme de M. Schmidt pour 1’équation intégrale transcendante (3.59) se

réduit au théoréme classique appliqué au systéme adjoint de fonctions implicites (3.61).
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Chapitre 4

Equations intégrales déduite des

équations différentielles

4.1 EDO d’ordre deux de type exponentielle

On considére ’équation différentielle

2

d
d—xz + AV =0, (4.1)

ou A est une constante positive et on propose de trouver la solution y (x) satisfaisant aux
conditions y (z) = 0, ¥’ (0) = m > 0.

On va trouver que cette solution nulle pour z = 0, s’annule pour = = b > 0.

Au lieu des conditions initiales y (0) = 0, ¥’ (0) = m, on peut se donner y(0) = 0 et
y (b) = 0. Sous cette forme le probléme revient a la recherche des solutions de ’équation intégrale

exponentielle

b
y(z) = )\/0 G (z,¢8) eV @ e, (4.2)

dans laquelle b est un nombre positif donné et G (x, ) désigne la fonction de Green :

G(z,§) = % pour &£ < x,
G(z,§) = —(b_i)fz_a) pour &£ > .

En multipliant I’équation différentielle (4.1) par 2% et en intégrant entre 0 et x, avec les
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conditions y (0) = 0 et ' (0) = m, on obtient

dy ? 2
d_ —m +2>\(€y—1):07
T

d’ou

= +/m2 —2X\(ev —1). (4.3)

Si 'on veut avoir la solution qui commence par étre positive pour x > 0, on doit prendre le
signe + devant le radical.

En posant alors
2

p=14+
ton
on a
= V2\/t —eY,
d’ou
1 /v d
z = v (4.4)

\/2>\ 0 vt—ey

Comme, d’apres (4. 1), o4 est négatif, la courbe y = y () tourne sa concavité vers les y négatifs.

La fonction y croit jusqu’a la valeur maximum

y = logt,

ou elle arrive effectivement pour

logt
r =T =
V2 / t —e¥

En posant e¥ = u, on voit que

I =

1 / U
V 2\ 1 U\/t — U ’
est une quantité finie.

Pour = > x4, y décroit et on doit prendre le signe — devant le radical dans la formule (4.3).

La courbe est symétrique par rapport a la droite z = x, et y redevient nul pour

x:b:\/g/ltu\/%. (4.5)
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L’équation fonctionnelle (4.4) définit la solution y (x) de I’équation (4.1) qui reste positive entre
0 et b et s’annule aux extrémités de cet intervalle.
La formule (4.5) donne b en fonction de ¢ (ou de m) et de A.

2

En posant t — u = v*, on trouve

V3L e e

ou encore

b— 2\/%1% [\/% + m] . (4.6)

Pourt=1(m=0),onab=0.

Pour t > 1, comme u? > 2 (u — 1) et, comme pour u > 1,

_ L1
V2

S

on a

/t du _ i /t
1 uvVt—u \/§ 1 (u—1)(t — u) \/5’
et la formule (4.5) donne

b< —. (4.7)

Pour ¢t = 0o (m = 00), ona b= 0.

Par suite, lorsque le coefficient angulaire m varie entre 0 et +00, b passe par un maximum.

4.2 EDO d’ordre deux de type linéaire

Soit I’équation linéaire du second d’ordre de type

d*y

et posont b; = \% Cette équation admet, comme intégrale nulle en 0 et en b et positive ou
nulle pour 0 < x < b, la solution y = 0 pour b < b; et y = sin (azx/X) pour b = by.
En comparant ’équation linéaire (4.8) avec 1’équation exponentielle (4.1), I'inégalité (4.7)

donne b < b;.
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On reprene la formule (4.6) et soit § le maximum de b. On a

_ 21/2 log (\/g—i- \/H)

"= Vi

db V2| 1 log(Vt+vi-1)
dt /) [ Vi1 Vi '

— Pourt =1, on a b, = oc.

— Pour t > 1, b} et positif tant qu’on a

e (t) = tt_110g<\/¥—|—\/t—1) < 1.

Or la fonction ¢ (t), nulle pour ¢ = 1, croit avec ¢t pour t > 1, et, pour t = 3,2766..., on a
o (1) =1,0,=0. Pour t > 7, b} et négatif et pour t = 400, on a de nouveau b, = 0.

— Pour t = 7, b passe par un maximum

h

f= h=1,8745..... (4.9)

— Pour b = 3, le coefficient angulaire de la tangente & lorigine est 1 = 2, 338...v/\.

Soit A = 1. Pour m < pu, la courbe y = y (z) part de l'origine, présente un maximum
y = logt et vient couper de nouveau ’axe des z en un point B d’abscisse b < 3. Lorsque
m croit t, b et 'ordonnée maximum de la courbe croissent ; le point B, sur ’axe des z,
s’approche du point Bj, d’abscisse (.

— Pour m = pu, B est en B;. Pour m > pu, 'ordonnée maximum de la courbe croit toujours,
mais b diminue ; le point B revient vers I’origine. On retrouve donc, aprés M.Picard, comme
nombre des solutions de ’équation différentielle (4.1) s’annulent en z =0 et x = b :

— Pour b < 3, deux solutions C, Cb;

— Pour b = 3, une seule solution C';

— Pour b > (3, aucune solution. Lorsque B tend vers B les deux solutions C7, C5 tendent

vers la solution limite C.

Si on suppose b comme donnée et A variable, pour chaque valeur de A, les formules (4.9) et
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(4.6) déteminent les quantités ¢ et 5. En pose

h? h
AN =—= — =b. 4.10
1 b2 ou \/)\—1 ( )

En comparant les formules (4.10), (4.9) et en tenant compte des conclusions du paragraphe
précédent, on voit que :
1 Si A< A, onab< (et’équation différentielle (4.1) admet deux solutions s’annulant
pour x =0 et x = b;
2 Si A = \q, les deux solutions se confondent ;

3 SiA> A, onaf <bet’équation (4.1) n’admet plus de solution s’annulant en 0 et b.

On en déduit pour I’équation intégrale exponentielle (4.2)

y(z) = A /0 Gl &)

les conclusions suivantes :

1,8745...)2 . .
%, cette équation a deux

a/ Pour chaque valeur de A comprise entre 0 et \; =
solutions réelles et distinctes. Ces courbes C et (s, de forme parabolique, tournent leur
concavité vers les y négatifs et passent par les points z = 0 et x = b de 'axe des .

b/ Lorsque A tend vers A, ces deux courbes tendent vers une position limite C' comprise
entre ' et C.

¢/ Pour A = Ay, on a la solution limite C'.

d/ Pour A > \; , I’équation intégrale n’admet plus de solution réelle.
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