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Introduction Générale: 

Dans la physique statistique, les modèles sur réseaux font une grande 

partie de recherche grâce aux simplicités qu’ils présentent d’une part dans le 

calcul analytique des quantités physiques comme l’énergie, les fonctions 

d’onde, fonctions de corrélation, les exposants critiques,…et d’autre part dans 

la possibilité de simuler numériquement ces modèles.   

Dans cette mémoire, on va considérer un modèle important dans ce 

domaine qui est le modèle d’Heisenberg à une dimension de spin ½ pour 

déterminer les valeurs propres de son Hamiltonien moyennant ce qu’on 

appelle l’Ansatz de Bethe fondé par Bethe en 1931.  

Cette technique nous permet de tirer les valeurs propres de l’énergie 

pour chaque état de la chaine quantique ainsi que la détermination de la forme 

des fonctions d’onde appropriées. 

On va suivre le chemin suivant pour arriver a notre but : Le chapitre I 

sera des appels aux quelques notions de la physique statistique et la 

mécanique quantique. Le deuxième chapitre est une description détaillée du 

modèle d’Heisenberg. Le troisième chapitre représente le thème de cette 

mémoire où on définit l’Ansatz de Bethe et comment l’implémenté pour 

déduire les valeurs propres de l’énergie. Après on va donner une conclusion.  
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I.1 Introduction :  
 

 La matière condensée se définit par la propriété qu'un très grand 

nombre de particules interagissent entre elles fortement. Il n'est pas possible 

d'ignorer ces interactions ou de les considérer comme une petite perturbation. 

Pour définir des quantités macroscopiques, comme l'énergie libre, l'entropie, 

il faut, bien sûr, faire appel à la mécanique statistique quantique qui sera notre 

objectif dans ce chapitre. Voir les références dans [a].  

 

I.2 Rappel de quelques notions: 

 
I.2.a Etat physique : 

 
 Un état parfaitement connu est caractérisé en Mécanique Classique par 

la donnée des positions et des impulsions des N particules (qi, pi), en 

Mécanique Quantique par un vecteur de l'espace de Hilbert λψ en 

Mécanique Statistique, les états sont imparfaitement connus, d'où la nécessité 

d'un formalisme probabiliste. En Mécanique Quantique, à chaque système 

physique est associé un espace de Hilbert représentant l’ensemble des états 

possible de notre système.   

 

I.2.b Fonction d’onde : 

 

          A tout système quantique, on peut associer une fonction d’onde, ψ, qui 

décrit l’état de ce système en respectant les contraintes imposée par les 

relations d’Heisenberg. 

Cette fonction peut être complexe et on l’exprime généralement en 

fonction des coordonnées d’espace et du temps. 
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Le module au carré de la fonction représente la densité de probabilité 

de trouver le système dans un volume dv de l’espace au temps t lorsqu’il se 

trouve dans l’état ψ. 

 ψψψ *2 = = densité de probabilité 

Ou ψ* est la fonction complexe conjuguée de ψ. 

À partir de la densité de probabilité, on peut calculer la probabilité de 

trouver le système dans un volume, V, donné : ∫=
V

V dvP ψψ *  

Comme le système existe quelque part dans l’espace représenté par les 

coordonnées, sa probabilité de présence doit être égale à 1 si on intègre 

sur tout l’espace. 

espaceltousV

dvPV

'

1*

=

== ∫ ψψ  

(1.1) 

Cette relation porte le nom de relation de normalisation 

des fonctions d’ondes 

On dira que deux fonctions d’ondes, ψ1et ψ2, exprimées dans le même 

système de coordonnées, sont orthogonales si la relation  suivante est 

vérifiée :  

 

 

 

(1.2) 

Si ces fonctions sont normalisées on a donc : 

 

ker)('
0
1

* 21

Kronecdedeltaespaceltous
jisi
jisi

dv ijj
iijij





≠
=

====∫ δδδδψψ  

(1.3) 

espaceltousespaceltous

dvdv

''

0** 1221 ∫∫ == ψψψψ
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Notons que cette relation est semblable à la relation que vérifient 

deux vecteurs unitaires, i et j, d’une base orthonormée : 

ijji δ=.  

 

I.2.c Principe de superposition : 

 

Soient ψ1, ψ2, .., ψn, n fonctions d’ondes orthonormées représentant n 

états possibles d’un système. 

Toute fonctionϕ , combinaison linéaire des n fonctions précédentes est 

aussi une fonction d’onde possible du système. 

 

nnaaa ψψψϕ +++= ...2211  

(1.4) 

Les ia  sont des constantes qui peuvent être complexes. 

ϕ  doit être une fonction normalisée et l’on montre que l’on doit 

avoir la relation suivante : 

1*2 ∑∑ ==
n

nn
n

n aaa  

(1.5) 

I.2.d Observables et opérateurs : 

 

Toute l’information sur le système est comprise dans la fonction d’onde  

On utilise des opérateurs pour extraire cette information. 

Opérateur: Objet mathématique agissant sur une fonction pour 

donner une autre fonction. 
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A chaque grandeur mesurable (appelée observable), on associe un opérateur 

différent. En général, la fonction créée par l’opérateur est différente de la 

fonction initiale comme la dérivée : 

')( ff
dx
d

=  

(1.6) 

Ces fonctions particulières sont appelées fonctions propres de l’opérateur. 

Le coefficient constant est appelé valeur propre de l’opérateur, associé à la 

fonction propre correspondante. 

Les seules valeurs mesurables d’une observable sont données par les 

valeurs propres de son opérateur associé. Ces valeurs propres sont 

réelles. On peut néanmoins définir des opérateurs qui ne sont pas des 

observables et qui ont des valeurs propres complexes. Les fonctions propres 

d’un opérateur sont des fonction orthonormées 

Si l’on connaît toutes les fonctions propres, ψi i=1…n, d’un opérateur, on 

pourra toujours écrire la fonction d’onde, ϕ , décrivant le système par : 

 

nnaaa ψψψϕ +++= ...2211               ai = coefficients complexe. 

(1.7) 

Le module au carré de chaque coefficient, ai , représente la probabilité 

de trouver le système dans l’état ψi et donc, la probabilité de mesurer 

une valeur égale à la valeur propre associée à ψi. 

=
2

ia  Probabilité de trouver le système dans l’état ψi. 

Et la somme des probabilités est bien égale à un par normalisation de la 

fonction. 
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I.3. Description Statistique : 

 

En thermodynamique statistique, la distribution de Gibbs semble être la 

meilleure adaptée pour l’étude des milieux thermodynamique statistiques 

classiques et semi-quantiques, (Landau 1968). 

Cette distribution est définie par : 

∑Ω=
E

TETEZ ),(),(  

(1.8) 

Cette distribution dépend énormément de la forme du poids 

statistiques ),( TEΩ , le poids statistique le plus adapté est sans doute celui de 

Boltzmann donné par : 
))((),( ETespATE β−=Ω  

(1.9) 

Où B
B

ketTet
Tk

T ,1)( =β  étant respectivement la température absolue du 

milieu et la constante de Boltzmann. A est la constante de normalisation et E 

l’énergie du milieu. 

Lorsque le système étudié fait intervenir des variables relevant des 

positions des particules dans un réseau, il est préférable de choisir l’approche 

basée directement sur les configurations de spins. La forme d’écriture 

adéquate du poids statistique de Boltzmann est donnée par : 

 

{ } { })()(exp());(( jj SHTaTSH β−=Ω  

(1.10) 

Où { })( jSH  est l’énergie de la configuration { }1,2,1,, ±=== σσSàNjS j  des 

variables de spins des atomes. 

 La fonction de partition du milieu est définie par : 
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{ }[ ]
{ }{ }{ }

∑ ∑ ∑ −=
1 2

)(exp(),(
S S S

j
N

SETATsZ βK  

(1.11) 

Pour des raisons de commodité, nous adopterons la notation suivante : 

 

{ } { }{ }{ }
∑ ∑ ∑∑ =

1 2

)0(

S S SS Ni

KM  

(1.12) 

La connaissance de la fonction de partition d’un système physique 

permet de calculer toutes les grandeurs physiques relevant de son 

hamiltonien. 

En magnétisme, les grandeurs d’intérêt son celles qui permettent 

d’identifier le comportement magnétique de ce milieu. En plus des grandeurs 

connues telles que l’énergie interne, l’enthalpie, l’énergie libre d’Helmholtz, 

l’enthalpie libre de Gibbs, l’entropie, la capacité calorifique, nous ajoutons 

l’aimantation, la susceptibilité magnétique, la capacité calorifique 

magnétique, la magnétorésistance. 

Ces grandeurs sont définies par : 

 

§ L’énergie interne U     

                                     
β∂

∂
−=

LnZTBJSU ),,,(  

(1.13) 

§ L’énergie libre de Helmholtz F 

 

A
ZTkTBJSF B ln),,,( −=  

(1.14) 
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§ L’entropie S 

 

 

(1.15) 

 

§ La capacité calorifique CV  

 









+

∂
∂

−= 2),,,( 2

2

T
LnZTkTBJSC BV  

(1.16) 

§ L’aimantation M  

[ ] Bextloc B
LnZTBBJSM 




∂
∂

=
β
1,,,,  

(1.17) 

extloc BetB  sont respectivement les champs magnétiques local et externe. 

Nous distinguons entre l’aimantation totale due au champ magnétique 

total extloctot BBB +=  donnée par : 

 

[ ]
tot

extloctot B
LnZTBBJSM

∂
∂

=
β
1,,,,  

(1.18) 

Et l’aimantation spontanée définie par :  

                                     

                               [ ]) 0,,,, =extBextloctot TBBJSM  

(1.19) 

 

 

 

 









+



−= U

A
ZTk

T
TBJSS B ln1),,,(
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§ La susceptibilité magnétique  

 

[ ]
tot

extloc B
MTBBJSX

∂
∂

=,,,,  

(1.20) 

§ La correlat de correlation  

 

[ ] 〉〈= jiextloc SSTBBJSG .,,,,  

(1.21) 

Dans ces notion de physique statistique et mécanique quantique  nous 

avons mis en relief l’importance de la formulation du modèle théorique en 

essayant de tenir compte de tous les effets physiques qui dont liés au milieu 

étudié.  Nous avons construit un hamiltonien en tenant compte de toutes les 

interactions  de type magnétique. Cependant, la forme de ce hamiltonien est 

très complexe et une résolution  mathématique n’est pour le moment évidente. 

La littérature a proposé des approches simples tel que celle d’Heisenberg  

mais toujours restent compliqués.    

 

I.4 Matrice de Transfert : 

 

 Le but de cette méthode est de calculer la fonction de partition. C'est 

une méthode de calcul, en général puissante à une dimension, même si elle est 

difficile à utiliser pour des dimensionnalité plus élevées.  On considère une 

chaine linéaire de spins, refermée sur un cercle et on impose des conditions 

aux limités périodiques: 

iNi σσ =+  

(1.22) 
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L'hamiltonien du système, en présence d'un champ magnétique 

extérieur s'écrit: 

∑∑
==

+ −−=
N

i
i

N

i
ii hJH

11
1 σσσ  

(1.23) 

Décomposons He β−  par la méthode suivante: 

13221

1232121

...
...

σσσσσσ

σβσσσβσσσβσσβ

N

NN

TTT
eeee hKhKhKH

=
= +++−

 

(1.24) 

On peut représenter par une matrice 2×2 les valeurs possibles de: 
21σσT  











=








=

−+−−

+−++

−−+−

−+++

HKHK

HKHK

ee
ee

TT
TT

T
ββ

ββ

 

(1.25) 

Notons que: 

∑ =
2

313221
)( 2

σ
σσσσσσ TTT  

(1.26) 

Où T2 est la matrice carrée de T. on peut sommer de proche en proche 

sur Nσσ ...2 . On obtient ainsi la fonction de partition canonique pour N spins: 

 

∑ ∑==
N

N

N
N TTTZ

σσσ σ
σσσσσσ

...21 1

11121
)(...  

(1.27) 

C'est-à-dire: 

)( N
N TTrZ =  

(1.28) 

Les valeurs propres de T sont les racines de l'équation: 

02222 =+− KshhcheK βλλ  

(1.29) 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 

15 
 

Dont les racines sont: 

[ ] 2/1222 KKK ehshehche −
± +±= ββλ  

(1.30) 

Et par conséquent: 
NN

NZ )()( −+ += λλ  

(1.31) 
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Chapitre II 

Le modèle d’Heisenberg 
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II. 1 Introduction : 

Dans ce chapitre, on va donner une description du modèle 

d’Heisenberg et son intérêt physique. Pour plus détail, voir les références dans 

[b].  

II. 2 Définition du modèle : 

Le modèle d’Heisenberg est un modèle statistique sur réseau 

(unidimensionnel ou de dimension élevé) où on définit des spins représentent 

des dipôles magnétiques microscopiques orientés dans l’espace sur des nœuds 

qu’on appelle souvent sites. Ce modèle et tous les modèles sur réseau sont 

utilisés dans l’étude des propriétés magnétiques des matériaux, leurs 

transitions de phase, et comportement critique. 

Dans l’étude de ce modèle, on se limite seulement à l’interaction entre 

les spins qui sont les plus proches voisins. Ceci simplifie les calculs, mais ne 

modifie pas qualitativement les propriétés physiques essentielles du modèle. 

L’Hamiltonien s’écrit 

∑
=

+−=
N

j
jjJH

1
1σσ 

(2.1) 

Où J est une constante de couplage, N étant le nombre total des spins 

avec la condition de périodicité 11 σσ =+N . Si on plus, un champ magnétique 

extérieur est présent (on le choisit souvent selon z), on rajoute un terme 

d’interaction avec ceci 

∑∑
==

+ −−=
N

j
j

N

j
jj hJH

11
1 σσσ 

 (2.2)   
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En mécanique classique, les jσ sont des vecteurs classiques à trois 

composantes j
z

j
y

j
x σσσ ,, et on peut associer à chaque direction, la 

constante de couplage appropriée 

∑∑
==

−++−=
N

j
j

z
N

j
j

z
j

z
zj

y
j

y
yj

x
j

x
x hJJJH

11

σσσσσσσ 

(2.3) 

Qui est le XYZ modèle (il existe aussi le cas du modèle XXZ où Jx = Jy 

≠ Jz qui est largement étudié). En mécanique quantique, on passe aux termes 

d’opérateurs et les jσ deviennent les matrice de Pauli. Au cas de spin ½, on 

écrit   

 

(2.4) 

L’Hamiltonien agit sur le produit tensoriel (C2)xN de dimension 2N. 

L’objective est de déterminer le spectre de l’Hamiltonien et la fonction de 

partition et par conséquent les autres quantités thermodynamiques (l’énergie 

libre, chaleur spécifique, susceptibilité,…)  

Le modèle d’Ising est une version simplifiée du modèle d’Heisenberg 

où les spins sont orientés selon la direction z.  

Il existe très peu d'exemples de problèmes exactement solubles en 

mécanique statistique. Le modèle d'Ising est l'un de ceux-là à une dimension 

(calcul élémentaire par matrice de transfert) et à deux dimensions (solution 

d'Onsager 1944). A trois dimensions, il n'existe que des solutions approchées.  

 









−

=






 −
=








=

10
01

,
0

0
,

01
10 zyx

i
i

σσσ
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Il existe en fait un grand nombre de système physiques très variés 

décrits par des variables locales résultant d'un choix entre deux solutions (spin 

+ ou spin -, site vide ou site occupé, etc.…) susceptibles d'être décrit par un 

modèle d'Ising. Ceci confère à ce modèle un intérêt très général en Physique 

de la matière Condensée.  

Plusieurs techniques sont développées pour résoudre le modèle 

d’Heisenberg. A une dimension, on s’intéresse au modèle XXX de spin ½ qui 

est résolu complètement par l’Ansatz de Bethe comme on va voir dans le 

chapitre suivant.  
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Chapitre III 

Détermination des valeurs d’énergie du modèle 

XXX1/2 d’Heisenberg pour M excitations  
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III.1 Introduction : 
Dans ce chapitre, on va traiter deux cas dans le modèle d’Heisenberg à 

une dimension (ou bien le XXX modèle) pour tirer les valeurs des énergies 

associées. Ces deux cas correspondent respectivement à une et à deux 

excitations dans la chaine quantique des spins (1/2 et – 1/2). Dans un premier 

temps, on va définir notre modèle puis on va expliquer l’ansatz de Bethe en 

donnant la forme de la fonction d’onde puis comment trouver les valeurs 

propres pour les deux cas mentionnés. 

III.2 Le modèle d’Heisenberg pour un type d’excitation : 
Dans notre cas, le modèle d’Heisenberg est une chaine de spins 

quantique 
2
1

±=σ  placés sur L sites (voir fig. 3.1), avec des conditions de 

bord périodiques 

11 σσ =+L  

(3.1) 

   

 

Fig. 3.1 La chaine quantique du modèle d’Heisenberg où    correspond 

à σ = ½ et    correspond à σ = - ½  

 

L’espace d’Hilbert de ce modèle est un produit direct des sous espaces 

Vi associés à chaque spin i 
L

i
L
i VV ⊗
= =⊗=Η 1  

(3.2) 

L’Hamiltonien Hxxx de la chaine de spin XXX, qui agit donc sur 

l'espace d’Hilbert est: 

1
1

2 +
=
∑= i

L

i
ixxxH σσ                                (3.3)                                       
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Où les composantes A
iσ  (A=1,2,3) de iσ  sont les générateurs 

hermitiens de su(2), agissant sur le ième spin. Dans notre cas A = 3 (Seulement 

la composante z des spins est considérée). Puisque on ne s’intéresse qu’aux 

interactions entre les plus proches voisins, l’Hamiltonien (3) se découple 

∑
=

+=
L

i
iixxx HH

1
1,  

(3.4) 

Un état quelconque de l’espace d’Hilbert s’écrit sous la forme générale 

..................... +⊗⊗−⊗⊗+⊗⊗−⊗⊗+⊗⊗−⊗⊗+  

(3.5) 

Où +  est l’état de spin « up » et −  l’état de spin « dawn » associés 

respectivement aux vecteurs 









=








=

0
1

et  
1
0

10 ee  

(3.6) 

Les quatre produits directs sont 



















=⊗



















=⊗



















=⊗



















=⊗

1
0
0
0

et  ,

0
0
1
0

,

0
1
0
0

,

0
0
0
1

00011011 eeeeeeee
 

(3.7) 
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Les 1, +iiH  sont diagonalisables, alors pour des constants γβα et  ,,  bien 

définis, on peut écrire   



















=+

α
βγ
γβ

α

000
00
00
000

1,iiH
 

(3.8) 

Utilisant cette dernière équation et l’équation (3.7), on peut donner 

l’action des Hamiltoniens sur les couples des spins voisins par 

[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
[ ] [ ]+⊗+=+⊗+

−⊗+++⊗−=+⊗−

+⊗−+−⊗+=−⊗+

−⊗−=−⊗−

+

+

+

+

α

γβ

γβ

α

1,

1,

1,

1,

ii

ii

ii

ii

H

H

H

H

 

(3.9) 

Ou bien par notations 
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(3.10) 

III. 3 Les excitations dans le modèle d’Heisenberg : 
Par convention, l’excitation dans le modèle est considérée comme 

existence d’un état de spin ½ (up). L’état fondamental se construit par une 

chaine totale de spins - ½  (voir fig. 3.2 et 3.3) 

   

 

Fig. 3.2 Etat de spin à une excitation 
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Fig. 3.2 Etat de spin à deux excitations disjointes 

 

Un état contenant une excitation à la position X (nombre entre 1 et L) s’écrit 

par convention 

−⊗⊗−⊗+⊗−⊗⊗−= ......X  

(3.11) 

De même, un état de deux excitations aux positions X1, et X2 (avec X1 < X2) 

prend la forme 

−⊗⊗−⊗+⊗⊗−⊗+⊗⊗−= ........., 21 XX  

(3.12) 

III. 4 Ansatz de Bethe : 
 L'Ansatz de Bethe est une méthode qui permet la diagonalisation 

explicite du Hamiltonien dans les modèles quantiques sur réseaux pour une 

résolution explicite de ceux-ci. En utilisant cette méthode, on obtient  les états 

propres et les valeurs propres de notre modèle. Notons que cette méthode est 

utilisée pour d’autres modèles. En mécanique quantique, on peut développer 

la fonction d’onde en une somme linéaire des états de bases orthogonaux 

entre eux 

∑=
n

nna ϕψ  

(3.13) 

L’Ansatz de Bethe nous propose la forme des scalaires dans le développement 

linéaire (3.13) selon le nombre d’excitation M qu’on a 

{ }

{ }
{ }

∑ ∑

∑

∈ =

=

=

MjS

xik
M

j
jSM

xx
MMM

jjS

M

ekAxxa

xxxxa

)( 1
)(1

,...,
11

)(

1

)(),...,(

,...,),...,(ψ

                     (3.14) 
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Ici Mψ  est la fonction d’onde solution de l’équation de Schrödinger  

MMMXXX EH ψψ =  

(3.15) 

Mxx ,...,1  l’état qui représente M excitations distribuées sur les positions 

Mxx ,...,1 sur la chaine quantique avec Mxxx <<< ...21 , ),...,( 1 Mxxa sont 

les scalaires à déterminer liés aux fonctions A de paramètres K à déterminer, 

{ })( jS  représente le groupe de permutation des coefficients )( jS . En injectant 

(3.14) dans (3.15) on obtient les valeurs propres ME  et en plus des contraintes 

sur les fonctions A et le paramètres K. Dans ce que se suit, on va traiter deux 

cas simples : Une excitation, et deux excitations 

 

III. 5 Déterminations des valeurs propres de l’Hamiltonien : 
(a)  Cas d’une excitation (de type (3.11)) : 

Dans ce cas la forme de la fonction d’onde (3.14) se réduit a  







=

= ∑
ikx

x

ekAxa

xxa

)()(

)(1ψ
     

(3.16) 

Calculons tout d’abord l’action de l’Hamiltonien dans l’équation de 

Schrödinger (3.15) sur l’état x  en utilisant les relations (3.4) et (3.10). On 

trouve  

[ ] )11(2)2(    

)1()1()2(               
1

1,

++−++−=

+++−++−=

= ∑
=

+

xxxL

xxxxxL

xHxH
L

i
iiXXX

γβα

βγγβα  

(3.17) 
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Où chaque terme 1, +iiH  agit sur une paire de spins d’ordres i, i +1. Par 

conséquent, l’action de l’Hamiltonien sur l’état 1ψ  s’écrit alors 

[ ]{ }∑
=

++−++−=
L

x
XXX xxxLxaH

1
1 11(2)2()( γβαψ  

(3.18) 

Projetons cette équation sur un autre état quelconque y  et en utilisant 

l’orthogonalité entre les états 

yxyx ,δ=  

(3.19) 

On obtient      

[ ] [ ]
[ ] [ ]{ }
[ ]{ }kLya

eeLya

yayaLyaHy
ikik

XXX

cos22)2()(    
2)2()(    

)1()1(2)2()(1

γβγ
γβγ

γβγψ

++−=
+++−=

−++++−=
−

 

(3.20) 

Cela nous donne tout de suite la valeur propre E1 

kLE cos22)2(1 γβγ ++−=  

(3.21) 

Si on applique les conditions aux limites  

)1()1( aLa =+  

(3.22) 

On trouve les valeurs possibles de k 

n
L

k π2
=  

(3.23) 
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Finalement, notons que les fonctions A(k) restent à déterminer. 

(b) Cas de deux excitations (de type (3.12)) : 

Commençons par la forme de la fonction d’onde 

{ }
∑ ==

21 ,
2121212 ,....,1,,,),(

xx
Lxxxxxxaψ  

(3.24) 

Avec 

{ }

21122211

2

)(

),(),( 

)(),(

211,2212,1

)(

2

1
)2(),1(21

xikxikxikxik

SjS j

xik
SS

ekkAekkA

ekAxxa jjS

++

∈ =

+=

= ∑ ∑
 

(3.25) 

Si les deux excitations sont suffisamment disjointes: Lxx 〈〈〈〈 211 on obtient: 

[ ]
)1,                       

1,,1,1(,4)4(                     

,,

21

21212121

21
1

1,21

+

+−+++−++−=

= ∑
=

+

xx

xxxxxxxxL

xxHxxH
L

i
iiXXX

γβα

(3.26) 

Et par projection de l’état 2ψXXXH  sur un état quelconque 21, yy  

[ ]{
{ }

[ ]}
[ ] [

]1,()1,(),1(        
),1(4)4(),(     

1,1,,1,1      

,4)4(),(,,

212121

2121

21212121

,
212121221

21

−+++−
++++−=

++−+++−

++−= ∑

yyayyayya
yyaLyya

xxxxxxxx

xxLxxayyHyy
xx

XXX

γβα

γ

βαψ

(3.27) 

Qui doit être égale à: ),( 212 yyaE or 

[ ]
)]1,(                      

)1,(),1(),1([4)4(),(),(

21

21212121212

−
+++−++++−=

yya
yyayyayyaLyyayyaE γβα

(3.28) 
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Et puisque 

1122122211

1122122211

2122112211

2122112211

),(),()1,(

),(),()1,(

),(),(),1(

),(),(),1(

2121211221

2121211221

2121211221

2121211221

ikyikyikikyikyik

ikyikyikikyikyik

ikyikyikikyikyik

ikyikyikikyikyik

eekkAeekkAyya

eekkAeekkAyya

eekkAeekkAyya

eekkAeekkAyya

−+−+

++

−+−+

++

+=−

+=+

+=−

+=+

(3.29) 

On obtient 

[ ])cos(cos24)4(),(),( 2121212 kkLyyayyaE +++−= γβα  

(3.30) 

Et finalement 

[ ])cos(cos24)4( 212 kkLE +++−= γβα  

(3.31) 

D’après les deux résultats (3.21) et (3.31), on peut prouver par récurrence la 

forme suivante de la valeur de l’énergie pour M excitations 









++−= ∑

=

M

j
jM kMMLE

1

cos22)2( γβα  

(3.32) 

Maintenant, il nous reste comment déterminer les fonctions )(kA et les valeurs 

de ki. Cela revient à prendre les deux cas particuliers :  

1) Les excitations sont proches l’une de l’autre 

2) L’une des excitations se trouve au bord 

La dernière étude ramène à ce qu’on appelle les Equations d'Ansatz de 

Bethe (BAE), mais le problème reste toujours ouvert ce qu’il demande toute 

une recherche. 
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Conclusion 
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Conclusion : 

Dans ce travail, on a considéré un  modèle statistique important qui est 

le modèle d’Heisenberg pour déterminer les valeurs propres de son 

Hamiltonien en utilisant ce qu’on appelle l’Ansatz de Bethe qui nous fixe à 

des scalaires pris la forme de la fonction d’onde. 

Apres des calculs simples, on a calculé l’énergie pour une et deux 

excitations et la généralisation pour M excitations. 

Ce qu’il reste dans ce contexte, c’est la détermination des fonctions 

d’onde pour un nombre d’excitations quelconque moyennant la détermination 

des fonctions )(kA . Ceci nécessite un traitement détaillé basé sur le 

changement des positions des excitations pour chaque cas où on a un nombre 

fixe de ces dernières. Ça fait l’objet d’une future recherche.      

 

 

 

 

 

 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 

31 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

Références 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com


 

32 
 

 
Références : 

 [a1] Éric Brunet, Lionel Foret, et Jérôme Beugnon, Cours de Physique 
statistique. 
 
[a2] Jean-Marc Richard, Notes de Physique Statistique M1, 2007–08, module  
CPHYS-422. 
 
[a2] Marie-Pierre Gaigeot, Physique statistique et simulations numériques : 
introduction aux méthodes de modélisation numérique de la matière 
condensée (gaz, liquides, solides, molécules biologiques). 
 
[b] Cédric Weber, Etude du modèle de Heisenberg classique sur réseau carré 
a couplages antiferromagnétiques premiers et secondes plus proches voisins. 
 
[C1] N. Crampé, L. Frappat, and E. Ragoucy, Classification of three-state 
Hamiltonians solvable by Coordinate Bethe Ansatz arXiv:1306.6303v2 
[math-ph]. 
 
[C2] Luc Frappat, Rafael I. Nepomechie, and Eric Ragoucy, Complete Bethe 
Ansatz solution of the open spin-s XXZ chain with general integrable 
boundary terms arXiv:0707.0653v2 [math-ph]. 
 
[C3] P. Z. Justin, Quelques applications de l’ansatz de Bethe, thèse de 
doctorat de l’université de Paris 6 (1998). 
 

[C4] Michael Karbach, and Gerhard Muller, Introduction to the Bethe Ansatz 
I, arXiv cond-mat/9809162. 
 
[C5] Michael Karbach, Kun Hu, and Gerhard Muller, Introduction to the 
Bethe Ansatz II, arXiv cond-mat/9809163. 
 
[C6] Michael Karbach, and Gerhard Muller, Introduction to the Bethe Ansatz 

III, arXiv cond-mat/0008018. 

 

PDF created with pdfFactory Pro trial version www.pdffactory.com

http://www.pdffactory.com

