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Introduction

L’espérance conditionnelle est un concept important en probabilités notamment utilisé

dans des domaines tels que I'étude des martingales est I'intégration stochastique.
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Chapitre 1

Espérance Conditionnelle

On se place dans le cas général d’un espace de probabilité (€2, .4, P).

1.1 Conditionnement par un événement :

On se donne B un événement (i.e. B € A) tel que P(B) > 0. Pour tout A € A, on
pose :

P(B N A)

Définition 1.1.1 Q5 est la mesure de probabilité sachant l’événement B. On la note
souvent P(./B)

Proposition 1.1.1 Soit X une variable aléatoire. Si X est P-intégrable i.e.

E|X| = [|X|dP < +oo alors X est aussi P(./B)-intégrable. De plus, on a :
1
E(X/B :/Xd]P’.B :—/XdIP’
(x/B) B =5 /.

1
= 55 EN ) (1.1)

E(X/B) est l’espérance de X sachant (ou conditionnelle a) I’événement B.

DEMONSTRATION. Ce résultat se démontre par étapes, en commencant par une fonc-
tion indicatrice, ce qui permet de passer au fonctions étagées puis aux fonctions mesurable

positives, pour conclure sur les fonctions intégrables.
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Etape 1: X =1y

[1adP(./B) = P(A/B) = P(If(g)A) - (13) / TnadP = ﬁ / 1,dP
(

Etape2: X = Z Ajl4, ot J est un ensemble fini et les (A;) sont des événements dis-
jeJ

joints. On obtient la relation (1.1) grace a la linéarité de l'intégrale et ’étape précédente.

Etape 3: X est mesurable positive. Il existe une suite croissante de variables (X,,)nen

étagées positives qui converge vers X. D’aprés I'étape 2, on a :
1
YneN: | X,dP(./B :—/XndIP’

On applique en suite le théoréme de Beppo Levi aux deux intégrales.
Etape 4. Xintégrable. La variable aléatoire X se décompose sous la forme X = X+t — X~
avec : Xt =max(X,0) et X~ = max(—X,0).

Les variables X et X~ sont positives et P-intégrables. L’étape 3 assure que :

[ X*TdP(./B) = ﬁ/}g)ﬁd@ < 400 et

[ X~dP(./B) = ﬁ/BXdP < 400

donc | X| = X + X~ est P(./B)-intégrable et on obtient (1.1).

Pour toute variable aléatoire X (admettons qu’elle est a valeur dans R, mais elle
pourrait aussi étre a valeurs dans un autre espace) ce qui précéde définit aussi la proba-
bilité ,sachant B, que X appartienne a n’importe quel borélien de R. Autrement dit on
construit facilement la loi conditionelle de X et, par le théoréme de transfére, I'éspérance

conditionnelle se calcule aussi en utilisant cette loi :

Définition 1.1.2 La loi de X sachant (ou conditionnelle o) l’événement B est la trans-
portée de P(./B) par X. Soit, pour tout E € B(R) :
Px(E/B)=P(X(F)/B) =P(X € E/B)

et on a :

E(X/B) = /R +dPx (z/B)

Exemples 1.1.1 Soit (X1, Xs) un couple de variables aléatoires indépendantes et de
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meéme loi définie par :

P(X; =k) = a*(1 —a) Vk e N
ol o est fizé dans |0, 1[. (On note G(a) cette loi)
On pose :

N:{ 1 SZ:XngQ
2  sinon

On va déterminer la loi de Xy sachant N = 1.

Commengons par calculer la loi de la variable aléatoire N. La loi du couple (X7, X3)
étant symétrique, on a :
1
On en déduit :

s SR — kX - )

k=0

1 o
=5+ > P(X) = k)P(X, = k)
k=0
car les variables aléatoires sont indépendantes.

1 400
PN =1)=(1+(1- a)?y " a*)
k=0

1 1—a)? 1
=—(1+ ( ) ) =
2 1 —a? l+a
La loi conditionnelle de X, sachant I’événement [N = 1] est donnée par :

- L PIN=1,Xi=k) P(Xo>k X, =k)

= (1+a)P(X; =k) Y P(X,=1)

1>k
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=(1+a)f(1-a)) (1-a)

1>k

= (1 —a?)a?, Vk e N
La loi conditionnelle de X sachant Uévénement [N = 1] est une loi G(a?). On en déduit
que l’éspérance de X sachant [’événement [N = 1] est égale a :

CYQ

1—0a2

+0o0

E[X,/N=1]=) kP(X;=k/N=1)=
k=0

De la méme fagon, on obtient la loi de Xy sachant [N = 2]

P(X; =k/N =2) = (1 —a?)a" (1 - a") Vk>1

1+ a+a?

et l’éspérance conditionnelle de X1 sachant N = 2 est égale a 5
—«

Remarque 1.1.1 L’éspérance de X; s’exprime a partir des espérances conditionnelles
E(X;/N =1) et E(X1/N = 2). En effet, on peut décomposer X, en :

X1 =Xalnor + Xallv—
et grace a (1.1), on obtient :

E[X1] = E[X1Iy—1] + E[X T y_,]

—P(N = 1)E(X;/N = 1) + P(N = 2)E(X;/N = 2)

1l -«

1.2 Conditionnement par une partition au plus dénom-
brable d’événements :

Dans cette partie, (B, )nen désigne une partition de €2 telle que P(B,) # 0 pour

tout n. On note B la tribu engendrée par cette partition B = o(B,,n € IN) .

1.2.1 Definition et propriétés de la probabilité conditionnelle :

Soit A un événement . On définit la probabilité conditionnelle de A sachant B comme

étant la variable aléatoire qui prend la valeur P(A/B;) pour tout w € B;.On la note
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P(A/B). On a donc pour tout w €

P(A/B)(w) = ) _P(A/B.)lg, () (1.2)

nelN

Proposition 1.2.1 Soit A fizé, la variable aléatoire P(A/B) satisfait les propriétés sui-

vantes :

P(A/B) est B — mesurable
pourtout B € B, ona/ P(A/B)dP =P(AN B)

B

[m] :

DEMONSTRATION. En tant que fonction constante sur chaque B;, la variable aléatoire
P(A/B) est mesurable. Soit B € B. Il s’écrit de la forme B = U;cf, B; et pour toute

fonction P-intégrable f, on a :

/deP:Z/BideP’

i€l

On obtient

/BIP’(A/B)dIP: Z/B P(A/B)dP

i€lp

-y / S P(A/B;)lp, dP

i€lg ¢ jeN

:ZZIP’(A/Bj)/ dP

icly jEN BinB;

= ZP(A/BZ»)IP’(BZ-) car B;N B; =0 si j # i et B; sinon

i€lp
=P(ANUer) =P(ANDB)
Proposition 1.2.2 A w fizé, P(./B) est une mesure de probabilité.

DEMONSTRATION. En effet, si on fixe w € ©, il existe un unique élément de la parti-

tion, noté BY tel que w € B¥. On a alors
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P(./B)(w) =Y P(./B;)s,(w) =P(./B*)

JeEN

c’est bien une probabilité.

Remarque 1.2.1 Supposons qu’il existe des éléments de la partition ayant une probabi-
lité nulle. On note I = {i : P(B;) # 0}. La probabilité conditionnelle sachant B est alors
définie par

P(A/B)(w) = ) P(A/By)lg, () (1.3)

nel
P(A/B) est nulle sur l’ensemble U;ere B;.

1.2.2 Definition et propriétés de 1’éspérance conditionnelle :

Définition 1.2.1 Soit X une variable aléatoire dans L1(Q, A, P), l’éspérance de X condi-

tionnellement a B est la variable définie par

E(X/B) = [ XdP(./B)(w) = ZE(X/BZ-)HBi(w) (1.4)

pour tout w € ).

Remarque 1.2.2 Pour tout w, c’est tout stmplement

E(X/B) = [ XdP(./B*) = E(X/B)

ou BY est l'unique élément de la partition contenant w .

Proposition 1.2.3 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires intégrables par rapport
a P et (Xp)new une suite de variables aléatoires P-intégrables.

Aw fixé, l'éspérance conditionnelle vérifie les propriétés suivantes :

(1) pour tout couple (A, u) € R%EENX + uY/B) = NE(X/B)(w) + pE(Y/B)(w)

(2) si X <Y p.s. alors E(X/B)(w) <E(Y/B)(w)

(3) si (Xn)n est une suite croissante de variables aléatoires positives intégrables telle que

lim 1 X, =X alors nlj)Too TE(X,/B)(w) =E(X/B)(w)

n—-+40o
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DEMONSTRATION. Ces propriétés se déduisent immédiatement des propriétés de 1'és-
pérance. En effet, a w fixé E(./B)(w) est égale a I'éspérance par rapport a la mesure de

probabilité P/B“ ou B“ est I'unique élément de la partition contenant w.

Proposition 1.2.4 Soit X une variable aléatoire P-intégrable.
(1) L’application w — E(X/B)(w) satisfait

E(X/B) est B — mesurable

pourtoutBEB,ona/E(X/B)dIP’:/XdIP’
B B

[ma]

En particulier en prenant B = ), on obtient E(E(X/B)) =E(X)

i.e. les variables aléatoires X et E(X/B) ont méme valeur moyenne.

(2) Si Y et YX sont P-intégrables et si X est B-mesurable alors E(XY/B) = XE(Y/B)
(3) Si X est indépendante de la tribu B alors E(X/B) = E(X)

DEMONSTRATION.
Preuve de (1). E(X/B) est B-mesurable car elle est constante sur chaque B;.

Pour tout B € B, on démontre 1’égalité /

E(X/B)dP = / XdP par la méthode stan-
B B

dard.

Etape1: X =1, avec A € A le resultat est immédiat car on retrouve la relation [m].

Il suffit d’écrire la définition de E(X/B) i.e. E(I4/B) = P(A/B)

Etape 2: X = Z AjlLa; ot J est un sous ensemble fini. Le résultat découle de I'étape
jed

précédente en utilisant la linéarité de l'intégrale et de la linéarité de I'éspérance condi-

tionnelle.

Etape 3 : X est mesurable positive. Il existe une suite de variables aléatoires étagées

positives telle que lim T X,, = X. L’étape précédente assure que pour tout n, on a

/ E(X,/B)dP = / X, dP
B B
D’aprés (1) et (2) de la proposition (1.2.3) pour obtenir le resultat.

Etape 4 : X est intégrable. On décompose X = X+ — X~ avec E(X*) < 0o .
L’¢tape précédente assure que [E(X*/B)dP = [, X*dP pour tout B € B.
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On peut ensuite conclure en utilisant les propriétés de linéarité.
Preuve de (2). On a

E(XY/B) =Y E(XY/B;)ls, = / XYdP(./B;)I ZP / XYdPIp,

el i€l

Comme X est B-mesurable donc X s’écrit de la forme Z x;lp, avec I C IN. On obtient

icl
1 1
E(XY/B) = - XYdPIg = — ; I5.YdPIg
i€l g i€l jeN i
Or
]I . ]IBj ST 1 :j
BinBi = sinon
d’ot
E(XY/B) = Z:z: /Yd]P]IB => zE(Y/Bi)ls
el el

D’autre part
XE(Y/B) =Y allp Yy xE(Y/B)lp, = > aE(Y/B)lpnp =Y zE(Y/B)]
i€l jel i,j€1 i€l
d’ou ’égalité annoncée.
Preuve de (3). X étant indépendante de B ,elle est aussi indépendante des variables

aléatoires Iz, . On a donc

E(X/B) = Z BB E(XTp,)Ip = P(2i>E(X)E(]IBi)]IBi =E(X)> I =E(X

iel el iel

1.2.3 Conditionnement par une variable aléatoire discrete :

Soit Y une variable aléatoire , Y (Q) = {y;,7 € I C IN}. On peut appliquer les résultats
précédents a la tribu engendrée par Y, i.e. la tribu engendrée par la partition constituée
des événements B; = Y ' ({y;}),7 € I. On note o(Y) cette tribu. On définit ’éspérance
de X sachant Y par

E(X/o(Y)) = E(X/Y)
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et de méme la loi de X sachant Y

Px(./o(Y)) =P(./Y)
En particulier , on a

E(X/Y) =Y E(X/Y = y)ly—y) = g(Y)

€N

D’aprés [m],

/B g(Y)dP = /B XdP

Pour tout B € o(Y). Par conséquent pour tout partie C de {y;,7 € I} ,on a Y(C) €

o(Y) et la relation précédent s’écrit

S oW =y = [ xap

yGC y—1 (C)

1.2.4 Quelques remarques :

On sait désormais calculer ’éspérance conditionnelle par rapport a une tribu engen-
drée par une partition dénombrable ou par une variable aléatoire discréte.
Il est important de remarquer que les propriétés [my| définissent 1’éspérance conditionnelle

presque surement. En effet,

Proposition 1.2.5 Si deuz variables aléatoires Yy et Yo vérifient les propriétés [my] alors

elles sont égales P-presque surement

DEMONSTRATION. On a pour tout B € B,

/(Y1 — Y3)dP =0 (1.5)

Posons By = {Y1 —Y, > 0} et By = {Y; —Y>5 < 0}. Ces deux événements sont dans la tribu
B car Y] — Y5 est B-mesurable. En appliquant (1.5) aux événement B; et B, on obtient
qu’ils sont P-négligeables. Par conséquent, on a bien Y; — Y5 = 0 P-presque surement.

Les conséquences de ce resultat sont les suivantes :
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(1) Si on modifie la variable aléatoire Y E(X/B;)lp, sur un ensemble B-mesurable et de
probabilité nulle alors elle vérifie toujours les propriétés [ms].

(2) Sil’on trouve une variable aléatoire qui vérifie les propriétés [m,] alors elle est presque
surement égale a > E(X/B;)lp,

Dans ce cas on parlera de version de I’éspérance conditionnelle.

1.3 Conditionnement par une tribu :

Définition 1.3.1 Soit B une tribu et X une variable aléatoire. L’éspérance conditionnelle

de X sachant B est la classe des variables aléatoires E(X/B) qui vérifient [ms) i.e.

E(X/B) est B — mesurable

pourtoutBEB,ona/E(X/B)d]P’:/XdIP’
B B

On appelle version de ’éspérance conditionnelle un élément de cette classe.

La suite de cette section s’organise de la fagon suivante :
(1) On montre que E(X/B) vérifie les propriétés obtenues dans la section précédente pour
I'éspérance conditionnelle (section 1.3.1)

(2) On montre l'existence de E(X/B) sous certaines hypothéses (section 1.3.2)

1.3.1 Propriétés de E(X/B) :

Soit X une variable aléatoire P-intégrable. On suppose qu’il existe une variable aléa-
toire E(X/B) qui satisfait les propriétés [ms] .Sous ces conditions, la variable aléatoire
E(X/B) vérifie les propriétés suivantes :

Propriété A. E(./B) est linéaire.
Propriété B. Si X est positive alors E(X/B) l'est aussi. Sinon, il existe B € B de probabi-

lité non nulle telle que /

E(./B)dP < co. D’ot / XdP < 0 ce qui contredit ’hypothése
B B

X positive.
Propriété C.[théoréme de Beppo Levi pour I’éspérance conditionnelle| Soit (X,),en une

suite croissante de variables aléatoires positives qui converge vers X alors
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lim T E(X,/B) =E(X/B) .
Notons d’abord que (E(X,,/B)), est une suite croissante de variables aléatoires positives
et B-mesurable .De plus elle est majorée par E(./B) donc elle converge et sa limite

(notée Y) est B-mesurable. De plus, en utilisant Beppo Levi, on a :

/ YdP = lim / E(X,/B)dP = lim / X, dP = / XdP
B B B B

donc Y vérifie [my).
Propriété D.|[Lemme de fatou pour I’éspérance conditionnelle| Si (X,,),en est une suite

positive, alors

E(liminf X,,/B) < liminf E(X,,/B)
Propriété E.[Théoréme de la convergence dominée pour I’éspérance conditionnelle| Si
(Xn)new est une suite qui converge vers X et s'il existe une variable aléatoire Y inté-

grable telle que pour tout n, X,, <Y alors
lim E(|X,, — X|/B) =0
n—oo

Proposition 1.3.1 Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires. Si X est B-mesurable
alors E(XY/B) = XE(Y/B) presque surement.

DEMONSTRATION. XE(Y/B) est le produit de variables aléatoires B-mesurables donc

elle I'est aussi. On montre maintenant par la méthode standard ’égalité : pour tout B € B

[, XE(Y/B)dP = [, XY dP
Fixons B € B.
Etape (1) : X =T, avec A € Bon a
/ TLE(Y/B)dP = / E(Y/B)dP = / YdP car ANB € B
B ANB

ANB

= / [.YdP
B

P
Etape (2): X = Z Aill4,. Le résultat découle directement de la linéarité de l'intégrale.
i=1

Etape (3) : X est mesurable positive. Il existe une suite croissante de variables aléatoires
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étagées positives (X, )nen telle que lim T X, = X. L’étape précédante assure que pour

tout n, on a

X,E(Y/B)P = [ X,YdP (1.6)
J J

o La variable aléatoire Y est positive. La suite (Y X,,), est donc croissante positive et
converge vers XY. On peut donc appliquer le théoréme de Beppo Levi aux deux membres
de (1.6) et on obtient

/B XE(Y/B)dP = /B XY dP

¢ Y quelconque. On applique le resultat précédente a Y™ et Y ie.

/ XE(Y*/B)dP = / XY=dP
B B
En suite, le resultat découle de la linéarité de 'intégrale et de 1’espérance conditionnelle.

Etape (4) : X est intégrable. On applique 1'étape précédente & X+ et X~ et on utilise &

nouveau les propriétés de linéarité.

Proposition 1.3.2 Si X est indépendante de B alors E(X/B) = E(X) presque surement.

DEMONSTRATION. La variable aléatoire constante et égale a E(X) est B-mesurable.
De plus, pour tout B € B, on a

/BIE(X)dP:E(X)/BdP: /XdIP’/]IBdIP

= [ X1pdP car X Il 1p

:/XdIPJ
B

Proposition 1.3.3 Soit B et B deuz tribus telles que B C B, on a
E(X/B) = E(E(X/B)/B) = E(E(X/B)/B) (L.7)

DEMONSTRATION. Rappelons que la condition B C B implique que si une variable aléa-

toire est B-mesurable alors elle est aussi B-mesurable. Ce résultat implique que E(X/B)
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est B-mesurable et donc d’aprés la proposition (1.3.1) on a E(X/B)E(E(X/B)/B).
Montrons maintenant que E(X/B) = E(E(X/B)/B). La B-mesurabilité de E(X/B)

est acquise, de plus pour tout B € B

/ E(X/B)dP = / XdP car Be BD B
B B

- / E(X/B)dP car B € B
B

1.3.2 Existence de E(X/B) et intrprétation géométrique :

Dans cette partie, nous montrons que si X est de carré intégrable i.e.X € L%(Q, A, P),
la meilleure approximation de X par un élément de € L2(2, B,P) est une version de

I’éspérance conditionnele.

Théoréme 1.3.1 Soit H un espace de Hilbert (i.e. un espace normé complet dont la
norme provient d’un produit scalaire). Soit E un sous espace complet de H pour tout

x € H, il esziste un unique élément y € E tel que :
—z| = inf ||w — 1.
ly — = inf [l ] (18)
y—x L FE (1.9)
On note y = Pg(x). C’est la projection orthogonal sur E.

Rappelons que L?(Q, A, P) est un espace de Hilbert. Soit B une sous tribu de A et
L?(B) = L*(Q,B,P) le sous espace L*(Q2, A,P) constitué des classe d’équivalence d’ap-
plications B-mesurables. C’est un sous espace complet de L*(Q, A, P). Les hypothéses du

théoreme (1.3.1) sont donc satisfaites. Posons Pyzs) la projection orthogonale sur L*(B).

Théoréme 1.3.2 Dans le contexte décrit ci-dessus, si X une variable aléatoire dans
L*(Q, A,P) alors la variable aléatoire Y = Pi25)(X) vérifie la condition [ms] (c’est une

version de l’éspérance conditionnelle de X sachant B).
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DEMONSTRATION. Montrons que la variable aléatoire Y vérifie la condition [ms]. Par
construction,la variable aléatoire Y = Pp25)(X) est B-mesurable. Comme la variable

Y — X est orthogonale & B, on a pour tout B € B, les variables aléatoires [z et ¥ — X

sont orthogonales i.e.

E((X = Y)Iz) =0

Ceci implique que
E(Y15) = E(XTp)

ou encore

/Yd]P’:/Xd]P’
B B

Par conséquent, la variable aléatoire Y vérifie [ms].

Remarque 1.3.1 L’existence reste vrai dans L. On admet ici ce resultat. 1l est impor-

tant de remarquer que l’interprétation en terme de projection n’est plus valide.

1.3.3 Conditionnement par une variable aléatoire

. Soit Y une variable aléatoire a valeur dans ’espace E (muni de la tribu &). On note

o(Y) la tribu engendrée par Y. Pour simplifier les notations, on écrit E(X/Y') au lieu de
E(X/o(Y)) -

Lemme 1.3.1 (Lemme de Doob). Soit U une wvariable aléatoire sur Q. U est o(Y)-
mesurable si et seulement si’il existe une application mesurable g de E dans R telle que
U=yg(Y)

L’éspérance conditionnelle E(X/Y') est donc de la forme g(Y') avec g mesurable et

/B g(Y)dP = /B XdP VB € o(Y)

L’évenement B peut aussi s’exprimer de la forme Y 1(C) avec C € 3. En utilisant le

théoreme du transfére, on obtient

ml: [ stapvin) = [ xap

Y=1(C)
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Remarque 1.3.2 Par abus de langage, on utilise aussi la notation g(y) = E(X/Y =y)
qui est différente de g(y) = E{X/Y =y})

Remarque 1.3.3 Rappel : une m-classe est une collection de parties de E contenant FE
et stable par intersection fini. La propriété [mi| (resp.[ms]) est vraie si et seulement si elle
est vérifiée pour tout C' € C ou C est une w-classe qui engendre B. On admet ce resultat.
Rappel : Limage réciproque d’une m-classe est aussi une mw-classe.

Par conséquent 3] est vraie si et seulement si elle est vérifiée sur une m-classe qui en-
gendre & .

Dans ce contexte, les propriétés de [’éspérance conditionnelle s’écrivent

1) Si X et Y sont indépendantes alors E(X/Y) =E(X)

2) Pour toute aplication h de E dans R mesurable, E(h(Y)Z/Y) = h(Y)E(Z/Y)

3) Si Z="nY) alors E(X/Z) =E(E(X/Y)/Z) =E(E(X/Z)]Y)



