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Introduction

La théorie de I'estimation est une des préoccupations majeures des statisticiens. Ainsi
I’estimation non paramétrique a regu un intérét croissant tant sur le plan théorique que
pratique. Cette branche de la statistique ne se résume pas a ’estimation d’un nombre fini
de parametres réels associés a la loi de ’échantillon (comme c’est le cas pour la théorie de
I'estimation paramétrique), elle consiste généralement a estimer a partir des observations
une fonction inconnue, élément d’une certaine classe fonctionnelle, telle que la fonction
de répartition ou la fonction de densité a titre d’exemples.

L’objet central de ce mémoire est d’étudier ’estimation non paramétrique de ces dernieres.
Le lien évident qui existe entre fonction de répartition et densité, nous a conduits, a nous
intéresser aux méthodes d’estimation de la densité qui peuvent étre répertoriées dans deux
classes principales : I'estimation par histogrammes et ’estimation par noyau qui peut étre
considérée comme une extension de I'estimateur par la méthode de I’histogramme.

Ce travail est divisé en trois chapitres, le premier chapitre englobe les différents outils sta-
tistiques qui seront utils dans la suite. Le deuxieme chapitre est consacré a l’estimation
non paramétrique de la fonction de répartition par la fonction de répartition empirique
et I'estimateur a noyau. L’estimation de la densité par I'histogramme et 'estimateur a
noyau fera ’objet du troisieme chapitre.

Nous finissons par une conclusion générale pour ce travail de mémoire.

Nous considérerons dans tout le reste de ce travail que les variables sont 7.i.d. (indépendantes

et identiquement distribuées).
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Chapitre 1
Généralités

1.1 Estimateur et propriétés d’un estimateur

1.1.1 Estimateur et estimation

Définition 1.1.1 Si (Xy,...,X,) est un échantillon aléatoire d’effectif n de loi parente la

loi de X, alors nous appelons estimateur du parametre 0 toute fonction h,, de ’échantillon

aléatoire (Xq,...,X,) , notée @\n : §n =hp(X1,..., Xp).

Remarque 1.1.1 1. A priori 'estimateur é\n est a valeurs dans un ensemble ©, conte-

nant l’ensemble des valeurs possibles du parameétre 6.

2. gn est une variable aléatoire de loi de probabilité qui dépend du paramétre 6.

)

3. 0, peut-étre univarié ou multivarié.

Définition 1.1.2 Une fois l’échantillon prélevé, nous disposons de n valeurs observées

X1,y ..., Ty, ce qui nous fournit une valeur h,(xy,...,x,) qui est une réalisation de 0, et

que nous appelons estimation.

Remarque 1.1.2 1. Nous distinguons la variable aléatoire é\n de sa valeur observé,
notée @\n(xl, ey ).

2. Nous utilisons les notations suivantes :
(i) (X1,...,X,) désigne l’échantillon aléatoire de taille n, et les n observations ne

sont pas encore a disposition.
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(i1) (x1,...,2,) désigne une réalisation de l’échantillon aléatoire et les n observa-
tions sont a disposition.

3. 1l faut systématiquement se demander : “suis-je entrain de manipuler une variable
aléatoire ou l'une de ses réalisations ¢”
1.1.2 Propriétés d’un estimateur
Le chois d’'un estimateur va reposer sur ses qualités, le premier défaut possible concerne
la possibilité de comporter un biais.
Biais d’un estimateur
Définition 1.1.3 Le biais de 0, se définit par : B(6,) = E(6,) — 6.

0, est un estimateur sans biais (ou non biaisé) du parametre 6 Si: B (gn) = 0, c’est-a-dire

~

Si E(6,) = 0 (voir figure 1.1)

KT) ET)=0

FIGURE 1.1 — Comparaison d’estimateur avec E(7}) # 0 et E(Ty) = 6

Estimateur asymptotiquement sans biais

un estimateur é\n est asymptotiquement sans biais pour # Si lim E(@\n) =40.
n—:oo
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Ecart quadratique moyen

Si 6, est un estimateur de 6, nous mesurons la précision de 6,, par ’écart quadratique

~

moyen E[(6,, — 6)?], noté EQM :

~ ~

EQM = E[(6, —E(6,) +E@,) - 0%
= E[(0n — E(6n))"] + 2E[(0, — E(00))(E(0,) — )] + E[(E(6,) — 0)7]

Comme E(f,) — 0 est une constante et que E[f, — E(6,)] = 0, il vient

EQM = Var(6,) + [E(6,) — 0]

Donc, ’absence de biais n’est pas une garantie absolue de ”bon estimateur”. Il faut aussi
tenir compte de sa variance ; par suit, deux estimateurs sans biais, le plus précis est donc

celui de variance minimale (voir figure 1.2).

FIGURE 1.2 — Comparaison d’estimateur avec E(T}) = E(Ty) et Var(Ty) > Var(T3)

Estimateur convergent

Définition 1.1.4 un estimateur @L est convergent s’il converge en probabilité vers 6 quand
n — Q.
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Propriété : Si un estimateur est sans biais et que sa variance tend vers 0 quand n tend

vers l'infini, alors cet estimateur est convergent.

Remarque 1.1.3 deux estimateurs convergents peuvent ne pas converger a la méme vi-

tesse.

1.2 Lois des grands nombres

Théoréeme 1.2.1 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires deux a deux indépendantes,

de méme loi ayant un moment d’ordre 2. Alors :

1 n
3N X L E(X)
n

i=1

Théoreme 1.2.2 Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes, de méme

loi dans L'. Alors :

1< s
=3 X P E(X)
n

=1

1.3 Convergence presque complete

Notation

les petits 70" et les grands "O”, que l'on trouve couramment dans la littérature sont
rappelés de maniere précise ici. Ces symboles ont été introduit par Landau pour simplifier
les relations entre quantités (Stochastique ou non) de méme ordre de grandeur, ou d'un
ordre de grandeur inférieure asymptotiquement. Plus précisément, des relations liant les
ordres de grandeur de quantités stochastiques sont expimés par les célebres petit "0,” et
grands "0,” définis comme suit :

— Si a, est une suite de variables aléatoires et g est une fonction réelle de la variable

entiere n, alors la notation a, = o0,(g(n)) signifie que :

) =0
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— De maniere similaire, la notation a, = O,(g(n)) signifie qu’il existe une constante
K > 0 telle que : Ve >0 dN. € N* tel que :

Qn,
Vn > N, P(|—| > K) <e
g(n)
Définition 1.3.1 On dit que la suite de variables aléatoires réelles (X, )nen converge
presque complétement vers une variable aléatoire X lorsque n — +oo (et on note

lir+n X, =X p.co), siet seulement si :
n—-+00

Ve >0, > P[X,—X|>e] <o
n=0
Définition 1.3.2 On dit que la vitesse de convergence presque compléte de la suite de
variables aléatoire réelles (X, )nen vers X est d’ordre (Uy,) ((U,) étant une suite numérique

déterministe), et on note X,, = Op.,(Uy), si et seulement si :

Veo >0, > P[X, - X|>el,] < 00

n=0

1.4 Statistique non paramétrique

Qu’est ce que la statistique non parametrique ?
La statistique paramétrique est le cadre classique de la statistique. Le modele statistique
est décrit par un nombre fini de parametres. Typiquement M = {Py, § € RP} est le modele

statistique qui d’écrit la distribution des variables observées.

Exemple

-~ M ={N(u,0%),pn € R, 0% € R™}, modele Gaussien.
- M = {f(z,0) = h(z)exp(n(0)T(z) — A(0)),0 € RP} modele des familles exponen-
tielles.
- M ={T(, B); (e, ) € R™*} modele loi Gamma.
Par opposition, en statistique non paramétrique, le modele n’est pas d’écrit par un nombre

fini de parametres. Divers cas de figure peuvent se présenter, comme par exemple
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— On s’autorise toutes les distributions possibles on ne fait aucune hypothese sur la
forme, la nature ou le type de la distribution des variables aléatoires.
— Le nombre de parametres du modele n’est pas fixé, et varie (augmente) avec le

nombre d’observations.

Lemme 1.4.1 (Inégalité de Brenstein-Frechet)
Soit Xq,..., X, une suite des variables aléatoires réelles indépendantes définies sur l’es-
pace probabilisé (€2, A, P)
Sio; < X; < B, Vi<n oules a; etles 3; sont des constantes réelles, alors :

& —2t?

(Ve >0) P Y (Xi —E(Xy)| > 1) < 2exp(——)
= > (8- )
i=1

Lemme 1.4.2 (Inégalité de Hoeffding)

Soit Xq,..., X, une suite de variables aléatoires indépendantes centrés de meme loi telle
que : | X1| < C1, E(X?) < Cy alors :

—ne? o

4C%

1 n
P(~] D Xi| > ) < 2exp(

=1



Chapitre 2

Estimation non paramétrique de la
fonction de répartition

Un probleme récurrent en statistique est celui de ’estimation d’une fonction de répartition
F' a partir d’un échantillon de variables aléatoires réelles X1, Xs, ..., X,, indépendantes et
de méme loi inconnue. L’objectif de ce chapitre et 'estimation non paramétrique de la
fonction de répartition. Pour ce but, ce chapitre est divisé en deux sections. La premiere
section est consacrée a l’estimation par la fonction de répartition empirique. L’estimateur

a noyau fera 'objet de la deuxieme section.

2.1 La fonction de répartition empirique

Soit Xy, Xo, ..., X, un échantillon i.i.d. (indépendantes et identiquement distribuées)
de fonction de répartition F': z — F(z) = P(X; < x)
et Xy < X(g) <... < X(p) les observations ordonnées.
Supposons que F' soit completement inconnue. Comment estimer F', en se basant sur les

observations Xq,..., X, ?

Un bon estimateur pour F' est la fonction de répartition empirique, notée ﬁn définie par :

~ 1 <&
Fo(r) = n Z Ix,<x
i=1

13



14 Estimation non paramétrique de la fonction de répartition

d’une manieére plus précise, pour un n-échantillon X, X,..... X, de X.
3 1, 2 ) n

Xi : (97-’4’]13) — (RaBR)

Vie {1,2,...,n} b Xl =

VweQ onpose zq)=X1(w) <z =Xo(w) < ... <y = Xp(w)

R O s% r <) .
Fox)=q¢ & si zg<z<zip) i€{l,...,n—1} (2.1)
I st x> xp
v T i
E  (n1yn- —
g : :
e ow] A

X(1) X(2)  X(3) .X(n-1)  X(n)

observations

FI1GURE 2.1 — Fonction de répartition empirique.

2.1.1 Propriétés

Proposition 2.1.1 F,(z) est un estimateur sans biais pour F(z), et il converge en

moyenne quadratique.

Preuve
L’objectif est de vérifier que :

ElFu(2)] = F(x) (2.2)
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et
E[(F,(z) — F(2))*] — 0 quand n — oo (2.3)
Pour démontrer (2.2), on peux remarquer que d’apres (2.1), Fl,(z) est une variable aléatoire

dont les valeurs sont dans {0, £ 1}, ce qui implique que la variable aléatoire nﬁn(x)

est a valeurs dans {0,1,...,n}, alors nﬁn(x) est une variable aléatoire Binomiale de pa-
rametres (n, F'(z)).
On en déduit que

E[nFy ()] nF(z)

E[F,(2)] F(x)

ce qui montre que F,(z) est un estimateur sans biais.

Il nous reste maintenant de vérifier (2.3)

En effet
Var(ﬁn(x)) Vcw:gﬁn(x — F(x)) R
= E[(Fu(2) = F(2))*] = [E(Fy(x) — F(2))]”
E[(F,(z) — F(x))? (car F,(z)est un estimateur sans biais)

Donc pour montrer que ﬁn(:p) converge en moyenne quadratique vers F'(x), il suffit de

montrer que lim Var(F,(z)) = 0
n—oo

En effet, comme la variable aléatoire nF),(z) ~ B(n, F(z),
Var(nF,(z)) = nF(z)(1 - F(z))

donc
n?Var(F,(x)) = nF(z)(1 - F(x))
Var(F,(z)) = 1F(z)(1 — F(z)) — 0 quand n — oo

Remarque

La loi forte des grands nombres nous montre que ﬁn(x) est un estimateur fortement
consistant c’est-a-dire

VzeR  Fy(z) 25 F(x)
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Théoreme 2.1.1 Soit X1, Xs, ..., X,, un n-échantillon de X de fonction de répartition

F, alors

logn

.CO.
" ) p

Preuve
Par définition, il suffit de montrer que :

logn

Je >0, Y PlF.(x)—F(2)| >«

n
Soit € > 0, alors d’apres (2.2), ona

logn logn

| = P[|Fy(x) — E(F(z))| > ¢

n n

P[|F,(x) — F(z)| > ¢ ]

Par définition de Iestimateur de F,(z) on a

Bl S 1t — - D B ag(X)] > 2227 =

logn

Pl[= ) Moo (Xi) = B(1) g0 (X3))] > & | =

i=1

P[Z ]l]foo,x] (Xz) - ]P)(]l]foow] (XZ))l > &y nlog n]

n

En appliquant I'inégalité de Brrenstein-Frechet avec o; =0, 3; =1, X; = Ij_o (X5)

et t =ey/nlogn

il vient
P[|Fu(z) — F(z)| > gy /™8]

—2e2n1
( Ezogn)

2 exp
2exp(logn=2") = 202

Il suffit de prendre 22 > 1 ]
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2.2 L’estimateur a noyau

Définition 2.2.1 Soit X4,..., X, un n-échantillon de X de fonction de répartition I,

[estimateur

s’appelle estimateur a noyau H pour la fonction de répartition.

La fonction H est une fonction de répartition et (h,), est une suite de nombres réels
positifs tels que h, — 0 quandn — 0.

2.2.1 Propriétés

Proposition 2.2.1 Soit X,...,X,, un n-échantillon de X de fonction de répartition F'
et ﬁn un estimateur a noyau H pour la fonction F tel que : fyH’(y)dy < 00.

Alors : ﬁn est asymptotiquement sans biais.

Preuve
L'objectif est de vérifier que E(F),(z)) — F(x).
XZ - X :
En effet : ]E = —]E Z H ]E(H(x : )) (car Xy, ..., X, est un échantillon
de X).
DS e x—2z
Dot E(F,(x)) = A (=5 =) fx(2)dz
Une intégration par parties, nous donne :
~ T —z R B e
E(F(0) = [HE D EEPS+ [ B Fx(a)de
o[t o .
= 0 + E . H/<xhnz)FX(Z)dZ
Le changement de variable y = h_ , nous conduit a
B[] = [ H'(y)Fx(@— hu)dy

—00
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Maintenant on va faire un développement de Taylor de la fonction Fx au point z, et a
I'ordre 1

FX($ - hny) = FX(:E) - hnny(g) + O<h721) avec 5 S [ZL‘ - hny>$]

alors :

“+oo

ElF.(z)] = H'(y)[Fx (x) = hny fx (€)]dy

= Fx(o) [73 H'(y)dy — ha [23 yH'(9) fx(@)dy + O(R?)

Donc

E[F(x)] = Fx(z) = ho [27 yH'(y) fx()dy
Fx(x) = hafx (@) [73 yH' (y)dy + O(h7)

au passage & la limite quand n — oo, h, — 0 E(F,(z)) — F(z)
D’ou ﬁn est un estimateur asymptotiquement sans biais. [

Proposition 2.2.2 Sous les mémes conditions de la proposition précédente, [’estimateur

a noyau ﬁn@) converge en moyenne quadratique vers F(x) .

Preuve
L'objectif est de vérifier que : lim E[F,(z) — F(z)]>=0. On a :
n—oo
Var(F,(z)

Pa)~ P))

(z) = F(2))’] = (E(Fu(z) — F(x)))?
Il suffit donc de vérifier Var( n(z)) =0 quand n — oo
En effet :

Var(
E[(F,

n

Var(ﬁn(x)) = Var(% H(x

— %ZV@T(H(x;nXi))
— CE(HC)P) - EHE )P

Donc, on peux poser
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pour I, = (E(F,(2)))? = (F(z))?

De méme :

h=EE() = [ s

- [H%x - Z)Fxm} : s/ :O<H2>'<“" ) Ex()ie

- ) [ (Y (y)dy

—0o0

En suivant les mémes étapes que pour la proposition précédente, on arrive a

lim Var(F,(z)) =0

n—oo
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Chapitre 3

Estimation non paramétrique de la
densité

La fonction de répartition empirique joue un role crucial dans ’étude de la loi parente
d'un échantillon. Cependant elle ne permet pas d’obtenir des résultats tres précis sur
la structure de cette loi. En revanche, lorsque les variables de 1’échantillon admettent
une densité f celle-ci donne beaucoup plus d’informations sur la loi parente : dispersion,
mode, etc... on peux dire aussi que f donne une information visuelle importante sur la
répartition des valeurs.

Considérons une quantité aléatoire continue X qui possede une fonction de densité de
probabilité f. La spécification de la fonction f donne une description naturelle de la
distribution de X, et permet de retrouver les probabilités associées a X par 1’équation

suilvante :

b
Pla< X <b) = / f(z)dx pour tout a < b

Supposons maintenant que nous ayons n observations Xy, ..., X, provenant d'une fonction
de densité inconnue. L’estimation de densité, que nous considérons dans notre travail, est
la construction, a partir des données observées, d’une fonction estimée qui représente
(approche) cette fonction de densité.

Le probleme évoqué dans notre travail est alors ”Comment estimer une densité a partir

d’un ensemble de données ?”
Les approches d’estimation de densité se divisent en deux catégories : les approches

paramétriques et les approches non paramétriques.

Dans I'approche paramétrique, nous supposons que les données proviennent d’une famille

21
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de distributions paramétriques connue. L’estimation de la densité est obtenue en estimant
les parametres de la distribution a partir des données et en substituant ces estimés dans
la formule de densité pour cette distribution. Par exemple, supposons que les données
proviennent d’une distribution normale de moyenne p et de variance o2. L’estimation de
la densité f relative a ces observations est obtenue en trouvant les estimés de p et de o>
a partir de ces données et en substituant ces derniers dans la formule de densité pour une

distribution normale.
L’approche non paramétrique prend son sens lorsqu’on ne possede aucune information

précise sur la forme et la classe de la vraie densité. Dans cette approche, ce sont les
observations qui vont nous permettre de déterminer ’estimation de la densité f. Cette

approche sera utilisée puisque ’on ne peut supposer aucune forme de fonction préspécifiée

pour f.

3.1 L’histogramme

L’estimateur non paramétrique de la densité le plus populaire est 1’histogramme in-
troduit par John Graunt au XV II® siecle et est définit comme suit :
Supposons que 'on ait x4, ..., x, observations issus d’une méme loi de probabilité de den-
sité f, ou f est a support borné [a, b[; pour estimer f par la méthode de I’histogramme ce

qui revient & approcher f par une fonction étagée, on découpe [a, b en k classes [, i1/,

oui=1,...,kaveca=aj et b= ayy;.

I'estimateur histogramme s’écrit alors, Vt € [a,b], Fi =1,..., k tel que t € [ay, a;41] et
~ £
fn(t) = :

Qi1 — Q4

ou f; est la fréquence du nombre de points de la classe correspondante. Ce que 1’on peut

encore écrire plus précisément : Vt € [a, b

k
> fi
HOEDY mﬂ[ai,am[(t)
=1

ou

1 n
fi = E Z I]‘[Oli,()éi+1[(l‘j)
j=1
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donc

n

~ 1
fa(t) = ; m ; L, aia1(;)

La figure (3.1) montre quatre histogrammes basés sur le méme ensemble de données.
Ces données représentent le poids a la naissance de cinquante enfants ayant un syndrome
respiratoire idiopathique sévere. Les deux premiers histogrammes sont basés sur une lar-
geur de classe petite et grande (h = 0,2eth = 0,8) respectivement. Les deux autres
histogrammes sont basés sur la méme largeur de classe (h = 0.4) mais avec les intervalles
placés de facons différentes. On remarque que chacun des histogrammes donne une im-
pression différente sur la forme de la densité. Une largeur de classe trop petite conduit
a un histogramme plus découpé, tandis que d’une largeur de classe trop grande résulte
un histogramme plus lissé comme le montrent les figures (3.1 (a) et (b)). Les figures (3.1
(c) et (d)) montrent que le placement des intervalles a aussi un impact sur la forme de la

densité suggérée, puisque ces histogrammes sont tres différents 1'un de 'autre.

0- 04
o o.
0. 00 T T T T

@) )

poids’a Ia naissance (kg) poids 3 la naissance (kg)
«©) [CY)

F1GURE 3.1 — I'influence de l'origine et la largeur de classe

L’histogramme souffre de défauts évidents car par construction, tous les points d’un
intervalle ont la méme densité estimée, ce qui n’est pas réaliste. Une autre difficulté que

I’on retrouve avec I’histogramme est que celui-ci estime toutes les densités par une fonction



24 Estimation non paramétrique de la densité

étagée ce qui n’est pas toujours le cas. De plus, cet estimateur est une fonction discontinue,
il constitue donc une mauvaise approximation dune fonction continue et par conséquent,
I’application de certaines opérations sur 1’estimé, comme par exemple une dérivée ou une
intégration, devient impossible ou tres difficile a effectuer.

Afin de résoudre ce probleme, I'estimateur de la fenétre mobile a été introduit, il généralise
intuitivement la méthode d’estimation par histogramme, et il est tres utilisé en estimation

non paramétrique.

3.2 L’Histogramme mobile

Une premiere amélioration due a Rosenblatt (1956) est la méthode de 'histogramme

mobile :
Rappelons que la densité de probabilité f est égale a la dérivée de la fonction de répartition

F'. On peut donc écrire :

F(z+h) — F(z — h)

f@) = lm 2h
. Ple—h<X<z+h)
= lim
h—0 2h

Un estimateur de f(z) est alors :
L.
folz) = ﬁ#{z,x—h <X;<x+h}
1 n
= -— Z Do nex;<atny
2nh —
= omh Z (—1<= X<y
i=1
Notons que cet estimateur peut encore s’écrire comme :

~ -1 - X;
Fule) = L W)

ou

v - e
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3.2.1 Propriétés

Biais

E(fu@)) = f(a) = S E(Fu(v+h) = Fy(x—h)) - f(a)

= 57 (Fla+h) = F(a—h) - f(z)

Si h — 0 et nh — coquandn — oo, on a :

lim E(fu()) = f(x)

n—oo

Variance

Var(Fu(z)) = ﬁ‘/ar@nhﬁ(aﬁ))
n(F(z+h) — F(z — )1 — F(z + h) + F(z — h))

An2h?
1 F(z+h)— Fx—h)
2nh 2h

IN

Il en résult que, si h — 0 et nh — coquandn — oo, on a :

lim Var(f,(z)) =0

n—oo

3.3 L’estimateur a noyau

Malgré que I'histogramme mobile est un estimateur consistent et qu’il n’a pas le
probléeme du choix d’origine a o comme le cas de I'histogramme, il présente I'inconvénient
d’étre discontinu aux points X; + h.

Ainsi une généralisation de cet estimateur a été introduite par Parzen (1962) en posant

Fulw) = = Y KD

nh,, —

ou h,, est une suite de réels strictement positifs, tendant vers zéro quand n — oo appelée

parametre de lissage et K une fonction mesurable appelée noyau.
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L’estimateur de Parzen-Rosenblat a connu un tres grand succes parmi les estimateurs non
paramétriques, ceci est dii a sa simplicité et sa convergence vers la densité f.
Dans la section suivante, nous introduisons les propriétés statistiques élémentaires de

I’estimateur a noyau.

3.3.1 Propriétés

La propriété ci-dessous exprime le fait que, lorsque h est petit, la convolution avec K},

perturbe peu une fonction de L*

Lemme 3.3.1 (Lemme de Bochner) Soit K un noyau de Parzen-Rosenblat et g € L',

alors en tout point x ou g est continue.

lim (g + Kp)(x) = g(x)

wec Ki(w) = K (5) et (g% Kn)(w) = [ gl — ) Kily)dy

Proposition 3.3.1 Soit X4,..., X, un n-échantillon de X de densité f et fn l’estimateur
a noyau K, alors f,(x) converge en moyenne quadratique vers f(z) avec les conditions

h, — oo quand n — oo et nh, — 0o quand n — oo

Preuve

L’objectif est de vérifier que :

lim E[f,(z) — f(2)]” =0

n—oo

D’ou
E(fu(z) — f(@)]* = Var(fu(@)) + E([fu(z) — f(2)])?
Il suffit de montrer que

lim E[f,(z) — f(x)] =0 (3.1)

n—oo
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et que
h—g}o Var(fu(z)) =0 (3.2)
En effet pour (3.1)
~ 1 X;
E(fule) = El—— Y K(~—)]

En posant t =z — z, on arrive a : E( fn /K flx—t)dt

d’apres le lemme de Bochner et le fait que lim h,, =0 et - K (55) = Kh, (1), on obtient

n—oo
lim —/K flz—t)d /K
TL—>OO

lim E(f,(2)) = f(x)

n—oo

D’ou

pour (3.2), on a

Var(fa(x))

I
<
8
S|
>
|'M
=
>

K2
J K2(z)

Maintenant, nous introduisons les hypotheses de base permettant de donner un théoreme

11 suffit d’appliquer le lemme Bochner sur le noyau K’ = [ ]
général sur la convergence presque complete.
1. f est continue au voisinage de x, un point fixé de R

1
ogn _ 4

2. le parametre de lissage h,, est tel que : lim h, =0 et lim
n—o00 n—oo Nhy,
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3. K est borné, intégrable et a support compact.

Théoreme 3.3.1 Si les conditions 1,2 et 3 sont vérifiées, alors :

lim fo(z) = f(z) p.co

n—o0

Preuve

La démonstration de ce théoreme est basée sur la décomposition suivante :

lim B(f,(x)) = f() (33)
et
Fale) (@) =042 pco (3.4)
Pour (3.3), Nous avons :
Bw) = o [ KE Do
= [K(z fx—zh)

La continuité uniforme de f sur le support compact de K entraine f(x — zh ) — f(x),
uniformément en z. D'ott lim E(f,(z)) = f ()
n—oo

Pour (3.4), on a

Fu@) —E(f) = —3 S RE) —m(E )

n&h, " hy hn
— EZMZ
n-
i=1
oit M, = 1 [K(“5=) — E(K ()
C

En utilisant 'hypothese 3, on a : |M;| < =
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d’autre part le changement de variable z = "’“}l—j, nous donne
1 1 r—X 1 r—t
—E[—K? = = [ K*(=—)f(t)dt
B = g [ K

Comme K est bornée et f est continue sur le support compact de K, on a l'existence

d’une constante C', telle que :

C
2
E(M) < 3=

2

On obtient alors, en appliquant I'inégalité de Hoeffding,

~ ~ logn

fu(@) = E(fu(x)) = O

e ) p-co.

3.4 Conclusion

La problématique posée dans ce mémoire est ’estimation non paramétrique de la fonc-
tion de répartition et de la densité.
Deux méthodes pour estimer la fonction de répartition ont été utilisées : la fonction de
répartition empirique, et I'estimateur a noyau. Notons que L’estimation par la fonction
de répartition empirique est tres utile car de nombreuses statistiques peuvent s’exprimer

comme des fonctionnelles de celle-ci.
Pour ce qui concerne la densité, a part ’histogramme, I'estimateur a noyau est proba-

blement I'estimateur le plus utilisé et certainement le plus étudié mathématiquement. Il

possede des propriétés qui le rendent fort intéressant. Car, si le noyau K est une fonction

de densité alors I'estimateur a noyau f, est lui aussi une fonction de densité. De plus, ce

dernier possede les propriétés de continuité et de différentiabilité du noyau K. De sorte

que si, par exemple, K est la densité normale dors ﬁl possede des dérivées de tout ordre.
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