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Introduction

La probabilité joue un role prémordiale dans le coté théorique et pratique dans la
majorité des domaines scientifique en (statistique, finance, commerce). Son importance
donne un espace de recherche et de création suite a son effet nécessaire q’on ne peut pas
s’en passer.

Le but de notre travail c’est ’étude de la convergence d’une suite de variables aléatoires
, qui joue un role trés important dans la théorie des probabilités et des statistiques.

Ce qui nous pousse a introduire quelques notions de probabilité pour préciser tout qui
suit dans le premier chapitre.

Consernnons le comportement asymptotique de suite de variables aléatoires ;nous préce-
sons dans quel sens cette suite peut admettre une limite.

nous traduisons des types de convergence(en probabilité, en loi, presque siirement, en
moyenne d’ordre p) avec quelques exemples et aussi les liens entre ces modes dans le
deuxiéme chapitre.

Ces types sont nécessaires et nous les utilisons pour la démonstration des théorémes li-
mites les lois des grands nombres qui relient par la convergence presque stirement dans ce
cas la loi est appellée loi forte des grands nombres et la convergence en probabilité donc
la loi est appellée loi faible des grands nombres.

On intéresse dans cettes lois d’étudier la convergence de la moyenne et nous précissons
leurs types.

Le théoréme central limite, qui étudie la convergence de la somme normalisée centrée
réduite des variable aléatoire ce théoréeme relie par la convergence en loi.

Nous introduisons ’application de ces théorémes dans I’approximation et aussi quelques

exemples de leurs applictions dans notre vie cotidienne dans le troisiéme chapitre.



Chapitre 1

Quelques notions de probabilités

Dans ce chapitre on introduit quelques notions de probabilité qui sont trés importantes

dans les autres chapitres.

1.1 Espace de probabilité

1.1.1 Espace fandamental

Soit £ une expérience aléatoire, L’ensemble de toutes les issues possibles associée a

cette expérience est appellé espace fandamental est noté €.

1.1.2 Tribu

Soit A la classe de tous les événements possibles liés a une experience aléatoire.
La classe A est dite tribu sur I'espace fandamental €2 si elle vérifie les trois conditions

suivantes :
1. Qe A,
2. A est stable par complémentaire,

3. A est stable par réunion dénombrable.
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1.1.3 Probabilité

On appelle probabilité sur une tribu A de parties de €2 toute mesure positive P sur A

verifiant :

1. P(Q) =1,

2. P(UL, A) =31 P(A),

3. VAe A P(A) €]0,1].

Définition 1.1.1 On appelle espace de probabilité le triplet (2, A,P) ou P disigne une
probabilité définie sur une tribu A de parties de €.

Remarque
Le couple (€2, .A) est appellé espace probabilisable.
Dans toute la suite, on disigne par (2, A, P) 'espace de probabiliteé.

1.1.4 Partie négligeable

Une partie N de Q est dite P—négligeable ou négligeable relativement a P si est

seulement si :

dBe A telque (NCB) et P(B)=0.

1.1.5 Propriété presque sfire

On dit qu'une propriété P est presque stirement vraie sur 2 si est seulement si elle est

vraie hors d’une partie négligeable on notera P p.s.

1.1.6 Espace complet

On dit que l'espace (€2, A, P) est complet si seulement si A contient toutes les parties

P—négligeables .
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1.2 Varaible aléatoire

Définition 1.2.1 On appelle variable aléatoire toute application mesurable X sur [’espace

(Q,A) a valeurs dans un ensemble E muni d’une tribu T. C’est a dire verifiant :

VAeT, X 1A€A

1.3 Variable aléatoire discréte

Définition 1.3.1 Une variable aléatoire X définie sur l’espace (2, A, P) est dite discréte

si ensemble des image X (w), w € Q est finie ou infinie dénombrable.

1.3.1 Fonction de répartition

Définition 1.3.2 Soit X wune variable aléatoire discréte sur €2 on appelle fonction de

répartition ou la loi de X Uapplication Fx de R dans R définie par

Fx(z) =P{w e Q, X(w) <z}

1.3.2 Espérance et variance d’une variable aléatoire

Définition 1.3.3 Soit X une variable aléatoire discrette de fonction de répartition F. On

appelle esperance mathématique ou moyenne de X, qu’on le notera

E(X) = /R X F(X) dX

= Z x Px(x)

zeR

Définition 1.3.4 On appelle variance d’une variable aléatoire discrétte X de moyenne
de E(X) finie l’espérance mathématique définit par
Var(X) =oc*X) =E(X —E(X))?
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1.3.3 Les lois usuelles discrétes

Définition 1.3.5 (Lot de Bernoulli) Soit X une variable aléatoire définie sur Q) et a

valeurs dans {1,0}, alors X s’appelle variable aléatoire de bernoulli de paramétre P

Ce qui s’écrit

pPra=p'"  kefo,1}

P(X =k) =
0 st non.
On a donc
E(X) = p
var(X) = p.(1-p)
= pbygq

Définition 1.3.6 (Loi binomiale) Soit X une variable aléatoire suit la loi binomial de

paramétre n € N* et p € [0,1]. On a donc

P(X =k) = CkpF.(1—-p)* k<n,
E(X) = np

var(X) = n.q.p.

1.4 Variable aléatoire absolument continue

Définition 1.4.1 On dit q’une variariable aléatoire X est continue si sa fonction de
répartition F est continue, dérivable et I’ensemble de définition de X est un intervalle ou

réunion d’intervalles.
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1.4.1 Densité d’une variable aléatoire continue

Définition 1.4.2 Soit X une variable aléatoire continue on appelle densité ou loi de X

Uapplication f définie dans R vers R par

fx(x) = Fx(x)

1.4.2 Espérance et variance

Définition 1.4.3 Soit X une variable aléatoire continue de fonction densité f.

On appelle espéerance mathématique de X, qu’on le notera

E(X) = /Rxf(x) da.

Définition 1.4.4 On appelle variance d’une variable aléatoire continue X [’espérance
mathématique définit par

Var(X) = E(X — E(X))?

1.4.3 Les lois usuelles d’une variable aléatoire continue

Définition 1.4.5 (loi uniforme) Soit X une variable aléatoire , on dit que X suit une

loi uniforme sur Uintervalle [a,b] si sa fonction de densité est définie par

= si  x€la,b
fx(z) =
0 St non.
b—a?

Son espérance est HT‘I et sa variance =75

Définition 1.4.6 (loi normale) On dit q’une variable aléatoire X suit la loi normale

ou loi de Gauss si sa fonction de densité est définie par

fx(z) = . exp<—M>

oV 2T 202

ol
pu=T(X) est l'espérance de X et o? =var(X) est sa variance.
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1.4.4 Indépendance des variables aléatoires

Définition 1.4.7 Soit (X,,)nen une suite des variables aléatoires définies sur méme

espace de probabilité (0, A,P). On dit que les X; sont indépendantes si et seulement si

P(ﬁ(Xi - xl-)) - ﬁIP’(Xi = ;).

=1

1.4.5 Variables aléatoires de méme loi

Définition 1.4.8 Soit X;, i = 1,...,n des variables aléatoires, on dit que les X; sont de
meéme loi si et seulement si les X; suivent la méme loi de probabilité et dans ce cas elles

ont la méme espérance .

1.4.6 Fonction caracléristique

Définition 1.4.9 Soit X une variable aléatoire, on appelle fonction caracteristique de X

et on la note o(X) la fonction définit par

VER  ox(t) = / ¢ Py ()
R

= / "X dP
R

— E(eitX)

1.4.7 Les fonctions caractéristiques des lois usuelles

1. Le cas discréte :
La fonction caractéristique définie par

VieR ox(t) =) ¢P(X =u).

zel

En particulier :
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1. Si X suit la loi de bernouli, alors Vt € R ox(t) = (1 — p) + pe'.
2. Si X suit la loi binomiale, on a Vt € R px(t) = <(1 —p) —i—pe“X) :

3. Si X suit la loi de Poisson, alors ¥t € R @x(t) = M D (¢).

2. Dans le cas continue :
La fonction caractéristique définie par Vt € R wx(t) = [127 e fx ().

—00

En particulier :

1. Si X suit la loi uniforme U([—a, +a)) avec a > 0, alors

Px() = Sina(:t) si t>0

vVt € R

0 si non.

t202

2. Si X suit la loi normale, alors Vt € R x(t) = ™ 2

2
Si X suit la loi normale centré réduite, alors Vi€ R ox(t) =¢ 2.



Chapitre 2

Convergence d’une suite de variables
aléatoires

Dans ce chapitre nous allons introduire les différentes notions de convergence pour une
suite de variables aléatoires et quelques exemples, nous avons aussi étudier les liens entre
ces modes.Cette suite et leur limite sont supposées construites sur 1’espace de probabilité
(Q,AP).

On considére que les variables aléatoires sont quelconques, mais les énoncés et les résultats
sont vrais pour des variables aléatoires réelles et pour des vecteurs aléatoires a valeurs

dans R<.

2.1 Convergence presque slirement

Définition 2.1.1 Une suite de variables aléatoires (X, )nen+ est dite conuvrege presque

stirement vers une variable aléatoire X et on note lim X, = X p.s losqu’il exicte un
n— —+o0o

ensemble N, de probabilité nulle P(N') = 0, hors duquel X,, converge vers X

VweQ—-N lim X,(w)=X(w).

n—-—+00
Autrement dit, nous avons

P(X, — X)=P( lim |X,—X|=0)=1

n—-+00

12
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ou encore
Ve >0 P(|X,—X|>¢)=0

Notation On note cette convergence par X, — X, P — p.s.
Exemple. On considere I'espace de probabilité (Q, A4, P) ot Q = [0,1] et A la tribu

borélienne, et P est la probabilité uniforme sur 2.

pour tout n > 1 on considére la variable aléatoire définit comme suit
X, :[0,1] — R , X,(w)=min(n xw,1).

Si A =]0, 1],alors la probabilité de A est P(A) = 1.
Pour tout w € A et quand n assez grand, on an x w — +oo0 et X, = 1.

Donc la suite (X,,),en+ converge presque strement vers 1 lorsque n — +o00.

2.2 Convergence en probabilité

Définition 2.2.1 Une suite de variables aléatoires (X, )nen+ est dite converge en probabi-

. . L . iy P
lité vers une vartable aléatoire X et on note lim X, = X, ou encore X,, —> X lorsque
n— +00

la probabilité d’une € — diverge entre X,, et X tends vers 0 lors que n — +00

Ve>0 lim P(|X,—X|>¢)=0.

n—>-+o0o

Exemple. Soit (Xn)nen une suite de variables aléatoires indépendantes de loi uniforme
sur l'intervalle [0, 1]. Alors lorsque n — 400 la suite de variables aléatoires (Y},)nen ol
Y,, = max(Xy, Xo, ..., X,,) converge en probabilité vers la constante 1.

En effet, Soit € €]0,1[ on a

P(|Y, — 1] >¢) = Pmax(Xi, Xs,...,X,) <1—¢)
= PX1<1l—-¢g)xP(Xo<l—¢)x..xP(X,<1—¢)

= (1-¢)"
Donc  lim P(|Y,—1]>¢) = lim (1—¢)"
n—>-+o0o n—>-+oo

= 0
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2.3 Convergence en moyenne d’ordre p

Définition 2.3.1 Une suite de variables aléatoires (X,)nen+ € L, est dite convergente
en moyenne d’ordre p vers une variable aléatoire X € L, dans l'espace L,,, et on le note
X, Lo, X, lorsque on a :

lim E(X, - X)) =o.

n—-—+oo

Exemple. Dans cet exemple en particulier le cas ou p = 2. On considére une suite de

variables aléatoires (X, ),en+ de loi binomiale de paramétre (n, p) et on pose

La suite (Y;,)nen+ converge en moyenne d’ordre 2 vers (1 — p).
En effet

E(Y, - (1-p)) = K

- BRI
~ (- Kl
= BT
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Donc

lim E(Y,— (1—p)3) = lim pt=?

n—--+o0o n—--+o0o n

2.4 Convergence en loi

Définition 2.4.1 Soient (X, )nen+ une suite de variables aléatoires de fonction de ré-
partition F,,(X) et X une variable aléatoire de fonction de répartition F(X), on dit que
(X )nen= converge en loi vers X si seulement si F,,(X) converge vers F(X) en tout point

de continuté de F' et on le note

X, Lo x quand n — 400.

Exemple. Soit (X,,),en- une suite de variables aléatoires discrétes de loi binomial de

paramétre (netp) on suppose A = np constante (X, ),en- £y P(\ = np).

La fonction caractéristique de X est :

on(t) = [1—p+pe']"

on pose )\:np:p:%

A
nt — 1__ 7t oitn
en(t) 1=+ e

— L+

alors ¢, (t) — exp(A(e — 1)) = ¢(t) quand n — +oo

©(t) est continue en t =0

et comme ¢(t) est la fonction caractéristique d’une variable aléatoire de poisson de para-
meétre A = np.

On a donc

(Xp)nerw — B(n,p) = X — P(\ = np)

quand n — +o00
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2.5 Les liens entre les types de convergence

Proposition 2.5.1 Soient (X,,),en< une suite de variables aléatoires et X une variable
aléatoire. donc Si (X, )nen+ convergence presque sirement vers X alors elle converge en

probabilité vers la méme variable.

Démonstration : Soit A I’événement de probabilité 1 qui apperait dans la définition

de la convergence presque stire on fixe € > 0 et pour chaque entier n on considére

B, ={we€ A:sup | X,,(w) — X(w)| > ¢}

m>n

la suite (B,,) est décroissante et N, B, =0 car (X,,),en converge vers X sur A

ona lim P(B,) =0

n—-+o0o

comme
{1X, - X| > ¢} C ByUA® = P{|X, — X| > ¢} < P(B, U A
— P{|X, - X| >} <P(B,)
— P{X,-X|>¢e} <0

Par passage a la limite on a

lim P{X,—X|>¢}<0= lirfrz P{|X,—X|>e}=0
n—-—+0oo

n—-+00
car P est une probabilité donc (X,,),en+ converge en probabilité vers X.

Remarque : La convergence en probabilité n’implique pas la convergence presque
stirement, on le montre par 'exemple suivant :
Soit ([0, 1],B[0, 1], P) et on définit

pour tout w € [0,1]
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liminf X,, =0
n—-4oo

et
limsup X, =1
n—>-+00

donc (X,,)nen+ ne converge pas vers X mais pour tout Ve €]0,1[ et m = 2" + j
telque 0 <3 <2"—1on a:
P(| X >e)=2""

alors (X, )nen+ converge en probabilité. Donc si la suite (X,,),en+ converge en probabilité

vers X n’implique pas elle converge presque siirement vers X.

Proposition 2.5.2 Soient (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires et X une variable
aléatoire donc si (X, )nen+ converge en moyenne d’ordre p vers X alors elle converge en

probabilité vers la méme variable

Démonstration : Par I'inégalité de Markov pour tout € >0 et p >0

E(| X, — X|)P
P(X, - X| > o) < UXn = X]F
€
par passage a la limite on a :
E|X, — X]P
lim P(|X,—X|>¢)< lim Q
n—s+00 n—>+00 €

limP(|X, — X| >¢) <0

car la suite (X,,)nen converge en moyenne d’ordre p. Et comme P et une probabilité. Alors

lim P(X, - X|>¢)=0.

n—>-+00

Cela signifie la convergence en probabilité.

Remarque : La convergence en probabilité n’imlique pas la convergence en moyenne
d’ordre p on le montre par ’exemple suivant : Soit (]0, 1], B(]0, 1]), P) espace de probabilité

et soit o > 0 on considére
Xo(w) =w™_ 1y(w)
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avec n > 1 Ve €]0,1]

1
P(X, | 2 2) = =

d’ou (X, )nen+ converge en probabilité vers 0. Or, X, € L dés que ap > 1 car

3=

E(X,’l’):/ w™Pdw
0

3=

E(X?P) = / w™Pdw
0

w—optl %
B {_@p + 1} 0
— 1 X (l)—ap-i—l

1—ap n

1
= x (n)? ! — .
—ap (n) +00

Alors (X,,)nen+ ne converge pas en moyenne d’ordre p.

Proposition 2.5.3 Soient (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires et X une variable
aléatoire. Donc si (X,,) convergence en probabilité vers X. Alors elle converge en loi vers

la méme variable

Démonstration. Soit g une fonction continue et bornée on a g(X,,) converge en probabi-

lité vers g(X) car (X,,)nen L X de plus 9(Xpn)nen continue et bornée. Donc intégrable
on déduit la convergence en loi de g(X,,) vers g(X)

Remarque. La convergence presque stirement n’imlique pas la convergence en moyenne
d’ordre p on le montre par ’exemple suivant : Soit (R, B(R),[P) un espace de probabilité

et soit X, de loi (1 —n~")dy + nPd, avec p > 1 soit € > 0 pour n > ¢~ P

P(|X,| > &) =n".
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La suite (X, )nen converge presque stire vers 0 puisque p > 1 toute fois E(|X,|P) = 1

pour tout n li??_z E(]X,|?) =1 # 0 donc (X,,)nen ne converge pas vers 0 en moyenne
n——+0o0o

d’ordrdre p.

Proposition 2.5.4 Soient (X,,),en< une suite de variables aléatoires et X une variable
aléatoire. Donc si (X,,) converge presque sire vers X, alors elle converge en loi vers la

meéme variable X.

Démonstration. Cette proposition est une conséquence du théoréme de convergence

dominée et de la définition.

Proposition 2.5.5 Soient (X,,),en< une suite de variables aléatoires et X une variable
aléatoire. Donc si (X,,) convergence en moyenne d’ordre p vers X, alors elle convergence

en loi vers la méme variable.

Remarque. La convergence en loi n'implique ni la convergence presque stire ni la conver-
gence en probabilité ni la convergence en moyenne d’ordre p on le montre par ’exemple
suivant : Soit X — N(0,1) et X,, = (—1)"X alors par la symétrie de la loi gaussienne
standard X,, & méme loi que X donc (X,,),en+ converege en loi vers X mais ne converge

ni presque sire ni en probabilité ni en moyenne d’orde p.

Corollaire 2.5.1 C’est une cas particulier ou la convergence en loi imlique la convergence
en probabilité. la suite (X, )nen< converge en loi vers une constante ¢ alors elle converge

en probabilité vers c.

Démonstration. On a lors que n — +o0o Fy, (1) — 0sit <cet 1sit>cVt #c

Ve >0ona:
P(|X, —X|<e)=Plc—e< |X,,— X|<c+¢)

Plc—e< X, <c+e)=Fx,(c+e)—Fx,(c—e)—1-0=1

P(| X, —¢| <e) =1 alors ((X,)nen+) converge en probabilité vers c.



Chapitre 3

Les principaux théorémes limites

Dans ce chapitre, nous énoncons les théorémes limites qui sont la base de la théorie des
probabilités et statistiques.Nous utilisons la convergence en probabilité et presque stire
dans les lois des grands nombres et la convergence en loi dans le théoréme central limite,

nous introduisons aussi quelques exemples d’applications de ces théorémes.

3.1 Les lois des grands nombres

On rappelle d’abord I'inégalité de Bienaymé tchebycheft :
L’inégalité de Bienaymé tchebycheff : Soit X une variable aléatoire réelle telle que

Var(X) < +oo alors pour toute € > 0

var(X)
g2

P(X -E(X)[ =€) <

3.1.1 Loi faible des grands nombre

Théoréme 3.1.1 Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires independantes et de
méme loi, d’esperance p et de variance o? et soit Z, = %(Xl + Xo+ ...+ X,,), alors pour

tout € >0

0.2
P(|Z, — u| >¢) < —
(17—l 2 ) < 2

20
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Il en resulte

lim P(|Z, —ul >¢)=0.

n—-+o0o

On dit que la suite de variables aléatoires (Z,) converge en probabilité vers fu.

Démonstration. On pose Z, S" avec S, = X7+ Xo + ...+ X,,.

D’une part on calcule ’espérance de Y/

()

<X1+X2+ 4+ X, )

o

&
I
=

I
=

I
=
A/~
Il 3
S | 2
~

1=

1
= E;E(X

et comme les X; sont iid, alors Vi = 1,....n E(X;) = p, et on donc

1
E(Z,) = ST =
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D’autre part, on calcule la variance de Z,

Var(Z,) = Var (—)

et comme les X; sont iid, alors Vi = 1,....n  Var(X;) = o2, et on donc

2

1
Var(Z,) = polls Var(X;) = %.
D’aprés I'inégalité de Bienayme tchebycheff, on a
Var(Z,
Bz, —pl>2) < L)

o2

<

~  ne?

2

. o .
et comme [P est une probabilité et lim —— =0, on obtient
n—-+0oo NE

lim P(|Z, —p| >¢) =0

n—»-+400

et cela signifie la convergence en probabilité de la suite (Z,,)nen+ vers p .

3.1.2 Loi forte des grands nombres

Théoréme 3.1.2 Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes telles
que
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Vn e N* E(X,) = u, avec

Var(X,
lim p,=p et ZM<—I—OO.

n—>-+o0o

St on pose S, = X1+ Xo + ... + X,,. Alors lorsque n — +oo la suite (i—")neN* converge

presque surement vers L.

Pour démontrer cet théoréme on utilise le théoréme suivant :

Théoréme 3.1.3 Soit (X,,)nen une suite de variables aléatoires indépendantes d’espé-

+00 +oo
rance nulle et de variances finies telles que ZVar(Xi) < 400 ; alors la série ZX”
i=1 n=1

converge presque surement .

Démonstration de théoréme 3.1.3 : On pose S, = X; + Xo + ... + X,,.

D’aprés le critére de Cauchy, la suite S, (w) converge si

inf sup ‘Serk(w) - Sm(w)‘ = 0.
m>1 k>0

Or d’aprés ’énigalité Kolmogorov,

1 T
IP’( max |Syqk(w) — Sp(w)| > 8) < ) Var(Xp),

1<K<r

et en faisant tendre r vers l'infini

1 o

P(sup Sk (W) — S (w)| > g> <= Var(Xpw).
k20 St

Par hypothése, la série > | Var(X; < co) converge, donc on peut toujours choisir m de

sorte que Y .7, Var(X,,+x)) soit aussi petit qu'on veut. Pour tout € > 0, on a donc

, 1
lim —
m—>+00 52

> Var(Xp) =0,
k=1
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ce qui entraine

lim P(sup Se(@) = Sm(w)] ) _o,
m—>+00

k>0

et prouve le résultat cherché.

Démonstration du théoréme(3.1.2) : Pour tout n € N* on pose Y, = X,, — i,
on a

E(Y,) =0et Var(Y,) = Var(X,)

+o0 +o0o
Y, 1
ZV@T(F) = ﬁVar(Yn)
n=1 n=1
400 1
= ﬁVaT(Xn)
n=1
+00 Vi

d’aprés le théoréme précedant, on déduit que la série > converge presque stirement

n=1 n

n—-+oo N <

1 n
lim — Z Y; = 0 presque stirement.
J=1

n

1
Dou lim -— Z(Xj — 1) =0,

n—-+oo N

Jj=1
1 n
. N N - n
ou encore lim — E X, = p presque stirement, d'ou lim — =pu Pp.s.
n—-4oco N, 1 n—-4oco N
.

Exemple d’application. Parmi de nobreuses causes, une certaine maladie est dé-
clenchée par la mutation d’'un géne sur un chromosome, pour avoir une idée du nombres
dans la population susceptibles d’étre atteintes par cette maladie, on sohaite conaitre la
proportion de la population chez qu’il y a en mutation.

On demande ainsi & n personnes de se soumettre & un test, on note {X; = 0}

(resp{X; = 1}) les événement il n’y a pas (resp il y a) mutation chez la i’ personnes

testée.
On fait I’hypothése que les résultat des tests sont des réalisations de variables aléatoires

indépendantes de loi de bernoulli de paramétre p

D’aprés la loi faible des grands nombres



3.2 Théoréme centrale limite 25

lorsque n — +00  on a

%:Xl—f—Xg;—...—i—Xn i>E(X1):p-
Autrement dit, avec une grande probabilité, si n assez grand la moyenne arithmitique %”
est proche de p.
Une bonne valeur approchée de la proportion de personnes chez qui la mutation est
apparue, elle est donc S—n"
Dans la pratique, une valeur de n de l'ordre de 1000 ou 10000 fournit déja une bonne

appximation de p.

3.2 Théoréme centrale limite

Définition 3.2.1 ( Loi normale centrée réduite ) Soit X une variable aléatoire ad-

mettant une espérance E(X) et une variance o*(X) non nulle. La variable aléatoire centrée

reduite associée X* a X est définie par

Théoréme 3.2.1 Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et de

méme loi avec. E(X,) = p et Var(X,,) = o

Si on pose S, = X1+ Xo+ ... + X,,.

Alors la suite (Yy)nen 00 Y, = Sa;\/%“‘ converge en loi vers une variable aléatoire centrée

réduite.

Démonstration : On utilise la méthode des fonctions caractéristiques.

Xi—n
ag

et

Si on pose Y; =

1 n
U, = %;Yj

S, —nu

v
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et si py désigne la fonction caractéristique commune aux variables aléatoires Y;(j € N)

et o, celle de U, on a

onlt) = (r( 7))

Pour t fixé et n suffisamment grand,

D’ou

Lorsque n — +o00 on a

Exemples d’application :
Exemple 1 : On précise maintenant 1’évolution du gain dans un jeu de pile ou face
symétrique, c’est a dire
lorsque p = % la loi des grands nombres donne
Sy Xi+Xo+ ..+ X,

= S E(X)=2p—1=0.
n n

Le théoréme limite centrale précise

2\/5% L5 N(0,1)

pour tout [a,b] € R on a donc

P(% € [a,b]) o IP’(N(O, 1) € [a, b]).
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Autrement dit, la gain normalisé \S/—% visite n’importe quel intervalle avec une probabilité

positive.

Exemple 2 : Le nombre d’inscription & un cours de psychologie est une variable
aléatoire de poisson d’espérance 100. Le professeur donnant ce cours a décidé que, si
le nombre des inscriptions est au-dela de 120, il créera deux sections et donnera donc
deux cours, tandis qu’en deja une seul classe sera formée. Quelle est la probabilité que ce
professeur ait a donner deux fois le cours ?

La solution exacte est e 1% 3~ . (100)"/i! et son évaluation numérique n’est pas aisée. On
se souvient cependant qu’une variable poissonienne de paramétre 100 peut étre considérée
comme la somme de 100 variables poissoniennes indépendantes de parameétre 1 chacune, ce
qui donne 'occasion d’utiliser le théoréme central limite pour obtenir une approximation

de la réponse exacte. Soit X le nombre d’inscriptions on a

IP’(XZlQ()) _ P(X—IOO > 120—100)
V100 v/ 100

— 1-3(2)
= 0.228.

ou l'on a utilisé le fait qu’espérance et variance des variables poissoniennes sont toujours

égales.

Exemple 3 : On lance 10 dés équilibrés. On cherche la probabilité que la somme des
dix résultats soit comprise entre 30 et 40.

On note X; le résultat montré par le i-eme dé, ¢+ = 1, 2, ..., 10.

Comme E[X;] = 1 et Var(X;) = E[X?] — (E[X;])? = £ | on obtient par application du
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théoréme central limite

10 10
30 — 50 10 x.35 40 — 35
IP(30§ZXZ-24O) - IP( S s < )
=1

/350 /350 /350
12 12 12
6

= 20 -] =1

= 0.65.

3.3 Application de Paproximation

3.3.1 Loi binomiale et loi de poisson

Définition 3.3.1 ( Fonction génératrice ) On appelle fonction génératrice d’une va-

riable aléatoire 'application définie par :

Proposition 3.3.1 Soit a un réel strictement positif et soit (X,,)n>q une suite de variables
aléatoires suivant la loi binomiale d’ordre n et de parameétre p = ¢ (c’est a dire d’espérance

a). Alors la suite (X,), converge en loi vers une variable aléatoire X suivant la loi de

Poisson de paramétre X = a.

Démonstration.
Soit G,,(Z) la fonction génératrice associée a X,,. On a :

n a.
Gu(Z) = DOk 2yt
k=0
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et lorsque n — 400
(Gn(2))n converge simplement vers G(z) = e?*~Y la fonction génératrice associée a X.

Donc la suite (X,,),, converge en loi vers X.

3.3.2 La loi binomiale et la loi normale

Proposition 3.3.2 Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires telle que, pour tout n,
X, suwe la loi binomiale d’ordre n et de paramétre a.

Alors si on pose Y, = X%"“, la suite (Yy)nen= converge en loi vers la loi normale de

moyenne nulle et de variance a(l — a).

Démonstration.

Notons d’abord que 'on a E(Y;,) = 0 et de variance 02(Y,,) = a(1 — a).

On pourrait prouver cette proposition directement mais on peut noter que c’est un cas
particulier du théoréme central limite. En effet, soit Z une variable aléatoire & valeur dans
{0,1} et telle que P(z=0) =aet P(z=1)=1—a.

Soit (Z,) une suite de variables aléatoires indépendantes suivant la méme loi que Z.

Si on pose Y, = #[Z?:l(Zi —a)], Y, suit laloi que Y, et Y, converge en loi vers la loi

normale de moyenne nulle et de variance a(1 — a) .

Remarque.

Par la méme maniére et pour n assez grand, on peut donc approcher certaines lois par
une loi normale, cette approximation est trés satisfaisante, c¢’est pourquoi, les tables des

lois .



Conclusion

La convergence d’une suite de variables aléatoires est un concepte trés nécessaire dans
la probabilité et la statistique et aussi dans les autres domaines scientifique.
Nous interessons dans notre travail d’introduire les modes de convergence avec quelques
exemples et nous avons donné les relation qui relie I'une avec 'autre.
Nous précesons aussi l'interét et le role de ces notions de convergence qui le jouent dans
les théorémes limites et I’approximation. L’ utilisation de la convergence en probabilité et
la convergence presque siirement sont appliquées dans les théorémes des lois des grands
nombres (loi faible et loi forte). Nous utilisons aussi la convergence en loi dans le théoréme
central limite et dans ’approximation d’une loi binomiale vers la loi de poisson et de
méme pour la loi de binomiale vers la loi normale et nous donnons quelques exemples

d’application de ces théorémes.

30
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