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INTRODUCTION

L'optimisation est une branche des mathématiques cherchant à modéliser, à analyser et à
résoudre analytiquement ou numériquement les problèmes qui consistent à minimiser ou maxi-
miser une fonction sur un ensemble.

L'optimisation joue un role important en recherche opérationnelle (domaine à la frontière
entre l'informatique, les mathématiques et l'économie), dans les mathématiques appliquées (fon-
damontales pour l'industrie et l'ingènierie), en analyse numérique, en statistique pour l'estima-
tion du maximumde vraisemblance d'une distribution, pour la recherche de stratégies dans le
cadre de la théorie des jeux, ou encore en théorie du controle et de la commande.

L'optimisation intervient dans de nombreux domaines :

1. En recherche opérationnelle (problème de transport, économie, gestion de stocks...)

2. En analyse numérique (approximation/résolution de systèmes linéaires, non linéaires...)

3. En automatique (modélisation de systèmes, �ltrage...)

4. En inénierie (dimensionnement de structures, conception optimale de systèmes (réseaux,
ordinateurs...))

Les premiers problèmes d'optimisation auraient été formulés par Euclide, au IIIe siècle avant
notre

0.1 Problématique

0.1.1 Cadre

Soit V est un espace vectoriel normé, muni de la norme ∥.∥ . Dans ce cours, on s'intéresse
au problème suivant {

inf
x∈K

f(x) (1)

un point x0 ∈ K qui réalise ce minimum (resp. maximum) i.e.f(x0) = v.
Vocabulaire
Où K ⊂ V et f : K → R est une fonction, appelée fonction cot ou critère.

1. v est la valeur optimale.

2. x0 est la solution optimale.
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(a) Si K = V , on dit que (1) est un problème d'optimisation sans contrainte.

(b) Si K ⊊ V , on dit que (1) est un problème d'optimisation sous contrainte.

(c) Si dimK < +∞ (resp. dimK = +∞), on dit que (1) est un problème d'optimisation
en dimension �nie (resp. in�nie). Dans le cadre de ce cours, on étudiera essentielle-
ment l'optimisation sans contrainte en dimension �nie.

(d) écriture du problème : minx∈K f(x) resp. maxx∈K f(x) .

0.2 Di�érents types d'optimisation

0.2.1 Classi�cation des problèmes d'optimisation

1. Optimisation linèaire
f est une fonction linéaire : f(x) =< c, x >
K est dé�ni par des fonctions a�nes : xu+ b ≥ 0

2. Optimisation linéaire quadratique
f est une fonction convexe quadratique : f(x) = 1

2
< Ax, x > + < b, x >

A est une matrice symétrique semi-dé�nie positive
K est dé�ni par des fonctions a�nes : ax+ b ≥ 0

3. Optimisation convexe
f est une fonction convexe et K un domaine convexe

4. Optimisation di�érentiable
f est une fonction di�érentiable
K est dé�ni par des fonction (=contraintes) di�érentiables

5. Optimisation non di�érentiable
ex : f(x) = max{f1(x), .., fm(x)}

6. Optimisation en dimension in�nie
ex : problèmes variationnels

J(u) =

∫ T

0

L(t, u(t),
.
u(t))dt

avec u dans un ensemble de fonctions X, u(0) = u0 et u(T ) = uT

Nous étudierons, dans ce cours, uniquement des problèmes d'optimisation non linéaire.
Pour résoudre le problème (1), il faut se poser les questions suivantes :
• Est-ce que inf

x∈K
f(x) existe ? c.à.d. est-ce que f est bornée inférieurement ?

• Est-ce que l'in�mum est atteint dans K ? c.à.d. est-ce qu'il existe x0 ∈ K véri�ant
f(x0) = minx∈K f(x)?

• Est-ce que x0 est unique ? Sinon, quelle est la taille de l'ensemble des solutions ?
• Est-ce que 1'on peut caractériser x0 ? c.à.d. peut-on trouver des conditions nécessaires

pour caractériser un minimum : ⟨si u véri�e (1), alors x véri�e la propriété N(x)⟩ et / ou
trouver des conditions su�santes pour tre un point optimal : ⟨si x véri�e la propriété S(x),
alors x véri�e (1)⟩.

• Trouver un algorithme d'optimisation pour déterminer les solutions de (1).
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Pour répondre à ces questions on est en particulier amené à étudier :
-la structure de V : espace vectoriel, muni d'une norme, d'un produit scalaire, de dimension

�nie ou in�nie
- les propriétés de K ⊂ V : fermé, borné, convexe, . . .
- les propriétés de f : V → R : continuité, di�érentiabilité, convexité, . . .
Dans ce cours on va donner des éléments de réponse à ces questions.
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CHAPITRE 1

RAPPELS ET COMPLÉMENTS DE CALCUL DIFFÉRENTIEL
ET ANALYSE CONVEXE

1.1 Espace vectoriels normés

Soit V un espace vectoriel sur le corps R.

Dé�nition 1.1.1

Un produit scalaire sur V, si
< ., . >: V × V → R

est une application bilinéaire, symétrique, et dé�nie positive, c'est-à-dire qui véri�e :

1. < u, . >: V → R est linéaire pour tout u ∈ V ,

2. < ., v >: V → R est linéaire pour tout v ∈ V ,

3. < u, v >=< v, u > pour tout u, v ∈ V ,

4. < v, v >= 0 ⇔ v = 0,et < v, v >≥ 0 pour tout v ∈ V .

Dé�nition 1.1.2

L'application u 7→ ∥u∥ de V dans R+dé�nie par ∥v∥ =
√
(v, v) pour tout v ∈ V,

une norme sur l'espace V telle que

1. ∀u ∈ V : ∥u∥ = 0 ⇔ u = 0E

2. ∀u ∈ V ;∀λ ∈ R : ∥λu∥ = |λ|∥u∥
3. ∀(u, v) ∈ V × V : ∥u+ v∥ ≤ ∥u∥+ ∥v∥.
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Proposition 1.1.1

Les applications

V × V → V ; R× V → V ; V → R+

(u, v) 7→ u+ v (λ, u) 7→ λu u 7→ ∥u∥

sont continues.

Proposition 1.1.2

Soient (V, ∥.∥E) et (F, ∥.∥F ) des e.v.n, Φ : V → F une application linéaire, alors

Φ est continue ⇔ ∃c > 0, ∀u ∈ V : ∥Φ(u)∥F ≤ c∥u∥V .

Proposition 1.1.3

Soient (V, ∥.∥V ) et (F, ∥.∥F ) des e.v.n. On note (V, F ) l'espace vectoriel des applications
linéaires continues de V dans F .
Pour f ∈ (V, F ) on pose ∥f∥ = sup∥u∥E≤1 ∥f(u)∥F . Alors :

1. f 7→ ∥f∥ est une norme sur (V, F ) ;

2. ∀x ∈ E : ∥f(u)∥F ≤ ∥f∥∥u∥E ;

3. ∥f∥ = sup∥u∥E≤1 ∥f(u)∥F = sup∥u∥
V
=1 ∥f(u)∥F = supu∈V,u̸=OV

∥f(u)∥F
∥u∥V

Proposition 1.1.4: A

plication : Si dimV = n et dimF = m alors f : V → F linéaire est représenté par
une matrice A de m lignes et n colonnes, on peut alors dé�nir une norme de matrice
subordonnée aux normes vectorielles par

∥A∥ = sup
∥u∥E=1

∥Au∥F = sup
u∈E,u ̸=OV

∥Au||F
||u∥V

Proposition 1.1.5

Soit (V, ∥.∥V ) un e.v.n. On note V ′ = (V,R) l'e.v.n. des formes linéaires continues sur
V , alors : Une forme lineaire J ∈ V ′ si et seulement si ker J est fermé dans V .

On désigne par (V ;F ) ou simplement (V ) si V = F , l'espace vectoriel formé par les appli-
cations linéaires continues de V dans F . C'est un espace vectoriel norme par

∥A∥ = sup
u∈V
u̸=0

∥Au∥F
∥u∥V

et c'est un espace vectoriel complet si l'espace F est complet. Dans le cas où V = F = Rn,
la norme dé�nie ci-dessus n'est pas autre chose qu'une norme matricielle subordonnée (à une
norme vectorielle sur Rn). Lorsque F = R, on écrit généralement

7



(V ;R) = V ′,

et on appelle l'espace V ′ le dual de V .

1.2 Espaces euclidiens. Espaces de Hilbert

On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel normé muni d'un produit scalaire. S'il
est complet pour cette norme, c'est un espace de Hilbert.

Tout espace vectoriel norme de dimension �nie étant complet, l'espace Rn muni du produit
scalaire euclidien est un exemple d'espace de Hilbert. Notons au passage l'inégalité de Schwarz :

|< u, v >| ≤ ∥u∥ ∥v∥ pour tout u, v ∈ V,

qui sert notamment à démontrer l'inégalité triangulaire pour la norme associée au produit sca-
laire. L'inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire euclidien ou l'inégalité de Cauchy-
Schwarz pour les fonctions :∣∣∣∣∫

I

uvdx

∣∣∣∣ ≤ (∫
I

|u|2 dx
) 1

2
(∫

I

|v|2 dx
) 1

2

, I ⊂ R,

en sont des cas particuliers. On remarquera que l'inégalité de Schwarz entrane la continuité du
produit scalaire, considéré comme application du produit V × V dans Rn.

En�n on rappelle que cette inégalité devient une égalité si, et seulement si, les deux vecteurs
qui y �gurent sont linéairement dépendants.

1.3 Calcul di�érentiel

L'objectif du présent les principales notations et dé�nitions et les résultats fondamentaux
du calcul di�érentiel dans les espaces vectoriels normes (dérivabilité d'une fonction composée,
théorème des accroissements �nis, théorème des fonctions implicites, formules de Taylor). On
s'est volontairement limité aux dérivées premières et secondes, puisque nous n'aurons pas l'usage
de dérivées d'ordre supérieur.

1.3.1 Fonctions numèriques d'une variable rèelle

Soit K un intervalle ouvert de R et f : K → R une application.

Dé�nition 1.3.1

f est dérivable sur K ssi pour tout x ∈ K,

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

existe. On note alors cette limite f ′(x).
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Dé�nition 1.3.2

f est de classe C1 sur K� on note f ∈ C1(K,R) � ssi f est dérivable sur K et l'application
x → f ′(x) est continue sur K.

Exemples 1.3.1. Soit f : R → R dé�nie par

f(x) = e2x − x2

. La fonction f est de classe C1 sur R car pour tout réel x,

f ′(x) = 2e2x − 2x

qui dé�nit une fonction continue sur R.
La fonction f dé�nie sur R par

f(x) = x2sin
1

x

pour x > 0 et f(0) = 0. Alors f est dérivable sur R+ :

∀x > 0, f ′(x) = 2x sin
1

x
− sin

1

x2
et f ′(0) = 0.

Mais f n'est pas de classe C1 sur R+ car f ′ n'est pas continue en 0.

1.3.2 Fonctions vectorielles d'une variable réelle

Soit K un intervalle de R et K : V → Rp
une application. Pour tout x ∈ K, on note

f(x) = (f1(x), ..., fp(x))
⊺.

Exemples 1.3.2. Soit f : R∗
+ → R2

dé�nie par

∀x ∈ R∗

+, f(x) = (
√
x− x, ex − lnx)⊺

f ∈ C1(R∗
+) car

∀x ∈ R∗

+, f
′(x) = (

1

2
√
x
− 1, ex − 1

x
)⊺

qui est continue sur R∗
+.

1.3.3 Fonctions vectorielles de plusieurs variables :

Soit K un ouvert de Rn (pour simpli�er, on peut considrer que K est un produit d'intervalles
ouverts (I1×···×In) et f : K → Rn une application. On notera x = (x1, ..., xn)

⊺

pour x ∈ K.
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Dé�nition 1.3.3

La fonction f est di�érentiable en x ∈ K ssi l'application

t ∈ Ii → f(x1, ..., xi−1, t, xi+1, ..., xn) ∈ Rn

est dérivable en t = xi. On note alors sa dérivée

∂f

∂xi

(x1, ..., xi−1, xi, xi+1, ..., xn)

(appelée dérivée partielle de f selon la ie direction).
En outre, la fonction f est dite de classe C1 sur K si elle est di�érentiable en chaque x de
K, et chacune des ses dérivées partielles est continue sur K.

Exemples 1.3.3. Soit f : R2 → R2 dé�nie par

f(x1, x2) = (f1(x1, x2), f2(x1, x2) = (x2
1 − 3x3

2 + 2x2 − 1, e2x1 − x2)
⊺

Alors f est de classe C1 sur R2et

∂f

∂x1

(x1, x2) =
(
2x1, 2e

2x1
)⊺

et
∂f

∂x2

(x1, x2) =
(
−9x2

2 + 2,−1
)⊺

.

Dé�nition 1.3.4

Soit f ∈ C1(K,Rp). On appelle matrice jacobienne de f en x la matrice Jf (x)
de taille p× n, telle que

[Jf(x)]ij =
∂fi
∂xj

(x)(1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ n).

Remarque 1.3.1. On appelle aussi cette matrice la di�érentielle de f en x � on note alors
df(x) ou f ′(x). Il s'agit en fait de la dé�nition intrinsecque de la di�érentiabilité : la dérivée
est le terme de degré un dans le développement de Taylor de f autour de x. La fonction f est
di�érentiable en x ∈ K ssi il existe une application linéaire G de Rn dans Rp telle que

f(x+ h) = f(x) +G.h+O(∥h∥2).

Cette application G est appelée di�érentielle de f en x.

Exemples 1.3.4. On reprend la fonction de l'exemple précédent. La matrice jacobienne est
donnée par :

Jf(x) =

(
2x1 − 9x2

2

2e2x1 − 1

)
On rappelle aussi le résultat de dérivation composée :

Théorème 1.3.1

Soit f : Rn → Rp et g : Rp → Rq de classe C1. Alors g ◦f : Rn → Rq est de classe C1 et

J [g ◦ f ](x) = Jg(f(x))·Jf(x).
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Cas particulier p = 1 : gradient, hessienne

Dans toute la suite, on considère f : K → R une application.

Di�érentiation à l'ordre 1

Dé�nition 1.3.5

Si f ∈ C1(K,R), alors on appelle gradient de f en x le vecteur de Rn

∇f (x) =


∂f
∂x1

(x)

.

.

.
∂f
∂xn

(x)


Remarquons que f(x) est un nombre alors que ∇f (x) est un vecteur.

Exemples 1.3.5. Soit f : R3 → R dé�nie par f(x) = ∥x∥2. Si on écrit x = (x1, x2, x3)
⊺

, alors

f(x) = x2
1 + x2

2 + x2
3

Alors le gradient est donné par

∇f(x) = (2x1, 2x2, 2x3)
⊺

= 2x

Dé�nition 1.3.6

On dit que x est un point stationnaire de f si ∇f (x) = 0.

Di�érentiation à l'ordre 2

Dé�nition 1.3.7

f est de classe C2 sur K ssi f ∈ C1(K,R) et ∇f ∈ C1(K,R). On note alors Hf ou ∇2f
la matrice jacobienne de ∇f ; elle est appelée hessienne de f .
Cette matrice carrée de taille n est donnée par

[Hf(x)]ij =
∂

∂xj

∂f

∂xi

(x) =
∂2f

∂xj∂xi

(x)

Exemples 1.3.6. On reprend l'exemple precédent. Alors f∈C2(R3,R) et la hessienne est donnée
par

Hf(x) =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2


Théorème 1.3.2: (Schwartz)

Soit f∈C2(K,R), alors
∂2f

∂xi∂xj

(x) =
∂2f

∂xj∂xi

(x)
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Proposition 1.3.1: (Lien entre ∇ et ∇2)

1. La i-ème ligne de ∇2f(x)Jacobienne du i-ème élément de ∇f .

2. On a
∇2f(x)h = ∇⟨∇f(x), h⟩ ;∀x ∈ K, ∀h ∈ Rn

Preuve :

1. évidente

2. On a

∂

∂xi

⟨∇f(x), h⟩ =
∂

∂xi

(
n∑

j=1

∂f

∂xj

(x)hj

)

=
n∑

i=1

∂2f

∂xi∂xj

(x)hj

=
(
∇2f(x)h

)
i
.

Exemples 1.3.7. Si f : Rn → R est une fonction constante alors ∇f = ∇2f = 0 :

Soit f : Rn → R dé�nie par
f (x) = ⟨a, x⟩ ∀x ∈ Rn,

où a ∈ Rn est un vecteur donné (c'est à dire, f est une fonction linéaire), Alors on calcule
facilement : ∂f

∂xk
= ak, donc

∇f = a

(le gradient est constant).
Ceci nous donne

∇2f = 0.

1.3.4 Dérivée directionnelle

Dé�nition 1.3.8

On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d au point x, notée
δf(x,d), lalimite(ventuellement±∞) du rapport :

f(x, hd)− f (x)

h
lorsque h tend vers 0.

Autrement dit :

δf(x, d) = lim
h→0

f(x, hd)− f (x)

h
= ∇⊺f (x) d.

Remarque 1.3.2. 1. Si ∥d∥ = 1 : la dérivée directionnelle est le taux d'accroissement de f
dans la direction d au point x.
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2. Pour tout x ∈ K et h ∈ Rn on note

∂f

∂h
(x) = lim

t→0

1

t
[f (x+ th)− f (x)] = g′ (0) ,

(c'est la dérivée directionnelle de f en x de direction h) où on a noté g(t) = f(x+ th).

Exemples 1.3.8. Soit f (x1, x2, x3) = x1 + x3
1x3 − x1x2x3 et soit

d =

 d1
d2
d3

 .

La dérivée directionnelle de f dans la direction d est

(d1d2d3)∇f (x1, x2, x3) = d1
(
1 + 3x2

1x3 − x2x3

)
− d2 (x1x3) + d3

(
x3
1 − x1x2

)

où ∇f(x1, x2, x3) est donné par

∇f (x1, x2, x3) =

 1 + 3x2
1x3 − x2x3

x1x3

x3
1 − x1x2

 .

Dé�nition 1.3.9: (Fonction di�erentiable)

Soit f : Rn → R une fonction continue.
Si, pour tout d ∈ Rn ; la dérivée directionnelle de f dans la direction d existe, alors la
fonction f est dite d�érentiable.

1.3.5 Direction de descente

une direction de descente est une direction le long de laquelle la fonction à minimiser a
une dérivée directionnelle strictement négative. Ces directions sont utilisées par les méthodes à
directions de descente.

Dé�nition 1.3.10

Soit f : Rn → R une fonction di�érentiable. Soient x, d ∈ Rn. La direction d est une
direction de descente en x si

d⊺∇f (x) < 0.

Théorème 1.3.3

Soit f : Rn → R une fonction di�érentiable au point x ∈ Rn et d ∈ Rn tel que

f ′ (x, d) = (∇f (x) , d) < 0

Alors, d est une direction de descente de f en x ∈ Rn.
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Preuve :
Soit f une fonction di�érentiable au point x ∈ Rn, donc

f (x+ λd) = f (x) + λ∇f (x)⊺ d+ λ ∥d∥α (x, λd) , ∀x ∈ Rn où α (x, λd) quand λ → 0.

Donc
f (x+ λd)− f (x)

λ
= ∇f (x)⊺ d+ ∥d∥α (x, λd)

et

lim
λ→0

f (x+ λd)− f (x)

λ
= ∇f (x)⊺ d ⇒ f ′ (x, d) = (∇f (x) , d)

et comme
(∇f (x) , d) < 0 ⇒ f ′ (x, d) < 0

donc

∃δ > 0, tq
f (x+ λd)− f (x)

λ
< 0,∀λ ∈ ]0, δ[

∃δ > 0, ∀λ ∈ ]0, δ[ , f (x+ λd) < f (x) .

Donc le vecteur d est une direction de descente.

1.3.6 Développement de Taylor

La formule de Taylor est un outil important en convexité. Nous la rappelons dans le cas
général.

Soit Ω ⊂ Rn ouvert, f :Ω → R ; a ∈ Ω et h ∈ Rn tels que [a; a+ h]. Alors :

1. Si f ∈ C1(Ω) alors

(a) Formule de Taylor à l'ordre 1 avec reste intégral

f (a+ h) = f (a) +

∫ 1

0

⟨∇f (a+ th) , h⟩ dt.

(b) Formule de Taylor - Maclaurin à l'ordre 1

f (a+ h) = f (a) + ⟨∇f (a+ th) , h⟩ .

(c) Formule de Taylor - Young à l'ordre 1

f (a+ h) = f (a) + ⟨∇f (a+ th) , h⟩+ o (∥h∥) .

2. Si f ∈ C2(Ω) alors

(a) Formule de Taylor à l'ordre 2 avec reste intégral

f (a+ h) = f (a) + ⟨∇f (a) , h⟩+
∫ 1

0

(1− t)
〈
∇2f (a+ th) , h

〉
dt.

(b) Formule de Taylor - Maclaurin à l'ordre 2

f (a+ h) = f (a) + ⟨∇f (a) , h⟩+ 1

2

〈
∇2f (a+ θh) , h

〉
avec 0 < θ < 1.
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(c) Formule de Taylor - Young à l'ordre 2

f (a+ h) = f (a) + ⟨∇f (a) , h⟩+ 1

2

〈
∇2f (a)h, h

〉
+ o ∥h∥2 .

Remarque 1.3.3. Dans la proposition précédente la notation o ∥h∥kpour k ∈ N signi�e une
expression qui tend vers 0 plus vite que ∥h∥k (c'est à dire, si on la divise par ∥h∥k, le résultat
tend vers 0 quand ∥h∥k tend vers 0).

1.4 Convexité

La convexité joue un rle très important dans la théorie classique de l'optimisation. Elle
est un outil indispensable pour la recherche des conditions à la fois nécessaires et su�santes
d'optimalité.

Dans ce chapitre nous introduisons la notion d'ensemble et fonction convexe, démontrons
leurs principales propriétés géométriques et topologiques.

1.4.1 Ensembles convexes

Dé�nition 1.4.1

Un ensemble C ⊂ Rn est dit convexe si pour tout couple (x, y) ∈ C2 et ∀λ ∈ [0, 1] on a ;

λx+ (1− λ)y ∈ C.
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Dé�nition 1.4.2

On rappelle qu'étant donné deux points a, b ∈ Rn, on dé�nit le segment [a, b] par

[a, b] = {x ∈ Rn : x = (1− t)a+ tb pour un certain t ∈ [0, 1]}.

Une partie K ⊂ Rn est convexe si, pour tous points a, b ∈ K, le segment [a, b]est compris
dans K

Propriétés des ensembles convexes

1. La dé�nition d'ensemble convexe peut s'enterpréter en disant que le segment reliant x et
y doit tre dans C.

2. Soit x1, x2, . . . , xk ∈ Rn et tj telle que tj ≥ 0 et
∑k

j=1 tj = 1. Tout expréssion de la forme

k∑
j=1

tjxj.

S'appelle combinaison convexe des points xj ou barycentre.

3. Si C1 et C2 sont deux ensembles convexes de Rn , alors K = C1 ∩ C2 est convexe et

K = {x \ x = x1 + x2, x1 ∈ C1 et x2 ∈ C2},

est convexe.

Exemples 1.4.1. 1. Un intersection de parties convexe est convexe. Cela suit directement
de la dé�nition.

2. Un sous-espace a�ne K de Rn est convexe. On rappelle que K ⊂ Rn est un sousespace
a�ne s'il existe un sous-espace vectoriel V ⊂ Rn et un vecteur v ∈ Rn, tel que x ∈ K
si et seulement si x − v ∈ V . Montrons que K est convexe. Soient x, y ∈ K, et soit
z = (1−t)x+ty avec t ∈ [0, 1].Ona x−v, y−v ∈ V, et donc z−v = (1−t)(x−v)+t(y−v) ∈ V
et donc z ∈ K.
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1.4.2 Fonction convexe

Dé�nition 1.4.3

une application réelle J : K ⊂ V → R est dé�nie sur un ensemble convexe K d'un espace
vectoriel V est dite convexe sur l'ensemble K si pour tous les points u, v ∈ K et pour
tout nombre réel positif ou nul t tel que 0 ≤ t ≤ 1 l'inégalité suivante est véri�ée :

J(tu+ (1− t)v) ≤ tJ(u) + (1− t)J(v)

et strictement convexe sur l'ensemble K si

u, v ∈ K, u ̸= v et t ∈]0, 1[

implique
J(tu+ (1− t)v) < tJ(u) + (1− t)J(v).

Dé�nition 1.4.4

f est fortement convexe de constante α > 0 si :

f(tx1 + (1− t)x2) ≤ tf(x1) + (1− t)f(x2)−
α

2
t (1− t) ∥x1 − x2∥2

On montre facilement qu'une fonction fortement convexe est strictement convexe.

Remarque 1.4.1.

convexité forte =⇒ convexité stricte =⇒ convexité.
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Dé�nition 1.4.5

Une fonction f : K ⊂ V → R dé�nie sur une partie convexe K d'un espace vectoriel V
est dite (strictement) concave si la fonction (−f) est (strictement) convexe.

Exemples 1.4.2. 1. Une fonction a�ne est convexe sur Rn, mais non-strictement convexe
(une fonction a�ne est donnée pour tout x ∈ Rn par f(x) = ⟨a, x⟩ + b pour un certain
a ∈ Rn et b ∈ R).

2. Une norme est convexe sur Rn mais non strictement convexe. La convexité résulte de
l'inégalité triangulaire : pour tout x, y ∈ Rn et pour tout t ∈]0, 1[,

∥(1− t)x+ ty∥ ≤ (1− t) ∥x∥+ t ∥y∥ .

Que l'inégalité ne soit pas stricte résulte de ce que, si on prend y = λx pour un certain
λ ≥ 0, on a l'égalité dans l'expression précédente.

Opérations sur les fonctions convexe

Nous donnons quelques propriétés de stabilité des fonctions convexes. Soit K ⊂ Rn un
ensemble convexe.

1. La somme de deux fonctions convexes sur un ensemble K est convexe.

2. Si f : K → R est convexe, et si λ ≥ 0, alors λf est convexe sur K.

3. Le maximum de deux fonctions convexes sur K est convexe.

4. Si f : K → R est convexe, et que L : Rm 2192 Rn est linéaire, alors f ◦ L est convexe sur
le convexe

V = {x ∈ Rm : L(x) ∈ K}.

Dé�nitions et propriétés d'une fonction convexe

Epigraphe d'une fonction convexe

Dé�nition 1.4.6

Soient K un ensemble de Rn non vide et f : K → R. L'épigraphe de f qu'on note epi(f)
est un sous ensemble de Rn+1 dé�ni par :

epi (f) =
{
(x, y) ∈ Rn+1/x ∈ K, y ∈ R, y ≥ f (x)

}
qui est équivaut à

epi (f) = {(x, y) ∈ K × R, y ≥ f (x)}

C'est à dire l'ensemble des points qui sont au-dessus du graphe de f .

Théorème 1.4.1

Soient K un ensemble convexe de Rn non vide et f : K → R, alors

La fonction est convexe ⇐⇒ L′ensemble (epi(f)) est convexe.
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Preuve :
Exercice

Convexité et continuité

Commenons par énoncer et démontrer une version simple de l'inégalité de Jensen. Soit
un ensemble convexe K ⊂ Rn et soit une fonction f : K → Rn.

Proposition 1.4.1

Supposons que f soit convexe sur K, et soient m1 ≥ 0 et p1,..., pm ≥ 0 tels que
p1 + ...+ pm = 1. Alors

f(p1x1 + ...+ pmxm)p1f(x1) + ...+ pmf(xm)

pour tout x1, ..., xm ∈ K

Preuve :
C'est immédiat pour m = 1, c'est équivalent à la dé�nition de convexité pour m = 2; le
résultat s'obtient par récurrence sur m pour m > 2.

Théorème 1.4.2

Si K est ouvert et si f est convexe sur K, alors f est continue sur K.

Preuve :
Pour simpli�er, nous faisons la preuve dans le cas particulier K = Rn et n = 2.
De plus, pour alléger les notations, nous démontrons la continuité en l'origine. On munit
R2 de la norme ∥.∥∞. Nous procédons en deux étapes :

1ére étape : Nous montrons qu'il existe C ∈ R tel que, pour tout r > 0 dans un
voisinage de 0, et pour tout x tel que ∥x∥ ≤ r, on ait

f(x)− f(0) ≤ Cr.

Pour voir à, supposons xdans le 1er quadrant (les trois autres cas sont analogues). On a

x = p10 + p2e1 + p3e2

où p1 = 1− x1 − x2, p2 = x1, p3 = x2.
(et 0 = (0, 0), e1 = (1, 0)ete2 = (0, 1)). Pour r assez petit on a

p1, p2, p3 > 0 et p1 + p2 + p3 = 1.

Dès lors, par convexité de f (inégalité de Jensen), on trouve

f(x) ≤ p1f(0) + p2f(e1) + p3f(e2)

et donc
f(x)− f(0) ≤ |p1 − 1||f(0)|+ p2|f(e1)|+ p3|f(e2)|.
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L'a�rmation suit alors de ce que

|p1 − 1| ≤ 2r, p2 ≤ r, p3 ≤ r.

2éme étape : Nous montrons qu'il existe C0 ∈ R tel que, pour tout r > 0 dans un voisinage
de 0, et pour tout x tel que ∥x∥ ≤ r, on ait

f(0)− f(x) ≤ C ′r.

Pour voir a, on écrit cette fois

0 = p1x+ p2(−e1) + p3(−e2)

avec
p1, p2, p3 > 0 et p1 + p2 + p3 = 1;

cette décomposition est rendue possible en prenant

p1 =
1

1 + x1 + x2

, p2 =
x1

1 + x1 + x2

, p3 =
x2

1 + x1 + x2

(on suppose toujours x dans le 1er quadrant). Par convexité de f, on trouve

f(0)− f(x) ≤ |p1 − 1||f(x)|+ p2|f(−e1)|+ p3|f(−e2)|.

Prenant r dans un voisinage de l'origine, observant qu'encore une fois

|p1 − 1| ≤ 2r, p2 ≤ r, p3 ≤ r

et se servant de la première étape pour borner |f(x)|, on obtient l'a�rmation souhaitée.

La continuité en l'origine est une conséquence directe des deux a�ramtions ci-dessus.

Remarque 1.4.2. : La proposition est fausse si K n'est pas ouvert. En e�et, prenons par
exemple K = [0, 1] ⊂ R et considérons f : K → R telle que f(x) = 0 si x ∈]0, 1[ et f(x) = 1si
x ∈ {0, 1}.

Dé�nition 1.4.7

Soit f une fonction dé�nie de K dans R = R ∪+∞, on appelle domaine de f et on note

dom(f) = {x ∈ K tels que f(x) ̸= +∞}.
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Dé�nition 1.4.8

Une fonction f dé�nie sur K est dite coercive si

lim
∥x∥→+∞

f (x) = +∞.

Dé�nition 1.4.9

On dire qu'une fonction f dé�nie de K dans R∪+∞ est semicontinue inférieurement (on
notera sci) si pour tout x ∈ K,

lim inf
y→x

f(y) ≥ f(x).

Remarque 1.4.3. .

1. La semi-continuité inférieure est stable par somme.

2. Toute fonction continue est sci.

3. L'indicatrice d'un convexe fermé est sci (c'est à dire la fonction qui vaut 0 en tout point
du convexe et +∞ en dehors)

4. Si f est sci, pour tout tout α ∈ R, les ensembles

{x ∈ K, f(x) ∈ α} et {(x, α) ∈ K × R tels que f(x) ∈ α}

sont fermés.

Dé�nition 1.4.10

Une fonction de K dans R = R∪±∞ est dite propre si elle n'est pas identiquement égale
à +∞ et si elle ne prend pas la valeur −∞.

Convexité et di�érentiabilité au premier ordre Voici un premier résultat permettant de
reconnatre la convexité d'une fonction au moyen de ses dérivées premières.

Proposition 1.4.2

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R. On dit que f est convexe si et
seulement si sa dérivée est croissante sur I, c-à-d :

La fonction f est convexe ⇐⇒ f ′ est croissante sur I.

Preuve :

1. Supposons que f convexe et montrons que f ′ est croissante. Soient 0 ≤ λ1 ≤ λ2 .
Alors, par la convexité de f

f (x+ λ1d) = f

[(
1− λ1

λ2

)
x+

λ1

λ2

(x+ λ2d)

]
≤ f

(
1− λ1

λ2

)
x+

λ1

λ2

f (x+ λ2d)
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donc
f (x+ λ1d)− f (x)

λ1

≤ f (x+ λ2d)− f (x)

λ2

.

D'où le résultat.

2. Supposons que f
′
croissante, et montrons que f est convexe. Soient donc x, y tel que

y > x. Montrons que l'application

ϕ : t → tf(x) + (1− t)f(y)− f(tx+ (1− t)y)

est positive sur [0, 1] . On constate que ϕ(0) = ϕ(1) = 0. De plus,

ϕ
′
(t) = f(x)− f(y) + (y − x)f

′
((x− y)t+ y).

Or y − x > 0, donc on a
ϕ′(t) = k + af ′(y − at)

, avec a > 0. Cette fonction est décroissante, puisque f
′
est croissante. Si ϕ

′
(1) > 0,

alors quelque soit t ∈ [0, 1],

ϕ′(t) > 0 et ϕ(1) = ϕ(0) +1
0 ϕ

′
(t)dt > ϕ(0) = ϕ(1),

ce qui est absurde. D'où ϕ′(1) ≤ 0.
Par un raisonnement analogue, on montre que ϕ′(0) ≥ 0. De là, on déduit facile-
ment que : ∀t ∈ [0, 1], ϕ(t) ≥ 0(sinon, en raisonnant sur les valeurs de la dérivée
notamment, on trouve rapidement une contradiction). Donc f est convexe.

Corollaire 1.4.1

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I de R. La fonction f est convexe
si et seulement si sa dérivée seconde f

′′
est à valeurs positives ou nulles.

La fonction f est convexe ⇐⇒ f
′′ ≥ 0 sur I.

La fonction f est concave ⇐⇒ f
′′ ≤ 0 sur I.

1. la fonction f (x) = x2 est convexe car f
′′
(x) = 2 > 0, ∀x ∈ R.

2. la fonction f (x) = exp x est convexe car f
′′
(x) = exp x > 0, ∀x ∈ R.

3. la fonction f (x) = ln x est concave car f
′′
(x) = − 1

x2 < 0, ∀x ∈ ]0,+∞[ .

Théorème 1.4.3

Soient E un espace normé, K un ouvert convexe de E et f : K → R une fonction
di�érentiable. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est convexe sur K ;

2. ∀x, y ∈ K, f (y) ≥ f(x) + f ′ (x) . (y − x) ;

3. ∀x, y ∈ K, (f ′ (y)− f ′ (x)) . (y − x) ≥ 0.

Un résultat analogue permet de caractériser la stricte convexité d'une fonction. Il su�t
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de remplacer les inégalités ci-dessus par des inégalités strictes et de supposer que les points
d'évaluation x et y di�èrent.

Théorème 1.4.4

Soient E un espace normé, K un ouvert convexe de E et f : K → R une fonction
di�érentiable. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est strictement convexe sur K ;

2. ∀x, y ∈ K, x ̸= y : f (y) > f(x) + f ′ (x) . (y − x) ;

3. ∀x, y ∈ K, x ̸= y : (f ′ (y)− f ′ (x)) . (y − x) > 0.

On peut en�n caractériser la forte convexité au moyen des dérivées premières.

Théorème 1.4.5

Soient E un espace euclidien, K un ouvert convexe de E et f : K → R une fonction
di�érentiable. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est fortement convexe sur K ;

2. ∃α > 0, ∀x, y ∈ K : f (y) ≥ f (x) + f ′ (x) . (y − x) +
α

2
∥y − x∥2 ;

3. ∃α > 0, ∀x, y ∈ K : (f ′ (y)− f ′ (x)) . (y − x) > α ∥y − x∥2 .

Convexité et di�érentiabilité de seconde ordre

Dé�nition 1.4.11

Soit H (x∗) la matrice Hessiene de la fonction f au point x∗, alors

1. La matrice H (x∗) est dite semi-dé�nie positive (SDP) et on note H (x∗) ≥ 0 ssi :

∀x ∈ Rn, xtH (x∗)x ≥ 0.

Donc , toutes les valeurs propres de la matrice H (x∗) sont positives.

2. La matrice H (x) est dite dé�nie positive (DP) et on note H (x∗) > 0 ssi :

∀x ∈ Rn, xtH (x∗)x > 0.

Donc, toutes les valeurs propres de la matrice H (x) sont strictement positives.
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Théorème 1.4.6

Soient K ⊂ Rn ouvert convexe non vide et f : K → R une fonction réelle deux fois
di�érentiable dans K, alors

1. La fonction f est convexe dans K si et seulement si la matrice hessienne est semi
dé�nie positive (s.d.p) en tout point de K.

2. La fonction est strictement convexe dans K si et seulement si la matrice hessienne
est dé�nie positive (d.p) en tout point de K.

Preuve :

1. Supposons que f est convexe dans K et montrons que H (x∗) semi dé�nie pour tout
x∗

2. La fonction f est convexe sur K si et seulement si

∀x∗ ∈ K; f (x∗ + λx) ≥ f (x∗) + λ. (∇f (x∗))
t x,∀x ∈ K. (1.1)

Et comme la fonction f est deux fois di�érentiable dans K en utilise la formule de
Taylor Maclaurin d'ordre 2, alors

f (x∗ + λx) = f (x∗) + λ. (∇f (x∗))
t x+

1

2
.λ2xtH (x∗)x+ λ2 ∥x∥2 α (x∗, λx) ,∀x ∈ K.

(1.2)
De (1.1) et (1.2), ona

1

2
.λ2xtH (x∗)x+ λ2 ∥x∥2 α (x∗, λx) ≥ 0

On devise par λ2 et lorsque λ → 0 , on obtient xtH (x∗)x ≥ 0.

3. Supposons que H (x∗) semi dé�nie pour tout x∗ et montrons que f est convexe dans
K c-à-d montrons que

∀x∗ ∈ K; f (x) ≥ f (x∗) + (∇f (x∗))
t (x− x∗) ,∀x ∈ K.

En e�et, soient x, x∗ quelconques de K

f (x) = f (x∗) + (∇f (x∗))
t (x− x∗) +

1

2
(x− x∗)

t H (ζ) (x− x∗) ; où ζ ∈ [x, x∗]

donc ζ = tx+ (1− t)x∗, t ∈ ]0, 1[

f (x)−
[
f (x∗) + (∇f (x∗))

t (x− x∗)
]
=

1

2
(x− x∗)

tH (ζ) (x− x∗) ≥ 0; car H est s.d.p

D'où la convexité de f.

Exemples 1.4.3. Soit la fonction f : R3 → R3dé�nie par

f (x, y, z) = (x− 2)2 + (y − 3)2 + z2

f est-elle convexe ?
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On sait que la fonction f est 2 fois di�érentiable sur R3, et

f est convexe ⇐⇒ H (x, y, z) ≥ 0,∀ (x, y, z) ∈ R3

1. Calculons le gradient

∇f (x, y, z) =

 2x− 4
2y − 6
2z


2. Calculons la matrice hessienne

H (x, y, z) =

 2 0 0
0 2 0
0 0 2

 = 2

 1 0 0
0 1 0
0 0 1

 ≥ 0,∀ (x, y, z) ∈ R3.

La matrice hessienne a trois valeurs propres : λ1, λ2, λ3Donc, elle est semi dé�nie positive, on
conclut que la fonction f est convexe.

Remarque 1.4.4. Dans le cas ou f est convexe, alors tout minimum local est aussi global. De
plus si f est strictement convexe, alors tout minimum local devient non seulement global mais
aussi unique
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EXERCICES

Exercice 1.4.1. Montrer d'aprés la dé�nition que la fonction :

f (x, y) = x2 + y2

est di�érentiable dans R2. Calculer la di�érentielle.

Exercice 1.4.2. Soit f : R2 → R dé�nie par

f (x, y) =

{
x2y3

x2+y2
si (x, y) ̸= (0, 0)

0 sinon

1. Est-elle continue dans R2?

2. Est-elle dérivable dans R2?

3. Est-elle de classe C1 dans R2?

4. Est-elle di�érentiable dans R2?

Exercice 1.4.3. Montrer qu'une norme est convexe.

Exercice 1.4.4. Montrer que la fonction indicatrice d'un ensemble U dé�nie par

1U =

{
0 si x ∈ U

+∞ sinon

est convexe si et seulement si U est convexe.

Exercice 1.4.5. Soit C1, C2 deux parties convexes d'un espace vectoriel réel E et soit s ∈ [0, 1].
On pose

C = sC1 + (1− s)C2 = {sx+ (1− s)y;x ∈ C1, y ∈ C2}.

Démontrer que C est convexe.

Exercice 1.4.6. Soit C1 et C2 deux ensembles convexes de Rn et

C1 + C2 = {x+ y;x ∈ C1, y ∈ C2}.

Démontrer que C1 + C2 est convexe.
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Exercice 1.4.7. Soient a, b ∈ R.

1. Montrer que e
a+b

2 ≤ ea + eb

2
.

2. Montrer que f(x) = ln(ln(x)) est concave sur ]1,+∞[.

3. En déduire que ∀a, b > 1, ln(
a+ b

2
) ≥

√
ln a. ln b.

Exercice 1.4.8. Soient f, g : R → R telles que f et g soient convexes, et g est croissante.
Démontrer que g ◦ f est convexe.

Exercice 1.4.9. Soit a une forme bilinéaire symétrique de Rn dans R.

1. Montrer que l'on peut trouver une matrice symétrique A d'ordre n telle que :

∀u, v ∈ Rn a (u, v) = (Au, v) .

2. Calculer le gradient et la dérivée seconde (hessien) de la fonctionnelle J dé�nie sur Rn par :

J (v) =
1

2
(Av, v)− (b, v) , où b ∈ Rn est �xé.

3. A quelle condition sur A, la fonction J est-elle convexe ? strictement convexe ?

Exercice 1.4.10. Soient a et b deux nombres réels et soit f la fonction dé�nie sur

Ω =
{
(x, y) ∈ R2;x > 0, y > 0

}
par

f (x, y) = xa + yb

1- Etudier la convexité, stricte convexité, concavité, stricte concavité de f sur Ω suivant les
valeurs de a et b.

Exercice 1.4.11.1. Soit g la fonction à deux variables dé�nie par

g(x, y) =
exp(x+ y)√

x+ y
.

(a) Déterminer son domaine de dé�nition Dg. On admet qu'il est ouvert et que g est de classe
C1 sur Dg.

(b) Dg est-il convexe ?

(c) Etudier la convexité de g sur son domaine de dé�nition.

(d) Calculer les dérivées partielles d'ordre 1 de g sur Dg.

Exercice 1.4.12. 1. Que dire de la somme de deux fonctions convexes ?

2. Soient f et g convexes sur I, que dire de sup(f, g) et de inf(f, g) ?

3. Soient f et g convexes sur R avec g croissante, montrer que g ◦ f est convexe. En déduire
que si h : R → R+ est telle que lnh est convexe, alors h est convexe.
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CHAPITRE 2

PROBLÈME D'OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Soit f : K → R ; On appelle problème de minimisation sans contraintes le problème noté :

min
x∈Rn

f (x) (2.1)

On veut résoudre min
x∈K⊂Rn

f(x) ou max
x∈K⊂Rn

f(x) i.e. on cherche v valeur optimale et x∗ tel que

f(x∗) = v. Les minima locaux et globaux de f sur Rn sont dé�nis de la manière suivante :

Dé�nition 2.0.1

On dit que x∗ est un minimum local de

∃V ∈ V (x0) tel que ∀x ∈ V, f(x) ≥ f(x∗).

Dé�nition 2.0.2

On dit que x∗ est un minimum local strict de

∃V ∈ V (x0) tel que ∀x ∈ V, f(x) > f(x∗).

Dé�nition 2.0.3

On dit que x∗ est un minimum global si

∀x ∈ Rn, f(x) ≥ f(x∗).

Dé�nition 2.0.4

On dit que x∗ est un minimum global strict si

∀x ∈ Rn, f(x) > f(x∗).
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Dé�nition 2.0.5

Une suite (xn)n∈N de points de Rn est une suite minimisante si

lim
n→+∞

f(xn) = inf
x∈Rn

f(x).

Dé�nition 2.0.6

Un point stationnaire qui n'est ni un minimum ni un maximum est un point singulier.

Dé�nition 2.0.7

x0 est un point stationnaire ssi ∇f(x0) = 0.

Remarque 2.0.1. 1. Un minimum global est clairement un minimum local

2. - Si on dit simplement minimum on comprend minimum global.

3. Si on connait tous les minima locaux alors le plus petit est le minimum.

4. - Toute solution optimale isolée est une solution optimale locale stricte. La réciproque
n'est pas toujours vraie.

2.1 Existence et unicité de la solution du problème

Examinons maintenant les questions d'existence et d'unicité de la solution du problème (1).
en dimension �nie, l'unicité d'une solution éventuelle est en général établie indépendamment de
l'existence, le plus souvent à partir de la convexité de l'ensemble K et de la stricte convexité de
la fonctionnelle f .

2.1.1 Dans la pratique

Nous noterons (1) le problème min
x∈K

f (x) et (2.1) le problème min
x∈Rn

f(x).

Lemme 2.1.1: S

it K ⊂ Rn un ouvert. Alors

x∗ est solution de (1) ⇔
{

x∗ solution de (2.1)
x∗ ∈ K

En pratique, pour résoudre (1), on résoud d'abord (2.1), c'est plus simple puis

1. si (2.1) a une solution x∗ ∈ K alors x∗ est solution de (1). Sinon, si x∗ /∈ K alors
(1) n'a pas de solution.

2. si (2.1) n'a pas de solution, on ne sait pas pour (1).
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2.1.2 Existence d'une solution

Théorème 2.1.1

d'existence 1 : (Théorème de Weierstrass) SoientK un ensemble compact (fermé et borné)
non vide de Rn et f : K → R une fonction continue sur K, alors f admet au moins un
min x∗ sur K. Autrement dit, il existe un point x∗ de K minimum global de f sur K i.e.

∀x ∈ Rn, f(x) ≥ f(x∗).

Preuve :
Soit (xn) une suite minimisante de f sur K c'est-à-dire d'éléments de K telle que

xn ∈ K, ∀n ∈ N et lim
n→+∞

f(xn) = inf
x∈K

f(x)

Comme K est borné, la suite minimisante soit bornée, donc on peut extraite une sous-suite
notée (xn) qui converge vers un élément x∗ de K car K est un ensemble fermé. Cette suite
extraite véri�e

lim
n→+∞

f(xn) = f(x∗)

car f est continue, d'où par unicité de la limite

f(x∗) = inf
x∈K

f(x).

Donc f réalise son minimum dans K.

Théorème 2.1.2

Soit f : R → Rn une fonction continue et coercive alors f admet au moins un minimum
sur Rn. Autrement dit, il existe un point x∗ de Rn minimum global de f sur Rn

∀x ∈ Rn, f(x) ≥ f(x∗).

Preuve :
Soit (xn) une suite minimisante dans Rn c'est à dire

lim
n→+∞

f(xn) = f(x∗)

d'où par unicité de la limite
f(x∗) = inf

x∈Rn
f(x).

Donc ; f réalise son minimum dans Rn.
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Théorème 2.1.3: d'unicité

Si de plus f : Rn → R strictement convexe, alors il existe un unique minimum x∗ ∈ Rn

de f tel que :
∀x ∈ Rn, f(x) ≥ f(x∗).

Preuve :
Soit f strictement convexe, supposons qu'il existe x∗, x

′
∗ ∈ Rn deux min de la fonction f

sur Rn tels que

x∗ ̸= x
′

∗ et f (x∗) = f
(
x

′

∗

)
= inf

x∈Rn
f(x).

Soit x′′
∗ = λx

′
∗ + (1− λ)x∗ ∈ Rn avec λ ∈ (0, 1) et comme f est strictement convexe

f (x′′
∗) < λf

(
x

′

∗

)
+ (1− λ) f (x∗) = f (x∗) = min

x∈Rn
f(x).

Ceci fournit une contradiction, ce qui est impossible ; donc x∗ = x
′
∗.

Dé�nition 2.1.1

Soit f : Rn → R. On dit que f est une fonction elliptique si elle est de classe C1et si
∃3b1 > 0 telle que

⟨∇f(x)−∇f(y), x− y⟩ ≥ 3b1 ∥x− y∥2 ,∀x, y ∈ Rn.

Corollaire 2.1.1

Si f : R2 → R est di�érentiable, on a les équivalences

1. f est α-elliptique ;

2. f(y) ≥ f(x)+⟨∇f(x), y − x⟩+ α
2
∥y − x∥2 , ∀ (x, y) ∈ R2;

3. ⟨∇f (y)−∇f (x) , y − x⟩ ≥ α ∥y − x∥2 , ∀ (x, y) ∈ R2.

Théorème 2.1.4: d'existence et d'unicité)

(Soit f une fonction C1 (Rn,R) on suppose que f est α− elliptique c'est dire qu'il existe
α > 0 (appelée la constante d'ellipticité) tel que,

∀ (x, y) ∈ Rn × Rn, ⟨∇f (x)−∇f (y) , x− y⟩ ≥ α ∥x− y∥2

Alors, f est strictement convexe et coercive. En particulier le problème (2.1) admet une
solution unique.
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Preuve :
Il est tout à fait clair que l'ellipticité implique la stricte convexité qui implique elle-mme la
convexité. Si f est α-elliptique et di�érentiable, en utilisant la caractérisation précédente,
on obtient aisément

⟨∇f (x)−∇f (0) , x− 0⟩ ≥ α ∥x∥2

ce qui implique que f est coercive.

Proposition 2.1.1: (Caractérisation de l'ellipticité avec
∇2) :

Soit f une fonction de classe C2. Alors f est elliptique si et seulement si ∃β > 0 tel que〈
∇2f(x)h, h

〉
≥ β, ∀x, h ∈ Rn (2.2)

Preuve :
Supposons que f est elliptique et montrons (2.2). Soit h ∈ Rn�xé et notons g : Rn → R la
fonction donnée par

g(x) = ⟨∇f(x), h⟩ ,∀x ∈ Rn

Nous avons〈
∇2f(x)h, h

〉
= ⟨∇g(x), h⟩ = ∂g

∂h
(x) = lim

t→0

⟨∇f(x+ th), h⟩ − ⟨∇f(x), h⟩
t

En utilisant la bilinéarité du produit scalaire et ensuite le fait que f est eliptique on
obtient : 〈

∇2f(x)h, h
〉
= lim

t→0

⟨∇f(x+ th)−∇f(x), th⟩
t2

≥ α
∥th∥2

t2
= α ∥h∥2

ce qui nous donne (2.2) avec β = α.
-Supposons maintenant que (2.2) est satisfaite et montrons que f est elliptique. Soient
x, y ∈ Rn �xées arbitraires, et considérons la fonction g1 : Rn → R donnée par

g1(z) = ⟨∇f(z), x− y⟩ ,∀z ∈ Rn. Alors

⟨∇f(x)−∇f(y), x− y⟩ = g1(x)− g1(y) = ⟨∇g1(y + θ(x− y)), x− y⟩

avec θ ∈]0, 1[(on a utilisé l'une des formules de Taylor). D'autre part, nous avons

∇g1(z) = ∇2f(z)(x− y)

et ceci nous permet de déduire, en utilisant aussi (2.2) :

⟨∇f(x)−∇f(y), x− y⟩ =
〈
∇2(y + θ(x− y))(x− y), x− y

〉
≥ β ∥x− y∥2

On a donc obtenu l'ellipticité de f avec α = β.
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Exemples des fonctions elliptiques

1. Si n = 1 ; Toute fonction f : R → R de classe C2 et satisfaisant :∃α > 0, f
′′
(x) ≥ α, ∀x ∈ R

est une fonction elliptique.

Exemples 2.1.1. (a) f(x) = ax2 + bx+ c avec a > 0.

(b) f(x) = x2 + sin(x)(car f
′′
(x) = 2− sin(x) ≥ 1,∀x ∈ R).

2. Le cas général (n ∈ N∗) ; Soit f : Rn → Rn donnée par

f (x) =
1

2
⟨Ax, x⟩ − ⟨b, x⟩+ c,∀x ∈ Rn;

avec A ∈ Mn(R) une matrice carrée réelle et symmétrique de taille n, avec b ∈ Rn un
vecteur et c ∈ R un scalaire (on appelle fonction (ou forme) quadratique une fonction de
ce type). On calcule facilement :

∇f (x) = Ax− b

∇2f (x) = A,

donc la hessienne de f est constante.
Comme A est symmétrique alors on sait que toutes les valeurs propres de A sont réelles
et que

⟨Ah, h⟩ ≥ λmin ∥h∥2 ,∀h ∈ Rn

où λmin ∈ R est la plus petite valeur propre de A.
Rappellons aussi que A est une matrice dé�nie positive si et seulement si λmin > 0.

(par dé�nition une matrice carrée rélle B ∈ Mn(R) est dé�nie positive si ⟨Bx, x⟩ > 0 ;
∀x ∈ Rn ; x ̸= 0).

En utilisant la Proposition précédante on déduit que f est une fonction elliptique si et
seulement si A est une matrice dé�nie positive.

2.1.3 Condition du premier ordre

Dans cette section, nous allons chercher à obtenir des conditions nécessaires et parfois su�-
santes de minimalité.
L'objectif est d'une certaine manière beaucoup plus pratique puisque ces conditions d'optima-
lité seront le plus souvent utilisées pour tenter de calculer un minimum ou le maximum. Ces
conditions sont utiles pour :

1. Véri�er l'optimalité éventuelle d'un point x ∈ Rn, voir si c'est un minimum, un maximum
où un point stationnaire.

2. Calculer les solutions de (2.1) .

Condition d'optimalité nécessaires du premier ordre :CON1

Etant donné un point x∗, la propriété de di�érentiabilité continue de la fonction f fournit
une première manière de caractériser une solution optimale.

Théorème 2.1.5

Soit f : Rn → R di�érentiable au point x∗ ∈ Rn, si x∗ est un minimum local de (2.1) alors
∇f (x∗) = 0.

33



Preuve :
On démontre par l'absurde, on suppose que∇f (x∗) ̸= 0.Donc on un vecteur d = −∇f (x∗)
qui est une direction de descente i.e.

∇f (x∗)
t .d = −∥∇f (x∗)∥2 < 0

et par le théorème il exixte δ > 0 tel que

f (x∗ + αd) < f (x∗) , ∀α ∈ ]0, δ[ .

Ce qui donne une contradiction avec le fait que x∗ est un minimum local, d'où∇f (x∗) = 0.

Condition d'optimalité nécessaire et su�sante du premier ordre :CONS1

comme celle de la convexité de f permettant en e�et de préciser la nature (maximum ou
minimum) des extremums considérés. Bien entendu, on pourrait énoncer des résultats analogues
pour les maximums relatifs. Si f est convexe, la condition nécessaire du premier ordre est
également su�sante.

Théorème 2.1.6

Soit f : Rn → R une fonction convexe di�érentiable au point x∗ ∈ Rn, un x∗ est un
minimum de (2.1) si et seulement si

∇f (x∗) = 0.

Preuve :
On a vu que la condition est toujours nécessaire, montrons qu'elle est su�sante.
Soit x∗ ∈ Rn tel que ∇f (x∗) = 0 et comme f est convexe donc

∀x ∈ Rn, f (x) ≥ f (x∗) + (∇f (x∗))
t (x− x∗) ⇒ f (x) ≥ f (x∗) ,

On a donc immédiatement le fait que x∗ réalise un minimum de f sur Rn.
Les deux résultats suivants donnent des conditions nécessaires puis des conditions su�-
santes du second ordre. Cette condition va faire intervenir la dérivée seconde de f.

2.1.4 Conditions du seconde ordre

Les résultats qui suivent seront énoncés pour des minimums relatifs, la prise en compte des
dérivées secondes
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Condition d'optimalité nécessaire du seconde ordre :CON2

Théorème 2.1.7

Soit f : Rn → R une fonction deux fois di�érentiable au point x∗ ∈ Rn. Si f possède un
minimum local en x∗ alors :

1. ∇f (x∗) = 0,

2. La matrice Hessienne H(x∗) soit semi dé�nie positive.

Preuve :
Soit f une fonction deux fois di�érentiable au point x∗ ∈ Rn et d un vecteur de Rn, donc
pour λ assez et en utilisé la formule de Taylor-Maclaurin d'ordre 2

f (x∗ + λx) = f (x∗) + λ (∇f (x∗) , d) +
1

2
λ2dtH (x∗) d+ λ2 ∥d∥2 α (x∗, λd) ,∀x ∈ Rn

où (x∗, λd) → 0 quand λ → 0.

le point x∗ ∈ Rn est le minimum de f c'est-à-dire ∇f (x∗) = 0
donc

f (x∗ + λx)− f (x∗)

λ2
≥ 0,∀λ ∈ ]0, δ[ ,

1

2
dtH (x∗) d+ ∥d∥2 α (x∗, λd) ≥ 0,∀λ ∈ ]0, δ[

Par passage à la limite lorsque λ → 0 on obtient

1

2
dtH (x∗) d ≥ 0,∀d ∈ Rn.

Donc la matrice hessienne H (x∗) est semi dé�nie positive.

Condition d'optimalité su�sante du seconde ordre :COS2

Le théorème suivant établit une condition su�sante pour qu'un vecteur soit un minimum
local, si f est deux fois di�érentiable.

Théorème 2.1.8

Soit f : Rn → R une fonction deux fois di�érentiable au point x∗ ∈ Rn. Si ∇f (x∗) = 0,
La matrice Hessienne H(x∗) soit semi dé�nie positive alors f possède un minimum local
en x∗ .

Preuve :
Soit f une fonction deux fois di�érentiable au point x∗ ∈ Rn , donc f s'écrit sous la forme

f (x) = f (x∗) + (∇f (x∗))
t (x− x∗) +

1

2
(x− x∗)

t H (x∗) (x− x∗) + ∥x− x∗∥2 α (x∗, x− x∗) ,

∀x ∈ Rn, où α (x∗, x− x∗) → 0, quand x → x∗
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Supposons que x∗ ∈ Rn n'est pas un min local stricte c'est-à-dire

∀Vϵ (x∗) ,∃xk ∈ Vϵ (x∗) , f (xk) ≤ f (x∗) .

Notons
dk =

xk − x∗

∥xk − x∗∥2
, ∥dk∥2 = 1,

d'aprés le théorème de Bolzano Weierstrass

∃N1 ∈ N, dk →
k→∞

d̃, k ∈ N1

donc

f (xk)− f (x∗) =
1

2
(x− x∗)

t H (x∗) (x− x∗) + ∥x− x∗∥2 α (x∗, xk − x∗) ,

f (xk)− f (x∗)

∥x− x∗∥2
=

1

2
dtkH (x∗) dk + α (x∗, λd) ,

or
f (xk) ≤ f (x∗) ⇒ (xk)− f (x∗) ≤ 0,

∀k, 1
2
dtkH (x∗) dk + α (x∗, xk − x∗) ≤ 0,

passant à la limite quand k → +∞

d̃tH (x∗) d̃ ≤ 0, d̃ ̸= 0 car dk → d̃ et ∥dk∥ = 1.

Donc la matrice hessienne H (x∗) n'est pas dé�nie positive.

Exemples 2.1.2. Considérons la fonction f : R2 → R

f (x) = (x− 5)2 + (y − 2)2

Etape 1 :Identi�cation des points critiques nous allons utiliser la première condition
d'optimalité la fonction f est di�érentiable et sont gradient est

on a

{
f

′
x = 2 (x− 5)
f

′
y = 2 (y − 2)

Les coordonnées (x, y) d'un point critique sont solution de

{
f

′
x = 0
f

′
y = 0

soit de

{
f

′
x = 2 (x− 5) = 0
f

′
y = 2 (y − 2) = 0

. On trouve donc

{
x = 5
y = 2

Etape 2 : La nature de point critique nous allons utiliser la deuxième condition d'optima-
litén, nous permettent de classer ces points critiques.
La matrice hessienne de cette fonction

H (x, y) =

(
2 0

0 2

)
On a detH (5, 2) = 4 > 0 et c'est valeurs propres sont positives alors la matrice hessienne est
dé�nie positives , et donc le point (x, y) = (5, 2) est un minimum local.
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EXERCICES

Exercice 2.1.1. Les fonctions f suivantes sont elle coercive ?

1. f : R → R; f (x) = −3x3 + 2x2 + 1.

2. f : R → R; f (x) = 2x3 + 3x.

3. f : R2 → R; f (x1, x2) = 2x2
1 + x2 − 5.

4. f : R2 → R; f (x1, x2) = 2x2
1 + x2

2.

5. f : Rn → R; f (x) = (a, x) + b avec a ∈ Rn et b ∈ R
6. f : R2 → R; f (x1, x2) = 2x2

1 + x3
2 + 2x2

2.

Exercice 2.1.2. Rechercher les points critiques et déterminer leur nature (maximum local,
minimum local, col) pour les fonctions f dé�nie ci-dessous :

1. f (x, y) = (x− 5)2 + (y − 2)2 .

2. f (x, y) = 2x2 + 6y2 − 5x+ 4y.

3. f (x, y) = 4x2 − 12xy + y2.

4. f (x, y) = ax2 + by2 (a, b ∈ R) .
5. f (x, y) = x2y2+ x2 + y2 + 2axy (a ≥ 0) .

6. f (x, y) =
xy

(1 + x2) (1 + y2)
.

Exercice 2.1.3. On considère la fonction f suivante :

f(x, y) = x3 + 3xy2 + 3x2y + 3y

a) Calculer les dériver partielle de f et les dérivée seconde f.

b) évaluez les dérivées, les dérivées partielles, les dérivées secondes de f aux points

A =

(
x = 1
y = −1

)
et B =

(
x = −1
y = 1

)
A et B sont t′ils des points critiques ? si oui déterminer la nature de ces points critiques ?

c) Déterminer la nature de ces points critiques.

Exercice 2.1.4. Soit f la fonction numérique à variable réelle dé�nie par :

∀x ∈ R, f (x) =
√
x4 + 1− x+ 3.
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(a) Montrer que f admet un minimum sur R.
(b) Déterminer les points critiques de f .

(c) Parmi les points critiques, lesquels correspondent à des minima ?

Exercice 2.1.5. Soient A ∈ Mn(R)une matrice symétrique dé�nie positive et b un vecteur de
Rn. On dé�nit la fonction f : Rn → R par

∀x ∈ R, f (x) =
1

2
xTAx− bTx.

Montrer que f admet un minimum absolu sur Rn.

2. Déterminer ce minimum.

Exercice 2.1.6. Soit la fonction f dé�nie par

f(x, y) = (y − 1) ln(y − 1)− ln(x) + x2 − xy + 2y2 − 7y − 3

2
x+ 3.

(a) Donner le domaine de dé�nition Df de f et faire un dessin de cet ensemble.

(b) L'ensemble Df est-il convexe ? Est-il ouvert.

(c) Montrer que la fonction φ : u → ln (u) est convexe sur son ensemble de dé�nition.

(d) En déduire la convexité de f sur Df .

(e) Montrer que (2, 2) est un point critique.

(f) En déduire la nature de (2, 2) .

(g) La fonction f admet -elle un maximum global sur Df .

Exercice 2.1.7. Trouver les points critiques et déscuter leur nature pout f : R2 → R

(a) f (x, y) = (x− 1)2 + 2y2

(b) f (x, y) = 2x3 − 6xy + 3y2

(c) f (x, y) = ex−y(x2 − 2y2)

(d) f (x, y) = (x2 + y2)e−(x2+y2).

(e) f (x, y) = x3 + y3 − 3cxy ,(c ∈ R)
(f) f (x, y) = x2 − cos (y) ,

(g) f (x, y) = x2y3 .

Exercice 2.1.8. 1-Soit J (u) = 1
2
(Av, v) − (b, v) où A est une matrice symétrique de Rn

dans Rn et v ∈ Rn, une fonctionnelle quadratique de Rn dans R. Démontrer les propositions
suivantes :

(a) J est convexe si et seulement si A est semi-défnie positive.

(b) J est strictement convexe si et seulement si A est défnie positive.

(c) ∃c ∈ Rn tel que :∀v ∈ Rn − {u} J (u) < J (v) si et seulement si A est dé�nie positive.

(d) ∃c ∈ Rn tel que :∀v ∈ Rn J (u) ≤ J (v) si et seulement si A est semi-dé�nie positive.
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2-Soit x∗, un minimum local pour le problème{
min f (x)
x ∈ Rn.

(2.3)

i . Montrer que si f est di�érentiable en x∗, alors ∇f(x∗) = 0. On dit que x∗ est un point
stationnaire ou critique.

ii . Montrer que si f est deux fois di�érentiable en x∗, alors Hessf(x∗) est semi-dé�nie positive.

Exercice 2.1.9. On considère la fonction f dé�nie sur R2 par

f(x, y) = x4 + y4 − 2 (x− y)2

1. tels que pour tous (x, y) ∈ R2

f(x, y) ≥ 2 ∥(x, y)∥2 − 162

où la notation ∥.∥ désigne la norme euclidienne de R2.En déduire que le problème

inf
(x,y)∈R2

f(x, y) (2.4)

possède au moins une solution.

2. La fonction f est-elle convexe sur R2 ?
3. Déterminer les points critiques de f , et préciser leur nature (minimum local, maximum local,
point-selle, ...). Résoudre alors le problème (2.4) .
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CHAPITRE 3

ALGORITHMES

Dans ce chapitere, nous allons présenter quelques algorithmes permettant de calculer
(de manière approchée) la ou les solutions du problème (2.1) de départ.
Les algorithmes d'optimisation est une procédure mathématique qui permet d'obtenir et

cherchent à déterminer le jeu de paramètres d'entrée d'une fonction donnant à cette fonction la
valeur maximale ou minimale, d'une fonction réele f (que l'on appelle fonction objective)

inf
x∈R

f(x) (3.1)

Avec X∗ = (x∗1, x∗2, x∗3, ...) sont les coordonnees du point critique. On fait appel aux algorithmes
d'optimisation a�n de resoudre des problèmes de di�érente nature, comme par exemple, trouver
les zéros de fonctions non-linéaires, ajustement de données expérimentales selon le critère des
moindres carrés linéaire et non-linéaire, resolution de systèmes d'équations à une ou plusieurs
variables ... etc. En général, la recherche des extremums est atteinte en procedant au calcul des
dérivées premières (gradient de la fonction) et des dérivées secondes (Hessien de la fonction).

Les métaheuristiques sont une classe d'algorithmes d'optimisation qui tentent d'obtenir une
valeur approchée de l'optimum global dans le cas de problèmes d'optimisation di�cile. Elles ne
donnent cependant aucune garantie sur la �abilité du résultat.

On supposera que x∗ existe (éventuellement qu'il est unique) et on se propose de trouver
une approximation numérique de x , en construisant une suite{

x(k)
}
k∈N ⊂ Rn telle que x(k) → x∗ pour k → +∞;

Le principe est de construire un algorithme itératif de la forme

xk+1 = xk − ρkd
k (3.2)

dk est la direction de descente, ρk est le pas. Il est, soit �xé, éventuellement le même pour toutes
les étapes (on parle alors de méthode à pas variable), soit calculé à chaque étape de faon à
minimiser f dans la direction dk (on parle alors de méthode à pas optimal).

Pour s'approcher de la solution optimale du problème (3.2) (dans le cas général, c'est un point
en lequel ont lieu peut tre avec une certaine précision les conditions nécessaires d'optimalité de
f ), on se déplace naturellement à partir du point xk dans la direction de la décroissance de la
fonction f .
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Dé�nition 3.0.1

Algorithme Un algorithme est dé�ni par une application A de Rn dans Rn permettant
la génération d'une suite d'éléments de Rn par la formule :{

x0 ∈ Rn donné, k = 0 étape d'initialisation,
xk+1 = A(xk); k = k + 1itération k :

Ecrire un algorithme n'est ni plus ni moins que se donner une suite {xk}k∈N de Rn ; étudier
la convergence de l'algorithme, c'est étudier la convergence de la suite {xk}k∈N.

Convergence globale

On dit qu'un algorithme est globalement convergent (où encore, possède la propriété de la
convergence globale) si, quelque soit le point de départ x0 choisi, la suite {xk} générée par
cet algorithme (où une sous suite) converge vers un point satisfant une condition nécessaire
d'optimalité.

Vitesse de convergence

La convergence globale d'une algorithme ayant été établie, nous nous intéressons maintenant
à l'évaluation de son e�cacité d'un point de vue pratique, l'e�cacité d'un algorithme dépend
du nombre d'itérations nécessaires pour obtenir un approximation à ϵ près (ϵ �xé à l'avance) de
l'optimum x∗.

Ceci conduit à attribuer à chaque algorithme une indice d'e�cacité appelé se vitesse de
convergence.

Nous introduisons ici les pricipales dé�nitions de base qui seront abondamment utilisées par
la suite.

Plaçons nous dans Rn, où ∥.∥ désigne la norme euclidienne et considérons une suite {xk}
convergeant vers x∗.

• Si lim sup
∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥

= λ < 1

On dit que la convergence est linéaire et λ est le taux de convergence associé.

• Si
∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥

→ 0 quand k → ∞

on dit que la convergence est superlinéaire.

• Plus précisément si ∃ p > 1 tel que :

lim sup
k→∞

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥p

< +∞

on dit que la convergence est superlinéaire d'ordre p.

• En particulier si

lim sup
k→∞

∥xk+1 − x∗∥
∥xk − x∗∥2

< +∞

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d'ordre 2).
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3.0.1 Schémas général des algorithmes d'optimalité

Il convient de souligne que la plupart des algorithmes d'optimisation, avec contrainte ou
non,

fonctionnent selon un schéma général consistant, à chaque itération, à se rapprocher du mini-
mum par la résolution d'un sous problème de minimisation. Les méthodes ( ou les algorithmes)
itératives d'optimalité fait partie d'une classe plus grande de méthodes numériques appelées
méthodes de descente.

Un algorithme à directions de descente est un algorithme d'optimisation di�érentiable, des-
tiné à minimiser une fonction réelle di�érentiable dé�nie sur un espace euclidien (par exemple
Rn, muni d'un produit scalaire) ou, plus généralement, sur un espace hilbertien. L'algorithme
est itératif etprocède donc par améliorations successives. Au point courant, un déplacement est
e�ectué le long d'une direction de descente, de manière à faire décrotre la fonction.

3.0.2 Méthode à directions de descente- une itération

Etape 0 :(initialisation)
On suppose qu'au début de l'itération k, on dispose d'un itéré xk ∈ Rn

Etape1 :
Test d'arraît : si ∇f(xK) ≃ 0, arraît de l'algorithme ;
Etape2 :
Choix d'une direction de descente dk ∈ Rn ;
Etape3 :
Recherche linéaire : déterminer un pas ρk > 0 le long de dk de manière à "faire décrotre f

su�samment" ;
Etape4 :
Si la recherche linéaire réussie

xk+1 = xk + ρkdk;

remplacer k par k + 1 et aller à l'étape 1.

Exemple de choix de direction de descente :

1. Par exemple s'on choisit

dk = −∇f(xK) et si ∇f(xK) ̸= 0,

on obtient la méthode du gradient.

2. Dans le cas
dk = −(H(xk))

−1.∇f(xk),

on obtient la méthode de Newton, où la matrice Hessienne H(xk) est dé�nie positive.
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Exemple de choix de pas λk :

On choisit en général ρk de faon optimale,c'est- a -dire que ρk doit véri�er

f(xk + ρkdk) ≤ f(xk + ρdk) : ∀ρ ∈ [0,+∞[.

En d'autres thémes on est ramené à étudiet à chaque itération un problème de minimisation
d'une variable réelle.C'est qu'on appelle recherche linéaire.

3.0.3 Méthode de Gradient

La méthode (ou algorithme) du Gradient fait partie d'une classe plus grande de méthodes
numériques appelées méthodes de descente.

Ici on choisit à chaque étape dk = −∇f(xK).

L'algorithme de Gradient

1. Initialisation K = 0
choix de x0 , ρ0 > 0 et ϵ,

2. Itération k
xk+1 = xk − ρk∇f(xK);

3. Critère d'arrt si
∥xk+1 − xk∥ < ϵ où si ∥∇f(xK)∥ < ϵ stop

Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne à 2.

avec ϵ est un réel positif (petit) donné qui représente la précision désirée (la valeur que nous
devons �xer pour ϵ dépend du problème considéré).

3.0.4 Méthodes de gradient à pas optimal

la méthode est la suivante : {
dk = −∇f(xK)

xk+1 = xk + ρkdk, ρk
(3.3)

où ρk est choisi par le règle de minimisation, il consiste à choisir, à chaque itération ρk comme
étant

la solution optimal du problème de minimisation monodimensionnelle de f le long de la
demi-droite

dé�nie par le point xk et la direction dk. Donc, ρk est choisi de manière à ce que :

f (xk + ρkdk) = min
ρ∈R

f (xk + ρdk) ,∀ρ > 0 (3.4)

en supposons q' un tel minimum existe.

Remarque 3.0.1. Nous faisons l'itération (3.3) dans le cas où ▽f (xk) ̸= 0, donc le problème
de minimisation (3.4) a un sens.
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On a le résultat suivant :

Théorème 3.0.1

Soit f une fonction C1(Rn,Rn), coercive et strictement convexe. On suppose qu'il existe
une constante M > 0 tel que

∀ (x,y) ∈ Rn × Rn, ∥∇f (x)−∇f (y)∥ ≤ M ∥x− y∥ .

Alors, si on choisit le pas ρk dans un intervalle [β1, β2] tel que 0 < β1 < β2 < 2
M
, la

méthode du gradient converge vers le minimum de f .

Preuve :
La fonction f admet un minimum x0 unique sur Rn caractérisé par ∇f (x0) = 0 puisque f
est strictement convexe. Montrons que la suite ( xk ) engendrée par l'algorithme converge
vers x0,on a :

f (y) = f(x) + (∇f(x), y − x) +

∫ 1

0

(∇f(x+ t(y − x)−∇f(x), y − x)dt

On applique cette relation à y = xk+1, x = xk

f (xk+1) = f(xk)+ (∇f(xk), xk+1−xk)+

∫ 1

0

(∇f(xk + t(xk+1−xk)−∇f(xk), xk+1−xk)dt

Comme xk+1 = xk-ρk∇f(xk), on obtient

f (xk+1)− f(xk) ≤ − 1

ρk
∥xk+1 − xk∥2 +

∫ 1

0

∥∇f(xk + t(xk+1 − xk)−∇f(xk)∥ . ∥xk+1 − xk∥ dt

≤ − 1

ρk
∥xk+1 − xk∥2 +

M

2
∥xk+1 − xk∥2 =

(
M

2
− 1

ρk

)
∥xk+1 − xk∥2

Si on choisit le pas ρk dans un intervalle [β1, β2] tel que 0 < β1 < β2 <
2
M
, nous obtenons

alors

f (xk+1)− f(xk) ≤
(
M

2
− 1

ρk

)
∥xk+1 − xk∥2

La suite f(xk) est alors strictement décroissante, comme elle est minorée car

f(xk) ≥ f(x0),∀k

elle est converge. Cela entrane d'une part que (f (xk+1)− f(xk)) tends vers 0 et d'autre
part, lasuite (xk) est bornée (car f est coercive). On peut donc extraire une sous suite
converge vers x . De plus, comme

∥xk+1 − xk∥2 ≤
(
M

2
− 1

ρk

)−1

f (xk+1)− f(xk).

La suite (xk+1 − xk) tend également vers 0.
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Par conséquent

∇f(xk) =
xk+1 − xk

ρk
→ 0

Par continuité de ∇f(x) = 0, donc x est l'unique minimum x0 de f . Ceci étant vrai pour
toute valeur d'adhérence de la suite (xk) cela prouve que toute la suite (xk) converge vers
x0.

3.0.5 Méthode de Gradient à pas �xe

On peut utiliser un pas �xé a priori ρ > 0, ∀k on obtient alors la méthode de gradient simple{
dk = −∇f(xk)
xk+1 = xk + ρdk

Pour f ∈ C1, cette méthode converge si ρ est choisi assez petit.

Le choix de pas :

- Un pas bien choisi donne des résultats à ceux obtenus par la plus profonde descente.
- Un pas plus petit atténue les zigzags des itérés mais augmente signi�cativement le nombre
d'itérations.
- Un pas trop grand fait diverger la méthode.
Cas particulier : fonction quadratiques
Dans ce paragraphe nous supposons que f : Rn → R est donnée par

f (x) =
1

2
⟨Ax, x⟩ − ⟨b, x⟩+ c (3.5)

avec A ∈ Mn (R) matrice SDP (c'est à dire symmétrique et dé�nie positive), b ∈ Rn, c ∈ R
donc c'est une forme quadratique associée à une matrice SDP.

Nous devons calculer ρk ∈ R qui minimise la fonction g : R → R donnée par

g (ρ) = f (xk − ρ∇f (xk)) .

Alors ρk satisfait nécessairement
g′ (ρk) = 0.

Un calcul simple nous donne

g′ (ρ) = −⟨∇f (xk − ρ∇f (xk)) ,∇f (xk)⟩

c'est à dire, comme ∇f (xk) = Axk − b

g′ (ρ) = −⟨∇ (xk − ρ∇f (xk))− b, Axk − b⟩
= −∥Axk − b∥2 + ρ ⟨A (Axk − b) , Axk − b⟩

nous obtenons alors

ρk =
∥Axk − b∥2

⟨A (Axk − b) , Axk − b⟩
(3.6)
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Remarquons qu'on a ⟨A (Axk − b) , Axk − b⟩ > 0 (car A est SDP et Axk− b = ∇f (xk) ̸= 0).
Donc la méthode de gradient à pas optimal dans le cas f quadratique est :

xk+1 = xk − ρk (Axk − b)

avec ρk donnée par (3.6) valable uniquement pour Axk − b ̸= 0.

3.0.6 Méthode du gradient conjugué

Algorithme de la méthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre des systèmes d'équations
linéaires dont la matrice est symétrique dé�nie positives, on l'utilise aussi pour résoudre les
grands systèmes linéaires est une méthode itérative qui converge en un nombre �ni d'itérations
(au plus égal à la dimension du système linéaire).

Dé�nition 3.0.2

Soit A une matrice symétrique n×n, dé�nie positive. On dit que deux vecteurs x et y de
Rn sont A− conjugués (ou conjugués par rapport à A) s'ils véri�ent

xTAy = 0.

Principe de la méthode

Soit {d0, d1, ..., dn} une famille de vecteurs A−conjugués. On appelle alors méthode de di-
rections conjuguées toute méthode itérative appliquée à une fonction quadratique strictement
convexe de n variables : f (x) = 1

2
xAxT + bTx+ c, avec x ∈ Rn et A ∈ Mn×n est symétrique et

dé�nie positive, b ∈ Rn et c ∈ R, conduisant à l'optimum en n étapes au plus.
Cette méthode est de la forme suivante :
Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs sont

orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.
L'idée de la méthode étant donnés un point initial x0 de Rn et n-directions A−conjugués

est de construire itérativement des directions d1, ..., dk mutuellement conjuguées on dé�nit le
-schéma suivant :

xk+1 = xk + ρkdk, avec (3.7)

où ρk est le scalaire minimisant f(x) selon la direction xk + ρkdk et qui est dé�ni par

ρk = − r⊺kdk
d⊺kAdk

(3.8)

rk = −∇f (xk) = b− Axk (3.9)

L'algorithme ci-dessous résout Ax = b, où A est une matrice réelle, symétrique, et dé�nit
positive. Le vecteur d'entré x0 peut tre une approximation de la solution initiale ou 0.
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Algorithme de la méthode de Gradient Conjuguée

1. Initialisation k = 0,
Choix de x0 dans RN ; r0 = −∇f (x0) = b− Ax0, p0 = r0

2. Itération k

αk = − r⊺krk
p⊺kApk

xk+1 = xk + ρkpk, rk+1 = rk − αkApk,

3. Critère d'arrt

Si rk+1 est su�samment petit, alors on sort de la boucle

βk =
r⊺k+1rk+1

r⊺krk
, pk+1 = rk+1 + βkpk,

Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne à 2.

Théorème 3.0.2

Si f : Rn → R est quadratique et elliptique la méthode de gradient conjugué converge en
n -itérations au plus où n est l'ordre de A.

3.0.7 Méthode de Newton

La méthode de Newton n'est pas une méthode d'optimisation à proprement parler.
C'est en réalité une méthode utilisée pour résoudre des équations non linéaires de la forme

F (x) = 0 où F est une fonction de Rn dans Rn. Nous allons d'abord la décrire puis montrer
comment on peut l'appliquer à la recherche de minimum.

Dans le cas n = 1, cette méthode de Newton s'appelle également la méthode de la tangente.
L'idée est de remplacer le point xk obtenu à l'itération k, par le point d'intersection de la

tangente en (xk; f(xk)) à la courbe représentative de f avec l'axe des abscisses.
Considérons maintenant le cas général, i.e. on dispose d'une fonction F : Rn → R de classe

(au moins) C1 telle que l'équation 0) ( ∇F (x) = 0 admette au moins une solution x et la
matrice H(x) est dé�nie positive.

Principe de la méthode

Considérons le problème d'optimisation sans contraintes (P )

(P ) : min
x∈Rn

f (x)

où f : Rn → R
Le principe de la méthode de Newton consiste à minimiser successivement les approximations

du second ordre de f , plus précisément si

f(x) = f(xk) +∇f(xk)
t(x− xk) + (x− xk)

tH(xk)(x− xk) + o ∥x− xk∥2 ;

posons
q(x) = f(x) +∇f(xk)

t(x− xk) + (x− xk)
tH(xk)(x− xk)

Soit xk+1 l'optimum de q, alors il véri�e ∇q(xk+1) = 0; soit en remplaçant :

∇f(xk) +H(xk)(xk+1 − xk) = 0;
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ou encore
H(xk)(xk+1 − xk) = −∇f(xk);

donc
xk+1 = xk − [H(xk)]

−1∇f(xk).

Théorème 3.0.3

Soit F est une fonction de classe C2 de Rn dans Rn et x un zéro de F (c'est-à-dire Rn).
On suppose en outre que ce zéro est isolé et que DF (x) est inversible (DF désigne la
dérivée première de F ).
Alors il existe une boule fermée B centrée en x∗ telle que, pour tout point x0 ∈ B, la suite
(xk) dé�nie par la méthode de Newton est entièrement contenue dans B et converge vers
x qui est le seul zéro de F dans B.
En�n la convergence est géométrique : il existe B ∈]0; 1[ tel que

∀k ≥ 0; ∥xk − x∗∥ ≤ B ∥x0 − x∗∥ .

En d'autres termes, si on choisit le point de départ x0 �assez près� de x∗ , alors ;
l'algorithme converge vers x∗.

Preuve :
Comme F est C1 et DF (x) est inversible, il existe une boule centrée en x∗ :B(x, r0) sur
laquelle DF (.) est inversible et DF (.)−1 est uniformément bornée par m.
Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral entre x∗ et un itéré xk en supposant
que xk ∈ B(x, r0)

F (x∗)− F (xk) = DF (xk) (x∗ − xk) +

∫ 1

0

D2F (x∗ + t (xk − x∗)). (x∗ − xk)
2 tdt (3.10)

Comme F est C2, D ∈ F est continue et uniformément bornée sur B(x∗, r0) par
un réel M > 0, et nous avons∣∣∣∣∫ 1

0

D2F (x∗ + t (xk − x∗)). (x∗ − xk)
2 tdt

∣∣∣∣ ≤ M

2
∥x∗ − xk∥2 .

Par conséquent, comme

xk+1 − x∗ = xk − x∗ −DF−1(xk) [F (xk)− F (x∗)]

= DF (xk)
−1 [F (x∗)− F (xk)−DF (xk) (x∗ − xk)]

= DF (xk)
−1

[∫ 1

0

F (x∗)− F (xk)−DF (xk) (x∗ − xk)
2 tdt

]
;
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on obtient

∥xk+1 − x∗∥ ≤ m
M

2
∥x∗ − xk∥2 . (3.11)

Posons r = min(r0,
2

mM
, 1) ; il est alors facile de voir par récurrence que si x0 ∈ B(x∗, r)

alors pour tout k, xk ∈ B(x, r) : la suite des itérés est bien dé�nie et reste dans la boule.
Posons alors ek = mM

2
∥xk − x∥ . La relation (3.11) donne

ek+1 = e2k.

La suite ek converge donc vers 0 si e0 = mM
2

∥x0 − x∗∥ < 1, cad si x0 est dans la boule
B(x, r) où r = min(r, 1

mM
) par exemple.

Remarque 3.0.2. - Cette méthode est bien dé�nie à chaque itération si la matrice hessienne
H(xk) est dé�nie positive : ceci est vrai en particulier au voisinage de la solution x∗ cherchée si
on suppose que H(x∗) est dé�nie positive (par continuité de H).
- La méthode de Newton est un algorithme de descente à pas �xe égal à 1.
- Si la fonctionnelle f est quadratique, strictement convexe, alors l'algorithme converge en une
seule itération.

Algorithme de la méthode de Newton

1. Initialisation k = 0,
choix de x0 dans un voisinage de x∗ ,ϵ
2. Itération k
xk+1 = xk − (H (xk))

−1∇f (xk)
3. Critère d'arrt
si ∥xk+1 − xk∥ < ϵ stop
Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne à 2.

Inconvénients de la méthode de Newton :

1. Cette méthode fonctionne très bien pour les petits dimensions (1 ≤ n ≤ 10)lorsque on
peut calculer facilement H (x) et (H (x))−1, ce calcul nécessite des itérations plus nombreuse et

coteuse dans les problèmes des grandes tailles.
2. Comme xk+1 = xk − (H (xk))

−1∇f (xk) ; le point (xk+1) n'est pas toujours bien dé�nie
c-à-d

possible que (H (xk))
−1 n'existe pas ( cela intervient typiquement lorsque la méthode atteint

un région où f est linéaire donc ses secondes dérivées partielles valent zéro), et mme elle est
existe, la direction dk = − (H (xk))

−1∇f (xk) n'est pas toujours une direction de descente (
si

(H (xk)) est dé�nie positive alors dk est une direction de descente).
3- L'inconvénient majeur de la méthode est sa sensibilité au choix du point de départ x0 : Si

ce point est mal choisis (trop loin de la solution) la méthode peut soit diverger, soit converge vers
une autre solution. Pour choisir le point de départ x0 �assez prés� de x∗ on essaie de s'approcher
de x∗ par une méthode de type gradient par exemple, puis on applique la méthode de Newton.
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3.0.8 Méthode de Quasi-Newton

Les méthodes de Quasi-Newton sont élaborées pour l'optimisation et pour pallier aux incon-
vénients de la méthode de Newton elle :

1- garde la rapidité de la méthode de Newton,
2- évite le calcul (coteux) de la matrice [H(xk)] à chaque itération.
3- plus robustes par rapport au du point de départ. On y trouve les méthodes dites �région

de
con�ance� qui s'attachent à rendre la méthode robuste (i.e. peu sensible) par rapport x0.
4- (H(x))−1 n'est pas nécessairement connue, peut tre très chère à calculer, et H(xk)
peut tre très di�cile à inverser. On remplace alors et (H(xk))

−1 par une matrice Dk,
éventuellement constante, qui est censée approcher H(xk) ou bien son inverse. Parfois mme,
on remplace (H(xk))

−1 ∇f(xk) par un vecteur yk facile à calculer.
Donc, l'algorithme de cette méthode est donné comme suit :

Algorithme de la méthode de Quasi-Newton

1. Initialisation k = 0,
choix de x0 ,α0 , ϵ
2. Itération k
xk+1 = xk − αkDk∇f (xk)
3. Critère d'arrt
si ∥xk+1 − xk∥ < ϵ stop
Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne à 2.

Remarque 3.0.3. Dans cet algorithme, on va utiliser une approximation Dk de (H(xk))
−1 et

puis on va trouver αk ( par une recherche linéaire) qui minimise la fonction ϕ (α) = f (xk + αkdk) .
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EXERCICES ET TRAVEAUX PRATIQUES

TP 01
On commence par la dimension 2 car on peut représenter les fonctions R2 → R en
3D ou grce aux lignes de niveau. On s'intéresse à un problème de minimisation d'une
fonction quadratique, car on sait l'étudier théoriquement : on pourra donc comparer les
résultats numériques aux résultats attendus.
Soit

A =

(
4 −2
−2 4

)
, b = (1, 1)t et J (x) =

1

2
Ax.x− b.x

1. Expliquer pourquoi le problème de minimisation de J sur R2 a une solution unique.
2. En déterminer la solution.
3. Représenter J sur le pavé [−10, 10]2 grce aux commandes meshgrid et mesh.
TP 02

1. Programmer et tester les algorithmes suivante :
�Gradient à pas constant.
�Algorithme de Newton.
�Relaxation avec sous-programme Newton (pour R).

2. Pour chacun d'entre eux, une étude de sensibilité sur le point de départ (initialisation) et
le pas éventuel sera menée le plus rigoureusement possible. On fera une comparaison
numérique des trois méthodes surtout en termes de :
�Vitesse de convergence - nombre d'itérations - temps CPU
�Robustesse et domaine de validité en particulier sur les exemples suivants (f de R2 dans
R).

a f (x, y) = x2 − 5xy + y4 − 25x− 8y

b f (x, y) = (x4 − 3) + y4

c f (x, y) = x4 − 4y3 + 6 (x2 + y2)− 4 (x+ y) .

TP 03
Programmer l'algorithme du gradient conjugué pour résoudre Ax = b ; comparer avec
les procédures de MATLAB en terme de précision et de temps CPU.
On fera des tests sur des matrices dé�nies positives de grande taille et sur l'exemple suivant
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A =


0.78 −0.02 −0.12 −0.14
−0.02 0.86 −0.04 0.06
−0.12 −0.04 0.72 −0.08
−0.14 0.06 −0.08 0.74

 et b =


0.76
0.08
1.12
0.68

 .

Exercice 3.0.1. Soit f (x) = 1
2
⟨Ax, x⟩−⟨b, x⟩ où A est une matrice symétrique dé�nie positive

N × N devaleurs propres 0 < λ1 < λ2 < ... < λN et b ∈ Rn. Notons x∗ le minimum de f sur
Rn. On considère la suite (uk) d'éléments de Rn telle que x0 ∈ Rn quelconque et

∀k ∈ N, uk+1 = uk − ρ∇f (uk)

où ρ est un réel positif �xé.
- Montrer que uk+1 − u∗ = (In − ρA) (u− u∗) , où In désigne la matrice identité de taille N

.
- Montrer que l'algorithme de gradient à pas �xe converge pour :0 < ρ < 2

λN
.

Exercice 3.0.2. Soit f : R → R dé�nie par

∀x ∈ R, f(x) =
1√
2π

e−
(x−µ)2

2 .

On �xe x1, ..., xn ∈ R. Résoudre le problème suivant :

µ∗ = argmax
µ∈R

[
n

i=1
f (xi)

]
.

[Indication : on pourra passer au logarithme.]

Exercice 3.0.3. Soient n ≥ 2 et f : R → R la fonction dé�nie par

f(x) = (1 + xn)
3n−1
i=1

x2
i + x2

n.

Montrer que 0 est le seul point critique de f , que f y atteint un minimum local strict,mais pas
global.

Exercice 3.0.4. On considère la fonction

f(x; y) =
1

2
x2 +

1

2
y2

En partant du point initial (x0, y0) = (1, 1) et en appliquant la méthode du gradient avec k
optimale, calculez (x1, y1); (x2, y2) et (x3, y3) .

Exercice 3.0.5. Véré�er que le calcul de l'inverse d'un scalaire par la méthode de Newton
correspond à la méthode itérative :

xk+1 = xk(2− αxk); k ≥ 0

Construire, par analogie, une méthode itérative d'approximation de l'inverse d'une matrice in-
versible A , de la forme : {

B0 matrice arbitraire,
Bk+1 = fonction (Bk, A); k ≥ 0

Démontrer qu'une CNS de convergence de cette méthode est :ρ(I − AB0) < 1 où ρ(I − AB0)
désigne le rayon spectral de la matrice I − AB0.
Supposant la matrice A symétrique , dé�nie, positive et supposant connu son rayon spectral,
comment choisir simplement la matrice B0 pour véri�er la condition précédente ?
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Exercice 3.0.6. Soit la fonction de Rosenbrock dé�nie comme suit :

f (X) = f (x1, x2) = 100
(
x2 − x2

1

)2
+ (1− x1)

2

1- Calculer le gradient et la matrice Hessienne de la fonctionf.
2- Véri�er que x∗ = [1, 1]t est un minimum local de f .
3- Calculer les 5 premiers itérés de la méthode de Newton pour minimiser f en commenant

par x0 = [−1,−2]t. Calculer la norme de l'erreur ∥x− x∗∥ à chaque itération et déterminer si
le taux de convergence est quadratique
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