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INTRODUCTION

L’optimisation est une branche des mathématiques cherchant a modéliser, a analyser et a
résoudre analytiquement ou numériquement les problémes qui consistent & minimiser ou maxi-
miser une fonction sur un ensemble.

L’optimisation joue un role important en recherche opérationnelle (domaine & la frontiére
entre l'informatique, les mathématiques et ’économie), dans les mathématiques appliquées (fon-
damontales pour I'industrie et I'ingénierie), en analyse numérique, en statistique pour 1’estima-
tion du maximumde vraisemblance d’une distribution, pour la recherche de stratégies dans le
cadre de la théorie des jeux, ou encore en théorie du controle et de la commande.

L’optimisation intervient dans de nombreux domaines :

1. En recherche opérationnelle (probléme de transport, économie, gestion de stocks...)

2. En analyse numérique (approximation/résolution de systémes linéaires, non linéaires...)
3. En automatique (modélisation de systémes, filtrage...)
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. En inénierie (dimensionnement de structures, conception optimale de systémes (réseaux,
ordinateurs...))

Les premiers problémes d’optimisation auraient été formulés par Fuclide, au ITle siécle avant
notre

0.1 Problématique

0.1.1 Cadre

Soit V' est un espace vectoriel normé, muni de la norme ||.||. Dans ce cours, on s’intéresse
au probléme suivant

{mf flz) (1)

zeK

un point oy € K qui réalise ce minimum (resp. maximum) i.e.f(zg) = v.
Vocabulaire
Ou K Cc Vet f: K — R est une fonction, appelée fonction cot ou critére.

1. v est la valeur optimale.

2. x( est la solution optimale.



(a) Si K =V | on dit que (1) est un probléme d’optimisation sans contrainte.
(b) Si K €V, on dit que (1) est un probléme d’optimisation sous contrainte.

(¢) SidimK < 400 (resp. dimK = 400), on dit que (1) est un probléme d’optimisation
en dimension finie (resp. infinie). Dans le cadre de ce cours, on étudiera essentielle-
ment 'optimisation sans contrainte en dimension finie.

(d) écriture du probléme : min,cx f(x) resp. max,cx f(x) .

0.2 Différents types d’optimisation

0.2.1 Classification des problémes d’optimisation

1. Optimisation linéaire
f est une fonction linéaire : f(z) =< ¢,z >
K est défini par des fonctions affines : zu+ b > 0

2. Optimisation linéaire quadratique

f est une fonction convexe quadratique : f(z) =1 < Az,z >+ < b,z >
A est une matrice symétrique semi-définie positive
K est défini par des fonctions affines : ax +b > 0

3. Optimisation convexe
f est une fonction convexe et K un domaine convexe

4. Optimisation différentiable
f est une fonction différentiable
K est défini par des fonction (=contraintes) différentiables

5. Optimisation non différentiable
ex : f(x) = maz{fi(x),.., fm(x)}

6. Optimisation en dimension infinie
ex : problémes variationnels

J(u) = /0 L(t, ult), u(t))dt

avec u dans un ensemble de fonctions X, u(0) = uy et u(7) = ur

Nous étudierons, dans ce cours, uniquement des problémes d’optimisation non linéaire.
Pour résoudre le probléme , il faut se poser les questions suivantes :
e Est-ce que inf f(x) existe 7 c.a.d. est-ce que f est bornée inférieurement ?
zeK

e Est-ce que linfimum est atteint dans K 7 c.a.d. est-ce qu’il existe zy € K vérifiant
f(w0) = minye f(x)?

e Est-ce que xg est unique ? Sinon, quelle est la taille de ’ensemble des solutions ?

e Est-ce que 1’on peut caractériser xo 7 c.a.d. peut-on trouver des conditions nécessaires
pour caractériser un minimum : (si u vériffie (1), alors x vériffie la propriété N(z)) et / ou
trouver des conditions suffisantes pour tre un point optimal : (si z vériffie la propriété S(x),

alors x vériffie (1))).

e Trouver un algorithme d’optimisation pour déterminer les solutions de .
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Pour répondre a ces questions on est en particulier amené a étudier :

-la structure de V' : espace vectoriel, muni d’une norme, d’un produit scalaire, de dimension
finie ou infinie

- les propriétés de K C V' : fermé, borné, convexe, . . .

- les propriétés de f : V — R : continuité, différentiabilité, convexité, . . .

Dans ce cours on va donner des éléments de réponse a ces questions.



CHAPITRE 1

LRAPPELS ET COMPLEMENTS DE CALCUL DIFFERENTIEL
ET ANALYSE CONVEXE

1.1 Espace vectoriels normés

Soit V' un espace vectoriel sur le corps R.

" Définition 1.1.1 |

Un produit scalaire sur V, si

<, > VxV =R
est une application bilinéaire, symétrique, et définie positive, c’est-a-dire qui vérifie :
1. <wu,.>:V — R est linéaire pour tout u € V,
2. < .,v>:V — R est linéaire pour tout v € V,
3. <u,v>=<wv,u > pour tout u,v € V,
4. <v,v>=0& v =0t <v,v>>0 pour tout v € V.

" Définition 1.1.2 |_

L’application u + ||u|| de V' dans R définie par ||v|| = /(v,v) pour tout v €V,
une norme sur ’espace V' telle que

I.VueV : |lul|=0& u=0g
2. Yu e V;VA € R: || Aul| = |A]]]ul|
3. Y(u, v) e VxV:|u+v| <|ul+|v|-




q Proposition 1.1.1 ﬂ

Les applications

VxV — V; RxV —=V; VR,
(u,v) +— u+v (A u) — Au u— ||l

sont continues.

q Proposition 1.1.2 ﬂ

Soient (V. ||.||g) et (F,||.||r) des e.v.n, ® : V — F une application linéaire, alors

® est continue < Je >0, Yu eV : || P(u)||r < c|ulv.

W Proposition 1.1.3 ﬂ

Soient (V) |.||lv) et (F,||.||r) des e.v.n. On note (V, F') I'espace vectoriel des applications
linéaires continues de V' dans F'.
Pour f € (V, F) on pose || f|| = supy, <1 If(w)||r. Alors :

L. f = ||f]l est une norme sur (V, F);
2. Ve e E || f(u)llr < || fllllulle;
If ()l F

3. £l = SUP|jy|| p<1 |f(W)]lr = SUD|u), =1 | f(w)|lr = SUPuevVutOy ~ully

q Proposition 1.1.4: A ﬂ

plication : Si dimV = n et dim F' = m alors f : V — F linéaire est représenté par
une matrice A de m lignes et n colonnes, on peut alors définir une norme de matrice
subordonnée aux normes vectorielles par

Au
JAl = sup [[Aufr= sup 1AUle
llull p=1 weEuzoy ||U|lv

W Proposition 1.1.5 ﬂ

Soit (V,||.|[v) un e.v.n. On note V' = (V,R) l'e.v.n. des formes linéaires continues sur
V', alors : Une forme lineaire J € V' si et seulement si ker J est fermé dans V.

On désigne par (V; F) ou simplement (V') si V' = F, I’espace vectoriel formé par les appli-
cations linéaires continues de V' dans F'. C’est un espace vectoriel norme par

A
) = sup 124Le
Zi‘é [Jwlly

et c’est un espace vectoriel complet si I'espace F' est complet. Dans le cas ou V = F' = R",
la norme définie ci-dessus n’est pas autre chose qu’une norme matricielle subordonnée (a une
norme vectorielle sur R™). Lorsque F' = R, on écrit généralement



(V;R) =V,
et on appelle 'espace V' le dual de V.

1.2  Espaces euclidiens. Espaces de Hilbert

On appelle espace préhilbertien un espace vectoriel normé muni d’un produit scalaire. S’il
est complet pour cette norme, c’est un espace de Hilbert.

Tout espace vectoriel norme de dimension finie étant complet, ’espace R"” muni du produit
scalaire euclidien est un exemple d’espace de Hilbert. Notons au passage 'inégalité de Schwarz :

|<u,v>| <|ul||v] pourtout u,v eV,

qui sert notamment a démontrer I'inégalité triangulaire pour la norme associée au produit sca-
laire. L’inégalité de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire euclidien ou I'inégalité de Cauchy-

Schwarz pour les fonctions :
2 : 2 :
§(/|u| dx) </|v| dx) , I CR,
I I

/ uodx
I

en sont des cas particuliers. On remarquera que l'inégalité de Schwarz entrane la continuité du
produit scalaire, considéré comme application du produit V' x V' dans R".

Enfin on rappelle que cette inégalité devient une égalité si, et seulement si, les deux vecteurs
qui y figurent sont linéairement dépendants.

1.3 Calcul différentiel

L’objectif du présent les principales notations et définitions et les résultats fondamentaux
du calcul différentiel dans les espaces vectoriels normes (dérivabilité d’une fonction composée,
théoréme des accroissements finis, théoréme des fonctions implicites, formules de Taylor). On
s’est volontairement limité aux dérivées premiéres et secondes, puisque nous n’aurons pas l'usage
de dérivées d’ordre supérieur.

1.3.1 Fonctions numeériques d’une variable réelle

Soit K un intervalle ouvert de R et f : K — R une application.

| Définition 1.3.1 |

f est dérivable sur K ssi pour tout x € K,

S h) = f()
h—0 h

existe. On note alors cette limite f'(x).




| Définition 1.3.2 |

f est de classe C! sur K—on note f € C*(K,R) —ssi f est dérivable sur K et I'application
x — f'(z) est continue sur K.

Exemples 1.3.1. Soit f: R — R définie par
fla) = & —

. La fonction f est de classe C* sur R car pour tout réel x,
f'(x) = 2e** — 2x

qui définit une fonction continue sur R.

La fonction f définie sur R par

f(z) = xzsini

pour x >0 et f(0) =0. Alors f est dérivable sur R :

1 1
Vo >0, f'(z) =2z sin — —sin — el f'(0) = 0.

Mais f n’est pas de classe C' sur R™ car f' n’est pas continue en 0.

1.3.2 Fonctions vectorielles d’une variable réelle

Soit K un intervalle de R et K : V — R” une application. Pour tout z € K, on note

flx) = (fi(@), ..., fp(x))T.
Exemples 1.3.2. Soit f : R, — R* définie par
Vo € ]Rjr,f(x) =1 -z, —Inz)T

feCHRY) car

* 1
v ") = (—— — 1. % — 2T
reR,, f'(x) (2\/5 1,e x)

qui est conlinue sur R_.

1.3.3 Fonctions vectorielles de plusieurs variables :

Soit K un ouvert de R™ (pour simplifier, on peut considrer que K est un produit d’intervalles
ouverts (I; x--x1I,) et f: K — R™ une application. On notera z = (z1, ..., z,)"
pour x € K.



| Définition 1.3.3 |

La fonction f est différentiable en x € K ssi 'application
t e Il — f(ﬂfl, aoag in_l,t,ﬂfi_H, ,.fl?n) e R"

est dérivable en ¢t = x;. On note alors sa dérivée

of

_agjl (l’l, coey Li—1y Ly Ljg1y eees ZEn)

(appelée dérivée partielle de f selon la i direction).
En outre, la fonction f est dite de classe C! sur K si elle est différentiable en chaque z de
K, et chacune des ses dérivées partielles est continue sur K.

Exemples 1.3.3. Soit f : R? — R? définie par

T

fz1,22) = (fi(zy, 22), fo(zy, 2) = (2] — 323 + 225 — 1, — 1)
Alors f est de classe C' sur R%et
of T of .

a—xl(xl,xg) = (221,2¢*™) et a—@(.fl,l’g) = (=923 +2,-1)

| Définition 1.3.4 |

Soit f € C'(K,RP). On appelle matrice jacobienne de f en z la matrice Jf (z)
de taille p x n, telle que

Ofi
8xj

[Jf(@)]i; =

(@)(1<i<p1<j<n)

.

J

Remarque 1.3.1. On appelle aussi cette matrice la différentielle de f en © — on note alors
df (z) ou f'(z). Il s’agit en fail de la définition intrinsecque de la différentiabilité : la dérivée
est le terme de degré un dans le développement de Taylor de f autour de x. La fonction f est

différentiable en x € K sst il existe une application linéaire G de R™ dans RP telle que
f(z +h) = f(z)+ Gh+O(n]).
Cette application G est appelée différentielle de f en x.

Exemples 1.3.4. On reprend la fonction de l’exemple précédent. La matrice jacobienne est

donnée par :

Jf(g;):( 2 — 922 >

Pl — |

On rappelle aussi le résultat de dérivation composée :

| Théoréme 1.3.1

Soit f:R™ — RP et g : R — RY de classe C!* Alors g of : R® — RY est de classe C! et

Jlg o fl(x) = Jg(f(z))-J f(x).
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Cas particulier p = 1 : gradient, hessienne

Dans toute la suite, on considére f : K — R une application.

Différentiation a ’ordre 1

| Définition 1.3.5 |
Si f € CY(K,R), alors on appelle gradient de f en z le vecteur de R"

Vf(x) =

Remarquons que f(x) est un nombre alors que Vf (x) est un vecteur.

T

Exemples 1.3.5. Soit f : R® — R définie par f(x) = ||z||>. Si on écrit x = (x1, x4, 23) , alors
f(x) = af + a3 + a3
Alors le gradient est donné par

Vi(x) = (221,22, 29(:3)T =2z
| Définition 1.3.6 |
On dit que x est un point stationnaire de f si Vf (z) = 0.

Différentiation a ’ordre 2

,41 Définition 1.3.7 D

f est de classe C? sur K ssi f € CY(K,R) et Vf e CYK,R). On note alors Hf ou V2f
la matrice jacobienne de V f; elle est appelée hessienne de f .
Cette matrice carrée de taille n est donnée par

o of, . O

. J

Exemples 1.3.6. On reprend l’exemple precédent. Alors f€C2(R3, R) et la hessienne est donnée
par

200
Hfz)=| 0 2 0
0 0 2
q Théoréme 1.3.2: (Schwartz) ﬂ
Soit feC?(K,R), alors
0*f O f

11



H Proposition 1.3.1: (Lien entre V et V?) ﬂ

1. La i-éme ligne de V2f(z)Jacobienne du i-éme élément de V f.

2. On a
V2f(z)h =V (Vf(z),h);Vz € K,Yh € R"

Preuve :

1. évidente
2. On a

Exemples 1.3.7. Si f : R" — R est une fonction constante alors Vf =V2f =0:

Soit f: R" — R définie par
f(x)={a,z) VzeR"

ot a € R" est un vecteur donné (c’est a dire, f est une fonction linéaire), Alors on calcule

facilement :aa—f = ay, donc
T

Vfi=a

(le gradient est constant).
Ceci nous donne

V2f =0.

1.3.4 Dérivée directionnelle
| Définition 1.3.8 |

On appelle dérivée directionnelle de f dans la direction d au point z, notée
df(x,d), lalimite(ventuellement+oo) du rapport :

[z, hd) — f (x)
h

lorsque h tend vers 0.

Autrement dit :

Sf(z,d) = limf(x’h@h_ 1@ g1t @ya

h—0

. J

Remarque 1.3.2. 1. Si||d|| =1 : la dérivée directionnelle est le taur d’accroissement de f
dans la direction d au point x.
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2. Pour tout x € K et h € R™ on note

(c’est la dérivée directionnelle de [ en x de direction h) ot on a noté g(t) = f(x + th).
Exemples 1.3.8. Soit f (v, 72, 23) = x1 + 2313 — 112973 €l s0it

dy
d - dg
ds

La dérivée directionnelle de f dans la direction d est

(dldzdg) Vf (l’l, T, [Eg) = d1 (1 + 3%%1’3 — I2$3) — dg (1’1ZE3) + d3 (I? — ZL’1(L’2)

ot V f(x1,x9,x3) est donné par

1+ 31’%1’3 — X3
Vf (1’1751327353) = T1T3
T3 — 1179

Ve

{ Définition 1.3.9: (Fonction differentiable) H

N

Soit f : R™ — R une fonction continue.
Si, pour tout d € R™; la dérivée directionnelle de f dans la direction d existe, alors la
fonction f est dite dfférentiable.

1.3.5 Direction de descente

une direction de descente est une direction le long de laquelle la fonction & minimiser a
une dérivée directionnelle strictement négative. Ces directions sont utilisées par les méthodes a
directions de descente.

| Définition 1.3.10 |

Soit f : R® — R une fonction différentiable. Soient x, d € R™. La direction d est une
direction de descente en x si

A"V f (z) <0.

| Théoréme 1.3.3
Soit f : R™ — R une fonction différentiable au point x € R™ et d € R" tel que

f(@,d)=(Vf(z),d) <0

Alors, d est une direction de descente de f en z € R™.
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Preuve :
Soit f une fonction différentiable au point = € R", donc

fx+Xd)=f(z)+AVf(x)Td+ A||d]| a(x,\d), VreR" ou«a(x,\d) quand A — 0.

Donc
LMD =T _ 9 (@ d + ] (. 20
et
i EEAD =IO _ Gy (w.d) = (9 (2).d)
et comme
(Vf(x),d)<0= f'(z,d) <0
donc

f(z+Ad) = f(2)
)
36 > 0,YA €10,6[, f(z+Ad) < f(z).

Donc le vecteur d est une direction de descente.

36 > 0, tq <0,VA €]0,0[

1.3.6 Développement de Taylor

La formule de Taylor est un outil important en convexité. Nous la rappelons dans le cas
général.
Soit Q C R™ ouvert, f :QQ — R; a € Q et h € R tels que [a;a + h]. Alors :

1. Si f e CHQ) alors

(a) Formule de Taylor a ’ordre 1 avec reste intégral

f(a+h):f(a)+/0 (VF (at th), h) dt.

(b) Formule de Taylor - Maclaurin a I’ordre 1
fla+h)=f(a)+(Vf(a+th),h).
(c) Formule de Taylor - Young a ’ordre 1
fla+h)=f(a) +(Vf(a+th),h)+o([h]).
2. Si f € C*Q) alors

(a) Formule de Taylor a 'ordre 2 avec reste intégral

fla+h) :f(a)+<Vf(a),h>+/ (1—=t)(V>f (a+th), h)dt.
0
(b) Formule de Taylor - Maclaurin a ’ordre 2
Flat h)=F (@) + (Vf (a) ) + 5 (V2F (a4 60) h) avec 0 <6 <1

14



(c) Formule de Taylor - Young & ’ordre 2
Flath)= (@) + (VF (a) ) + 5 (V°F (@) ) + ol

Remarque 1.3.3. Dans la proposition précédente la notation o Hthpour k € N signifie une
expression qui tend vers 0 plus vite que |h||" (c’est o dire, si on la divise par ||h||*, le résultat
tend vers 0 quand ||h||" tend vers 0).

1.4 Convexité

La convexité joue un rle trés important dans la théorie classique de I'optimisation. Elle
est un outil indispensable pour la recherche des conditions a la fois nécessaires et suffisantes
d’optimalité.

Dans ce chapitre nous introduisons la notion d’ensemble et fonction convexe, démontrons
leurs principales propriétés géométriques et topologiques.

1.4.1 Ensembles convexes

| Définition 1.4.1 |
Un ensemble C' C R™ est dit conveze si pour tout couple (z, y) € C? et VA € [0,1] on a;

Az + (1= Ny e C.

CONVEXE HON COMVEXE

15



Ve N

| Définition 1.4.2 |
On rappelle qu’étant donné deux points a, b € R", on définit le segment [a, b] par

[a,b] = {z € R" : x = (1 — t)a + tb pour un certain ¢ € [0, 1]}.

Une partie K C R™ est convexe si, pour tous points a,b € K, le segment [a, blest compris
dans K

Propriétés des ensembles convexes
1. La définition d’ensemble convexe peut s’enterpréter en disant que le segment reliant = et
y doit tre dans C.
2. Soit zq, xg, ..., v € R" et t; tellequet; > 0et 25:1 t; = 1. Tout expréssion de la forme

k
E tjxj.
Jj=1

S’appelle combinaison convexe des points z; ou barycentre.

3. Si C] et C5 sont deux ensembles convexes de R™ | alors K = C; N Cy est convexe et
K={z\z=a1+x, x1€C)etayeCy},

est convexe.

Exemples 1.4.1. 1. Un intersection de parties conveze est convexe. Cela suit directement
de la définition.

2. Un sous-espace affine K de R™ est convexe. On rappelle que K C R" est un sousespace
affine sl existe un sous-espace vectoriel V- C R"™ et un vecteur v € R, tel que v € K
st et seulement st x — v € V . Montrons que K est convexe. Sotent x,y € K, et soit
z = (1=t)z+ty avect € [0,1].0Ona x—v,y—v € V, et donc z—v = (1—t)(x—v)+t(y—v) € V
et donc z € K.
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1.4.2 Fonction convexe

" Définition 1.4.3 |

une application réelle J : K C V' — R est définie sur un ensemble convexe K d’un espace
vectoriel V' est dite convexe sur I'ensemble K si pour tous les points u,v € K et pour
tout nombre réel positif ou nul ¢ tel que 0 < ¢ < 1 I'inégalité suivante est vérifiée :

Jtu+ (1 —t)w) <tJ(u)+ (1 —1t)J(v)
et strictement convexe sur 'ensemble K si

u,v € K, u#vet te€l01]

implique
Jtu+ (1 —t)) <tJ(u)+ (1 —t)J(v).
i) 4 (1= thd(w)
T Ll
J(u+ (1=t
F(u) foommmmmm e ~
r

u ta + {1 —¢)v

_ Définition 1.4.4 |

f est fortement convexe de constante o > 0 si :
a
fltxy + (1 —t)xy) < tf(x) + (1 —1t)f(x2) — Et (1—1t) ||z — 2

On montre facilement qu'une fonction fortement convexe est strictement convexe.

Remarque 1.4.1.

convexité forte = convexité stricte = convexité.
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| Définition 1.4.5 |
Une fonction f : K C V — R définie sur une partie convexe K d’un espace vectoriel V
est dite (strictement) concave si la fonction (—f) est (strictement) convexe.

Exemples 1.4.2. 1. Une fonction affine est convere sur R™, mais non-strictement convezre
(une fonction affine est donnée pour tout x € R"™ par f(x) = (a,z) + b pour un certain
acR" ethbeR).

2. Une norme est convexe sur R™ mais non strictement convexe. La convexité résulte de
Uinégalité triangulaire : pour tout x,y € R™ et pour tout t €]0, 1],
[(1=t)z +tyl| < (A =2t) [z + [yl

Que l'inégalité ne soit pas stricte résulte de ce que, si on prend y = Ax pour un certain
A >0, on a l’égalité dans ['expression précédente.

Opérations sur les fonctions convexe

Nous donnons quelques propriétés de stabilité des fonctions convexes. Soit K C R™ un
ensemble convexe.

1. La somme de deux fonctions convexes sur un ensemble K est convexe.
2. Si f: K — R est convexe, et si A > 0, alors A\f est convexe sur K.

3. Le maximum de deux fonctions convexes sur K est convexe.
4

. Si f: K — R est convexe, et que L : R™ 2192 R™ est linéaire, alors f o L est convexe sur
le convexe

V={xeR": L) € K}

Définitions et propriétés d’une fonction convexe

Epigraphe d’une fonction convexe

| Définition 1.4.6 |

Soient K un ensemble de R™ non vide et f : K — R. L’épigraphe de f qu’on note epi(f)
est un sous ensemble de R™*! défini par :

epi (f) = {(z,y) eR"™ Jx e K,y e R,y > f ()}

qui est équivaut a
epi (f) ={(z,y) € K xR,y > f (z)}

C’est a dire I’ensemble des points qui sont au-dessus du graphe de f.

| Théoréme 1.4.1 |

Soient K un ensemble convexe de R” non vide et f : K — R, alors

La fonction est convexe <= L'ensemble (epi(f)) est convexe.

18



Preuve :
Exercice

Convexité et continuité

Commenons par énoncer et démontrer une version simple de 'inégalité de Jensen. Soit
un ensemble convexe K C R” et soit une fonction f: K — R".

ﬂ Proposition 1.4.1 ﬂ

Supposons que f soit convexe sur K, et soient mq; > 0 et py,..., p,, > 0 tels que
p1+ ... +pm = 1. Alors

f(plxl S oo +pmxm>p1f(x1> A" ooc ‘f’pmf(xm)

pour tout xq,...,x,, € K

Preuve :
C’est immédiat pour m = 1, c’est équivalent & la définition de convexité pour m = 2; le

résultat s’obtient par récurrence sur m pour m > 2.

| Théoréme 1.4.2

Si K est ouvert et si f est convexe sur K, alors f est continue sur K.

Preuve :

Pour simplifier, nous faisons la preuve dans le cas particulier K = R" et n = 2.

De plus, pour alléger les notations, nous démontrons la continuité en l'origine. On munit
R? de la norme ||.|| . Nous procédons en deux étapes :

14 étape : Nous montrons qu’il existe C € R tel que, pour tout » > 0 dans un
voisinage de 0, et pour tout z tel que ||z|| < r, on ait

f(z) = f(0) < G
Pour voir &, supposons xdans le ler quadrant (les trois autres cas sont analogues). On a
x = p10 + peey + p3er

oupy =1—x; — xg, p2 = 21, p3 = Ta.
(et 0= (0,0), e; = (1,0)etes = (0,1)). Pour r assez petit on a

P1,p2,p3 >0 et py +pa+p3 =1
Deés lors, par convexité de f (inégalité de Jensen), on trouve
f(@) < p,f(0) + p2f(er) + p3fle2)

et donc

f(@) = £(0) < lpr = U[FO)] + pal f(er)] + ps| fle2)]-
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L’affirmation suit alors de ce que
|p1 - 1| S 2T>p2 S r, D3 S r.

2¢me gtape : Nous montrons qu’il existe Cy € R tel que, pour tout r > 0 dans un voisinage
de 0, et pour tout x tel que ||z|| < r, on ait

f(0) = f(z) < C'r.
Pour voir a, on écrit cette fois
0= p1x +p2(—61) +p3(—62)

avec
D1,P2,p3 > 0 et p1 +p2 +ps = 1;

cette décomposition est rendue possible en prenant

1 T )

pl:—1—|—:U1—|—a:2’p2:—1—|—:c1—|—a:2’p3:—1—|—:c1—|—x2

(on suppose toujours x dans le ler quadrant). Par convexité de f, on trouve

F(0) = f(2) < [pr = U (@)| + pol f(—e1)] + ps|f(—e2)].
Prenant r dans un voisinage de 'origine, observant qu’encore une fois
Ipr =1 <2r,py <rp3 <7

et se servant de la premiére étape pour borner |f(z)|, on obtient I'affirmation souhaitée.

La continuité en l'origine est une conséquence directe des deux affiramtions ci-dessus.

Remarque 1.4.2. : La proposition est fausse si K n’est pas ouvert. En effet, prenons par
ezemple K = [0,1] C R et considérons f : K — R telle que f(z) =0 si x €]0,1] et f(x) = 1si
z € {0,1}.

[ Définition 1.4.7 ]\

Soit f une fonction définie de K dans R = R U +00, on appelle domaine de f et on note

dom(f) = {z € K tels que f(z) # +oo}.
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| Définition 1.4.8 |

Une fonction f définie sur K est dite coercive si

lim T) = +00.
IIwH—>+0<>f( )

| Définition 1.4.9 |

On dire qu’une fonction f définie de K dans RU+00 est semicontinue inférieurement (on
notera sci) si pour tout z € K,

liminff(y) > f(x).

Yy—x

Remarque 1.4.3. .

1. La semi-continuilté inférieure est stable par somme.
2. Toute fonction continue est sci.

3. L’indicatrice d’un conveze fermé est sci (c¢’est a dire la fonction qui vaut 0 en tout point
du conveze et +00 en dehors)

4. Si f est sci, pour tout tout o € R, les ensembles
{z € K, f(z) € a} et {(z,a) € K xR tels que f(z) € a}

sont fermés.

I Définition 1.4.10 }:L

Une fonction de K dans R = RU =00 est dite propre si elle n’est pas identiquement égale
a +o00 et si elle ne prend pas la valeur —oo.

Convexité et différentiabilité au premier ordre Voici un premier résultat permettant de
reconnatre la convexité d’une fonction au moyen de ses dérivées premiéres.

q Proposition 1.4.2 ﬂ

Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I de R. On dit que f est convexe si et
seulement si sa dérivée est croissante sur I, c-a-d :

La fonction f est convexe <= [’ est croissante sur I.

Preuve :

1. Supposons que f convexe et montrons que f’ est croissante. Soient 0 < A\ < Ay .
Alors, par la convexité de f

)\1 )\1

f(x+>\1d):f{(1—)\—2)96+i—;(:)3+)\2d)} Sf(l—)\—Q):v—i—i—;f(m%—)\zd)
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done
flz 4+ d)— f(x) < [z 4+ Xad) — f(x)
A - Ao '

D’ou le résultat.

2. Supposons que f croissante, et montrons que f est convexe. Soient donc z,y tel que
y > x. Montrons que ’application

¢p:t—tf(x)+(1—1)f(y) — fltz+ (1 —1)y)

est positive sur [0, 1]. On constate que ¢(0) = ¢(1) = 0. De plus,

!

¢ (t)=Ff(x)— f) + @y —2)f (z —y)t +y).

Ory —x >0, donc on a
¢'(t) =k+af(y— at)

, avec a > 0. Cette fonction est décroissante, puisque f est croissante. Si ¢'(1) > 0,
alors quelque soit ¢t € [0, 1],

¢'(t) > 0 et $(1) = ¢(0) +5 ¢ (t)dt > $(0) = (1),

ce qui est absurde. D’ou ¢/(1) < 0.

Par un raisonnement analogue, on montre que ¢'(0) > 0. De 14, on déduit facile-
ment que : V¢t € [0,1],4(¢) > O(sinon, en raisonnant sur les valeurs de la dérivée
notamment, on trouve rapidement une contradiction). Donc f est convexe.

A[ Corollaire 1.4.1 ]\

Soit f une fonction deux fois dérivable sur un intervalle I de R. La fonction f est convexe
. . 2 o _p " Q “ .
si et seulement si sa dérivée seconde f est a valeurs positives ou nulles.

La fonction f est convexe <= f > 0 sur I.

La fonction f est concave < f < 0 sur I.

1. la fonction f (x) = 22 est convexe car f (z) =2 >0, Vz € R.
2. la fonction f (z) = expx est convexe car f (z) =expz > 0, Vo € R.

3. la fonction f (z) = Inx est concave car [ (z) = —& < 0, Vz € |0, +o0[.

| Théoréme 1.4.3 |

Soient E un espace normé, K un ouvert convexe de E et f : K — R une fonction
différentiable. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est convexe sur K ;
2. Vo, y € K, f(y) > f(z) + f' (). (y — 2);
3. Vz,y e K, (f'(y) — f'(z) . (y —2) 2 0.

J

Un résultat analogue permet de caractériser la stricte convexité d’une fonction. Il suffit
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de remplacer les inégalités ci-dessus par des inégalités strictes et de supposer que les points
d’évaluation z et y différent.

| Théoréme 1.4.4

Soient F un espace normé, K un ouvert convexe de F et f : K — R une fonction
différentiable. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est strictement convexe sur K ;
2.Vo,y e K,z #y: f(y)> f(z)+f (z).(y —2);

On peut enfin caractériser la forte convexité au moyen des dérivées premiéres.

| Théoréme 1.4.5 |

Soient E un espace euclidien, K un ouvert convexe de E et f : K — R une fonction
différentiable. Alors, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. f est fortement convexe sur K ;

2 3a>0,Ve,y € K: f(y) 2 f @)+ (@) . (y—2) +5 |y —=|*
3. Ja>0,Vr,y e K : (f ’(y)—f’(m)).(y—x)>oz|]y—x”2.

Convexité et différentiabilité de seconde ordre

| Définition 1.4.11 |

/

Soit H (x,) la matrice Hessiene de la fonction f au point x,, alors

1. La matrice H (x,) est dite semi-définie positive (SDP) et on note H (x,) >0 ssi:

Vo € R 2'H (z,)x > 0.

Donc , toutes les valeurs propres de la matrice H (x,) sont positives.
2. La matrice H (z) est dite définie positive (DP) et on note H (z,) > 0 ssi:

Vz € R 2'H (z.)x > 0.

Donc, toutes les valeurs propres de la matrice H () sont strictement positives.
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| Théoréme 1.4.6

Soient K C R™ ouvert convexe non vide et f : K — R une fonction réelle deux fois
différentiable dans K, alors

1. La fonction f est convexe dans K si et seulement si la matrice hessienne est semi
définie positive (s.d.p) en tout point de K.

2. La fonction est strictement convexe dans K si et seulement si la matrice hessienne
est définie positive (d.p) en tout point de K.

Preuve :

1. Supposons que f est convexe dans K et montrons que H (z,) semi définie pour tout
Ty

2. La fonction f est convexe sur K si et seulement si
Vo, € K; f (x, + Ax) > f(z.) + A (Vf () z,Vz € K. (1.1)

Et comme la fonction f est deux fois différentiable dans K en utilise la formule de
Taylor Maclaurin d’ordre 2, alors

fze+22) = f(z)+ N (Vf(z) z+ %./\thH (z,) z + A2 ||z||® & (2, A2) , VI € K.
(1.2)

De (|1.1)) et (1.2), ona
1
i.AgxtH (z,) x + 2N |z|° o (@4, Az) >0

On devise par A\? et lorsque A — 0 , on obtient z'H (x,) z > 0.

3. Supposons que H (x,) semi définie pour tout z, et montrons que f est convexe dans
K c-a-d montrons que

Vo, € K; f (z) > f (z) + (Vf ()" (z — z,) ,Vz € K.

En effet, soient x, x, quelconques de K

fl@) = fle)+(Vf (@) (@ —z)+ % (¢ —2.) H () (x —x.); ou ¢ € [z,.]
donc ¢ = tx+(1—t)z,, t €]0,1]
/ (x)—[f (z.) + (Vf (z.) (z — :E*)} = % (x —x,) H(C) (z —x,) > 0; car H est s.d.p

D’ou la convexité de f.

Exemples 1.4.3. Soit la fonction f : R® — R3définie par
f(fE,y,Z) = (17—2)2+ (y_3)2+22

f est-elle convexe ?
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On sait que la fonction f est 2 fois différentiable sur R3, et

f est convere <= H (z,y,2) >0,V (2,y,2) € R®

. Calculons le gradient

20 — 4
2z
. Calculons la matrice hessienne
2 00 1 00
H(z,y,2) = 0 20 =21 01 0 ZO,V(I,Z],Z)ERB.
00 2 0 01

La matrice hessienne a trois valeurs propres : A, Aa, AzDonc, elle est semi définie positive, on
conclut que la fonction f est conveze.

Remarque 1.4.4. Dans le cas ou f est convexe, alors tout minimum local est aussi global. De
plus si f est strictement conveze, alors tout minimum local devient non seulement global mais
USST UNLQUE
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EXERCICES

Exercice 1.4.1. Montrer d’aprés la définition que la fonction :
f(zy) =2+ ¢
est différentiable dans R2. Calculer la différentielle.

Exercice 1.4.2. Soit f : R> — R définie par

2,3

f(zy) = { Oﬂvﬂgfzﬂ si (z,y) # (0,0)

stnon

FEst-elle continue dans R??
Est-elle dérivable dans R*?
Est-elle de classe C* dans R??
Est-elle différentiable dans R??

Exercice 1.4.3. Montrer qu’une norme est conveze.

Exercice 1.4.4. Montrer que la fonction indicatrice d’un ensemble U définie par

{ 0 sixelU
1y = )
+00 sinon

est convexe st et seulement st U est conveze.

Exercice 1.4.5. Soit C,Cy deux parties convezes d’un espace vectoriel réel E et soit s € [0, 1].
On pose
C=sC1+(1—-5)Cy={sz+(1—s)y;x € Cy,y € Cy}.

Démontrer que C' est convexe.

Exercice 1.4.6. Soit C et Cy deux ensembles convexes de R™ et
Ci1+Cy={z+y;z € C,y € Cs}.

Démontrer que Cy + Cy est convere.
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Exercice 1.4.7. Soient a,b € R.

a+b 6CL + eb
. Montrer que e 2= < 5

. Montrer que f(x) = In(In(z)) est concave sur |1, 400].

. En déduire que Ya,b > 1, ln(a ;— b) > +VIna.lnb.

Exercice 1.4.8. Soient f,g : R — R telles que f et g soient convezes, et g est croissante.
Démontrer que go [ est conveze.

Exercice 1.4.9. Soit a une forme bilinéaire symétrique de R™ dans R.

. Montrer que l’on peut trouver une matrice symétrique A d’ordre n telle que :
Vu,v € R"  a(u,v) = (Au,v).
. Calculer le gradient et la dérivée seconde (hessien) de la fonctionnelle J définie sur R™ par :
J(v) = % (Av,v) — (b,v), ou b e R" est fizé.

. A quelle condition sur A, la fonction J est-elle convexe ? strictement conveze ¢

Exercice 1.4.10. Soient a et b deux nombres réels et soit [ la fonction définie sur
Q={(z,y) e R*z >0,y >0}

par
flry)=a"+y°
1- Etudier la convexité, stricte convexité, concavité, stricte concavité de f sur €0 suivant les

valeurs de a et b.

Exercice 1.4.11. Soit g la fonction & deux variables définie par

glz,y) = exp(z +y)
VT +y
(a) Déterminer son domaine de définition Dg. On admet qu’il est ouvert et que g est de classe
C! sur Dg.
(b) Dg est-il conveze ?
(¢) FEtudier la convezité de g sur son domaine de définition.

(d) Calculer les dérivées partielles d’ordre 1 de g sur Dg.

Exercice 1.4.12. 1. Que dire de la somme de deux fonctions convezes ?
2. Soient f et g convexes sur I, que dire de sup(f,g) et de inf(f,g) ?

3. Soient f et g convexes sur R avec g croissante, montrer que go f est convexe. En déduire
que si h: R — RT est telle que Inh est convere, alors h est conveze.
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CHAPITRE 2

L PROBLEME D’OPTIMISATION SANS CONTRAINTES

Soit f : K — R; On appelle probléme de minimisation sans contraintes le probléme noté :

min f (x) (2.1)

reR™

On veut résoudre min f(x) ou max f(x) i.e. on cherche v valeur optimale et z, tel que
e KCR" reEKCR"

f(z.) = v. Les minima locaux et globaux de f sur R™ sont définis de la maniére suivante :

" Définition 2.0.1 |

On dit que z, est un minimum local de

AV € V(xg) tel que YV € V, f(x) > f(x,).

" Définition 2.0.2 | i

On dit que z, est un minimum local strict de

IV € V(xo) tel que Vo €V, f(x) > f(x.).

" Définition 2.0.3 ||

On dit que z, est un minimum global si

vz € R”, f(z) > f(.).

" Définition 2.0.4 |

On dit que x, est un minimum global strict si

Ve € R™, f(x) > f(x,).
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_ Définition 2.0.5 |

Une suite (z,)nen de points de R™ est une suite minimisante si

lim f(z,) = inf f(x).

n—+oo z€ER™

" Définition 2.0.6 | ‘

Un point stationnaire qui n’est ni un minimum ni un maximum est un point singulier.

\.

" Définition 2.0.7 |.

T est un point stationnaire ssi V f(xg) = 0.

Remarque 2.0.1. 1. Un minimum global est clairement un minimum local
2. - Si on dit simplement minimum on comprend minimum global.
3. St on connait tous les minima locaux alors le plus petit est le minimum.

4. - Toute solution optimale isolée est une solution optimale locale stricte. La réciproque
n’est pas toujours vrazie.

2.1 Existence et unicité de la solution du probléme

Examinons maintenant les questions d’existence et d’unicité de la solution du probléme .
en dimension finie, I'unicité d’une solution éventuelle est en général établie indépendamment de
I'existence, le plus souvent a partir de la convexité de '’ensemble K et de la stricte convexité de
la fonctionnelle f.

2.1.1 Dans la pratique
Nous noterons le probléme gél}f{lf (x) et (2.1)) le probleme ;relﬁgglf(x).

[ Lemme 2.1.1: S ﬂ

it K C R™ un ouvert. Alors
2, est solution de &

x, solution de ([2.1)
. € K
En pratique, pour résoudre (|1)), on résoud d’abord (2.1)), ¢’est plus simple puis

1. si (2.1) a une solution z, € K alors z, est solution de (). Sinon, si z, ¢ K alors
(1) n’a pas de solution.

2. si (2.1) n’a pas de solution, on ne sait pas pour ().
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2.1.2 Existence d’une solution

| Théoréme 2.1.1 |

d’existence 1 : (Théoréme de Weierstrass) Soient K un ensemble compact (fermé et borné)
non vide de R™ et f : K — R une fonction continue sur K, alors f admet au moins un
min z, sur K. Autrement dit, il existe un point x, de K minimum global de f sur K i.e.

Ve e R", f(x) > f(x.).

Preuve :
Soit (z,) une suite minimisante de f sur K c¢’est-a-dire d’éléments de K telle que

x, € K,¥n € Net lirf f(z,) = inf f(x)
n—-+0oo

zeK

Comme K est borné, la suite minimisante soit bornée, donc on peut extraite une sous-suite
notée (x,) qui converge vers un élément z, de K car K est un ensemble fermé. Cette suite
extraite vérifie

lim f(z,) = f(.)

n——+o0o

car f est continue, d’oul par unicité de la limite

fz.) = inf f(z).

zeK

Donc f réalise son minimum dans K.

| Théoréme 2.1.2 |

Soit f : R — R"™ une fonction continue et coercive alors f admet au moins un minimum
sur R". Autrement dit, il existe un point z, de R™ minimum global de f sur R"

Vz € R*, f(z) = f(z.).

Preuve :
Soit (x,) une suite minimisante dans R" c’est & dire
lim f(zn) = f(z.)
n——+oo

d’ou par unicité de la limite

f(z.) = inf f(z).

z€R™

Donc; f réalise son minimum dans R".
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ﬁ Théoréme 2.1.3: d’unicité ﬂ

Si de plus f : R" — R strictement convexe, alors il existe un unique minimum z, € R"

de f tel que :
Ve e R", f(x) > f(xy).

Preuve :
Soit f strictement convexe, supposons qu’il existe z,, x, € R” deux min de la fonction f

sur R™ tels que

T, £z, et f(r,)=f <$;> = inf f(z).

zeR™

Soit 2" = Az, + (1 — \) z, € R" avec A € (0,1) et comme f est strictement convexe

FaD <M (2) + Q=N f @) = f @) = minf(a).

z€R™

. . . . . . . !
Ceci fournit une contradiction, ce qui est impossible; donc x, = z,.

| Définition 2.1.1 |
Soit f : R™ — R. On dit que f est une fonction elliptique si elle est de classe C'et si
3361 > 0 telle que

(Vf(2) = Vf(y),a —y) 2 301 [lz — y|* Yo,y € R™.

,4[ Corollaire 2.1.1 ]
Si f: R? — R est différentiable, on a les équivalences

1. f est a-elliptique;
2. f(y) > f)+H(Vf(@),y—a)+ 5 ly—zlI*, ¥ (2,y) € R
3. (Vf(y) = Vf(x),y—z) > aly—z|*, V(z,y) € R

H Théoréme 2.1.4: d’existence et d’unicité) ﬂ

(Soit f une fonction C' (R™,R) on suppose que f est a— elliptique c’est dire qu’il existe
a > 0 (appelée la constante d’ellipticité) tel que,

V(z,y) eR" xR" (Vf(z) —Vf(y),z—y) >alz—y|

Alors, f est strictement convexe et coercive. En particulier le probléme ([2.1) admet une

solution unique.
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Preuve :

Il est tout a fait clair que l'ellipticité implique la stricte convexité qui implique elle-mme la
convexité. Si f est a-elliptique et différentiable, en utilisant la caractérisation précédente,
on obtient aisément

(Vf(z)=Vf(0),2—0)>alz|

ce qui implique que f est coercive.

Proposition 2.1.1: (Caractérisation de D’ellipticité avec
V?) .

)

Soit f une fonction de classe C%. Alors f est elliptique si et seulement si 33 > 0 tel que

(V2f(x)h,h) > B,Va,h € R (2.2)

Preuve :
Supposons que f est elliptique et montrons (2.2). Soit h € R"fixé et notons g : R* — R la
fonction donnée par

g9(x) = (Vf(z),h), Vo € R"

Nous avons

(o) — 1y TF ). ) = (T ().

(VF(@)hs ) = (Vg(a), ) = 52 () = ;

En utilisant la bilinéarité du produit scalaire et ensuite le fait que f est eliptique on
obtient :

2
(V2 (2)h, ) = H%Wf(iv + th)tZ— Vf(z),th) . autgu _

o |[All*

ce qui nous donne (2.2)) avec 5 = a.
-Supposons maintenant que (2.2)) est satisfaite et montrons que f est elliptique. Soient
x,y € R" fixées arbitraires, et considérons la fonction ¢g; : R — R donnée par

g1(2) =(Vf(2),z —y),Vz € R". Alors

(V (@) =Vf(y),z—y) =g —aly) = (Valy+0(z—-y),z—y)

avec 6 €]0, 1[(on a utilisé I'une des formules de Taylor). D’autre part, nous avons
Vai(z) = V2 f(2)(z —y)
et ceci nous permet de déduire, en utilisant aussi (2.2)) :

(V@)= Vfy),z—y) =(Vy+0@x—y)(z—y),z—y) > Bz -y

On a donc obtenu Dellipticité de f avec a = f3.
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Exemples des fonctions elliptiques

1. Sin = 1; Toute fonction f : R — R de classe C? et satisfaisant :3a > 0, f" (z) > a,Vz € R
est une fonction elliptique.
Exemples 2.1.1. (a) f(z) = ax®+ bx + ¢ avec a > 0.
(b) f(x) = 2% +sin(z)(car f'(x) = 2 —sin(x) > 1,Vz € R).
2. Le cas général (n € N*); Soit f: R" — R™ donnée par

f(x)= % (Az,x) — (b,x) + ¢,Vz € R";

avec A € M,(R) une matrice carrée réelle et symmétrique de taille n, avec b € R"™ un
vecteur et ¢ € R un scalaire (on appelle fonction (ou forme) quadratique une fonction de
ce type). On calcule facilement :

Vi(x)=Axz—b
Vif(2) = A,
donc la hessienne de f est constante.
Comme A est symmétrique alors on sait que toutes les valeurs propres de A sont réelles
et que
(AR, hY > Ain ||B]”, VR € R"
oll Amin € R est la plus petite valeur propre de A.
Rappellons aussi que A est une matrice définie positive si et seulement si A;, > 0.
(par définition une matrice carrée rélle B € M, (R) est définie positive si (Bx,z) > 0;
Ve € R"; x #0).
En utilisant la Proposition précédante on déduit que f est une fonction elliptique si et
seulement si A est une matrice définie positive.

2.1.3 Condition du premier ordre

Dans cette section, nous allons chercher a obtenir des conditions nécessaires et parfois suffi-
santes de minimalité.
L’objectif est d’une certaine maniére beaucoup plus pratique puisque ces conditions d’optima-
lité seront le plus souvent utilisées pour tenter de calculer un minimum ou le maximum. Ces
conditions sont utiles pour :

1. Vérifier 'optimalité éventuelle d’un point x € R", voir si ¢’est un minimum, un maximum
ol un point stationnaire.

2. Calculer les solutions de (2.1)).

Condition d’optimalité nécessaires du premier ordre :CON1

Etant donné un point z,, la propriété de différentiabilité continue de la fonction f fournit
une premiére maniére de caractériser une solution optimale.

| Théoréme 2.1.5

Soit f : R™ — R différentiable au point =, € R", si x, est un minimum local de (2.1)) alors
Vf(z,)=0.
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Preuve :
On démontre par 'absurde, on suppose que V f (x,) # 0.Donc on un vecteur d = —V f ()
qui est une direction de descente i.e.

Vi@) . d=—|Vf ()| <0
et par le théoréme il exixte § > 0 tel que
f(ze+ad) < f(zi), Ya €]0,9].

Ce qui donne une contradiction avec le fait que x, est un minimum local, d’ou V f (z.) = 0.

Condition d’optimalité nécessaire et suffisante du premier ordre :CONS1

comme celle de la convexité de f permettant en effet de préciser la nature (maximum ou
minimum) des extremums considérés. Bien entendu, on pourrait énoncer des résultats analogues
pour les maximums relatifs. Si f est convexe, la condition nécessaire du premier ordre est
également suffisante.

| Théoréme 2.1.6

Soit f : R® — R une fonction convexe différentiable au point x, € R", un x, est un
minimum de (2.1)) si et seulement si

Vf(z.)=0.

Preuve :
On a vu que la condition est toujours nécessaire, montrons qu’elle est suffisante.
Soit z, € R" tel que Vf (z.) = 0 et comme f est convexe donc

Ve € R”, f(z) > f(z.) + (Vf (@) (x — ) = f(2) > f (),

On a donc immédiatement le fait que x, réalise un minimum de f sur R™.
Les deux résultats suivants donnent des conditions nécessaires puis des conditions suffi-
santes du second ordre. Cette condition va faire intervenir la dérivée seconde de f.

2.1.4 Conditions du seconde ordre

Les résultats qui suivent seront énoncés pour des minimums relatifs, la prise en compte des
dérivées secondes
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Condition d’optimalité nécessaire du seconde ordre :CON2

| Théoréme 2.1.7 |
Soit f : R™ — R une fonction deux fois différentiable au point x, € R™. Si f posséde un
minimum local en x, alors :

1. Vf (z.) =0,

2. La matrice Hessienne H (z,) soit semi définie positive.

Preuve :
Soit f une fonction deux fois différentiable au point z, € R™ et d un vecteur de R", donc

pour \ assez et en utilisé la formule de Taylor-Maclaurin d’ordre 2

fe+Az) = f(z)+A(Vf(ze),d)+ %AzdtH (z,)d + N2 ||d||* & (z,, Ad) , Yz € R"

ot (z4,Ad) — 0 quand A — 0.

le point z, € R™ est le minimum de f c¢’est-a-dire V f (z,) =0
donc

[z +Az) — f () >0,V €]0,4]

1
5cz'fH (z,)d + ||d||” o (4, Ad) > 0,¥\ €0, 6]

Par passage a la limite lorsque A — 0 on obtient
1
idtH (x)d > 0,Vd € R™.

Donc la matrice hessienne H (z,) est semi définie positive.

Condition d’optimalité suffisante du seconde ordre :COS2

Le théoréme suivant établit une condition suffisante pour qu’un vecteur soit un minimum
local, si f est deux fois différentiable.

| Théoréme 2.1.8 |

Soit f : R™ — R une fonction deux fois différentiable au point x, € R™. Si Vf (z,) = 0,
La matrice Hessienne H (z,) soit semi définie positive alors f posséde un minimum local

en T, .

Preuve :
Soit f une fonction deux fois différentiable au point z, € R™ , donc f s’écrit sous la forme

F@) = F@)+(TF @) =)+ 5 0= ) H @) @ -2 + o -l @o - 0.),

Vx € R" oua(z.,x—x,) — 0, quand x — z,
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Supposons que z, € R™ n’est pas un min local stricte c’est-a-dire

Notons
T — Tk
dk 27||dk3||2:17

TN

d’aprés le théoréme de Bolzano Weierstrass

IN, €N, d, — d. ke N,
k—oo

donc
f (flfk) - f (IE*) = % ((L’ — I*)tH (I*) (‘T - J}*) + ||‘T - q,’*HQOz (J}*,ZEk - :L'*) ’
flae) = f (255*) — ld’,;H (x4) di + a (x4, Ad)
lz — .| 2
or

k) < fx) = (2x) = f(22) <0,
1
vk, EdZH (4) di + a (T4, 2 — 24) <0,
passant a la limite quand k& — +o0
d'H (2,)d < 0,d #0 car dy — d et ||dy|| = 1.

Donc la matrice hessienne H (x,) n’est pas définie positive.

Exemples 2.1.2. Considérons la fonction f : R? = R

fla)=(x-5°+(@y-2)?

FEtape 1 :Identification des points critiques nous allons utiliser la premiére condition
d’optimalité la fonction f est différentiable et sont gradient est

fo=2(x —5) ) L . {f’zo
on a 7 Les coordonnées (x,y) d’un point critiqgue sont solution de 7
R il sk £ =0
. fo=2(x—-5)=0 r=5
soit de 7 . On trouve donc
{gzzw—mzo y=2

FEtape 2 : La nature de point critique nous allons utiliser la deuzieme condition d’optima-
litén, nous permettent de classer ces points critiques.
La matrice hessienne de cette fonction

H(I,y)=(2O ;)

On a det H (5,2) =4 > 0 et c’est valeurs propres sont positives alors la matrice hessienne est
définie positives , et donc le point (x,y) = (5,2) est un minimum local.
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EXERCICES

Exercice 2.1.1. Les fonctions f suiwvantes sont elle coercive ?
R —=R; f(z) =323+ 222 + 1.

'R —=R; f(x) =22+ 3.

:R? 5 R; f (w1, 29) =223 + 19 — 5.

'R = R; f (2, 10) = 227 + 23

:R* = R; f(z) =(a,z)+bavecac R" etbe R

'R?2 = R; f (2, 29) = 223 + 23 + 222

— —

Y

Exercice 2.1.2. Rechercher les points critiques et déterminer leur nature (mazimum local,
minimum local, col) pour les fonctions [ définie ci-dessous :

floy) = (=5 + @y -2
f(z,y) = 222 + 6y — b + 4y

f(z,y) =42 — 122y + >

f(x,y) = ax® + by? (a,b € R).
f(x,y) = 2%+ 2* + y* + 2azxy (a > 0).
f(zy) = Y

(14+22)(1+9y2)
Exercice 2.1.3. On considére la fonction f suivante :
fx,y) = 2® + 3ay® + 32y + 3y

a) Calculer les dériver partielle de f et les dérivée seconde f.

b) évaluez les dérivées, les dérivées partielles, les dérivées secondes de [ auz points

() e e ()

A et B sont tils des points critiques ? si oui déterminer la nature de ces points critiques ¢
c¢) Déterminer la nature de ces points critiques.

Exercice 2.1.4. Soit f la fonction numérique & variable réelle définie par :

VeeR, f(x)=vVat+1—a+3.
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(a) Montrer que f admet un minimum sur R.
(b) Déterminer les points critiques de f.

(¢) Parmi les points critiques, lesquels correspondent a des minima ?

Exercice 2.1.5. Soient A € M,,(R)une matrice symétrique définie positive et b un vecteur de
R"™. On définit la fonction f: R™ — R par

1
VeeR, f(x)= §£L’TA.I' — vl

Montrer que f admet un minimum absolu sur R™.
2. Déterminer ce mintmum.

Exercice 2.1.6. Soit la fonction f définie par
3
fly)=(y=1In(y—1) = In(z) + 2 —ay+ 2" = Ty — “x +3.

(a) Donner le domaine de définition Dy de f et faire un dessin de cet ensemble.

(b) L’ensemble Dy est-il conveze ¢ Est-il ouvert.

(¢c) Montrer que la fonction ¢ : u — In(u) est convexe sur son ensemble de définition.
(d) En déduire la convexité de f sur Dy .

(e) Montrer que (2,2) est un point critique.

(f) En déduire la nature de (2,2).

(g9) La fonction f admet -elle un mazimum global sur Dy .
Exercice 2.1.7. Trouver les points critiques et déscuter leur nature pout f : R> = R
y) = (z—1)" +29°
(2,y) = 22° — 6y + 3y°
(z,y) = e ¥(2? = 2¢7)
(d) f(z,y) = (2 +y?)e 4,
(z,y)
(z,y)
y)

Exercice 2.1.8.  1-Soit J(u) = §(Av,v) — (b,v) ot A est une matrice symétrique de R"
dans R™ et v € R", une fonctionnelle quadratique de R™ dans R. Démontrer les propositions
susvantes :

(a) J est convexe si el seulement si A est semi-défnie positive.

(b) J est strictement conveze si et seulement si A est défnie positive.

(¢c) dc € R™ tel que Nv € R™ —{u} J(u) < J(v) si et seulement si A est définie positive.

(d) Jc € R™ tel que Nv € R" J(u) < J (v) si et seulement si A est semi-définie positive.
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2-Soit x*, un minimum local pour le probléme

{ min f () (2.3)

z € R™

i . Montrer que si f est différentiable en z*, alors Vf(x*) = 0. On dit que z* est un point
stationnaire ou critique.

ii . Montrer que si f est deux fois différentiable en x*, alors Hessf(x*) est semi-définie positive.

Exercice 2.1.9. On considére la fonction f définie sur R? par

flzy) =a' +y' —2(z —y)?

1. tels que pour tous (x,y) € R?

flxy) > 2|(z,y)]* — 162

ou la notation ||.|| désigne la norme euclidienne de R*.En déduire que le probleme

inf f(z,y) (2.4)

(z,y)ER?

possede au moins une solution.
2. La fonction f est-elle convexe sur R* ?

3. Déterminer les points critiques de f, et préciser leur nature (minimum local, mazimum local,
point-selle, ...). Résoudre alors le probleme ([2.4)) .
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CHAPITRE 3

ALGORITHMES

Dans ce chapitere, nous allons présenter quelques algorithmes permettant de calculer

(de maniére approchée) la ou les solutions du probléme de départ.

Les algorithmes d’optimisation est une procédure mathématique qui permet d’obtenir et
cherchent & déterminer le jeu de paramétres d’entrée d’une fonction donnant a cette fonction la
valeur maximale ou minimale, d’une fonction réele f (que 1'on appelle fonction objective)

inff(x) (3.1)

Avec X, = (%41, Tu2, Ts3, ...) sont les coordonnees du point critique. On fait appel aux algorithmes
d’optimisation afin de resoudre des problémes de différente nature, comme par exemple, trouver
les zéros de fonctions non-linéaires, ajustement de données expérimentales selon le critére des
moindres carrés linéaire et non-linéaire, resolution de systémes d’équations & une ou plusieurs
variables ... etc. En général, la recherche des extremums est atteinte en procedant au calcul des
dérivées premiéres (gradient de la fonction) et des dérivées secondes (Hessien de la fonction).

Les métaheuristiques sont une classe d’algorithmes d’optimisation qui tentent d’obtenir une
valeur approchée de 'optimum global dans le cas de problémes d’optimisation difficile. Elles ne
donnent cependant aucune garantie sur la fiabilité du résultat.

On supposera que z, existe (éventuellement qu’il est unique) et on se propose de trouver
une approximation numeérique de x , en construisant une suite

{x(k)}keN C R” telle que 2% — z, pour k — +o0;
Le principe est de construire un algorithme itératif de la forme
" =2k — prd” (3.2)

d* est la direction de descente, py, est le pas. Il est, soit fixé, éventuellement le méme pour toutes
les étapes (on parle alors de méthode & pas variable), soit calculé & chaque étape de faon a
minimiser f dans la direction d* (on parle alors de méthode a pas optimal).

Pour s’approcher de la solution optimale du probléme (dans le cas général, ¢’est un point
en lequel ont lieu peut tre avec une certaine précision les conditions nécessaires d’optimalité de
f ), on se déplace naturellement & partir du point z* dans la direction de la décroissance de la
fonction f.
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___ Définition 3.0.1 ||

Algorithme Un algorithme est défini par une application A de R™ dans R" permettant
la génération d’une suite d’éléments de R™ par la formule :

xo € R™ donné, k = 0 étape d’initialisation,
Tpy1 = A(zg); k = k + litération k :

Ecrire un algorithme n’est ni plus ni moins que se donner une suite {z}, .y de R"; étudier
la convergence de l'algorithme, c’est étudier la convergence de la suite {}, -

Convergence globale

On dit qu’un algorithme est globalement convergent (ot encore, posséde la propriété de la
convergence globale) si, quelque soit le point de départ z, choisi, la suite {x;} générée par
cet algorithme (o une sous suite) converge vers un point satisfant une condition nécessaire
d’optimalité.

Vitesse de convergence

La convergence globale d’une algorithme ayant été établie, nous nous intéressons maintenant
a I’évaluation de son efficacité d’'un point de vue pratique, l'efficacité d’un algorithme dépend
du nombre d’itérations nécessaires pour obtenir un approximation a € prés (e fixé a ’avance) de
loptimum z*.

Ceci conduit a attribuer a chaque algorithme une indice d’efficacité appelé se vitesse de
convergence.

Nous introduisons ici les pricipales définitions de base qui seront abondamment utilisées par
la suite.

Placons nous dans R", ou ||.|| désigne la norme euclidienne et considérons une suite {xy}
convergeant vers x*.

k1 — 2.
[ — 2]
On dit que la convergence est linéaire et A est le taux de convergence associé.

e Silimsup =<1

R
[k — .|
on dit que la convergence est superlinéaire.

— 0 quand k£ — o0

e Plus précisément si 4 p > 1 tel que :

N
imsup———5-

< 400
k—o0 ka — Tx

on dit que la convergence est superlinéaire d’ordre p.

e [in particulier si

el =
imsup—m-

7 < +00
k—oo ||Th — Zu|

on dit que la convergence est quadratique (superlinéaire d’ordre 2).
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3.0.1 Schémas général des algorithmes d’optimalité

Il convient de souligne que la plupart des algorithmes d’optimisation, avec contrainte ou
non,

fonctionnent selon un schéma général consistant, & chaque itération, a se rapprocher du mini-
mum par la résolution d’un sous probléme de minimisation. Les méthodes ( ou les algorithmes)
itératives d’optimalité fait partie d’une classe plus grande de méthodes numériques appelées
méthodes de descente.

Un algorithme a directions de descente est un algorithme d’optimisation différentiable, des-
tiné & minimiser une fonction réelle différentiable définie sur un espace euclidien (par exemple
R™, muni d’un produit scalaire) ou, plus généralement, sur un espace hilbertien. L’algorithme
est itératif etprocéde donc par améliorations successives. Au point courant, un déplacement est
effectué le long d’une direction de descente, de maniére & faire décrotre la fonction.

3.0.2 Méthode a directions de descente- une itération

Etape 0 :(initialisation)

On suppose qu’au début de l'itération k, on dispose d’un itéré x; € R"

Etapel :

Test d’arrait : si Vf(zx) ~ 0, arrait de 'algorithme ;

Etape2 :

Choix d’une direction de descente d;, € R";

Etape3 :

Recherche linéaire : déterminer un pas pr > 0 le long de d; de maniére a "faire décrotre f
suffisamment" ;

Etape4 :

Si la recherche linéaire réussie

Tpr1 = Tk + prdy;

remplacer k par k4 1 et aller a ’étape 1.

Exemple de choix de direction de descente :

1. Par exemple s’on choisit

dy = =V f(zk) et si Vf(zg) #0,

on obtient la méthode du gradient.

2. Dans le cas
dp, = —(H(xk))_lvf<xk)7

on obtient la méthode de Newton, o la matrice Hessienne H(xy) est définie positive.

42



Exemple de choix de pas )\; :

On choisit en général p; de faon optimale,c’est- a -dire que py doit vérifier

f(@r+ prdi) < f(ar + pdi) : Vp € [0, +o0l.

En d’autres thémes on est ramené a étudiet a chaque itération un probléme de minimisation
d’une variable réelle.C’est qu’on appelle recherche linéaire.

3.0.3 Méthode de Gradient

La méthode (ou algorithme) du Gradient fait partie d’une classe plus grande de méthodes
numériques appelées méthodes de descente.
Ici on choisit a chaque étape dy = —V f(xk).

L’algorithme de Gradient

1. Initialisation K =0
choix de zy , pp > 0 et ¢,

2. Itération k
Thp1 = Tk — piV f(2K);

3. Critére d’arrt si
|zk1 — xkl] < eousi [|[Vf(xg)| < € stop

Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne a 2.

avec € est un réel positif (petit) donné qui représente la précision désirée (la valeur que nous
devons fixer pour € dépend du probléme considéré).

3.0.4 Meéthodes de gradient & pas optimal

la méthode est la suivante :

Tht1 = T + prd, Pk

ol py, est choisi par le régle de minimisation, il consiste & choisir, a chaque itération p, comme
étant

la solution optimal du probléme de minimisation monodimensionnelle de f le long de la
demi-droite

définie par le point z; et la direction di. Donc, pi est choisi de maniére a ce que :

f(xr + predy) = rgleiﬂgf (xp + pdi) ,¥p >0 (3.4)

en supposons ¢ un tel minimum existe.

Remarque 3.0.1. Nous faisons l'itération (3.3)) dans le cas ot Vf (zx) # 0, donc le probléme
de minimisation (3.4) a un sens.
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On a le résultat suivant :

| Théoréme 3.0.1 |

Soit, f une fonction C*(R",R"), coercive et strictement convexe. On suppose qu'il existe
une constante M > 0 tel que

V(zy) eR" X R [V f(z) =V (y)ll < Mz -yl

Alors, si on choisit le pas p, dans un intervalle [51, fs] tel que 0 < B < fs < %, la

méthode du gradient converge vers le minimum de f.

Preuve :

La fonction f admet un minimum xy unique sur R" caractérisé par V f (xy) = 0 puisque f
est strictement convexe. Montrons que la suite ( x ) engendrée par Palgorithme converge
Vers xo,on a :

@) = F(@) + (V@) — )+ / (Vi@ 4ty — ) — Vi), y— o)t

On applique cette relation a y = xx1, T = x%

[ (@r1) = flze) + (Vf(2r), Tes1 — 1) +/0 (Vf(zr +t(zra1 — 1) — V(@) Toyr — z3)dl

Comme zgy1 = xp-pV f(2x), on obtient

1 1
f@kn) = floe) < =2l = zi)” + / IV F (@ + t(wrea = 2) = V@)l - llekrn — el db
0

1 2 M 2 M 1 2
< ——llwp —zll” + o llzen — el = { 5 — — ) 2k — el

Si on choisit le pas p;, dans un intervalle (1, 2] tel que 0 < 51 < B2 < %, nous obtenons
alors

f(@rg1) = f(ag) < (% - i) |Trt1 — mHz

La suite f(zy) est alors strictement décroissante, comme elle est minorée car

f(@x) = fxo), Vk

elle est converge. Cela entrane d’une part que (f (zx41) — f(zx)) tends vers 0 et d’autre
part, lasuite (x)) est bornée (car f est coercive). On peut donc extraire une sous suite
converge vers x . De plus, comme

2 (M -
o~ ol < (G = o) 1 (@) = o)

La suite (2541 — o) tend également vers 0.
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Par conséquent
Tyl —
Vf(zy) =2 "F 40
Pk
Par continuité de V f(Z) = 0, donc T est 'unique minimum z de f. Ceci étant vrai pour
toute valeur d’adhérence de la suite () cela prouve que toute la suite () converge vers
Zo.

3.0.5 Meéthode de Gradient a pas fixe

On peut utiliser un pas fixé a priori p > 0, Vk on obtient alors la méthode de gradient simple

{ dp = =V f(x)

Tpt1 = Tg + pdy,

Pour f € C', cette méthode converge si p est choisi assez petit.

Le choix de pas :

- Un pas bien choisi donne des résultats a ceux obtenus par la plus profonde descente.

- Un pas plus petit atténue les zigzags des itérés mais augmente significativement le nombre
d’itérations.

- Un pas trop grand fait diverger la méthode.

Cas particulier : fonction quadratiques

Dans ce paragraphe nous supposons que f : R™ — R est donnée par

f ) = % (Az,7) — (b,2) + (3.5)

avec A € M,, (R) matrice SDP (c’est a dire symmétrique et définie positive), b € R", ¢ € R
donc c’est une forme quadratique associée a une matrice SDP.
Nous devons calculer p;, € R qui minimise la fonction g : R — R donnée par

g(p) = f(xr —pVf(rp)).

Alors p;, satisfait nécessairement
g (px) = 0.

Un calcul simple nous donne

g (p) = = (Vf (wx = pV [ (2k)), V[ (1))

c’est a dire, comme V[ (z)) = Azp — b

g (p) = —(V(xx—pVf (i) —0b, Az —b)
— || Az, — b|)* + p (A (Azy — b), Azy, — b)
nous obtenons alors )
_ | Az, — b
Pk = TA (Azy, — b, Azy — b)

(3.6)

45



Remarquons qu’on a (A (Ax, —b), Az, — b) > 0 (car A est SDP et Az, —b= V[ (x) #0).
Donc la méthode de gradient & pas optimal dans le cas f quadratique est :

T+l = T — Pk (Axk — b)

avec py donnée par (3.6) valable uniquement pour Azy — b # 0.

3.0.6 Meéthode du gradient conjugué
Algorithme de la méthode du gradient conjugué

Les méthodes du gradient conjugué sont utilisées pour résoudre des systémes d’équations
linéaires dont la matrice est symétrique définie positives, on 1'utilise aussi pour résoudre les
grands systémes linéaires est une méthode itérative qui converge en un nombre fini d’itérations
(au plus égal a la dimension du systéme linéaire).

| Définition 3.0.2 |

Soit A une matrice symétrique n x n, définie positive. On dit que deux vecteurs = et y de
R™ sont A— conjugués (ou conjugués par rapport a A) s’ils vérifient

zT Ay = 0.

Principe de la méthode

Soit {do, dy, ...,d,} une famille de vecteurs A—conjugués. On appelle alors méthode de di-
rections conjuguées toute méthode itérative appliquée a une fonction quadratique strictement
convexe de n variables : f (x) = %l‘AJ)T +bTx +c, avec x € R" et A € M, y,, est symétrique et
définie positive, b € R" et ¢ € R, conduisant a 'optimum en n étapes au plus.

Cette méthode est de la forme suivante :

Elles reposent sur le concept des directions conjuguées parce que les gradients successifs sont
orthogonaux entre eux et aux directions précédentes.

L’idée de la méthode étant donnés un point initial xo de R™ et n-directions A—conjugués
est de construire itérativement des directions dy, ..., d;, mutuellement conjuguées on définit le
-schéma suivant :

Thy1 = Tk + pkdk7 avec (37)

ol py. est le scalaire minimisant f(x) selon la direction zy, + prdy et qui est défini par
T;dk
Pk~ T drAd
k k

L’algorithme ci-dessous résout Az = b, ou A est une matrice réelle, symétrique, et définit
positive. Le vecteur d’entré xy peut tre une approximation de la solution initiale ou 0.

(3.8)
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Algorithme de la méthode de Gradient Conjuguée

1. Initialisation k£ = 0,
Choix de z¢ dans RY ; rg = =V f (z0) = b — Azg, po = 10

2. Itération k
TiTE
Py Aps,
Thi1 = T + PrPr> Th1 = Tk — U AD,
3. Critére d’arrt

Si ry1 est suffisamment petit, alors on sort de la boucle

A — —

:
— Tkt1Tkt1 —
Be = i Pt = T + Bk,

Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne a 2.

| Théoréme 3.0.2

Si f:R™ — R est quadratique et elliptique la méthode de gradient conjugué converge en
n -itérations au plus o n est 'ordre de A.

3.0.7 Meéthode de Newton

La méthode de Newton n’est pas une méthode d’optimisation a proprement parler.

C’est en réalité une méthode utilisée pour résoudre des équations non linéaires de la forme
F(z) = 0 ou F est une fonction de R™ dans R". Nous allons d’abord la décrire puis montrer
comment on peut 'appliquer a la recherche de minimum.

Dans le cas n = 1, cette méthode de Newton s’appelle également la méthode de la tangente.

L’idée est de remplacer le point z, obtenu a l'itération k, par le point d’intersection de la
tangente en (zy; f(xy)) a la courbe représentative de f avec 1’axe des abscisses.

Considérons maintenant le cas général, i.e. on dispose d'une fonction F': R” — R de classe
(au moins) C! telle que P'équation 0) ( VF (r) = 0 admette au moins une solution = et la
matrice H(z) est définie positive.

Principe de la méthode

Considérons le probléme d’optimisation sans contraintes (P)

(P) : minf (z)

z€R™

ou f:R" =R
Le principe de la méthode de Newton consiste & minimiser successivement les approximations
du second ordre de f, plus précisément si

f(x) = flan) + V() (@ = ap) + (@ — @) H(aw) (¢ — 22) + ol — ol

posons
q(x) = f(x) + Vf(ar) (z — zx) + (= 2) H(xp) (2 — 1)

Soit zx,1 Poptimum de ¢, alors il vérifie Vq(zg,1) = 0; soit en remplagant :
V() + H(zp) @k — xp) = 0;
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ou encore
H(zy) (21 — k) = =V f(21);

donc
Tpr = op — [H(x)] 7'V f ().

| Théoréme 3.0.3 |

Soit I est une fonction de classe C? de R dans R" et x un zéro de F (c’est-a-dire R™).
On suppose en outre que ce zéro est isolé et que DF(z) est inversible (DF désigne la
dérivée premiére de F').

Alors il existe une boule fermée B centrée en x, telle que, pour tout point zy € B, la suite
(xy) définie par la méthode de Newton est entiérement contenue dans B et converge vers
x qui est le seul zéro de F' dans B.

Enfin la convergence est géométrique : il existe B €]0; 1[ tel que

Vk > 0; ||z — z4]] < Bl|lwo — ]| -

En d’autres termes, si on choisit le point de départ z, “assez prés” de x, , alors;
I’algorithme converge vers ..

Preuve :

Comme F est C' et DF(x) est inversible, il existe une boule centrée en z, :B(x, 7)) sur
laquelle DF(.) est inversible et DF(.)~! est uniformément bornée par m.

Appliquons la formule de Taylor avec reste intégral entre z, et un itéré x; en supposant
que z; € B(x,rg)

F(z,) — F(zy) = DF (zy) (z. — xg) + /o D2F(z, +t (x — ). (2, — z3)  tdt  (3.10)

Comme F est C?, D € F est continue et uniformément bornée sur B(w,,r0) par
un réel M > 0, et nous avons

1
M
/ D2F (2. + t (2 — 7.)). (20 — 71)° tdt‘ < 2 lles — il
0

Par conséquent, comme

Try1l — Tu = T — Ty — DF N (ap) [F (zx) — F (z.)]

= DF(z) ' [F (z.) — F (z1) — DF(z1) (T — 741)]

= DF(xy)7" [/0 F(x,) — F (x}) — DF(xy) (2, — @) tdt | ;
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on obtient

M
lken = 2l < m= o — o (3.11)

Posons r = min(ro, =27, 1) ; il est alors facile de voir par récurrence que si zo € B(,,7)
alors pour tout k, x; € B(x,r) : la suite des itérés est bien définie et reste dans la boule.
Posons alors e, = ™M ||z, — z|| . La relation (3.11]) donne

2

La suite e;, converge donc vers 0 si eg = ™M |lzg — 2. < 1, cad si zg est dans la boule

B(z,r) ot r = min(r, —) par exemple.

Remarque 3.0.2. - Cette méthode est bien définie a chaque itération st la matrice hessienne
H(xy) est définie positive : ceci est vrai en particulier au voisinage de la solution x, cherchée si
on suppose que H(x,) est définie positive (par continuité de H ).

- La méthode de Newton est un algorithme de descente a pas fize égal a 1.

- Si la fonctionnelle [ est quadratique, strictement convexe, alors [’algorithme converge en une
seule itération.

Algorithme de la méthode de Newton

1. Initialisation k£ = 0,

choix de zy dans un voisinage de x, e

2. Itération k

Trin = ok — (H (24)) " Vf ()

3. Critére d’arrt

si [|wg41 — axl| < € stop

Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne a 2.

Inconvénients de la méthode de Newton :

1. Cette méthode fonctionne trés bien pour les petits dimensions (1 < n < 10)lorsque on
peut calculer facilement H (z) et (H ()", ce calcul nécessite des itérations plus nombreuse et

coteuse dans les problémes des grandes tailles.

2. Comme 21 = xp — (H (z))”" V.f (23); le point (2j41) n'est pas toujours bien définie
c-a-d

possible que (H (l’k))_l n’existe pas ( cela intervient typiquement lorsque la méthode atteint
un région ou f est linéaire donc ses secondes dérivées partielles valent zéro), et mme elle est

existe, la direction dy = — (H (24))”" Vf (z1) n’est pas toujours une direction de descente (
si

(H (z)) est définie positive alors dj est une direction de descente).

3- L’inconvénient majeur de la méthode est sa sensibilité au choix du point de départ xq : Si
ce point est mal choisis (trop loin de la solution) la méthode peut soit diverger, soit converge vers
une autre solution. Pour choisir le point de départ xo “assez prés” de x, on essaie de s’approcher
de z, par une méthode de type gradient par exemple, puis on applique la méthode de Newton.
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3.0.8 Meéthode de Quasi-Newton

Les méthodes de Quasi-Newton sont élaborées pour 'optimisation et pour pallier aux incon-

vénients de la méthode de Newton elle :

de

1- garde la rapidité de la méthode de Newton,
2- évite le calcul (coteux) de la matrice [H(xy)] & chaque itération.
3- plus robustes par rapport au du point de départ. On y trouve les méthodes dites “région

confiance” qui s’attachent a rendre la méthode robuste (i.e. peu sensible) par rapport x.
4- (H(x))! n’est pas nécessairement connue, peut tre trés chére a calculer, et H(xy,)

peut tre trés difficile & inverser. On remplace alors et (H(zy))~! par une matrice Dy,
éventuellement constante, qui est censée approcher H(xy) ou bien son inverse. Parfois mme,
on remplace (H(z3))™' V f(x;) par un vecteur yj, facile a calculer.

Donc, 'algorithme de cette méthode est donné comme suit :

Algorithme de la méthode de Quasi-Newton

Remarque 3.0.3. Dans cet algorithme, on va utiliser une approximation Dy, de

1. Initialisation k£ = 0,

choix de zy ,aq , €

2. Itération k

Tpy1 = T — apDpV f (Jfk)

3. Critére d’arrt

Si [ xs1 — 2] < € stop

Sinon, on pose k = k + 1, et on retourne a 2.

()" et

(H
puis on va trouver oy, ( par une recherche linéaire) qui minimise la fonction ¢ () = f (xp + axdy) .
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EXERCICES ET TRAVEAUX PRATIQUES

TP 01

On commence par la dimension 2 car on peut représenter les fonctions R? — R en

3D ou grce aux lignes de niveau. On s’intéresse & un probléme de minimisation d’une
fonction quadratique, car on sait I’étudier théoriquement : on pourra donc comparer les
résultats numeériques aux résultats attendus.

Soit

_ 4 =2 _ . 1
A—(_2 4 ),b—(l,l) etJ(x)—éAx.x—b.x

1. Expliquer pourquoi le probléme de minimisation de J sur R? a une solution unique.
2. En déterminer la solution.

3. Représenter J sur le pavé [—10, 10]2 grce aux commandes meshgrid et mesh.

TP 02

1. Programmer et tester les algorithmes suivante :

—Gradient & pas constant.
—Algorithme de Newton.
—Relaxation avec sous-programme Newton (pour R).

2. Pour chacun d’entre eux, une étude de sensibilité sur le point de départ (initialisation) et
le pas éventuel sera menée le plus rigoureusement possible. On fera une comparaison
numérique des trois méthodes surtout en termes de :

—Vitesse de convergence - nombre d’itérations - temps CPU
—Robustesse et domaine de validité en particulier sur les exemples suivants (f de R? dans
R).

a f(z,y) =2 —5xy+y* —25x — 8y
b f(z,y)=(z'=3) +y¢'
c f(r,y)=at— 4P +6(2*+y?) —4(x+y).
TP 03
Programmer I’algorithme du gradient conjugué pour résoudre Ax = b; comparer avec

les procédures de MATLAB en terme de précision et de temps CPU.
On fera des tests sur des matrices définies positives de grande taille et sur 'exemple suivant
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0.78 —=0.02 —-0.12 —-0.14 0.76

a_ | —002 086 —004 0.06 Cy_ | 008
1 —012 —004 072 —008 | " 77| 1.12
—0.14 0.06 —0.08 0.74 0.68

Exercice 3.0.1. Soit f (z) = 5 (Az,z) — (b, x) ot A est une matrice symétrique définie positive
N x N devaleurs propres 0 < Ay < Ay < ... < Ay et b € R™. Notons x, le minimum de f sur
R™. On considére la suite (ug) d’éléments de R™ telle que xo € R™ quelconque et

Vk € N, upr1 = w, — pV f (ug)

ot p est un réel positif fixé.
- Montrer que upy1 —u, = (I, — pA) (u — uy) , ot In désigne la matrice identité de taille N

- Montrer que Ualgorithme de gradient a pas fize converge pour :0 < p < %

Exercice 3.0.2. Soit f : R — R définie par

1 _(@—w)?
2 .

e
V2T

On fize x1,...,x, € R. Résoudre le probleme suivant :

Ve e R, f(x) =

1" = arg max [" f (xl)} .
HER i=1

[Indication : on pourra passer au logarithme.|

Exercice 3.0.3. Soient n > 2 et f: R — R la fonction définie par
flz)=(01+ $n)37?:11$? + 22,

Montrer que 0 est le seul point critique de f, que f y atteint un minimum local strict,mais pas
global.

Exercice 3.0.4. On considére la fonction

. _12 12

En partant du point initial (xo, yo) = (1, 1) et en appliquant la méthode du gradient avec k
optimale, calculez (x1,y1); (z2,v2) et (x3,y3) .

Exercice 3.0.5. Véréfier que le calcul de Pinverse d’un scalaire par la méthode de Newton
correspond a la méthode itérative :

Tpo1 = k(2 —axg); k>0
Construire, par analogie, une méthode itérative d’approximation de ['inverse d’une matrice in-
versible A , de la forme :
By matrice arbitraire,
By.y1 = fonction (By, A); k>0
Démontrer qu’une CNS de convergence de cette méthode est :p(I — ABy) < 1 ot p(I — ABy)
désigne le rayon spectral de la matrice I — AB,.
Supposant la matrice A symétrique , définie, positive et supposant connu son rayon spectral,
comment choisir simplement la matrice By pour vérifier la condition précédente ¢
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Exercice 3.0.6. Soit la fonction de Rosenbrock définie comme suit :
F(X) = f(21,22) = 100 (25 — 23)° + (1 — 2,)?

1- Calculer le gradient et la matrice Hessienne de la fonctionf.

2- Veérifier que x, = [1,1]" est un minimum local de f.

3- Calculer les 5 premiers itérés de la méthode de Newton pour minimiser f en commenant
par xo = [—1, =2]". Calculer la norme de Uerreur ||z — .|| & chaque itération et déterminer si
le taux de convergence est quadratique
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