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Résumé

Le mouvement brownien fractionnaire et le calcul fractionnaire sont des outils
mathématiques essentiels qui permettent de mieux appréhender la complexité et

I'irrégularité des phénomeénes réels. Leur utilisation dans différents domaines de re-
cherche ouvre de nouvelles perspectives pour une meilleure compréhension du monde
qui nous entoure et pour le développement de modeles plus précis et plus adaptés

aux systémes complexes.

L’objectif de notre travail est de présenter des concepts de base du mouvement
brownien fractionnaire ainsi que le calcul fractionnaire. Cela inclurait une étude des

propriétés mathématiques des définitions et des théorémes associés.



Abstract

Fractional Brownian motion and fractional calculus are essential mathematical
tools that allow us to better understanding the complexity and irregularity of real

phenomena. Their use in different research fields of research opens up new perspec-
tives for a better understanding of the world around us and for development of more
precise models that are more adapted to complex systems.

The objective of our work is to present basic concepts of fractional Brownian mo-
tion as well as fractional calculus. This would include a study of the mathematical

properties of definitions and associated theorems.
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Introduction

Le mouvement Brownien fractionnaire et le calcul fractionnaire sont deux concepts
fondamentaux de la théorie des probabilités et du calcul, qui ont suscité un inté-
rét croissant dans les domaines de la physique, de l’économie, de l'ingénierie et
des sciences naturelles. Ces concepts ont été développés pour mieux comprendre et
modéliser des phénomeénes réels complexes, caractérisés par des propriétés de dépen-
dance a long terme et de mémoire a long terme.

Le mouvement Brownien fractionnaire est une généralisation du mouvement Brow-
nien classique, qui est un processus stochastique continu dont les trajectoires sont
caractérisées par des déplacements aléatoires et dépendants dans le temps. Contrai-
rement au mouvement Brownien classique, le mouvement Brownien fractionnaire
présente une propriété de dépendance a long terme, ce qui signifie que les variations
passées du processus ont une influence significative sur ses évolutions futures. Cette
caractéristique de dépendance a long terme est capturée par 1'utilisation d’un para-
métre fractal appelé exposant de Hurst, généralement noté "H", qui mesure le degré

de mémoire du mouvement.

Historique du mouvement brownien fractionnaire : Le mouvement brow-
nien classique, également connu sous le nom de mouvement brownien standard, a été
découvert au début du XIXe siécle par le botaniste Robert Brown lorsqu’il observait
au microscope le mouvement erratique de petites particules en suspension dans un
fluide. Albert Einstein a fourni une explication théorique détaillée du mouvement
brownien en 1905, montrant que les particules en suspension subissent une agitation

thermique due aux chocs aléatoires des molécules du fluide environnant.
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Cependant, il est rapidement devenu évident que le mouvement brownien standard
ne pouvait pas rendre compte de certains phénoménes observés dans la nature. Par
exemple, dans certains systémes, les trajectoires des particules semblaient étre plus
irrégulieres et moins réguliéres que ce que le mouvement brownien classique pouvait
expliquer.

Dans les années 1960, Benoit Mandelbrot, un mathématicien francais, a introduit le
concept de mouvement brownien fractionnaire pour remédier a ces lacunes. Il a ob-
servé que certaines trajectoires réelles semblaient étre fractales, c’est-a-dire qu’elles
présentaient une certaine auto-similarité a différentes échelles. Mandelbrot a proposé
d’étendre la notion de mouvement brownien aux trajectoires fractionnaires, c¢’est-a-
dire aux trajectoires dont I'exposant de Hurst (une mesure de leur irrégularité) est

compris entre 0 et 1.

Le calcul fractionnaire, quant a lui, est une branche des mathématiques qui gé-
néralise les opérations de dérivation et d’intégration pour des ordres non-entiers.
Alors que le calcul classique est basé sur des dérivées et intégrales d’ordre entier, le
calcul fractionnaire permet de manipuler des opérateurs d’ordre fractionnaire, tels
que les dérivées et intégrales d’ordre 1/2, 1/3, etc. Cette généralisation permet de
capturer des phénoménes de mémoire a long terme et des propriétés de régularité et

de continuité non conventionnelles.

Historique du calcul fractionnaire : Le développement de calcul fraction-
naire remonte au début du XIXe siécle, lorsque le mathématicien frangais Augustin-
Louis Cauchy a introduit pour la premiére fois I'idée d’intégrales d’ordre non entier.
Cependant, le sujet est resté relativement peu exploré jusqu’au XXe siécle.

C’est dans les années 1970 et 1980 que le calcul fractionnaire a commencé a atti-
rer davantage d’attention grace aux travaux de plusieurs mathématiciens tels que
Kenneth Miller, Rudolf Gorenflo et Francesco Mainardi. Ils ont développé des outils
mathématiques pour étudier les équations différentielles et les processus stochas-

tiques impliquant des dérivées fractionnaires.
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En combinant le mouvement Brownien fractionnaire avec le calcul fractionnaire,
les chercheurs ont pu développer un cadre mathématique puissant pour modéliser
des systémes complexes avec des propriétés de dépendance a long terme. Ces sys-
témes incluent des phénomeénes naturels tels que la turbulence atmosphérique, les
fluctuations financiéres, la croissance des cellules biologiques, les mouvements bour-

siers, et bien d’autres.

En outre, les outils du calcul fractionnaire ont également trouvé des applications
pratiques dans divers domaines de I'ingénierie, notamment pour résoudre des équa-
tions différentielles et des systémes dynamiques avec des conditions initiales et des

contraintes non classiques.

Aujourd’hui, le mouvement brownien fractionnaire et le calcul fractionnaire sont
des domaines de recherche actifs et interdisciplinaires, jouant un réle crucial dans
la modélisation et la compréhension des systémes complexes, notamment dans les

domaines de la finance, de la physique, de I'ingénierie et de la biologie.

L’objectif de notre mémoire est I’étude du mouvement Brownien fractionnaire et
calcul fractionnaire, pour cela , I’étude a été divisée en deux chapitres :
Le premier chapitre est consacré aux définition et montrer les propriétés principales

du mouvement Brownien fractionnaire.
Le second chapitre, on présente les définitions de la fonction Gamma et la fonction

Béta et les définitions et propreités de 'intégrale fractionnaire au sens de Riemann-

Lionville et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Lionville.



Chapitre 1

Mouvement Brownien Fractionnaire

Le mouvement Brownien fractionnaire (MBF) a été introduit par Kolmogorov
en 1940 [1], comme moyen d’engendrer des "spirales" Gaussiennes dans des espaces
de Hilbert. En 1968 [3], Mandelbrot et Van Ness l'ont rendu célébre en 'introdui-
sant dans des modeéles financiers, et en étudiant ses propriétés. Tout au long de ce

chapitre, on se référe aux : [1], [4],[8].

1.1 Définition du mouvement Brownien fractionnaire

Définition 1.1.1 Un Mouvement Brownien Fractionnaire(MBF) de paramétre
H € (0;1) est un processus Gaussien centré continu noté par (BH) o défini sur un
espace de probabilité filtré (), F, (.FtBH)tzg, IP) et de fonction de covariance :

1
RH<t,s) = §<t2H—|—s2H— |t —s |2H>

*Le parametre H est appelé le parameétre de Hurst.
Propriétés 1.1.1
1. SiH = %, alors le mouvement Brownien fractionnaire est le mouvement Brow-
nien standard.

2. Si H=1, alors (BI') = t(Bf) presque stirement pour tous t > 0.

11
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Preuve.

1. Nous voyons immédiatement que la covariance de (B2) réduire & (s,t) égale
s At, ce qui donne (B2) est un mouvement Brownien standard.

2. Si H = 1, nous avons pour tous ¢t > 0 :

E(Bf-ﬂBﬁ»ﬂ - EkBﬁP]+¢%EUBﬁV}—2ﬂﬂBﬁBf]
= ﬁ+ﬁx1—2%aﬁ+1—uf¢%0
= 21 - 2t* = 0.

Donc on dit que B = tBH P-ps.
Proposition 1.1.1 Soit B = (Bf);>o un MBF alors :
var(B) = t*1.
Preuve. Ona :
var(BfY) = Rp(t,t) = §(2 + e [t -1 )
52621 =21

Proposition 1.1.2 Si X = (X;);>0 est un processus Gaussien stationnaire et

Xo =0, tel que var(X) = t*! alors X est un MBF de paramétre H.
Preuve. Il suffit de montrer que la fonction de covariance de X est la quantité :
cov(X, X)) — %(ﬁﬂ L2 |t — s [2H)
on a:

var(Xy — X;) = var(X;) +var(Xs) — 2cov( Xy, X)



1.2 Propriétés principales du MBF 13

alors :

cov(Xy, X,) = {var(Xt) +var(X,) — var(X; — Xs)}

1
2

D=

{var(Xt) + var(X,) — UW’(Xt—s)}

= e s}

D’ou le résultat. B

1.2 Propriétés principales du MBF

1.2.1 Auto-similarité
Définition 1.2.1 Un processus {Xt,t € R}est dit auto-similarité d’indice B > 0

st : pour tout o > 0 les processus {Xat,t € R} et {aﬂXt,t € R} aient méme loi,
e :

Va > 0, {Xat,t c R}é{oﬁxt,t c R}.

Théoréme 1.2.1 Le MBF de paramétre H est auto-similarité d’ordre H :

ce qui signifie que
Va > 0, {Bg,t e R}é{aHBg‘f,t c R}.

Preuve. On fixe o > 0; il est évident que {Bﬁ,t € R} et {&HBtH,t € ]R} sont

deux processus Gaussiens centrés, il suffit donc demontrer qu’ils ont la méme fonc-

tion de covariance.
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D’une part on a :
Ry(at,as) = E(BABH)
= %{\at|2H+\ozs 122 — | at — as \2H}
_ %a2H<|t|2H+|S|2H_|t_s|2H>‘
D’autre part on a :
E[(aHBtH)(aHBf)} = cov(aHBtH,aHBf>
= o*cov(BE, BY)
_ %a2H<|t|2H+|S‘2H_|t_8|2H)_
D’ou le résultat. B

1.2.2 Accroissements stationnaires

Propriétés 1.2.1 Le mouvement Brownien fractionnaire (B )¢ est un processus

a accroissements stationnaires :
c’est-a-dire

Vh > 0, {th _BH > o}é{Bﬁ,t > o}.

Preuve. Comme (B{1);5( est un processus Gaussien avec s < t, il suffit de vérifer :

cov(BtIih — B,?,Bgrh — Bf) = cov(BfI,Bf).
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On a :
cov <th - B}flvam - Bilzq) = ]E[(Bﬁh - Bf)(th - Bf)]
= E(BlL,BL,) - B(BLBI) — (BB, ) +E(BIB])
= %(]t+h|2H+!s+h\2H—|t—s|2H)
(1t+nPH+ P =)
= S(IRP s P s P )
En simplifiant terme & terme, on obtient :

cov(Bﬁh—Bf,Bgrh—Bf> = %<|t|2H+|S|2H—|t—S|2H)
= cov(B{{,Bf):R<B{{,Bf)

done {th ~ Bl t> o}é{BtH,t > 0}. m

1.2.3 Propriétés de mémoire

Soit r(n) = cov(Xk, Xpin); k € Nyn € N*

Définition 1.2.2 Un processus stationnaire (X;)ien, est dite a longue mémoire tant

+oo +oo
que : Zr(n) = 400 et a courte mémoire si : Zr(n) < 400.
n=1 n=1

Propriétés 1.2.2 Le mouvement Brownien fractionnaire a une longue mémoire, si

H > % et il a une courte mémoire si H < %
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e _ RpH H _ pH H
Preuve. On considére X, = B — B et Xy = BiL,, — Byl ,,_1-

Puisque le MBF est centré donc :

r(n) = cov(Xe, Xien) = B(Xp, X ) = E[(BY = BIL)(BEL, - BE,,_|
= E|(BIL 4 0)(B inr)| = E[(BI(BL,,)]

(BI')(BIL, - BI')| =E|BlBY,, - BBl

- E-B{IBfH] —E[B{IBH - RH<1,n+ 1) —RH<1,n)
127 4 (n+ 12— | (n+1—1) ’2H) _%(12H_|_n2H_ | (n—1) ‘2H>

(1) = 202 + (n — 1))

<n2H(1 - Ly2H _gpaH | 2 (] 1)2H)

= gt (L DRz (- )

= (14 ) 4 HRED _ g (1 - 20 4 HOEED o (L))

= H(2H — 1)n?172 4 o(n?"-2).

Il s’ensuit que si H > % on a :

PourH<%ona:
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et il a une courte

Pour cela on dit que le MBF a une longue mémoire si H > %

mémoire si H < % [ |

1.2.4 Non-Différentiabilité

Théoréme 1.2.2 Soit ty € R, les trajectoires du mouvement Brownien fraction-

naire sont P-p.s non différentiable en t.

H
BHh By

hH

queIP’<|L|>M> —n_0 lona:

Preuve. On a, lav.a Z = ~» N(0,1) et M une constante, on veut montrer

P(| Bt+h |> M) — P |h1 HBt+h t |> Mhl H)

I
=

(
(1 5= 1> pni=r)
(

- p(|Z|> M- H)

L,
= exp(——z )dz
/Z|>Mh1 H /2T

1 1,
— exp(—=2z7)dz
h—0 /R \/% p( 2 )

Donc :

D’ou le théoréme. B
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1.2.5 Propriété trajectorielle du mouvement Brownien frac-
tionnaire

Définition 1.2.3 On rappelle qu’une fonction f : RP — R? est dite a— Holdérienne,
sl existe C' > 0 tel que :

1f (@) = fW)lle < Cllz = yllL,-

Théoréme 1.2.3 (Kolmogorov) Soit X = (X;)i>0 un processus stochastique a va-

leurs réelles pour lequel il existe trois constantes strictement positives 7, c, € telque :

E[|Xt - XSP} < |t — 5|t

Alors il existe une modification X du processus X ; telque :

pour chaque 0 < o < £. En particulier les trajectoires de X sont Holderiennes

2m

continues de parameétre .

Proposition 1.2.1 Les trajectoires du mouvement Brownien fractionnaire sont Holderiennes

continues de parametre o < H.

Preuve. On a :
E|| B - BIP| =E[| B, 2| =t —s .

Sionprend : y=2, c=1,et c+e=2H d'ou: e =2H — 1, d’aprés le théoréme de
Kolmogorov1.2.3 B & une modification E{{ dont les trajectoires sont Holderiennes

continues de paramétre :

e ol p 2= -]

. On a prouvé que EtH est Holderienne continue de parameétre a < H. B
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1.2.6 La variation quadratique du mouvement Brownien frac-
tionnaire
Définition 1.2.4 Un processus X est a variation quadratique finie sl existe un
processus noté (X) tel que, pour tout t et toute suite de subdivisions A, de [0,t] telle
que le pas |A,| — 0
on ait :
P— lim > (X, —X,)?=(X).

n—-+o0o
(ti 7ti+l)eAn

Théoréme 1.2.4 Soit {Bﬁ,t € R} un mouvement Brownien fractionnaire de pa-
rametre H, on a :
(B, =0, V teR pour H> 1.

(B2), =t, V teR.
(Bf)y =400, V teR* pour H < 1.

Preuve. Soient t € R*, et {A, : 0=ty <t; < ... < t, = t,n € N*} une suite de

subdivision de [0, ¢] dont le pas |A,|— 100 — 0.

n—1
. An _ H )2
Considérons 7, " = E (Bt,CJr1 - B,)"
k=0

1°*cas : H > %

Nous allons donc montrer la convergence dans L de T/*" vers 0. Par la stationnarité

des accroissements, on a :

sfre] = oS
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n—1
= > war(Bfl,, - Bf))
k=0

n—1
= Z UW(Biﬂﬂek)
k=0

n—1
= Z ltrgr — b
k=0

n—1
= Z th1 — tel[tepr — ta* !
}=0
n—1
< JAGPTTY e — ]
k=0
S ’AnIQH—lt

Comme H > 1 =2H —1>0,onadonc: lim |A,[*""t=0.

n—-+oo
Alors :
1
Th — 0.

n—-+o0o

D’ou le résultat. B

2etmecas - H < %

Nous allons montrer la divergence de T~ vers +oo0.

Appelons A I'ensemble des subdivisions de [0, ¢] dont le pas tend vers 0 et consi-

dérons :

S
—

D, = supE[ (B
An

lkt1
0

it

— B,fz )2], ceci est donc minoré par la subdivision 7; = 55

e
Il

on a donc
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27’L
D, >E[Y (B - BV
=0
et on a
on on
B[S (BB 2| = SE[(BE-BI )]
i=0 i=0

2’n

= Zvar(Bg — Bf_il>
=0
277,

= Zvar (Bf_n_1>
i=0
2”1

= Z | Ti — Ti—1 |2H
=0
o .

_ Zlﬁ_(z—l)t 2
= 2" 2
271

toon toom

= — [*"=2"+1) | —
g =@+ 1l 5

— (@21{(2"_(2}{71) + ﬁ)

Alors

1 1
2H
Dy 2 (t) (2n(2H71) + 22nH)

CommeH<%alorsQH—1<Oet2H>00nadonc:

=0.

nﬁT@o on(2H-1) = oo et nliﬁlm 22nH
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Ce qui conduit au résultat. B

1.2.7 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas mar-
kovien

Théoréme 1.2.5 (Revuz et Yor[6[page81) Soit {Xt,t € R} un processus Gaussien
centré. Si X un processus de markov, alors Vs <t < u avec cov(Xy, X;) > 0,

(1.1) cov(Xs, Xy )eov( Xy, X;) = cov( X, Xy)cov( Xy, Xy)

De plus si cov(Xy, Xy) =0 alors {XS 15 < t} et {Xs 15> t} sont indépendants.

Théoréme 1.2.6 Le Mouvement Brownien Fractionnaire {Bt,t € R} n’est pas
markovien pour H # %
Preuve.

e S'il était markovien, comme on a Ry (0,0) = 0, les processus {Bs 15 < O}

et {Bs 15> 0} seraient indépendants, ce qui est absurde.

e S’il était markovien, sa fonction de covariance vérifierait (1.1) et en particulier,

comme 1 < 2 < 3, on aurait :
%(1 + 32H o 22H)22H — %(12H + 22H . 1)%(22H + 32H o 1)
3+ 32 — 3228 = 0.

Aprés I'étude de la fonction H — 3 + 32 — 3.225 | on voit que cette fonction
ne s’annule que pour H = %et pour H = 1 (cas exclu par définition). Le seul

cas possible (H = %) correspond a celui du mouvement Brownien standard qui

est markovien.ll
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1.2.8 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une
semi-martingale

Théoréme 1.2.7 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semi-martingale

pour H # %, relativement a sa fltration naturelle.

Preuve. On suppose que ce soit une semi-martingale, elle est donc continue et nulle
en 0, B g’écrit donc de maniére unique sous la forme BY = M + V tel que : M est
une martingale locale continue en 0 et V' un processus continue a variation fnie nul

en 0.
1°Tcas : H > 2.

Comme M est une martingale locale donc d’aprés la décomposition de Doob-Meyer|[1],
M? — (M) est une martingale locale, et on a (M); = (B%), = 0 Vt € R, alors M?
martingale locale continue nulle en 0 c’est a dire qu'il existe une suite {7,,,n € N}

croissante de temps d’arrét telle que :

lim T, =400 P—p.s

n—-+00
et on a :
vn7Vtv IEI’[]th/\Tn] - E[M(?/\Tn] - O’
Vn,Vt, M2 = 0 P—ps.

Comme T, tend en croissant vers +oo P — p.s, on a :
Vt, M} =0 P —p.s.

Donc M? est indistinguable du processus nul.
Finalement, V¢, BH =V, P—p.s et donc B¥ est P—p.s, a variation finie...Absurde.

2°M€cas : H < %

La variation quadratique de M ne serait définie qu’en 0 ce qui contredit I’hypothése
de continuité...Absurde. Il
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1.3 Représentations intégrales du Mouvement Brow-
nien Fractionnaire

Soit Bf = (Bf);>0 un mouvement Brownien fractionnaire d’indice H € (0;1).
Il existe de nombreuses représentations d’un mouvement Brownien fractionnaire.
Plus ou moins compliquées selon que 'on souhaite obtenir une représentation sur

un compact de R ou sur R tout entier.

1.3.1 Représentation par moyenne mobile du MBF

Dans les travaux de Mandelbrot et Van Ness (1968)(3], le mouvement Brownien

fractionnaire a la représentation intégrale suivante :

H_i/ o NH-1/2  \H-1/2
Bli=g | [(t= )i = ()i aB,

ou
2 1\2
Cr </]R+ [<1 S)H_1/2 SH_I/Q] ds 2[—1)2

et z, = max{x,0} et B est un mouvement brownien standard.

1.3.2 Représentation harmonisable du MBF

Samorodnitsky et Taqqu(1994) [7| ont montré que le mouvement Brownien frac-
tionnaire B peut étre représenté par I'intégrale stochastique suivante :
1 ez‘ts -1

Bl = dB,.
t Cg) R ’5’H+1/2

o) ™ D L
ou Cp’ = T s ©F B est un mouvement Brownien & valeur complexe.
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1.3.3 Représentation de Levy-Hida du MBF

On peut aussi représenter le mouvement Brownien fractionnaire sur un interval

fini de la forme suivante :
t
vt >0, BI= / Ky (t,s)dBs.
0

ot B = (B;)i>0 le mouvement Brownien standard et Ky le noyau.

e Si H > 1 alors Vi, s € RY,t > s,
1) t-mg ' H-3 H-1
Ky(t,s) =by's2™ /(u—s) T2y T2 du,

ou

b(l) _ H(ZH - 1) '
H B(2—2H,H —1)

e Si H< % alors Vt,s € R* t > s,

S

t\H-3 1 1 — )

ou

H (1—2H)B(1 —2H,H +1)

Pour plus de détail voir (Nualart [5], 2003).



Chapitre 2

Eléments De Calcul Fractionnaire

2.1 Fonction Gamma et Fonction Béta

2.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction du calcul fractionnaire qui généralise "la

fonction" factorielle. Elle est donneé par la définition suivante :

Définition 2.1.1 La fonction Gamma notée I est définie par l'integrale suivante :

+oo
['(a) = / e "u*du, a >0
0

Propriétés 2.1.1 Pour tout o >0 et n € N*, on a :
(1) Na+1)=al (o),

(i) I'(a+n)=ala+1)....(a+n—1(a),

(iii) I'(n) = (n — 1L

2.1.2 Fonction Beéta

Définition 2.1.2 La fonction Béta est définie par :

1
B(a,B) = / (1 —w)* "W du, a >0, >0.
0

26
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Proposition 2.1.1 La fonction Béta est liée a la fonction Gamma par la relation

suvante :

=——= Vao,B;a>0,6>0.
a

2.2 Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur I'intervalle [a, b]. On considére l'intégrale :
1) = [ s
La primitive seconde de f définie comme suit :

Eiw = [ ([ fnd

en permutant I'ordre de I'intégration ,on obtient :

piw = [ ansea

T

- /(x—t)f(t)dt.

() = I'2f(x) = L'g(x) = / " g(w)do,

ou: g(v) = /U(v —t) f(t)dt.

e = [ ([ - orwia
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Plus généralement :

1 x
I'f(x) = —)'/ (z — )"~ f(t)dt, pour tout entier n.

(n—1
Cette formule est appelée formule de cauchy, et depuis la généralisation du fac-
toriel par la fonction gamma : (n — 1)! = I'(n), Riemann a réalisé que cette écriture

pourrait avoir un sens, méme dans le cas ou n n’est pas entier, cette idée a donné

naissance a l'intégration fractionnaire.

Définition 2.2.1 Soit f une fonction intégrable sur l’intervalle [a,b].
On appelle intégrale fractionnaire (G gauche), de Riemann-Liouville de f, d’ordre o

et on note I, la fonction définie par :

o f(x) = ﬁ /gg(m _ O ()t o> 0.

On appelle intégrale fractionnaire (4 droite), de Riemann-Lionville de f, d’ordre

a et on note I;*, la fonction définie par :

I f(a) = ﬁ/ (x — ) f(t)dt, o > 0.

Exemples 2.2.1 e Cualculons l'intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre

% de la fonction définie par : f(t) =t.

On pose que a = 0.

1
2

2 flx) = F(l)/o (z — )2 Ydt, x>0

_ 1 ! AT
_ M@/o (x — ) t.dt
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Aprés une intégration par parties, on obtient :

i) = 7E[x—1H;

4 3
= ——=—12
3ﬁ$.

e Considérons maintenant la fonction définie par : f(t) = (x—a)?. On prend 8 > —1

et on calcule lintégrale fractionnaire de f, au sens de Riemann-Liouville.

1

g —a) = —— zx— R (s
a0 = g [ @m0t

pour calculer cette intégrale, on pose : t = a+ (r — a)z, alors :
dt = (x — a)dz.

Alors :

1
I%(x —a)? = (’3}‘;;;6)/ 21— 2)*"dz
0

— OB+ L),

I'(«)
et comme, on a : B(f+ 1,a) = %, alors :
rp+1)
Iz —a)==—L"""_(z—a)"’.
a ) F(oz—|—5+1)< )

Propriétés 2.2.1 [9] Pour f € C([a,b]), lintégrale fractionnaire de Riemann-Liouville

posséde la propriété suivante :
1010 f(x) = IPI2 f(2) = ISP f(2); o, B > 0.

Théoréme 2.2.1 Si f € L'([a,b]), alors I®f existe pour presque tout x € [a,b] et
de plus : I* € L'([a,b]).
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Preuve.

/ @l < o / b [ =l

b b
<y [ 0] [ @ s
b
< ey [ 0 - 0
(b—a)~ ’
< s [ it

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur l'intervalle [a,b]. La dérivée d’ordre a non

entier (avec n — 1 < a < n,n € N*), au sens de Riemann-Liouville est définie par :

D3 f(x) = DI f(x),
ol :

dn
Dr=——

Cdan’

1 dr

Dy f(z) = mdx”

/ @ — e (dE o > a

En particulier, si « = 0: D% = f(x).

Exemples 2.3.1 e Calculons la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre

% de la fonction définie par : f(t) = t.
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On pose : a =0 et0<%<1,(n:1).
1 1—1
D¢ f(x) = D', ®f(x)
1
= D' f(z)

— i<4
dx \3\/7

N

)

T

= =V

e Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre o de la fonction définie

par : f(x) = (z —a)?,B €R.

(0% dn n—«
D(w—a)’ = <127 (x — a)’).

On prend > n

«a n r 1 n—ao
Dz —a)’ = ol (v —a)r ot

_ T(B+n—a+tl) —a

En particulier, pour a =1 :

Dy(z —a)? = —Fgfz;)l) (x —1)°-1
= Bz —a)’ .

Remarque 2.3.1 1. Pour a € N, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-

Liouville coincide avec la dérivée classique.

2. la dérivée fractionnaire d’une fonction constante n’est ni nulle, ni constante :

Dic = m(x —a) .
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Théoréme 2.3.1 Si f € C([a,b]),a >0 et x > a, alors :

DG f(x) = f(x).

Ce qui veut dire que [’opérateur dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
est un inverse a gauche de l’opérateur dintégration fractionnaire au sens de Riemann-

Liouwville du méme ordre.

Preuve.
DRIgf(x) = D ;=13 f(x)
= D[} f(z) = f().

Proposition 2.3.1 Soit a >0, et n=[a]+ 1, sia €N, (a« =nsi a € N),

alors pour tout entier m € N*, on a :
DS f(x)=D"If(x) ,m > a.
([.] : dénote la partie entiére d’un nombre réel, n —1 < a < n).
Preuve. Comme m > n, on a :
DI f(z) = DD f ()
= DI f(a)

= Dgf(x).



Conclusion

Le mouvement brownien fractionnaire et le calcul fractionnaire sont des domaines
de recherche passionnants et en évolution constante qui offrent de nouvelles pers-

pectives pour comprendre et modéliser des phénoménes complexes. Leur utilisation
dans divers domaines scientifiques et industriels ouvre la voie & des avancées signifi-
catives et & des découvertes importantes. Au fil de ce mémoire, nous avons exploré
les concepts, les propriétés de ces deux domaines.

Nous avons commencé par introduire le mouvement brownien fractionnaire en mon-
trant comment il différe du mouvement brownien classique et de présenter ses princi-
pales propriétés avec tous les détails. Nous avons mis en évidence le role essentiel de
I'indice de Hurst dans la caractérisation de ce processus, ainsi que ses implications
sur la régularité et la volatilité des trajectoires.

Ensuite, nous avons abordé le calcul fractionnaire, en soulignant son origine histo-
rique. Nous avons examiné les différentes définitions des opérateurs fractionnaires,
telles que la dérivée et l'intégrale fractionnaires, ainsi que leurs propriétés fonda-

mentales.
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