
République Algérienne Démocratique et Populaire
Ministère de l’enseignement supérieur et de la recherche scientifique

Université de Saida - Dr Moulay Tahar.
Faculté des Sciences.

Département de Mathématiques.

Mémoire présenté en vue de l’obtention du diplôme de

Master Académique
Filière : MATHEMATIQUES

Spécialité : Analyse Stochastique, Statistique des Processus et
Applications

par

Elias Omar 1

Sous la direction de

Dr M. Boutlilis

Thème :

Mouvement Brownien Fractionnaire et
Calcul Fractionnaire

Soutenue le 10/09/2023 devant le jury composé de

Pr.A. Kandouci Université de Saïda Dr. Moulay Tahar Président

Dr.M. Boutlilis Université de Saïda Dr. Moulay Tahar Encadreur
Dr.N. Ait ouali Université de Saïda Dr. Moulay Tahar Examinatrice

Année univ.: 2022/2023

1. e-mail : omarelias904@gmail.com



> Remerciements >

Tout d’abord, nous tenons à remercier "ALLAH", le Tout-Puissant, de nous
avoir accordé la patience, le courage et la volonté nécessaires afin de réaliser ce mo-
deste travail.

Je tiens à exprimer ma profonde gratitude envers mon encadreur, Dr. Mokh-
taria BOUTLILIS pour ses conseils précieux, sa disponibilité constante, sa géné-
rosité, sa patience et son orientation, qui m’ont été d’une grande aide tout au long
de ce travail.

Je voudrais également exprimer ma gratitude envers tous les membres du jury
pour avoir accepté d’évaluer et d’examiner ce travail. Je les remercie pour toutes

leurs remarques et critiques.

Je remercie chaleureusement toute ma famille qui m’a soutenu, encouragé et
poussé durant toutes mes années d’études. J’aimerais exprimer mes sincères
remerciements à mes amis fidèles qui m’ont toujours motivé à continuer.

Je tiens à exprimer mes remerciements envers tous les enseignants du
département de Mathématiques pour leurs qualités scientifiques et pédagogiques,

ainsi qu’envers le personnel de l’administration.

Je souhaite également adresser mes remerciements à tous les membres du
laboratoire des Modèles Stochastiques, Statistique et Applications.

Je remercie mon père ainsi que Pr. Abdeldjebbar Kandouci et Pr. Koui-
der Djerfi pour tous leurs efforts et leurs conseils tout au long de mon parcours
universitaire.



2

> Dédicace >

Je dédie ce travail

À ma chère mère et à mon cher père, qui n’ont jamais cessé de me soutenir et de m’encourager durant

mes années d’études, ainsi que KHATER BOUZID MOHAMED, pour sa gentillesse.

À mes soeurs, ma femme et ma famille qui me donnent de l’amour et de l’énergie.

À tous ceux qui m’ont aidé, que ce soit de près ou de loin, et à ceux qui ont partagé avec moi les

moments d’émotion lors de la réalisation de ce travail, je vous exprime ma chaleureuse gratitude pour

votre soutien et vos encouragements tout au long de mon parcours.

À tous mes amis qui m’ont toujours encouragé, et à qui je souhaite encore plus de succès.



Résumé

Le mouvement brownien fractionnaire et le calcul fractionnaire sont des outils
mathématiques essentiels qui permettent de mieux appréhender la complexité et
l’irrégularité des phénomènes réels. Leur utilisation dans différents domaines de re-
cherche ouvre de nouvelles perspectives pour une meilleure compréhension du monde
qui nous entoure et pour le développement de modèles plus précis et plus adaptés
aux systèmes complexes.

L’objectif de notre travail est de présenter des concepts de base du mouvement
brownien fractionnaire ainsi que le calcul fractionnaire. Cela inclurait une étude des
propriétés mathématiques des définitions et des théorèmes associés.
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Abstract

Fractional Brownian motion and fractional calculus are essential mathematical
tools that allow us to better understanding the complexity and irregularity of real
phenomena. Their use in different research fields of research opens up new perspec-
tives for a better understanding of the world around us and for development of more
precise models that are more adapted to complex systems.
The objective of our work is to present basic concepts of fractional Brownian mo-
tion as well as fractional calculus. This would include a study of the mathematical
properties of definitions and associated theorems.
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Introduction

Le mouvement Brownien fractionnaire et le calcul fractionnaire sont deux concepts
fondamentaux de la théorie des probabilités et du calcul, qui ont suscité un inté-
rêt croissant dans les domaines de la physique, de l’économie, de l’ingénierie et
des sciences naturelles. Ces concepts ont été développés pour mieux comprendre et
modéliser des phénomènes réels complexes, caractérisés par des propriétés de dépen-
dance à long terme et de mémoire à long terme.
Le mouvement Brownien fractionnaire est une généralisation du mouvement Brow-
nien classique, qui est un processus stochastique continu dont les trajectoires sont
caractérisées par des déplacements aléatoires et dépendants dans le temps. Contrai-
rement au mouvement Brownien classique, le mouvement Brownien fractionnaire
présente une propriété de dépendance à long terme, ce qui signifie que les variations
passées du processus ont une influence significative sur ses évolutions futures. Cette
caractéristique de dépendance à long terme est capturée par l’utilisation d’un para-
mètre fractal appelé exposant de Hurst, généralement noté "H", qui mesure le degré
de mémoire du mouvement.

Historique du mouvement brownien fractionnaire : Le mouvement brow-
nien classique, également connu sous le nom de mouvement brownien standard, a été
découvert au début du XIXe siècle par le botaniste Robert Brown lorsqu’il observait
au microscope le mouvement erratique de petites particules en suspension dans un
fluide. Albert Einstein a fourni une explication théorique détaillée du mouvement
brownien en 1905, montrant que les particules en suspension subissent une agitation
thermique due aux chocs aléatoires des molécules du fluide environnant.
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Cependant, il est rapidement devenu évident que le mouvement brownien standard
ne pouvait pas rendre compte de certains phénomènes observés dans la nature. Par
exemple, dans certains systèmes, les trajectoires des particules semblaient être plus
irrégulières et moins régulières que ce que le mouvement brownien classique pouvait
expliquer.
Dans les années 1960, Benoît Mandelbrot, un mathématicien français, a introduit le
concept de mouvement brownien fractionnaire pour remédier à ces lacunes. Il a ob-
servé que certaines trajectoires réelles semblaient être fractales, c’est-à-dire qu’elles
présentaient une certaine auto-similarité à différentes échelles. Mandelbrot a proposé
d’étendre la notion de mouvement brownien aux trajectoires fractionnaires, c’est-à-
dire aux trajectoires dont l’exposant de Hurst (une mesure de leur irrégularité) est
compris entre 0 et 1.

Le calcul fractionnaire, quant à lui, est une branche des mathématiques qui gé-
néralise les opérations de dérivation et d’intégration pour des ordres non-entiers.
Alors que le calcul classique est basé sur des dérivées et intégrales d’ordre entier, le
calcul fractionnaire permet de manipuler des opérateurs d’ordre fractionnaire, tels
que les dérivées et intégrales d’ordre 1/2, 1/3, etc. Cette généralisation permet de
capturer des phénomènes de mémoire à long terme et des propriétés de régularité et
de continuité non conventionnelles.

Historique du calcul fractionnaire : Le développement de calcul fraction-
naire remonte au début du XIXe siècle, lorsque le mathématicien français Augustin-
Louis Cauchy a introduit pour la première fois l’idée d’intégrales d’ordre non entier.
Cependant, le sujet est resté relativement peu exploré jusqu’au XXe siècle.
C’est dans les années 1970 et 1980 que le calcul fractionnaire a commencé à atti-
rer davantage d’attention grâce aux travaux de plusieurs mathématiciens tels que
Kenneth Miller, Rudolf Gorenflo et Francesco Mainardi. Ils ont développé des outils
mathématiques pour étudier les équations différentielles et les processus stochas-
tiques impliquant des dérivées fractionnaires.
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En combinant le mouvement Brownien fractionnaire avec le calcul fractionnaire,
les chercheurs ont pu développer un cadre mathématique puissant pour modéliser
des systèmes complexes avec des propriétés de dépendance à long terme. Ces sys-
tèmes incluent des phénomènes naturels tels que la turbulence atmosphérique, les
fluctuations financières, la croissance des cellules biologiques, les mouvements bour-
siers, et bien d’autres.

En outre, les outils du calcul fractionnaire ont également trouvé des applications
pratiques dans divers domaines de l’ingénierie, notamment pour résoudre des équa-
tions différentielles et des systèmes dynamiques avec des conditions initiales et des
contraintes non classiques.

Aujourd’hui, le mouvement brownien fractionnaire et le calcul fractionnaire sont
des domaines de recherche actifs et interdisciplinaires, jouant un rôle crucial dans
la modélisation et la compréhension des systèmes complexes, notamment dans les
domaines de la finance, de la physique, de l’ingénierie et de la biologie.

L’objectif de notre mémoire est l’étude du mouvement Brownien fractionnaire et
calcul fractionnaire, pour cela , l’étude a été divisée en deux chapitres :
Le premier chapitre est consacré aux définition et montrer les propriétés principales
du mouvement Brownien fractionnaire.
Le second chapitre, on présente les définitions de la fonction Gamma et la fonction
Bêta et les définitions et propreités de l’intégrale fractionnaire au sens de Riemann-
Lionville et la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Lionville.



Chapitre 1

Mouvement Brownien Fractionnaire

Le mouvement Brownien fractionnaire (MBF) a été introduit par Kolmogorov

en 1940 [1], comme moyen d’engendrer des "spirales" Gaussiennes dans des espaces

de Hilbert. En 1968 [3], Mandelbrot et Van Ness l’ont rendu célèbre en l’introdui-
sant dans des modèles financiers, et en étudiant ses propriétés. Tout au long de ce
chapitre, on se réfère aux : [1], [4],[8].

1.1 Définition du mouvement Brownien fractionnaire

Définition 1.1.1 Un Mouvement Brownien Fractionnaire(MBF) de paramètre

H ∈ (0; 1) est un processus Gaussien centré continu noté par (BH
t )t≥0 défini sur un

espace de probabilité filtré (Ω,F , (FBHt )t≥0, IP) et de fonction de covariance :

RH

(
t, s
)

=
1

2

(
t2H + s2H− | t− s |2H

)
.

*Le paramètre H est appelé le paramètre de Hurst.

Propriétés 1.1.1

1. Si H = 1
2
, alors le mouvement Brownien fractionnaire est le mouvement Brow-

nien standard.

2. Si H = 1, alors (BH
t ) = t(BH

1 ) presque sûrement pour tous t ≥ 0.

11



12 Mouvement Brownien Fractionnaire

Preuve.

1. Nous voyons immédiatement que la covariance de (B
1
2 ) réduire à (s,t) égale

s ∧ t, ce qui donne (B
1
2 ) est un mouvement Brownien standard.

2. Si H = 1, nous avons pour tous t ≥ 0 :

E
[
(BH

t − t(BH
1 ))2

]
= E

[
(BH

t )2
]

+ t2E
[
(BH

1 )2
]
− 2tE

[
BH
t B

H
1

]
= t2 + t2 × 1− 2t

(
1
2
(t2 + 1− (1− t2))

)
= 2t2 − 2t2 = 0.

Donc on dit que BH
t = tBH

1 P-ps.

Proposition 1.1.1 Soit BH = (BH
t )t≥0 un MBF alors :

var(BH
t ) = t2H .

Preuve. Ona :

var(BH
t ) = RH(t, t) = 1

2

(
t2H + t2H− | t− t |2H

)
= 1

2
(2t2H) = t2H .

Proposition 1.1.2 Si X = (Xt)t≥0 est un processus Gaussien stationnaire et

X0 = 0, tel que var(X) = t2H alors X est un MBF de paramètre H.

Preuve. Il suffit de montrer que la fonction de covariance de X est la quantité :

cov(Xt, Xs) =
1

2
(t2H + s2H− | t− s |2H)

on a :

var(Xt −Xs) = var(Xt) + var(Xs)− 2cov(Xt, Xs)
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alors :

cov(Xt, Xs) = 1
2

{
var(Xt) + var(Xs)− var(Xt −Xs)

}
= 1

2

{
var(Xt) + var(Xs)− var(Xt−s)

}
= 1

2

{
t2H + s2H− | t− s |2H

}
.

D’où le résultat. �

1.2 Propriétés principales du MBF

1.2.1 Auto-similarité

Définition 1.2.1 Un processus
{
Xt, t ∈ R

}
est dit auto-similarité d’indice β > 0

si : pour tout α > 0 les processus
{
Xαt, t ∈ R

}
et
{
αβXt, t ∈ R

}
aient même loi,

ie :

∀α > 0,
{
Xαt, t ∈ R

}
L
=
{
αβXt, t ∈ R

}
.

Théorème 1.2.1 Le MBF de paramètre H est auto-similarité d’ordre H :
ce qui signifie que

∀α > 0,
{
BH
αt, t ∈ R

}
L
=
{
αHBH

t , t ∈ R
}
.

Preuve. On fixe α > 0 ; il est évident que
{
BH
αt, t ∈ R

}
et
{
αHBH

t , t ∈ R
}

sont

deux processus Gaussiens centrés, il suffit donc demontrer qu’ils ont la même fonc-
tion de covariance.
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D’une part on a :

RH

(
αt, αs

)
= E

(
BH
αtB

H
αs

)
= 1

2

{
| αt |2H + | αs |2H − | αt− αs |2H

}
= 1

2
α2H

(
| t |2H + | s |2H − | t− s |2H

)
.

D’autre part on a :

E
[
(αHBH

t )(αHBH
s )
]

= cov
(
αHBH

t , α
HBH

s

)
= α2Hcov(BH

t , B
H
s )

= 1
2
α2H

(
| t |2H + | s |2H − | t− s |2H).

D’où le résultat. �

1.2.2 Accroissements stationnaires

Propriétés 1.2.1 Le mouvement Brownien fractionnaire (BH
t )t≥0 est un processus

à accroissements stationnaires :
c’est-à-dire

∀h > 0,
{
BH
t+h −BH

h , t ≥ 0
}

L
=
{
BH
t , t ≥ 0

}
.

Preuve. Comme (BH
t )t≥0 est un processus Gaussien avec s < t, il suffit de vérifer :

cov
(
BH
t+h −BH

h , B
H
s+h −BH

h

)
= cov

(
BH
t , B

H
s

)
.
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On a :

cov
(
BH
t+h −BH

h , B
H
s+h −BH

h

)
= E

[
(BH

t+h −BH
h )(BH

s+h −BH
h )
]

= E
(
BH
t+hB

H
s+h

)
− E

(
BH
t+hB

H
h

)
− E

(
BH
h B

H
s+h

)
+ E

(
BH
h B

H
h

)
= 1

2

(
| t+ h |2H + | s+ h |2H − | t− s |2H

)
− 1

2

(
| t+ h |2H + | h |2H − | t |2H

)
− 1

2

(
| h |2H + | s+ h |2H − | s |2H

)
+ | h |2H

En simplifiant terme à terme, on obtient :

cov
(
BH
t+h −BH

h , B
H
s+h −BH

h

)
= 1

2

(
| t |2H + | s |2H − | t− s |2H

)
= cov

(
BH
t , B

H
s

)
= R

(
BH
t , B

H
s

)

donc
{
BH
t+h −BH

h , t ≥ 0
}

L
=
{
BH
t , t ≥ 0

}
. �

1.2.3 Propriétés de mémoire

Soit r(n) = cov(Xk, Xk+n); k ∈ N, n ∈ N∗

Définition 1.2.2 Un processus stationnaire (Xt)t∈N, est dite à longue mémoire tant

que :
+∞∑
n=1

r(n) = +∞ et à courte mémoire si :
+∞∑
n=1

r(n) < +∞.

Propriétés 1.2.2 Le mouvement Brownien fractionnaire a une longue mémoire, si

H > 1
2
et il a une courte mémoire si H < 1

2
.
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Preuve. On considère Xk = BH
k −BH

k−1 et Xk+n = BH
k+n −BH

k+n−1.

Puisque le MBF est centré donc :

r(n) = cov
(
Xk, Xk+n

)
= E

(
Xk, Xk+n

)
= E

[
(BH

k −BH
k−1)(BH

k+n −BH
k+n−1

]
= E

[
(BH

k−(k−1))(B
H
k+n−(k+n−1))

]
= E

[
(BH

1 )(BH
n+1−n)

]
= E

[
(BH

1 )(BH
n+1 −BH

n )
]

= E
[
BH

1 B
H
n+1 −BH

1 B
H
n

]
= E

[
BH

1 B
H
n+1

]
− E

[
BH

1 B
H
n

]
= RH

(
1, n+ 1

)
−RH

(
1, n
)

= 1
2

(
12H + (n+ 1)2H− | (n+ 1− 1) |2H

)
− 1

2

(
12H + n2H− | (n− 1) |2H

)
= 1

2

(
(n+ 1)2H − 2n2H + (n− 1)2H

)
= 1

2

(
n2H(1 + 1

n
)2H − 2n2H + n2H(1− 1

n
)2H
)

= 1
2
n2H

(
(1 + 1

n
)2H − 2 + (1− 1

n
)2H
)

= 1
2
n2H

(
(1 + 2H

n
) + H(2H−1)

n2 − 2 + (1− 2H
n

) + H(2H−1)
n2 + o( 1

n2 )
)

= H(2H − 1)n2H−2 + o(n2H−2).

Il s’ensuit que si H > 1
2
on a :

r(n) > 0 et
∑
n

r(n) = +∞.

Pour H < 1
2
on a :

r(n) < 0 et
∑
n

r(n) < +∞.
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Pour cela on dit que le MBF a une longue mémoire si H > 1
2
et il a une courte

mémoire si H < 1
2
. �

1.2.4 Non-Différentiabilité

Théorème 1.2.2 Soit t0 ∈ R, les trajectoires du mouvement Brownien fraction-
naire sont P-p.s non différentiable en t0.

Preuve. On a, la v.a Z =
BHt+h−B

H
t

hH
 N (0, 1) et M une constante, on veut montrer

que P
(
| B

H
t+h−B

H
t

h
|> M

)
→h→0 1 on a :

P
(
| B

H
t+h−B

H
t

h
|> M

)
= P

(
| h1−H BHt+h−B

H
t

h
|> Mh1−H

)
= P

(
| B

H
t+h−B

H
t

h1−1+H |> Mh1−H
)

= P
(
| Z |> Mh1−H

)
=

∫
|Z|>Mh1−H

1√
2π

exp(−1

2
z2)dz

→h→0

∫
R

1√
2π

exp(−1

2
z2)dz

= 1.

Donc :

P(|
BH
t+h −BH

t

hH
|> M)→h−→0 1.

D’où le théorème. �
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1.2.5 Propriété trajectorielle du mouvement Brownien frac-
tionnaire

Définition 1.2.3 On rappelle qu’une fonction f : Rp −→ Rd est dite α−Höldérienne,
s’il existe C > 0 tel que :

‖f(x)− f(y)‖Ld ≤ C‖x− y‖αLp .

Théorème 1.2.3 (Kolmogorov) Soit X = (Xt)t≥0 un processus stochastique à va-
leurs réelles pour lequel il existe trois constantes strictement positives γ, c, ε telque :

E
[
|Xt −Xs|γ

]
≤ |t− s|c+ε.

Alors il existe une modification X̃ du processus X ; telque :

E
[

sup
t6=s

|X̃t −Xs|γ

|t− s|α
]
< +∞,

pour chaque 0 ≤ α ≤ ε
γ
. En particulier les trajectoires de X̃ sont Hölderiennes

continues de paramètre α.

Proposition 1.2.1 Les trajectoires du mouvement Brownien fractionnaire sont Hölderiennes
continues de paramètre α < H.

Preuve. On a :

E
[
| BH

t −BH
s |2

]
= E

[
| BH

t−s |2
]

=| t− s |2H .

Si on prend : γ = 2, c = 1, et c+ ε = 2H d’où : ε = 2H − 1, d’après le théorème de

Kolmogorov1.2.3 BH
t à une modification B̃H

t dont les trajectoires sont Hölderiennes
continues de paramètre :

α ∈
[
0,
ε

γ

[
=
[
0,

2H − 1

2

[
=
[
0, H − 1

2

[
. On a prouvé que B̃H

t est Hölderienne continue de paramètre α < H. �
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1.2.6 La variation quadratique du mouvement Brownien frac-
tionnaire

Définition 1.2.4 Un processus X est à variation quadratique finie s’il existe un
processus noté 〈X〉 tel que, pour tout t et toute suite de subdivisions ∆n de [0,t] telle

que le pas |∆n| → 0

on ait :

P− lim
n→+∞

∑
(ti,ti+1)∈∆n

(Xti+1
−Xti)

2 = 〈X〉t.

Théorème 1.2.4 Soit
{
BH
t , t ∈ R

}
un mouvement Brownien fractionnaire de pa-

ramètre H, on a :

〈BH〉t = 0, ∀ t ∈ R pour H > 1
2
.

〈B 1
2 〉t = t, ∀ t ∈ R.

〈BH〉t = +∞, ∀ t ∈ R∗ pour H < 1
2
.

Preuve. Soient t ∈ R∗+, et {∆n : 0 = t0 < t1 < ..... < tn = t, n ∈ N∗} une suite de

subdivision de [0, t] dont le pas |∆n|n−→+∞ −→ 0.

Considérons T∆n
t =

n−1∑
k=0

(BH
tk+1
−BH

tk
)2.

1ercas : H > 1
2
.

Nous allons donc montrer la convergence dans L de T∆n
t vers 0. Par la stationnarité

des accroissements, on a :

E
[
T∆n
t

]
= E

[ n−1∑
k=0

(BH
tk+1
−BH

tk
)2
]

=
n−1∑
k=0

E
[
(BH

tk+1
−BH

tk
)2
]
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=
n−1∑
k=0

var(BH
tk+1
−BH

tk
)

=
n−1∑
k=0

var(BH
tk+1−tk)

=
n−1∑
k=0

|tk+1 − tk|2H

=
n−1∑
k=0

|tk+1 − tk||tk+1 − tk|2H−1

≤ |∆n|2H−1

n−1∑
k=0

|tk+1 − tk|

≤ |∆n|2H−1t.

Comme H > 1
2
⇒ 2H − 1 > 0, on a donc : lim

n−→+∞
|∆n|2H−1t = 0.

Alors :

T∆n
t −→L1

n→+∞ 0.

D’où le résultat. �

2èmecas : H < 1
2
.

Nous allons montrer la divergence de T∆n
t vers +∞.

Appelons A l’ensemble des subdivisions de [0, t] dont le pas tend vers 0 et consi-
dérons :

Dn = sup
∆n

E
[ n−1∑
k=0

(BH
tk+1
−BH

tk
)2
]
, ceci est donc minoré par la subdivision τi = it

2n

on a donc
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Dn ≥ E
[ 2n∑
i=0

(BH
τi
−BH

τi−1
)2
]

et on a

E
[ 2n∑
i=0

(BH
τi
−BH

τi−1
)2
]

=
2n∑
i=0

E
[
(BH

τi
−BH

τi−1
)2
]

=
2n∑
i=0

var
(
BH
τi
−BH

τi−1

)

=
2n∑
i=0

var
(
BH
τi−τi−1

)

=
2n∑
i=0

| τi − τi−1 |2H

=
2n∑
i=0

| it
2n
− (i− 1)t

2n
|2H

=
2n∑
i=0

| t
2n
|2H= (2n + 1) | t

2n
|2H

= (t)2H
(

1
2n(2H−1) + 1

22nH

)
.

Alors

Dn ≥ (t)2H(
1

2n(2H−1)
+

1

22nH
).

Comme H < 1
2
alors 2H − 1 < 0 et 2H > 0 on a donc :

lim
n→+∞

1

2n(2H−1)
= +∞ et lim

n→+∞

1

22nH
= 0.
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Ce qui conduit au résultat. �

1.2.7 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas mar-
kovien

Théorème 1.2.5 (Revuz et Yor[6]page81) Soit
{
Xt, t ∈ R

}
un processus Gaussien

centré. Si X un processus de markov, alors ∀s < t < u avec cov(Xt, Xt) > 0,

cov(Xs, Xu)cov(Xt, Xt) = cov(Xs, Xt)cov(Xt, Xu)(1.1)

De plus si cov(Xt, Xt) = 0 alors
{
Xs : s ≤ t

}
et
{
Xs : s ≥ t

}
sont indépendants.

Théorème 1.2.6 Le Mouvement Brownien Fractionnaire
{
Bt, t ∈ R

}
n’est pas

markovien pour H 6= 1
2
.

Preuve.

• S’il était markovien, comme on a RH(0, 0) = 0, les processus
{
Bs : s ≤ 0

}
et
{
Bs : s ≥ 0

}
seraient indépendants, ce qui est absurde.

• S’il était markovien, sa fonction de covariance vérifierait (1.1) et en particulier,
comme 1 < 2 < 3, on aurait :

RH(1, 3)RH(2, 2) = RH(1, 2)RH(2, 3)

1
2
(1 + 32H − 22H)22H = 1

2
(12H + 22H − 1)1

2
(22H + 32H − 1)

3 + 32H − 3.22H = 0.

Après l’étude de la fonction H −→ 3 + 32H − 3.22H , on voit que cette fonction

ne s’annule que pour H = 1
2
et pour H = 1 (cas exclu par définition). Le seul

cas possible (H = 1
2
) correspond à celui du mouvement Brownien standard qui

est markovien.�
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1.2.8 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une
semi-martingale

Théorème 1.2.7 Le mouvement Brownien fractionnaire n’est pas une semi-martingale

pour H 6= 1
2
, relativement à sa fltration naturelle.

Preuve. On suppose que ce soit une semi-martingale, elle est donc continue et nulle

en 0, BH s’écrit donc de manière unique sous la forme BH = M + V tel que : M est
une martingale locale continue en 0 et V un processus continue à variation fnie nul
en 0.
1ercas : H > 1

2
.

CommeM est une martingale locale donc d’après la décomposition de Doob-Meyer[1],

M2 − 〈M〉 est une martingale locale, et on a 〈M〉t = 〈BH〉t = 0 ∀t ∈ R, alors M2

martingale locale continue nulle en 0 c’est à dire qu’il existe une suite {Tn, n ∈ N}
croissante de temps d’arrêt telle que :

lim
n→+∞

Tn = +∞ P− p.s

et on a :
∀n,∀t, E[M2

t∧Tn ] = E[M2
0∧Tn ] = 0,

∀n,∀t, M2
t∧Tn = 0 P− p.s.

Comme Tn tend en croissant vers +∞ P− p.s, on a :

∀t, M2
t = 0 P− p.s.

Donc M2 est indistinguable du processus nul.

Finalement, ∀t, BH
t = Vt P−p.s et donc BH est P−p.s, à variation finie...Absurde.

2èmecas : H < 1
2
.

La variation quadratique de M ne serait définie qu’en 0 ce qui contredit l’hypothèse
de continuité...Absurde. �
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1.3 Représentations intégrales du Mouvement Brow-
nien Fractionnaire

Soit BH = (BH
t )t≥0 un mouvement Brownien fractionnaire d’indice H ∈ (0; 1).

Il existe de nombreuses représentations d’un mouvement Brownien fractionnaire.
Plus ou moins compliquées selon que l’on souhaite obtenir une représentation sur
un compact de R ou sur R tout entier.

1.3.1 Représentation par moyenne mobile du MBF

Dans les travaux de Mandelbrot et Van Ness (1968)[3], le mouvement Brownien
fractionnaire a la représentation intégrale suivante :

BH
t =

1

CH

∫
R

[
(t− s)H−1/2

+ − (−s)H−1/2
+

]
dBs,

où

CH=
(∫

R+

[
(1 + s)H−1/2 − sH−1/2

]2
ds+

1

2H

) 1
2

et x+ = max{x, 0} et B est un mouvement brownien standard.

1.3.2 Représentation harmonisable du MBF

Samorodnitsky et Taqqu(1994) [7] ont montré que le mouvement Brownien frac-

tionnaire BH peut être représenté par l’intégrale stochastique suivante :

BH
t =

1

C
(1)
H

∫
R

eits − 1

|s|H+1/2
dB̂s.

où C
(1)
H =

√
π

HΓ(2H) sin(2H)
et B̂ est un mouvement Brownien à valeur complexe.
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1.3.3 Représentation de Levy-Hida du MBF

On peut aussi représenter le mouvement Brownien fractionnaire sur un interval
fini de la forme suivante :

∀t ≥ 0, BH
t =

∫ t

0

KH(t, s)dBs.

où B = (Bt)t≥0 le mouvement Brownien standard et KH le noyau.

• Si H > 1
2
alors ∀t, s ∈ R+, t > s,

KH(t, s) = b
(1)
H s

1
2
−H
∫ t

s

(u− s)H−
3
2uH−

1
2du,

où

b
(1)
H =

√
H(2H − 1)

β(2− 2H,H − 1
2
)
.

• Si H < 1
2
alors ∀t, s ∈ R+, t > s,

KH(t, s) = b
(2)
H

[( t
s

)H− 1
2

(t− s)H−
1
2 − (H − 1

2
)sH−

1
2

∫ t

s

(u− s)H−
1
2uH−

3
2du

]
,

où

b
(2)
H =

√
2H

(1− 2H)β(1− 2H,H + 1
2
)
.

Pour plus de détail voir (Nualart [5], 2003).



Chapitre 2

Eléments De Calcul Fractionnaire

2.1 Fonction Gamma et Fonction Bêta

2.1.1 Fonction Gamma

La fonction Gamma est une fonction du calcul fractionnaire qui généralise "la
fonction" factorielle. Elle est donneé par la définition suivante :

Définition 2.1.1 La fonction Gamma notée Γ est définie par l’integrale suivante :

Γ(α) =

∫ +∞

0

e−uuα−1du, α > 0

Propriétés 2.1.1 Pour tout α > 0 et n ∈ N∗, on a :

(i) Γ(α + 1) = αΓ(α),

(ii) Γ(α + n) = α(α + 1)......(α + n− 1)Γ(α),

(iii) Γ(n) = (n− 1)!.

2.1.2 Fonction Bêta

Définition 2.1.2 La fonction Bêta est définie par :

B(α, β) =

∫ 1

0

(1− u)α−1uβ−1du, α > 0, β > 0.

26
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Proposition 2.1.1 La fonction Bêta est liée à la fonction Gamma par la relation
suivante :

B(α, β) =
Γ(α)Γ(β)

Γ(α + β)
, ∀α, β;α > 0, β > 0.

2.2 Intégrale Fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction continue sur l’intervalle [a, b]. On considére l’intégrale :

I1
af(x) =

∫ x

a

f(t)dt.

La primitive seconde de f définie comme suit :

I2
af(x) =

∫ x

a

(

∫ u

a

f(t)dt)du,

en permutant l’ordre de l’intégration ,on obtient :

I2
af(x) =

∫ x

a

(

∫ x

t

du)f(t)dt

=

∫ x

a

(x− t)f(t)dt.

I3
af(x) = I1

aI
2
af(x) = I1

ag(x) =

∫ x

a

g(v)dv,

où : g(v) =

∫ v

a

(v − t)f(t)dt.

I3
af(x) =

∫ x

a

(

∫ v

a

(v − t)f(t)dt)dv

=

∫ x

a

(

∫ x

t

(v − t)dv)f(t)dt

= 1
2

∫ x

a

(x− t)2f(t)dt.



28 Eléments De Calcul Fractionnaire

Plus généralement :

Ina f(x) =
1

(n− 1)!

∫ x

a

(x− t)n−1f(t)dt, pour tout entier n.

Cette formule est appelée formule de cauchy, et depuis la généralisation du fac-
toriel par la fonction gamma : (n− 1)! = Γ(n), Riemann a réalisé que cette écriture
pourrait avoir un sens, même dans le cas ou n n’est pas entier, cette idée a donné
naissance à l’intégration fractionnaire.

Définition 2.2.1 Soit f une fonction intégrable sur l’intervalle [a, b].

On appelle intégrale fractionnaire (à gauche), de Riemann-Liouville de f , d’ordre α
et on note Iαa+, la fonction définie par :

Iαa+f(x) =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1f(t)dt, α > 0.

On appelle intégrale fractionnaire (à droite), de Riemann-Lionville de f , d’ordre
α et on note Iαb−, la fonction définie par :

Iαb−f(x) =
1

Γ(α)

∫ b

x

(x− t)α−1f(t)dt, α > 0.

Exemples 2.2.1 • Calculons l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
1
2
de la fonction définie par : f(t) = t.

On pose que a = 0.

I
1
2
0 f(x) = 1

Γ( 1
2

)

∫ x

0

(x− t)
1
2
−1tdt, x > 0

= 1
M( 1

2
)

∫ x

0

(x− t)
−1
2 t.dt
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Aprés une intégration par parties, on obtient :

I
1
2
0 f(x) = −4

3
√
π
[(x− t) 1

2 ]x0

= 4
3
√
π
x

3
2 .

• Considérons maintenant la fonction définie par : f(t) = (x−a)β. On prend β > −1

et on calcule l’intégrale fractionnaire de f , au sens de Riemann-Liouville.

Iαa (x− a)β =
1

Γ(α)

∫ x

a

(x− t)α−1(t− aβ)dt,

pour calculer cette intégrale, on pose : t = a+ (x− a)z, alors :

dt = (x− a)dz.

Alors :

Iαa (x− a)β = (x−aα+β)
Γ(α)

∫ 1

0

zβ(1− z)α−1dz

= (x−a)α+β)
Γ(α)

B(β + 1, α),

et comme, on a : B(β + 1, α) = Γ(β+1)Γ(α)
Γ(β+1+α)

, alors :

Iαa (x− a)β =
Γ(β + 1)

Γ(α + β + 1)
(x− a)α+β.

Propriétés 2.2.1 [9] Pour f ∈ C([a, b]), l’intégrale fractionnaire de Riemann-Liouville
possède la propriété suivante :

Iαa I
β
a f(x) = Iβa I

α
a f(x) = Iα+β

a f(x); α, β > 0.

Théorème 2.2.1 Si f ∈ L1([a, b]), alors Iαa f existe pour presque tout x ∈ [a, b] et

de plus : Iαa ∈ L1([a, b]).
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Preuve.

∫ b

a

|(Iαa )(x)|dx ≤ 1
Γ(α)

∫ b

a

∫ x

a

(x− t)α−1|f(t)|dtdx

≤ 1
Γ(α)

∫ b

a

|f(t)|
∫ b

t

(x− t)α−1dxdt

≤ 1
Γ(α+1)

∫ b

a

|f(t)|(b− t)αdt

≤ (b−a)α

Γ(α+1)

∫ b

a

|f(t)|dt.

2.3 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

Soit f une fonction intégrable sur l’intervalle [a, b]. La dérivée d’ordre α non

entier (avec n− 1 ≤ α < n, n ∈ N∗), au sens de Riemann-Liouville est définie par :

Dα
a f(x) = DnIn−αa f(x),

où :

Dn =
dn

dxn
.

Dα
a f(x) =

1

Γ(n− α)

dn

dxn

∫ x

a

(x− t)n−α−1f(t)dt , x > a.

En particulier, si α = 0 : D0
a = f(x).

Exemples 2.3.1 • Calculons la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville d’ordre
1
2
de la fonction définie par : f(t) = t.
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On pose : a = 0 et o < 1
2
< 1, (n = 1).

D
1
2
0 f(x) = D1I

1− 1
2

0 f(x)

= D1I
1
2
0 f(x)

= d
dx

( 4
3
√
π
x

3
2 )

= 2√
π

√
x.

• Calculons la dérivée fractionnaire d’ordre α de la fonction définie

par : f(x) = (x− a)β, β ∈ R.

Dα
a (x− a)β =

dn

dxn
[In−αa (x− a)β].

On prend β > n

Dα
a (x− a)β = dn

dxn
[ Γ(β+1)
Γ(n+β−α+1)

(x− a)n−α+β]

= Γ(β+n−α+1)
Γ(β−α+1)

(x− a)β−α.

En particulier, pour α = 1 :

Da(x− a)β = Γ(β+1)
Γ(β)

(x− 1)β−1

= β(x− a)β−1.

Remarque 2.3.1 1. Pour α ∈ N, la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville coincide avec la dérivée classique.

2. la dérivée fractionnaire d’une fonction constante n’est ni nulle, ni constante :

Dα
a c =

c

Γ(1− α)
(x− a)−α.



32 Eléments De Calcul Fractionnaire

Théorème 2.3.1 Si f ∈ C([a, b]), α > 0 et x > a, alors :

Dα
a I

α
a f(x) = f(x).

Ce qui veut dire que l’opérateur dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville
est un inverse à gauche de l’opérateur d’intégration fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville du même ordre.

Preuve.

Dα
a I

α
a f(x) = DnIn−αa Iαa f(x)

= DnIna f(x) = f(x).

Proposition 2.3.1 Soit α > 0, et n = [α] + 1, si α ∈ N, (α = nsi α ∈ N),

alors pour tout entier m ∈ N∗, on a :

Dα
a f(x) = DmIm−αa f(x) ,m > α.

([.] : dénote la partie entière d’un nombre réel, n− 1 ≤ α ≤ n).

Preuve. Comme m ≥ n, on a :

DmIm−αa f(x) = DnDm−nIm−na In−αa f(x)

= DnIn−αa f(x)

= Dα
a f(x).



Conclusion

Le mouvement brownien fractionnaire et le calcul fractionnaire sont des domaines
de recherche passionnants et en évolution constante qui offrent de nouvelles pers-
pectives pour comprendre et modéliser des phénomènes complexes. Leur utilisation
dans divers domaines scientifiques et industriels ouvre la voie à des avancées signifi-
catives et à des découvertes importantes. Au fil de ce mémoire, nous avons exploré
les concepts, les propriétés de ces deux domaines.
Nous avons commencé par introduire le mouvement brownien fractionnaire en mon-
trant comment il diffère du mouvement brownien classique et de présenter ses princi-
pales propriétés avec tous les détails. Nous avons mis en évidence le rôle essentiel de
l’indice de Hurst dans la caractérisation de ce processus, ainsi que ses implications
sur la régularité et la volatilité des trajectoires.
Ensuite, nous avons abordé le calcul fractionnaire, en soulignant son origine histo-
rique. Nous avons examiné les différentes définitions des opérateurs fractionnaires,
telles que la dérivée et l’intégrale fractionnaires, ainsi que leurs propriétés fonda-
mentales.
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